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Predgovor

Ovaa zbirka rexeni zadaqi e nameneta za srednoxkolci i studenti

od tehniqkite i prirodno-matematiqkite fakulteti, no mo�at da ja ko-

ristat i in�eneri i qitateli koi imaat potreba i interes od povtoru-

vaǌe i izuquvaǌe na najgolem del od srednoxkolskata matematika preku

zadaqi.

Vo zbirkata se obraboteni golem del od oblastite koi se izuqu-

vaat vo srednoxkolskite matematiqki kursevi, a koi smetavme deka se

najpotrebni za uspexno vkluquvaǌe vo nastavata na idnite studenti

na tehniqkite i prirodno-matematiqkite fakulteti. Posebno vnimanie

posvetivme na osnovnite funkcii: linearna, kvadratna, eksponencijalna,

logaritamska i trigonometriski funkcii, kako i rexavaǌeto ravenki,

neravenki i sistemi od ravenki i neravenki, koi smetame deka se osnova

na golem broj in�enerski disciplini.

Pri podgotovkata na zbirkata, se obidovme zadaqite da gi podred-

ime metodoloxki, a nivnite rexenija da gi izlo�ime detalno, xto ḱe

ovozmo�i sekoj qitatel da gi sovlada bez pogolemi texkotii. So cel

uspexno da se sledat rexenijata na zadaqite, na poqetokot na sekoja

glava e daden kratok pregled od teorijata, kako xto se definicii, os-

obini i poznati rezultati. Pokraj rexenite zadaqi, na krajot od sekoja

glava se dadeni dopolnitelni nerexeni zadaqi so koneqni rexenija ili

upatstvo za rexavaǌe, koi se nameneti za samostojna rabota na sred-

noxkolcite, studentite i qitatelite. Zbirkata sodr�i i golem broj

grafici so cel da se olesni izuquvaǌeto na osnovnite funkcii.

Im blagodarime na recenzentite prof. d-r Boro Piperevski i prof.

d-r Lazo Dimov koi so svoite dobronamerni sugestii i zabelexki po-

mognaa vo podobruvaǌeto na ovaa zbirka zadaqi, kako i na m-r Jasmina

Angelevska koja so vnimatelnoto qitaǌe na materijalot pridonese za

otstranuvaǌe na nekoi grexki.

Odnapred im blagodarime na site qitateli koi so svoi komentari,

sugestii, posoquvaǌe na eventualni grexki i pofalbi ḱe pridonesat za



podobruvaǌe na ovaa zbirka rexeni zadaqi pri nejzinoto preizdavaǌe.

Skopje, april 2017 godina

Avtorite
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1 Broevi

1.1 Realni broevi

Prirodni broevi. Princip na matematiqka indukcija

Mno�estvoto prirodni broevi {1, 2, 3, 4, . . . } se oznaquva so
N, a mno�estvoto N0 = N ∪ {0} = {0, 1, 2, 3, 4, . . . } se narekuva
proxireno mno�estvo prirodni broevi.

Broevite: 2, 4, 6, 8, . . . se parni broevi, a broevite: 3, 5, 7, 9, . . .
se neparni broevi. Sekoj paren broj mo�e da se pretstavi
vo oblik 2k, k ∈ N, a sekoj neparen broj vo oblik 2k − 1, k ∈ N

ili 2k + 1, k ∈ N0.

Proizvodot od prvite n prirodni broevi go oznaquvame
so n! (se qita n faktoriel), t.e.

n! = n(n− 1)(n − 2) · · · 3 · 2 · 1.

Po definicija, 0! = 1.
Jasno e deka va�i:

n! = n(n− 1)! = n(n− 1)(n − 2)! = n(n− 1)(n − 2) · · · 3 · 2 · 1!.

So principot na matematiqka indukcija mo�e da se doka-
�e toqnosta na edno matematiqko tvrdeǌe za sekoj priroden
broj n ≥ n0, n0 ∈ N, ako:

1) se poka�e deka tvrdeǌeto e toqno za n = n0;
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2) od pretpostavkata deka tvrdeǌeto va�i za n = k, k > n0,
se poka�e deka va�i i za n = k + 1.

Celi, racionalni i iracionalni broevi

Mno�estvoto celi broevi {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . } se oz-
naquva so Z.

Mno�estvoto racionalni broevi gi sodr�i site koneqni
decimalni broevi i site beskoneqni periodiqni decimalni
broevi, t.e. broevite koi mo�at da se zapixat vo vid na
dropka. Mno�estvoto racionalni broevi se oznaquva so Q.
Znaqi,

Q =
{ m

n

∣
∣
∣ m,n ∈ Z, n 6= 0

}

.

Vo mno�estvoto racionalni broevi se definira ednakvost,
zbir (razlika), proizvod i koliqnik na sledniov naqin:

1)
m

n
=

p

q
ako i samo ako mq = np, n 6= 0, q 6= 0;

2)
m

n
± p

n
=

m± p

n
, n 6= 0;

3)
m

n
± p

q
=

mq ± np

nq
, n 6= 0, q 6= 0;

4)
m

n
· p
q
=

mp

nq
, n 6= 0, q 6= 0;

5)
m

n
:
p

q
=

m

n
· q
p
=

mq

np
, n 6= 0, p 6= 0, q 6= 0.

Mno�estvoto iracionalni broevi gi sodr�i site besko-
neqni neperiodiqni decimalni broevi i se oznaquva so I.
Pritoa va�i: Q ∩ I = ∅.
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Mno�estvoto ralni broevi se oznaquva so R i gi sodr�i
site racionalni i iracionalni broevi, t.e. va�i:

R = Q ∪ I.

Za mno�estva N, Z, Q i R va�i:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Za operacijata sobiraǌe na realni broevi ispolneti se
slednive osobini:

1) (komutativen zakon) (∀x, y ∈ R) x+ y = y + x;

2) (asocijativen zakon) (∀x, y, z ∈ R) x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3) (postoeǌe neutralen element)
(∃ 0 ∈ R)(∀x ∈ R) x+ 0 = 0 + x = x;

4) (postoeǌe na inverzen element)
(∀x ∈ R)(∃(−x) ∈ R) x+ (−x) = (−x) + x = 0.

Neka x, y, z, v ∈ R. Ako x < y togax x+ z < y + z. Isto taka,
ako x < y i z < v togax x+ z < y + v.

Za operacijata mno�eǌe na realni broevi ispolneti se
slednive osobini:

5) (komutativen zakon) (∀ x, y ∈ R) x · y = y · x;

6) (asocijativen zakon) (∀ x, y, z ∈ R) x · (y · z) = (x · y) · z;

7) (postoeǌe neutralen element)
(∃ 1 ∈ R)(∀ x ∈ R) x · 1 = 1 · x = x;

8) (postoeǌe na inverzen element)
(∀ x ∈ R \ {0})(∃ x−1 ∈ R \ {0}) x · x−1 = x−1 · x = 1.
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Za operaciite sobiraǌe i mno�eǌe na realni broevi
va�i i distributivniot zakon za mno�eǌeto vo odnos na
sobiraǌeto:

(∀x, y, z ∈ R) (x+ y) · z = x · z + y · z i x · (y + z) = x · y + x · z.

Isto taka, za x, y, z, v ∈ R va�i:

1) −(−x) = x; −0 = 0;

−x = (−1) · x; −(x · y) = (−x) · y = x · (−y);

(−x) · (−y) = x · y; x · 0 = 0 · x = 0;

2) Ako x · y = 0 togax x = 0 ili y = 0;

3) Ako x < y i z > 0 togax x · z < y · z;

4) Ako x < y i z < 0 togax x · z > y · z;

5) Ako x < y i z = 0 togax x · z = y · z = 0;

6) Ako x < 0 i y < 0 togax x · y > 0;

7) Ako x < 0 i y > 0 togax x · y < 0.

Mno�estvoto pozitivni realni broevi go oznaquvame so
R+, t.e.

R+ = {x ∈ R |x > 0},
dodeka mno�estvoto negativni realni broevi so R−, t.e.

R− = {x ∈ R |x < 0}.
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Apsolutna vrednost na realen broj

Apsolutna vrednost na realniot broj x se definira na
sledniov naqin:

|x| =
{

x, x ≥ 0
−x, x < 0

.

Neka x, y ∈ R. Togax va�at slednive svojstva:

1) |xy| = |x||y|;

2)

∣
∣
∣
∣

x

y

∣
∣
∣
∣
=

|x|
|y| , y 6= 0;

3) |x+ y| ≤ |x|+ |y|;

4) |x− y| ≥ ||x| − |y||.

Intervali i segmenti

Neka a, b ∈ R i a < b. Od poseben interes se slednive pod-
mno�estva od R. Mno�estvoto od site realni broevi x koi
go zadovoluvaat uslovot a < x < b go oznaquvame so (a, b) i go
vikame otvoren interval, t.e.

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b}.

Zatvoren interval (segment, otseqka) se vika mno�est-
voto od site realni broevi x koi go zadovoluvaat uslovot
a ≤ x ≤ b i se oznaquva so [a, b], t.e.

[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}.

Mno�estvata:

(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}
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i
[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}

se vikaat poluotvoreni segmenti ili poluzatvoreni inter-
vali.

Isto taka, ḱe gi spomeneme i slednive podmno�estva od
R nareqeni polupravi:

(−∞, b) = {x ∈ R | x < b}; (−∞, b] = {x ∈ R | x ≤ b};

(a,+∞) = {x ∈ R | x > a}; [a,+∞) = {x ∈ R | x ≥ a}.
Intervalot (−∞,+∞) gi sodr�i site realni broevi, t.e.

(−∞,+∞) = R. Mno�estvoto R ∪ {−∞,+∞} se narekuva pro-
xireno mno�estvo od realni broevi.

Vo zadaqite od 1.1 do 1.6, da se doka�e toqnosta na raven-
stvata za sekoj priroden broj n, primenuvajḱi go principot
na matematiqka indukcija.

Zadaqa 1.1. 1 + 4 + 7 + · · ·+ (3n − 2) =
n(3n− 1)

2
.

Rexenie. 1) Ja proveruvame toqnosta na ravenstvoto za
n = 1:

1 =
1(3 − 1)

2
.

2) Pretpostavuvame deka e toqno za n = k, odnosno deka va�i:

1 + 4 + 7 + · · ·+ (3k − 2) =
k(3k − 1)

2
.

Ovaa pretpostavka ja narekuvame induktivna pretpostavka.
Ḱe ja poka�eme toqnosta za n = k+1, odnosno ḱe poka�eme

deka va�i:

1 + 4 + 7 + · · ·+ (3k − 2) + [3(k + 1)− 2] =
(k + 1)[3(k + 1)− 1]

2
.
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Koristejḱi ja induktivnata pretpostavka, dobivame:

1 + 4 + 7 + · · ·+ (3k − 2) + [3(k + 1) − 2] =

=
k(3k − 1)

2
+ (3k + 1) =

3k2 − k + 6k + 2

2
=

=
(k + 1)(3k + 2)

2
=

(k + 1)(3(k + 1)− 1)

2
.

Sleduva deka ravenstvoto e toqno za sekoj priroden broj n.

Zadaqa 1.2. 12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

Rexenie. 1) Proveruvame dali ravenstvoto e toqno za n = 1:

1 =
1 · 2 · 3

6
.

2) Pretpostavuvame deka ravenstvoto e toqno za n = k, od-
nosno deka va�i:

12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
.

Ḱe ja poka�eme toqnosta za n = k + 1:

12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 + (k + 1)2 =

=
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6
=

=
(k + 1)(2k2 + 7k + 6)

6
=

(k + 1)(k + 2)(2k + 3)

6
=

=
(k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1)

6
.
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Sleduva deka ravenstvoto e toqno za sekoj priroden broj
n.

Zadaqa 1.3. 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

Rexenie. 1) Proveruvame dali ravenstvoto e toqno za n = 1:

1 = 2!− 1.

2) Pretpostavuvame deka ravenstvoto e toqno za n = k, od-
nosno deka va�i:

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ k · k! = (k + 1)! − 1.

Ḱe poka�eme deka e toqno i za n = k + 1:

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · · + k · k! + (k + 1)(k + 1)!

= (k + 1)! − 1 + (k + 1)(k + 1)! = (k + 1)!(k + 1 + 1)− 1

= (k + 1)!(k + 2)− 1 = (k + 2)!− 1 = ((k + 1) + 1)!− 1

Sleduva deka za sekoj priroden broj n va�i:

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

Zadaqa 1.4. 1 +
2

2
+

3

22
+ · · · + n

2n−1
=

2n+1 − n− 2

2n−1
.

Rexenie. 1) Proveruvame dali ravenstvoto e toqno za n = 1:

1 =
22 − 1− 2

20
.

2) Pretpostavuvame toqnost na ravenstvoto za n = k, odnosno

1 +
2

2
+

3

22
+ · · · + k

2k−1
=

2k+1 − k − 2

2k−1
.
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Ḱe poka�eme deka e toqno za n = k + 1:

1 +
2

2
+

3

22
+ · · ·+ k

2k−1
+

k + 1

2(k+1)−1
=

=
2k+1 − k − 2

2k−1
+

k + 1

2k+1−1
=

2k+2 − 2k − 4

2k
+

k + 1

2k
=

=
2k+2 − k − 3

2k
=

2(k+1)+1 − (k + 1)− 2

2(k+1)−1
.

Sleduva deka tvrdeǌeto e toqno za sekoj priroden broj n.

Zadaqa 1.5.
2n∑

k=1

(−1)k+1k3 = −n2(4n+ 3).

Rexenie. Treba vsuxnost da poka�eme deka

1− 23 + 33 − · · ·+ (−1)2n+1(2n)3 = −n2(4n + 3).

1) Proveruvame dali ravenstvoto e toqno za n = 1:

1− 23 = −1(4 + 3).

2) Pod pretpostavka deka ravenstvoto e toqno za n = k, od-
nosno va�i:

1− 23 + 33 − · · · + (−1)2k+1(2k)3 = −k2(4k + 3),

ḱe poka�eme deka e toqno i za n = k + 1:

1− 23 + 33 − · · · + (−1)2k+1(2k)3 + (2k + 1)3 − (2k + 2)3 =

= −k2(4k + 3) + (2k + 1)3 − (2k + 2)3 = −4k3 − 15k2 − 18k − 7 =

= −4k3 − 7k2 − 8k2 − 14k − 4k − 7 =

= −k2(4k + 7)− 2k(4k + 7)− (4k + 7) =

= −(k + 1)2(4k + 7) = −(k + 1)2(4(k + 1) + 3).
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Zadaqa 1.6.

1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(x− 1)2
,

kade xto x ∈ R \ {1}.
Rexenie. 1) Proveruvame dali ravenstvoto e toqno za n = 1:

1 =
x2 − 2x+ 1

(x− 1)2
.

2) Pretpostavuvame deka ravenstvoto e toqno i za n = k,
odnosno va�i:

1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ kxk−1 =
kxk+1 − (k + 1)xk + 1

(x− 1)2
.

Ḱe poka�eme deka ravenstvoto e toqno i za n = k + 1:

1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ kxk−1 + (k + 1)xk =

=
kxk+1 − (k + 1)xk + 1

(x− 1)2
+ (k + 1)xk =

=
kxk+1 − (k + 1)xk + 1 + (kxk + xk)(x2 − 2x+ 1)

(x− 1)2
=

=
kxk+1 − (k + 1)xk + 1 + kxk+2 − 2kxk+1 + kxk + xk+2

(x− 1)2
+

+
−2xk+1 + xk

(x− 1)2
=

=
(k + 1)xk+2 − (k + 2)xk+1 + 1

(x− 1)2
.

Sleduva deka tvrdeǌeto e toqno za sekoj priroden broj
n.
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Zadaqa 1.7. Koi od slednive broevi:

√
4;

√
2; π; −12

11
; 0, 123111213212223 . . . ; 0, 123(4) +

π

2

se racionalni, a koi iracionalni?

Rexenie. Racionalni se broevite
√
4 = 2 i −12

11
.

Ḱe poka�eme deka brojot
√
2 ne e racionalen broj. Da

pretpostavime deka
√
2 e racionalen broj, t.e. mo�e da se

zapixe vo vid na dropka
√
2 =

p

q
, kade xto p i q se zaemno

prosti broevi i q 6= 0. Togax 2 =
p2

q2
, pa dobivame 2q2 = p2.

Znaqi 2 e delitel na p2.
Mo�e da se poka�e deka od 2|p2 sleduva deka 2|p. Spored

toa, postoi priroden broj p1 takov xto p = 2p1. Togax 2q2 =
4p21, t.e. q2 = 2p21. Ottuka zakluquvame deka 2|q.

Dobivme deka 2|p i 2|q, xto e vo kontradikcija so pret-
postavkata deka p i q se zaemno prosti broevi. Znaqi

√
2 ne

mo�e da se zapixe kako dropka, t.e. ne e racionalen broj.

Broevite 0, 123111213212223 . . . i 0, 123(4) +
π

2
se beskoneqni

neperiodiqni decimalni broevi, t.e. iracionalni broevi.

Zadaqa 1.8. Podredi gi po golemina slednive realni bro-
evi:

−1, (45); −
√
2; −290

200
;

10

3
; π; 3, 1(4).

Rexenie. Dadenite broevi gi zapixuvame na sledniov naqin:

−1, (45) = −1, 454545 . . . ; −290

200
= −1, 45; −

√
2 = 1, 4142 . . . ;

3, 1(4) = 3, 14444 . . . ; π = 3, 14159 . . . ;
10

3
= 3, 33333 . . . ,
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pa za ovie broevi va�i:

−1, (45) < −290

200
< −

√
2 < π < 3, 1(4) <

10

3
.

Zadaqa 1.9. Slednive decimalni broevi pretstavi gi vo vid
na dropka:

a) 3, 111... = 3, (1); b) 2, 235235 · · · = 2, (235);

v) 0, 126767 · · · = 0, 12(67); g) − 11, 121314(16).

Rexenie. a) Neka oznaqime x = 3, 111.... Togax, 10x = 31, 11....
Ako gi odzememe ovie ravenstva ḱe dobieme:

9x = 31, 11... − 3, 111...,

odnosno 9x = 28, od kade sleduva deka x =
28

9
.

b) Neka x = 2, 235235.... Togax, 1000x − x = 2235, 235... − 2, 235...,

odnosno 999x = 2233, od kade se dobiva deka x =
2233

999
.

v) Neka oznaqime x = 0, 12676767.... Togax, 100x = 12, 676767...
i 10000x = 1267, 6767 . . . , pa ako ovie ravenstva gi odzememe se
dobiva 10000x− 100x = 1255, odnosno 9900x = 1255. Za baraniot

broj se dobiva x =
1255

9900
=

251

1980
.

g) Sliqno kako pogore, se dobiva −11, 121314(16) = −1101010102

99 · 106 .

Zadaqa 1.10. Da se presmeta vrednosta na slednive izrazi:

a)
2

3
· 7− 4

12 + 3 · 5 − 1

5

(

3 +
11

4

)

; b)

(

221 · 3

16
− 2− 11

2

)

:
0, 55

1, 6
.
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Rexenie. a)
2

3
· 7− 4

12 + 3 · 5 − 1

5

(

3 +
11

4

)

=
2

3
· 3

27
− 1

5
· 23
4

= −581

540
.

b)

(

221 · 3

16
− 2− 11

2

)

:
0, 55

1, 6
=

(
663

16
− 15

2

)
160

55
=

543

16
· 32
11

=
1086

11
.

Zadaqa 1.11. Dali postoi priroden, cel, racionalen ili
realen broj x za koj va�i:

a) 2x = 3; b) − 4x− 1 = 3; v) 3x = π; g)
√
3x = 9?

Rexenie.

a) x =
3

2
∈ Q ⊂ R. b) x = −1 ∈ Z ⊂ Q ⊂ R.

v) x =
π

3
∈ I ⊂ R. g) x = 3

√
3 ∈ I ⊂ R.

Zadaqa 1.12. Dali postoi racionalen ili iracionalen broj
x za koj va�i:

a) x2 = 2; b) x2 = 4; v) x2 = −9;

g) x2 − 1 =
√
π d) x3 = 8; ǵ) x3 = −8?

Rexenie. a) x = ±
√
2 ∈ I.

b) x = ±2 ∈ Q.

v) ne postoi takov realen broj.

g) x = ±
√√

π + 1 ∈ I.

d) x = 2 ∈ Q.
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ǵ) x = 3
√
−8 = −2 ∈ Q.

Zadaqa 1.13. Da se presmeta |2− a| − |b+ 1|+ |a+ b| ako a = 2 i
b = −4.

Rexenie. |2− a| − |b+ 1|+ |a+ b| = |2− 2| − | − 4 + 1|+ |2− 4| =
= |0| − | − 3|+ | − 2| = 0− 3 + 2 = −1.

Zadaqa 1.14. Da se opredeli |A| ako:

a)A = sin
3π

2
; b) A = sin

π

6
− 1.

Rexenie. a)|A| =
∣
∣
∣
∣
sin

3π

2

∣
∣
∣
∣
= | − 1| = 1.

b)|A| =
∣
∣
∣sin

π

6
− 1
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

1

2
− 1

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
−1

2

∣
∣
∣
∣
=

1

2
.

1.2 Kompleksni broevi

Pod kompleksen broj z se podrazbira podredeniot par
(x, y) od realni broevi x i y. Mno�estvoto od kompleksni
broevi se oznaquva so C, t.e. C = {(x, y) |x, y ∈ R}.

Vo mno�estvoto kompleksni broevi mo�e da se defini-
ra ednakvost na kompleksni broevi, a so pomox na operaci-
ite vo R mo�e da se definiraat i operaciite sobiraǌe i
mno�eǌe na kompleksni broevi.

Neka z1 = (x1, y1) ∈ C i z2 = (x2, y2) ∈ C.

1) z1 = z2 ako i samo ako x1 = x2 i y1 = y2;
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2) z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2);

3) z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).

Od osobinite za sobiraǌe i mno�eǌe kaj realni broevi
sleduva deka za operaciite sobiraǌe i mno�eǌe na kom-
pleksni broevi va�i komutativniot i asocijativniot za-
kon. Ponatamu, neutralen element za operacijata sobiraǌe
e (0, 0), a za operacijata mno�eǌe e (1, 0). Inverzen element
na (x, y) vo odnos na sobiraǌeto e (−x,−y), a inverzen ele-
ment na (x, y), x 6= 0 ili y 6= 0 vo odnos na mno�eǌeto e
(

x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)

. Isto taka va�i i distributivniot za-

kon na mno�eǌeto vo odnos na sobiraǌeto. Od ovde sleduva
deka mo�e da se definiraat operaciite odzemaǌe i deleǌe
na kompleksni broevi na sledniov naqin:

Neka z1 = (x1, y1) ∈ C i z2 = (x2, y2) ∈ C.

4) z1 − z2 = (x1 − x2, y1 − y2);

5) z1 : z2 =

(
x1x2 + y1y2
x22 + y22

,
−x1y2 + y1x2

x22 + y22

)

, x2 6= 0 ili y2 6= 0.

So identifikacija na podredeniot par (x, 0) so realniot
broj x, t.e. (x, 0) = x, se dobiva deka mno�estvoto realni
broevi R e vistinsko podmno�estvo od mno�estvoto na kom-
pleksni broevi C, t.e. R ⊂ C.

Ja voveduvame imaginarnata edinica i na sledniov naqin
(0, 1) = i. Spored 3) imame:

(0, y) = (y, 0) · (0, 1) = y · i,

od kade sleduva deka (0, y) mo�e da se zapixe kako yi. Ponatamu,
od 2) i 3) dobivame:

(x, y) = (x, 0) + (y, 0) · (0, 1) = x+ yi.



1. Broevi 21

Znaqi kompleksniot broj z = (x, y) mo�eme da go zapixime vo
oblik z = x+ iy. Ovoj oblik na z se vika algebarski oblik.

Od 3) za imaginarnata edinica dobivame:

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.

Spored ova, za operaciite sobiraǌe, odzemaǌe, mno�eǌe
i deleǌe na kompleksnite broevi vo algebarski oblik va�i:

(x1 + y1i)± (x2 + y2i) = (x1 ± x2) + (y1 ± y2)i;

(x1 + y1i) · (x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i;

(x1 + y1i)

(x2 + y2i)
=

(x1x2 + y1y2) + (−x1y2 + y1x2)i

x22 + y22
, x2 6= 0 ili y2 6= 0.

Zabele�uvame deka sobiraǌeto, odzemaǌeto i mno�eǌeto na
kompleksni broevi vo algebarski oblik, se izvrxuva kako
xto se sobiraat, odzemaat i mno�at binomi soodvetno, ze-
majḱi ja imaginarnata edinica kako promenliva i koristejḱi
deka i2 = −1.

Koristejḱi deka i2 = −1 se dobivaat slednive ravenstva
za imaginarnata edinica i i k ∈ N0:

i4k = 1,

i4k+1 = i,

i4k+2 = −1,

i4k+3 = −i.

Ako y = 0 togax kompleksniot broj z e realen, a ako x = 0
togax velime deka kompleksniot broj z e qisto imaginaren
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broj. Brojot x se narekuva realen del, a y imaginaren del na
kompleksniot broj z i tie se oznaquvaat so x = Rez, y = Imz,
soodvetno.

Od 1) sleduva deka dva kompleksni broja se ednakvi ako
i samo ako imaat ednakvi realni i imaginarni delovi.

Konjugirano kompleksen broj na brojot z = x+ iy e komplek-
sniot broj x−iy koj se oznaquva so z̄ (potoqno, za z i z̄ velime
deka se konjugirano kompleksni broevi). Pritoa va�i:

Rez =
z + z̄

2
, Imz =

z − z̄

2i
, z · z̄ = x2 + y2.

Za z, z1, z2 ∈ C va�at slednive svojstva:

1) z1 ± z2 = z1 ± z2;

2)
(z1
z2

)

=
z1
z2

, z2 6= 0;

3) z1 · z2 = z1 · z2;

4) z = z.

Na sekoja toqka M(x, y) od Dekartoviot pravoagolen ko-
ordinaten sistem vo ramnina mo�e da í se pridru�i kom-
pleksen broj z = x+ iy, i obratno. Vo toj sluqaj, ramninata
se vika kompleksna (Gausova) ramnina, pri xto x-oskata e
realna oska, a y-oskata e imaginarna oska.

Realniot broj OM =
√

x2 + y2 se narekuva modul na kom-
pleksniot broj z = x+iy i se oznaquva so |z| ili ρ (vidi slika
1.1). Za modulot na sekoj kompleksen broj z va�i |z| ≥ 0.

Ako z = x ∈ R, togax |z| =
√
x2 = |x| (modulot e apsolutna

vrednost).
Lesno se poka�uva deka va�i:

|z| = 0 ⇐⇒ z = 0;

z · z̄ = |z|2;
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x

y

O

M( , )x  y

x

y|z|

j

Slika 1.1.

−|z| ≤ Rez ≤ |z|, −|z| ≤ Imz ≤ |z|;
|z| = |z̄|.

Neka z1, z2 ∈ C. Za modulot na kompleksen broj va�at
slednive svojstva:

1) |z1 · z2| = |z1| · |z2|;

2) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|;

3)
∣
∣
∣
z1
z2

∣
∣
∣ =

|z1|
|z2|

, z2 6= 0;

4) |z1 − z2| ≥
∣
∣
∣|z1| − |z2|

∣
∣
∣.

Agolot ϕ xto go zafaḱa vektorot
−−→
OM so pozitivniot del

na x-oskata se vika argument na kompleksniot broj z. Od
slikata 1.1. sleduva deka x = |z| cosϕ i y = |z| sinϕ, od kade se
dobiva:

z = x+ yi = |z|(cosϕ+ i sinϕ).

Ovoj oblik na kompleksniot broj z se vika trigonometriski
oblik.

Neka z1 = |z1|(cosϕ1+i sinϕ1) i z2 = |z2|(cosϕ2+i sinϕ2). Opera-
ciite mno�eǌe, deleǌe i stepenuvaǌe na kompleksni broevi
vo trigonometriski oblik se izvrxuvaat na sledniov naqin:
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1) z1 · z2 = |z1||z2| (cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2));

2)
z1
z2

=
|z1|
|z2|

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)), z2 6= 0;

3) zn1 = |z1|n
(
cos(nϕ1) + i sin(nϕ1)

)
, n ∈ N.

Ako vo poslednata formula 3) stavime |z1| = 1 i ϕ1 = ϕ se
dobiva Moavrovata formula (Abraham de Moivre, 1667-1754):

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ, n ∈ N.

Zadaqa 1.15. Da se odredat realniot i imaginarniot del na
slednive kompleksni broevi:

a) z = 5− 6i+
√
2; b) z = 7i; v) z = 12.

Rexenie. a)Rez = 5 +
√
2, Imz = −6.

b)Rez = 0, Imz = 7.

v)Rez = 12, Imz = 0.

Zadaqa 1.16. Dali postojat realni broevi x i y za koi va-
�at slednive ravenstva:

a) 5x+ 2y − 4xi = 9 + (y − 3)i; b) (2x+ 3iy) + (6y + xi) = 0?

Rexenie. a) Od ednakvosta na kompleksnite broevi go do-
bivame sistemot linearni ravenki

{
5x+ 2y = 9
−4x = y − 3

,

so qie rexavaǌe se dobiva x = −1 i y = 7.
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b) Dadenoto ravenstvo go zapixuvame vo oblik

2x+ 6y + (3y + x)i = 0 + 0 · i,

od kade se dobiva sistemot linearni ravenki

{
2x+ 6y = 0
x+ 3y = 0

.

Sistemot ima beskoneqno mnogu rexenija, t.e. sekoja podre-
dena dvojka od oblik (−3y, y), y ∈ R e rexenie na sistemot.

Zadaqa 1.17. Daden e kompleksniot broj z = 2 − 6i. Da se
presmeta:

a) z + z̄; b) z − z̄; v) z · z̄.

Rexenie. a) z + z̄ = (2− 6i) + (2 + 6i) = 4.

b) z − z̄ = (2− 6i) − (2 + 6i) = −12i.

v) z · z̄ = (2− 6i) · (2 + 6i) = 22 + 62 = 40.

Zadaqa 1.18. Da se presmeta:

a) i20; b) i33; v) (−i)42; g) (−i)47; d )
1

i77
.

Rexenie. a) i20 = i4·5 = 1.

b) i33 = i4·8+1 = i.

v) (−i)42 = i42 = i4·10+2 = −1.

g) (−i)47 = −i47 = −i4·11+3 = −(−i) = i.

d )
1

i77
=

1

i4·19+1
=

1

i
=

1

i
· i
i
=

i

i2
= −i.
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Zadaqa 1.19. Da se izvrxat naznaqenite operacii rabotejḱi
so algebarskite oblici na kompleksnite broevi:

a) (1 + i) + (2− 3i)− (5− 6i); d)
5− i

i
;

b) (2 + 3i) · (3− 2i); ǵ)
2i

1 + i
;

v) (3− 2i)2; e)
1 + i

2− i
· (3 + 2i);

g)
1− i

1 + i
; �)

1− 3i

i+ 1
− i

i+ 2
.

Rexenie. a) (1 + i) + (2− 3i)− (5− 6i) = −2 + 4i.

b) (2 + 3i) · (3− 2i) = 6− 4i+ 9i− 6i2 = 12 + 5i.

v) (3− 2i)2 = 9− 12i + 4i2 = 9− 12i− 4 = 5− 12i.

g)
1− i

1 + i
=

1− i

1 + i
· 1− i

1− i
=

1− 2i+ i2

1− i2
=

−2i

2
= −i.

d )
5− i

i
=

5− i

i
· i
i
=

5i− i2

i2
=

5i+ 1

−1
= −1− 5i.

ǵ)
2i

1 + i
=

2i

1 + i
· 1− i

1− i
=

2i− 2i2

1− i2
=

2i+ 2

2
= 1 + i.

e)
1 + i

2− i
· (3 + 2i) =

3 + 2i+ 3i+ 2i2

2− i
=

1 + 5i

2− i
· 2 + i

2 + i
=

=
2 + i+ 10i + 5i2

22 + 12
=

−3 + 11i

5
.
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�)
1− 3i

i+ 1
− i

i+ 2
=

(1− 3i)(i + 2)− i(i + 1)

(i+ 1)(i+ 2)
=

i+ 2− 3i2 − 6i− i2 − i

i2 + 2i+ i+ 2
=

=
6− 6i

1 + 3i
· 1− 3i

1− 3i
=

6− 18i− 6i+ 18i2

12 + 32
=

−12− 24i

10
=

=
−6− 12i

5
.

Zadaqa 1.20. Neka z1 =
√
7 + 3i i z2 = 3− i

√
7. Da se presmeta:

a) |z1 + z2|; b) |z1 − z2|; v) |z1 · z2|; g)
∣
∣
∣
z1
z2

∣
∣
∣.

Rexenie.

a) |z1 + z2| =
∣
∣
∣

√
7 + 3i+ 3− i

√
7
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣(
√
7 + 3) + (3−

√
7)i
∣
∣
∣ =

=

√

(
√
7 + 3)2 + (3−

√
7)2 =

=

√

7 + 6
√
7 + 9 + 9− 6

√
7 + 7 =

=
√
32 = 4

√
2.

b) |z1 − z2| =
∣
∣
∣

√
7 + 3i− (3− i

√
7)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣(
√
7− 3) + (3 +

√
7)i
∣
∣
∣ =

=

√

(
√
7− 3)2 + (3 +

√
7)2 =

√

7− 6
√
7 + 9 + 9 + 6

√
7 + 7 =

= 4
√
2.

v) |z1 · z2| =
∣
∣
∣(
√
7 + 3i) · (3− i

√
7)
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣(
√
7 + 3i)

∣
∣
∣ ·
∣
∣
∣(3− i

√
7)
∣
∣
∣ =

=
√
7 + 9 ·

√
9 + 7 = 16.

g)
∣
∣
∣
z1
z2

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

√
7 + 3i

3− i
√
7

∣
∣
∣ =

|
√
7 + 3i|

|3− i
√
7|

=

√
7 + 9√
9 + 7

= 1.
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Zabelexka. Vo zadaqata 1.20. pod v) i g) mo�e prvo da se

izvrxi mno�eǌeto z1 ·z2 i soodvetno deleǌeto
z1
z2
, a potoa da

se opredeli modulot na dobieniot kompleksen broj.

Zadaqa 1.21. Da se pretstavat vo ista kompleksna ramnina
slednive kompleksni broevi:

z1 = 2 + 3i; z2 = −2 + 3i; z3 = −2− 3i;
z4 = 2− 3i; z5 = 2; z6 = −3i.

Rexenie. Zabele�uvame deka toqkata xto odgovara na re-
alniot broj z5 le�i na realnata oska (x-oskata), a toqkata
xto odgovara na qisto imaginarniot broj z6 le�i na ima-
ginarnata oska (y-oskata).

x

y

O

1z2z

3z 4z

5z

6z

Slika 1.2.

Toqkite xto odgovaraat na konjugiranite kompleksni bro-
evi z1 i z4 = z̄1 se simetriqni vo odnos na x-oskata, z1 i
z3 = −z1 se simetriqni vo odnos na koordinatniot poqetok, a
z1 i z2 = −z̄1 se simetriqni vo odnos na y-oskata (vidi slika
1.2).
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Zadaqa 1.22. Da se opredeli geometriskoto mesto na toqkite
vo kompleksnata ramnina xto odgovaraat na kompleksnite
broevi z za koi:

a) Rez = 3; b) Imz = −2; v) Rez = Imz;

g) Rez = −Imz; d) Rez > 2; ǵ) Imz ≤ −2;

e) |z| = 3; �) |z| ≤ 3; z) |z| > 1;

s ) |z − 1| = 1; i) |z + i| < 2; j) |z − i+ 2| ≥ 3.

Rexenie. Neka z = x+ iy, Rez = x i Imz = y. Oblasta vo koja
pripaǵaat toqkite z za koi va�at soodvetnite ravenstva ili
neravenstva se skicirani na slikite 1.3 i 1.4.

a) Toqkite z za koi va�i Rez = 3 le�at na pravata x = 3.

b) Toqkite le�at na pravata y = −2.

v) Toqkite le�at na pravata y = x.

g) Toqkite le�at na pravata y = −x.

d) Toqkite le�at vo poluramninata x > 2.

ǵ) Toqkite le�at vo poluramninata y ≤ −2.

e) Toqkite le�at na kru�nicata x2 + y2 = 32.

�) Toqkite le�at na kru�nicata x2 + y2 = 32 i vo nejzinata
vnatrexnost, t.e. vo oblasta

x2 + y2 ≤ 32.
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x

y

O

y= 2

b)

x

y

O

a)

x=3

x

y

O

v)

y=x

x

y

O

-2

|)

x

y

O

d)

x

y

O

g)

y=  x

2

Slika 1.3.

z) Toqkite le�at vo nadvorexnosta na kru�nicata x2+y2 = 1,
t.e. vo oblasta

x2 + y2 > 1.

s) Toqkite le�at na kru�nicata (x− 1)2 + y2 = 1.

i) Toqkite le�at vo vnatrexnosta na kru�nicata x2 + (y +
1)2 = 22, t.e. vo oblasta

x2 + (y + 1)2 < 22.

j) Toqkite le�at na kru�nicata (x+2)2+(y−1)2 = 32 i nadvor
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od nea, t.e. vo oblasta

(x+ 2)2 + (y − 1)2 ≥ 32.

x

y

O

e)

3
x

y

O

z)

3
x

y

O

`)

1
O

x

y

O

y)

1

x

y j)

1

O

x

yi)

O

O
-1

-2

1

Slika 1.4.

Zadaqa 1.23. Da se pretstavat vo trigonometriski oblik
slednive kompleksni broevi:

z1 = 1+ i; z2 = 2; z3 = i; z4 = −4; z5 = −2+2i; z6 = −3i; z7 = 1− i
√
3.
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Rexenie. |z1| =
√
2, ϕ1 =

π

4
, z1 =

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
;

|z2| = 2, ϕ2 = 0, z2 = 2(cos 0 + i sin 0);

|z3| = 1, ϕ3 =
π

2
, z3 =

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
;

|z4| = 4, ϕ4 = π, z4 = 4
(
cos π + i sinπ

)
;

|z5| = 2
√
2, ϕ5 =

3π

4
, z5 =

√
2
(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
;

|z6| = 3, ϕ6 =
3π

2
, z6 = 3

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)
;

|z7| = 2, ϕ7 =
5π

3
, z7 = 2

(
cos

5π

3
+ i sin

5π

3

)
.

Zadaqa 1.24. Da se presmeta:

a)
(1 + i

√
3) · (−i)√

3− 3i
; b) (1 + i)5; v) (1 + i

√
3)11; g)

(
1− i

1 + i

)83

.

Rexenie. a) Mno�eǌeto i deleǌeto na kompleksnite bro-
evi ḱe go izvrxime koristejḱi trigonometriski oblik na
kompleksni broevi.

Kompleksnite broevi gi zapixuvame vo trigonometriski
oblik:

1 + i
√
3 = 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
, −i = cos

3π

2
+ i sin

3π

2

i
√
3− 3i = 2

√
3
(

cos(−π

3
) + i sin(−π

3
)
)

.
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Togax,

(1 + i
√
3) · (−i)√

3− 3i
=

2
(
cos π

3 + i sin π
3

)
·
(
cos 3π

2 + i sin 3π
2

)

2
√
3
(
cos(−π

3 ) + i sin(−π
3 )
) =

=
cos 11π

6 + i sin 11π
6√

3
(
cos(−π

3 ) + i sin(−π
3 )
) =

=

√
3

3

(
cos

13π

6
+ i sin

13π

6

)
.

Od toa xto

cos
13π

6
= cos(2π +

π

6
) = cos

π

6
i sin

13π

6
= sin(2π +

π

6
) = sin

π

6

se dobiva:

(1 + i
√
3) · (−i)√

3− 3i
=

√
3

3

(√
3

2
+

1

2
i

)

=

=

√
3

6
(
√
3 + i).

b) Ako rabotime so algebarskiot oblik na komleksniot broj
1 + i, togax stepenuvaǌeto ḱe se izvrxi so koristeǌe na bi-
nomnata formula

(a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.

No, poednostavno e da go izvrxime stepenuvaǌeto pret-
stavuvajḱi go kompleksniot broj vo trigonometriski oblik:

1 + i =
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
.

Od Moavrovata formula se dobiva:

(1 + i)5 =
(√

2 (cos
π

4
+ i sin

π

4
)
)5

=

= (
√
2)5
(
cos

5π

4
+ i sin

5π

4

)
.



34 Voved vo matematika za in�eneri

Od toa xto

cos
5π

4
= cos(π +

π

4
) = − cos

π

4
i sin

5π

4
= sin(π +

π

4
) = − sin

π

4

imame:

(1 + i)5 = 4
√
2

(

−
√
2

2
− i

√
2

2

)

=

= −4− 4i.

v) Analogno kako pod b) imame:

(1 + i
√
3)11 =

(

2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

))11
= 211

(
cos

11π

3
+ i sin

11π

3

)
=

= 211
(

cos (−π

3
) + i sin (−π

3
)
)

= 211
(
cos

π

3
− i sin

π

3

)
=

= 211

(

1

2
−

√
3

2
i

)

= 210(1−
√
3 i).

g) Koristejḱi go rezultatot dobien vo zadaqata 1.19-g imame:

(
1− i

1 + i

)83

= (−i)83 = −i83 = −i4·20+3 = −i3 = i.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 1.25. So primena na metodot na matematiqka induk-
cija da se doka�e toqnosta na slednive ravenstva za sekoj
priroden broj n:

a) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n − 1) = n2;

b) 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
;

v) 13 + 23 + 33 + · · · + n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

;

g) 12 − 22 + 32 − · · · + (−1)n−1n2 = (−1)n−1n(n+ 1)

2
;

d)
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + · · ·+ 1

n(n+ 1)(n + 2)
=

n(n+ 3)

4(n + 1)(n + 2)
;

ǵ)
x

1− x2
+

x2

1− x4
+ · · · + x2

n−1

1− x2n
=

1

1− x
· x− x2

n

1− x2n
, x ∈ R \ {1}.

Zadaqa 1.26. Koi od slednive broevi:

√
3− 1, 2;

√
16; 0, 1212 . . . ; −π;

112

−321

se racionalni, a koi iracionalni?

Odgovor. Racionalni se broevite:
√
16; 0, 1212 . . . i

112

−321
,

a iracionalni se broevite:
√
3− 1, 2 i −π.

Zadaqa 1.27. Podredi gi po golemina slednive realni bro-
evi:

−2, (25); 1−
√
2; −190

100
;

11

3
; π; 3, 1(41).
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Odgovor. −2, (25) < −190

100
< 1−

√
2 < 3, 1(41) < π <

11

3
.

Zadaqa 1.28. Pretvori gi slednive decimalni broevi vo
dropki:

a) − 2, (12); b) 1, (131); v) 2, 112(65).

Odgovor. a) −70

33
, b)

1130

999
, v)

209153

99000
.

Zadaqa 1.29. Dali postoi priroden, cel, racionalen ili
realen broj x za koj va�i:

a) 2x+ 4 = −1; b) − 3x− 5 = 4; v) πx = 13π − 1; g)
√
3x = 2?

Odgovor. a) x = −2, 5 ∈ Q ⊂ R, b) x = −3 ∈ Z ⊂ Q ⊂ R,

v) x = 13− 1

π
∈ R, g) x =

2
√
3

3
∈ R.

Zadaqa 1.30. Dali postoi racionalen broj x za koj va�i:

a) x3 = 27; b) x2 = −6; v) x2 =
10000

121
?

Dali postoi realen broj x za koj va�at gornite ravenstva?

Odgovor. a) x = 3 ∈ Q ⊂ R, b) ne postoi, v) x = ±100

11
∈ Q ⊂ R.

Zadaqa 1.31. Da se doka�at ravenstvata:

a+ |a|
2

=

{
a, a ≥ 0
0, a < 0

;
a− |a|

2
=

{
0, a ≥ 0
−a, a < 0

, a ∈ R.
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Zadaqa 1.32. Pretstavi gi slednive mno�estva na brojna
oska:

a) I1 = [−3, 3); b) I2 = (1, 5]; v) I3 = (−2, 3);

g) I4 = (−∞,−2); d) I5 = [−17

4
,+∞); ǵ) I1 ∩ I2;

e) I3 ∪ I4; �) I5 ∩ I1; z) I3 ∩ I4.

Zadaqa 1.33. Dali postojat realni broevi x i y za koi va-
�at slednive ravenstva:

a) x− 1− (3y + 2)i = 4;

b) x− 2y + (3x− 6y)i = 0;

v) 3x− y + (9x− 3y)i = i?

Odgovor. a) x = 5, y = −2/3, b) x = 2y, y ∈ R, v) ne postojat.

Zadaqa 1.34. Da se presmeta:

a)

(
1√
3
+

1√
2
i

)

+

(

5
√
3

3
− 3

√
2

2
i

)

; g)
7− i

1− 6i
+

−1 + 7i

2 + i
;

b)

(
1

2
− 7

4
i

)

−
(
7

3
− 5

4
i

)

+

(
5

6
− 3

4
i

)

; d)
(1 + i)3

1− i
.

v) 2i(
1

2
+ 5i)− (

1

2
− 2

3
i) · (6 + 15

i
);
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Odgovor. a) 2
√
3−

√
2i, b) −1− 5

4
i,

v) −3 +
25

2
i, g)

50 + 152i

37
, d) −2.

Zadaqa 1.35. Da se presmeta:

a) i16; v) i21; d) i−38; e) i−7;

b) (−i)44; g ) (−i)49; ǵ)
1

i10
; �)

1

(−i)27
.

Odgovor. a) 1, b) 1, v) i, g) −i, d) −1, ǵ) −1, e) i, �) −i.

Zadaqa 1.36. Neka z1 = 1− i i z2 = 2 + 3i. Da se presmeta:

∣
∣
∣z1 + z2 − z1z2 +

z1
z2

∣
∣
∣.

Odgovor.

√
4537

13
.

Zadaqa 1.37. Da se pretstavat vo kompleksna ramnina sled-
nive kompleksni broevi:

3; 2 + i; 2i; −1 + 3i; −2; −2− i; −3i; 2− 3i.

Zadaqa 1.38. Da se opredeli geometriskoto mesto na toqkite
vo kompleksnata ramnina xto odgovaraat na kompleksnite
broevi z za koi:
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a) Re z = 0; b) Im z = 0; v) Re z < −1;

g) Im z ≥ 2; d) Re z = Im z + 3; ǵ) Im z > −Re z − 1;

e) |z| ≤ 2; �) |z − 3| ≤ 1; z) |z − 1− i| > 3.

Zadaqa 1.39. Koristejḱi trigonometriski oblik na komplek-
sen broj da se presmeta:

a) (−1 + i
√
3)60;

b)
( 1 + i√

3− 3i

)11
;

v)
(1 + i

√
3)(cos θ + i sin θ)

(1 + i)(cos θ − i sin θ)
, θ e proizvolen agol.

Odgovor. a) 260, b)
1

65 · 4
√
3

(√
3− 1 + i(

√
3 + 1)

)

,

v)
√
2
(

cos(
π

12
+ 2θ) + i sin(

π

12
+ 2θ)

)

.



2 Algebarski izrazi

Stepen so pokazatel cel broj

Ako a e realen broj, a 6= 0 i n ∈ N togax n-ti stepen na a
se definira so:

an = a · a · . . . · a
︸ ︷︷ ︸

n

.

Brojot a se vika osnova, a n pokazatel (eksponent) na
stepenot.

Za sekoj realen broj a 6= 0 se definira stepen so pokazatel
nula i so pokazatel cel negativen broj na sledniov naqin:

a0 = 1 , a−n =
1

an
, n ∈ N.

Pritoa,
(a

b

)−n
=
( b

a

)n
, a 6= 0, b 6= 0 .

Neka a, b ∈ R, a 6= 0, b 6= 0 i m,n ∈ Z. Za stepen so pokazatel
cel broj va�at slednive svojstva:

1) am · an = am+n;

2) am : an = am−n;

3) (am)n = am·n;

4) (a · b)n = an · bn;
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5)
(a

b

)n
=

an

bn
.

Racionalni izrazi

Proizvodot od nekoj broj i stepenite od nekoi promen-
livi so eksponent priroden broj se vika monom. Stepen na
eden monom e zbirot na eksponentite (pokazatelite) od ste-
penite na promenlivite vo toj monom.

Zbir od dva monoma se vika binom, a zbir od tri monoma
e trinom. Opxto, zbir od koneqen broj monomi se vika cel
racionalen izraz ili polinom. Najgolemiot od stepenite na
monomite xto go soqinuvaat polinomot se vika stepen na
polinomot.

Najgolem zaedniqki delitel (so oznaka NZD) na dva ili
poveḱe polinoma e polinomot so najvisok mo�en stepen koj
bez ostatok gi deli tie polinomi. Najmal zaedniqki so-
dr�atel (so oznaka NZS) na dva ili poveḱe polinoma e po-
linomot so najmal mo�en stepen koj e deliv so tie polinomi.

Operaciite so polinomi ḱe gi ilustrirame niz zadaqi.
Va�at slednive formuli za n ∈ N:

(a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2;

(a± b)3 = a3 ± 3a2b+ 3ab2 ± b3;

(a+ b)n =
n∑

k=0

n!

k!(n − k)!
akbn−k, n ∈ N (binomna formula);

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc;

(a+ b− c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab− 2ac− 2bc;

(a− b+ c)2 = a2 + b2 + c2 − 2ab+ 2ac− 2bc;
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(a− b− c)2 = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2ac+ 2bc;

a2 − b2 = (a− b)(a+ b);

a2 + b2 = (a+ b)2 − 2ab;

a3 ± b3 = (a± b)(a2 ∓ ab+ b2);

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + . . .+ abn−2 + bn−1);

a2n+1 + b2n+1 = (a+ b)(a2n − a2n−1b+ a2n−2b2 + · · · − ab2n−1 + b2n).

Polinomot

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0, (2.1)

kade xto an 6= 0, a0, a1, . . . , an ∈ R, n ∈ N0, se narekuva polinom
od n-ti stepen po promenliva x. Realnite broevi a0, a1, . . . , an
se vikaat koeficienti na polinomot Pn(x).

Za polinomot Pn(x) velime deka e vo normalen (standar-
den) oblik ako eksponentite na stepenite na x se vo opaǵaqki
redosled.

Ako m < n togax amxm+am−1x
m−1+ · · ·+a1x+a0 = 0 ·xn+ · · ·+

0 · xm+1 + amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Za dva polinoma od oblik (2.1) velime deka se ednakvi
ako imaat ednakvi koeficienti pred soodvetnite stepeni na
promenlivata x.

Zbir (razlika) na dva polinoma od ist stepen

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0

i
Qn(x) = bnx

n + bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0

e polinomot:

(an±bn)x
n+(an−1±bn−1)x

n−1+(an−2±bn−2)x
n−2+· · ·+(a1±b1)x+(a0±b0).
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Proizvod na dva polinoma od oblik (2.1) od stepen m i
n e polinom od stepen m+ n. Postapkata na mno�eǌe na dva
polinoma ḱe ja ilustrirame vo zadaqite.

Deleǌe na polinomot P (x) so polinomot S(x), vsuxnost
znaqi opredeluvaǌe na polinomi Q(x) i R(x) takvi xto

P (x) = Q(x)S(x) +R(x),

pri xto stepenot na R(x) e barem za edna edinica pomal od
stepenot na S(x). Pritoa, polinomot Q(x) se vika koliqnik,
a polinomot R(x) ostatok. Vo sluqaj koga R(x) = 0 velime
deka polinomot P (x) se deli bez ostatok so polinomot S(x).

Brojot c za koj Pn(c) = 0 se narekuva koren ili nula na
polinomot Pn(x). Ako c e nula na polinomot Pn(x), togax
Pn(x) se deli bez ostatok so polinomot x − c i mo�e da se
zapixe Pn(x) = (x− c)Qn−1(x). Ako Pn(x) se deli bez ostatok so
(x− c)k, no ne se deli so (x− c)k+1, togax velime deka x = c e
k-kratna nula na polinomot Pn(x).

Neka

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · ·+ a1x+ a0,

e polinom so racionalni koeficienti, t.e. ai =
pi
qi
, pi, qi ∈ Z,

qi 6= 0 za i = 0, 1, 2, . . . , n. Togax va�i:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + · · · + a1x+ a0 =

=
1

A
(bnx

n + bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x+ b0) =

=
1

A
Qn(x),

kade xto A = NZS(q0, q1, . . . , qn) i

Qn(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + · · ·+ b1x+ b0

e polinom qii koeficienti se celi broevi. Jasno e deka
polinomite Pn(x) i Qn(x) imaat isti koreni.
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Koeficientite na polinomot Qn(x) se celi broevi i za
nego va�i slednava osobina: ako polinom so koeficienti
celi broevi ima racionalen koren, togax toj koren e od

oblik ±q

p
, kade xto p e delitel na koeficientot bn, a q e

delitel na koeficientot b0.
Specijalno, ako polinomot

Qn(x) = xn + bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · · + b1x+ b0, (2.2)

kade xto b0, b1, . . . , bn−1 ∈ Z, n ∈ N0 ima cel koren, togax toj
koren e od oblik ±q, kade xto q e delitel na koeficientot
b0.

Polinomot Pn(x) ima toqno n koreni vo mno�estvoto od
kompleksni broevi. Ako n e neparen broj, togax polinomot
(2.1) ima barem eden realen koren. Ako polinomot ima kom-
pleksen koren z, togax i z̄ e koren na dadeniot polinom, t.e
ako Pn(z) = 0 togax Pn(z̄) = 0.

Racionalen izraz vo koj se javuva deleǌe so izraz koj
sodr�i promenliva se vika drobno racionalen izraz.

Koren od realen broj. Stepen so pokazatel racionalen
broj. Stepen so pokazatel realen broj

Ako a ∈ R+ i n ∈ N, togax n-ti koren od a se definira na
sledniov naqin:

x = n
√
a ⇐⇒ xn = a, x > 0.

Korenot 2n
√
a postoi samo za a ≥ 0, a 2n−1

√
a postoi za sekoj

realen broj a.
Za sekoj realen broj a i priroden broj n va�i:

n
√
an =

{
a, n e neparen broj
|a|, n e paren broj

. (2.3)



2. Algebarski izrazi 45

Specijalno za n = 2 se dobiva
√
a2 = |a|.

Za korenuvaǌe na proizvod i koliqnik va�i:

1)
2n−1

√
a · b = 2n−1

√
a · 2n−1

√
b, a, b ∈ R, n ∈ N;

2) 2n−1

√
a

b
=

2n−1
√
a

2n−1
√
b
, a, b ∈ R, b 6= 0, n ∈ N;

3) 2n
√
a · b = 2n

√
a · 2n

√
b , a ≥ 0, b ≥ 0, n ∈ N;

4) 2n

√
a

b
=

2n
√
a

2n
√
b
, a ≥ 0, b > 0, n ∈ N.

Za korenuvaǌeto na koren va�i:

n

√

m
√
a = m·n

√
a , a ≥ 0, m, n ∈ N.

Postapkata za osloboduvaǌe od koren koj se javuva vo
imenitel na dropka se narekuva racionaliziraǌe imenitel
i se izveduva na sledniov naqin:

1√
a

=
1√
a
·
√
a√
a
=

√
a

a
;

1

a±
√
b

=
1

a±
√
b
· a∓

√
b

a∓
√
b
=

a∓
√
b

a2 − b
;

1√
a±

√
b

=
1√

a±
√
b
·
√
a∓

√
b√

a∓
√
b
=

√
a∓

√
b

a− b
;

1
3
√
a± 3

√
b

=
1

3
√
a± 3

√
b
·

3
√
a2 ∓ 3

√
ab+

3
√
b2

3
√
a2 ∓ 3

√
ab+

3
√
b2

=
3
√
a2 ∓ 3

√
ab+

3
√
b2

a± b
.
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Stepen so pokazatel racionalen broj se definira na sled-
niov naqin:

a
m

n = n
√
am, a > 0, m ∈ Z, n ∈ N.

Neka a, b ∈ R+ i p, q ∈ Q. Za stepen so racionalen pokaza-
tel va�at slednive svojstva:

1) ap · aq = ap+q;

2) ap : aq = ap−q;

3) (ap)q = ap·q;

4) (a · b)p = ap · bp;

5)
(a

b

)p
=

ap

bp
.

Stepenot so pokazatel racionalen broj se proxiruva vo
stepen so pokazatel realen broj. Ako a i b se pozitivni re-
alni broevi, a x i y koi bilo realni broevi, togax va�i:

ax · ay = ax+y; (a · b)x = ax · bx; ax : ay = ax−y;

(a

b

)x
=

ax

bx
; (ax)y = ax·y; a−x =

1

ax
;

a0 = 1; a1 = a; 1x = 1.

Zadaqa 2.1. Da se presmeta:

a)
312 · 36
34 · 35 ; b)

42 · 252
102

.

Rexenie. a)
312 · 36
34 · 35 =

318

39
= 39.
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b)
42 · 252
102

=
(4 · 25

10

)2
= 102.

Zadaqa 2.2. Da se izvrxat naznaqenite operacii:

a)

(
x3 · x · x7
x2 · x6

)4

;

b) (4x4 − 3x2 − x− 1) + (6x3 − 12x4 + x5 − 2x− 11x2 + 1);

v) 7x2y − 3xy · (−2y)− 4xy2 + 2xy · (−3x)− 5x.

Rexenie. a) Dadeniot izraz e definiran za x 6= 0.

(
x3 · x · x7
x2 · x6

)4

=

(
x11

x8

)4

= (x3)4 = x12.

b) (4x4 − 3x2 − x− 1) + (6x3 − 12x4 + x5 − 2x− 11x2 + 1) =

= 4x4 − 3x2 − x− 1 + 6x3 − 12x4 + x5 − 2x− 11x2 + 1 =

= x5 + (4− 12)x4 + 6x3 + (−3− 11)x2 + (−1− 2)x− 1 + 1 =

= x5 − 8x4 + 6x3 − 14x2 − 3x.

v) 7x2y − 3xy · (−2y)− 4xy2 + 2xy(−3x) − 5x =

= 7x2y + 6xy2 − 4xy2 − 6x2y − 5x = x2y + 2xy2 − 5x.

Zadaqa 2.3. Da se presmeta:

a) (2x2) · (3xy5);
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b) (−2x) · (x2 + 5x− 6);

v) (a− 2b− 3) · (2a− b+ 1);

g) (xn + 2) · (x2n − 2xn + 4), n ∈ N0;

d) (x2 + 2ax+ 3) · (x3 + 2) · (1 + x3 + x);

ǵ) (x2 + 2x− 3) · (x2 + 2x+ 3).

Rexenie. a) (2x2) · (3xy5) = 2 · 3 · x2 · x · y5 = 6x3y5.

b) (−2x) · (x2 + 5x− 6) = −2x3 − 10x2 + 12x.

v) (a− 2b− 3) · (2a− b+ 1) = 2a2 − ab+ a− 4ab+ 2b2 − 2b− 6a+

+ 3b− 3 = 2a2 − 5ab− 5a+ 2b2 + b− 3.

g) (xn + 2)(x2n − 2xn + 4) = x3n − 2x2n + 4xn + 2x2n − 4xn + 8 =

= x3n + 8 = x3n + 23.

d) (x2 + 2x+ 3)(x3 + 2)(1 + x3 + x) =

= [(x2 + 2x+ 3)(x3 + 2)](1 + x3 + x) =

= (x5 + 2x2 + 2x4 + 4x+ 3x3 + 6)(1 + x3 + x) =

= x5 + x8 + x6 + 2x5 + 2x3 + 2x4 + 2x7 + 4x4 + 3x3 + 3x6 + 3x4 +

+ 6 + 6x3 + 6x = x8 + 2x7 + 4x6 + 5x5 + 9x4 + 11x3 + 6x2 + 10x+ 6.

ǵ) (x2 + 2x− 3) · (x2 + 2x+ 3) = (x2 + 2x)2 − 32 = x4 + 4x3 + 4x2 − 9.
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Zadaqa 2.4. Da se uprostat izrazite:

a) (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 − 2(ab+ bc+ ca);

b)
1

2
(x+ y)2 − 1

2
(x− y)2 +

2

3
(2x− y)2 − 2

3
(x+ 2y)2;

v) (x+ y − z)2 + (x− y + z)2 − (x− y − z)2.

Rexenie.

a) (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 − 2(ab+ bc+ ca) =

= a2 − 2ab+ b2 + b2 − 2bc+ c2 + c2 − 2ca+ a2 − 2(ab + bc+ ca) =

= 2(a2 + b2 + c2)− 4(ab+ bc+ ca).

b)
1

2
(x+ y)2 − 1

2
(x− y)2 +

2

3
(2x− y)2 − 2

3
(x+ 2y)2 =

=
1

2
(x2 + 2xy + y2)− 1

2
(x2 − 2xy + y2) +

2

3
(4x2 − 4xy + y2)−

− 2

3
(x2 + 4xy + 4y2) = 2x2 − 2y2 − 10

3
xy.

v) (x+ y − z)2 + (x− y + z)2 − (x− y − z)2 =

= x2 + y2 + z2 + 2xy − 2xz − 2yz + x2 + y2 + z2 − 2xy + 2xz − 2yz −

− (x2 + y2 + z2 + 2xy − 2xz + 2yz) =

= x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz − 6yz.

Zadaqa 2.5. Da se najde koliqnikot i ostatokot od deleǌeto
na polinomot:
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a) 7a3b4 − 9a8b6 + 2a4b5 − 6a4b3 so 3a3b3;

b) 3x3 + 5x5 − 4x4 − 1− 2x2 + x so x− 1− x2;

v) x7 − 1 so x− 1.

Rexenie.

a) (7a3b4 − 9a8b6 + 2a4b5 − 6a4b3) : 3a3b3 =
7

3
b− 3a5b3 +

2

3
ab2 − 2a.

Znaqi koliqnikot e:

Q(x) =
7

3
b− 3a5b3 +

2

3
ab2 − 2a,

a ostatokot e 0.

b) Prvo dvata polinomi (delenikot i delitelot) gi podre-
duvame po stepenite na x, a potoa delime.

(5x5 − 4x4 + 3x3 − 2x2 + x − 1) : (−x2 + x− 1) = −5x3 − x2 + x+ 4
±5x5 ∓ 5x4 ± 5x3

+ x4 − 2x3 − 2x2 + x − 1
± x4 ∓ x3 ± x2

−x3 − 3x2 + x − 1
∓ x3 ± x2 ∓ x

− 4x2 + 2x− 1
∓ 4x2 ± 4x∓ 4

− 2x+ 3

Znaqi pri deleǌe na ovie dva polinoma dobivme koliq-
nik Q(x) = −5x3 − x2 + x+ 4 i ostatok R(x) = −2x+ 3.

v) Dadenite polinomi mo�e da se podelat so postapkata
ilustrirana pod b), no ovde ḱe ja primenime formulata:

a2n+1 − b2n+1 = (a− b)(a2n + a2n−1b+ · · · + ab2n−1 + b2n),
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od koja dobivame:

(x7 − 1) = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1 + 1).

Spored toa, baraniot koliqnik e x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1 + 1,
a ostatokot e nula.

Zadaqa 2.6. Da se razlo�at slednive polinomi na mno�i-
teli:
a) 7x− 7y − x2 + xy;

b) 6x2y2 − 2axy − 9ax2y + 3a2x+ 3xy − a.

Rexenie. a) 7x− 7y − x2 + xy = 7(x− y)− x(x− y) = (x− y)(7− x).

b) 6x2y2 − 2axy − 9ax2y + 3a2x+ 3xy − a =

= 2xy(3xy − a)− 3ax(3xy − a) + 3xy − a =

= (3xy − a)(2xy − 3ax+ 1).

Zadaqa 2.7. Da se sostavi polinom so realni koeficienti
od najmal mo�en stepen qii nuli se:

a) −1,−3, 5;

b) 0, 1,
3

2
,−1

2
;

v) 0, 1 −
√
3, 1 +

√
3;

g) 1,
√
2,−5.

Rexenie. a) Bidejḱi −1,−3 i 5 se koreni (nuli) na baraniot
polinom, toj ḱe bide deliv (bez ostatok) so: x + 1, x + 3 i
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x− 5, od kade sleduva deka baraniot polinom ḱe bide deliv
so nivniot proizvod. So ogled na toa xto barame polinom
so najmal mo�en stepen sleduva deka baraniot polinom e

(x+ 1)(x + 3)(x− 5) = x3 − x2 − 17x− 15.

b) Baraniot polinom e

x(x− 1)
(
x− 3

2

)(
x+

1

2

)
= x4 − 2x3 +

1

4
x2 +

3

4
x.

Dobieniot polinom e polinom od najmal stepen qii nuli se:

0, 1,
3

2
i −1

2
. Ako sakame da dobieme polinom qii xto koefi-

cienti se celi broevi, dobieniot polinom ḱe go pomno�ime
so 4. Pritoa, stepenot na polinomot nema da se promeni i
toj ḱe gi ima istite koreni. Na toj naqin se dobieva poli-
nomot 4x4 − 8x3 + x2 + 3x.

v) x(x−1+
√
3)(x−1−

√
3) = x((x−1)2−3) = x(x2−2x−2) = x3−2x2−2x.

g) (x− 1)(x−
√
2)(x+ 5) = x3 + (4−

√
2)x2 − (5 + 4

√
2)x+ 5

√
2.

Zadaqa 2.8. Da se sostavi polinom od qetvrti stepen so koe-

ficienti celi broevi, ako se znae deka
1

2
e negova dvokratna

nula, a kompleksnite broevi 1− i i 1+ i se negovi ednokratni
nuli.

Rexenie. Baraniot polinom e
(

x− 1

2

)2
(x− 1− i)(x− 1 + i) =

(

x2 − x+
1

4

)

((x− 1)2 − i2) =

=
(

x2 − x+
1

4

)

(x2 − 2x+ 2) = x4 − 3x3 +
17

4
x2 − 5

2
x+

1

2
.

So cel da dobieme polinom so koeficienti celi broevi
dobieniot polinom mo�eme da go pomno�ime so 4. Vo toj
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sluqaj nema da se promeni stepenot na polinomot, nitu ne-
govite nuli. Znaqi baraniot polinom e

4x4 − 12x3 + 17x2 − 10x+ 2.

Zadaqa 2.9. Da se utvrdi kratnosta na nulata x = 2 za poli-
nomot x5 − 6x4 +13x3 − 14x2 +12x− 8, a potoa dadeniot polinom
da se razlo�i na mno�iteli.

Rexenie. Neka P5(x) = x5 − 6x4 + 13x3 − 14x2 + 12x− 8.
Proveruvame deka 2 e nula na polinomot P5(x), t.e. va�i

P5(2) = 0. Vo toj sluqaj polinomot P5(x) e deliv so x − 2 i
koliqnikot e Q4(x) = x4 − 4x3 + 5x2 − 4x+ 4, t.e

P5(x) = (x− 2)Q4(x) = (x− 2)(x4 − 4x3 + 5x2 − 4x+ 4).

Od toa xto Q4(2) = 0 imame Q4(x) = (x − 2)R3(x), kade xto
R3(x) = x3 − 2x2 + x − 2. Sega povtorno proveruvame dali 2 e
koren na R3(x), odnosno dali R3(2) = 0. Bidejḱi ovoj uslov e
povtorno ispolnet dobivame R3(x) = (x−2)S2(x) = (x−2)(x2+1).
No, S2(2) = 5 6= 0 i postapkata ovde ja prekinuvame. Znaqi
dobivme:

P5(x) = (x− 2)Q4(x) = (x− 2)2R3(x) =

= (x− 2)3S2(x) = (x− 2)3(x2 + 1).

Znaqi 2 e trikratna nula na dadeniot polinom.

Zadaqa 2.10. Da se najde barem eden koren na polinomot

P3(x) = x3 − 2x2 − 9x+ 18,

a potoa da se razlo�i na mno�iteli.
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Rexenie. Mo�ni racionalni koreni na dadeniot polinom
se broevite od oblik ±q, kade xto q|18, t.e. broevite od ob-
lik ±1, ±2, ±3, ±6, ±9 i ±18. So direktna proverka, zakluqu-
vame deka 2, 3 i −3 se koreni na polinomot P3(x) i bidejḱi
ovoj polinom e od 3-ti stepen ova se site negovi koreni.
Odovde dobivame deka

P3(x) = x3 − 2x2 − 9x+ 18 = (x− 2)(x − 3)(x + 3).

Zadaqa 2.11. Da se razlo�at na mno�iteli polinomite
P (x) = x3 − x2 − 4x + 4 i Q(x) = 2x2 − 3 + x, a potoa da se najde
NZD i NZS na P (x) i Q(x).

Rexenie. Dadenite polinomi ḱe gi razlo�ime na mno�i-
teli so grupiraǌe na qlenovite, izvlekuvaǌe na zaedniqki
mno�itel i so primena na formulite za skrateno mno�eǌe.
Dobivame:

P (x) = x3 − x2 − 4x+ 4 = x2(x− 1)− 4(x− 1) =

= (x− 1)(x2 − 4) = (x− 1)(x− 2)(x+ 2)

i

Q(x) = 2x2 − 3 + x = 2x2 − 2x+ 2x+ x− 3 = 2x(x− 1) + 3x− 3 =

= 2x(x− 1) + 3(x− 1) = (x− 1)(2x + 3).

Spored toa, imame:

NZD
(
P (x), Q(x)

)
= (x− 1),

NZS
(
P (x), Q(x)

)
= (x− 1)(x− 2)(x + 2)(2x+ 3).
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Zadaqa 2.12. Da se uprostat izrazite:

a)
x− 3

x2 − 4
− 2

x− 2
+

x+ 2

x2 − 4x+ 4
;

b)

(

x+ y − 4xy

x+ y

)

:

(
x

x+ y
− y

y − x
− 2xy

x2 − y2

)

;

v)
x

x− y
− x3 − xy2

x2 + y2
·
(

x

(x− y)2
− y

x2 − y2

)

;

g)

(
x2 + x+ 1

x2 − 1
:
x4 − x

x3 + 1
+

1

x(x− 1)2

)

· x
3 − 2x2 + x

x2 − x+ 2
.

Rexenie. a) Dadeniot izraz se transformira na sledniov
naqin:

x− 3

x2 − 4
− 2

x− 2
+

x+ 2

x2 − 4x+ 4
=

x− 3

(x− 2)(x+ 2)
− 2

x− 2
+

x+ 2

(x− 2)2
.

Ovoj izraz e definiran za x− 2 6= 0 i x+2 6= 0, t.e. za x 6= 2
i x 6= −2. So sveduvaǌe na ist imenitel se dobiva

(x− 3)(x− 2)− 2(x− 2)(x+ 2) + (x+ 2)2

(x− 2)2(x+ 2)
,

odnosno −x+ 18

(x− 2)2(x+ 2)
.

b) Dadeniot izraz se transformira vo izrazot:
(

x+ y − 4xy

x+ y

)

:

(
x

x+ y
+

y

x− y
− 2xy

(x− y)(x+ y)

)

.

Ovoj izraz e definiran za x− y 6= 0 i x+ y 6= 0, t.e. za x 6= y
i x 6= −y. So sveduvaǌe na ist imenitel se dobiva:

(x+ y)2 − 4xy

x+ y
:
x(x− y) + y(x+ y)− 2xy

(x− y)(x+ y)
,



56 Voved vo matematika za in�eneri

i povtorno so sreduvaǌe se dobiva:

(x− y)2

x+ y
:
(x− y)

(x+ y)
=

(x− y)2

x+ y
· (x+ y)

(x− y)
= x− y.

v) Dadeniot izraz se transformira vo izrazot:

x

x− y
− x(x− y)(x+ y)

x2 + y2
·
(

x

(x− y)2
− y

(x− y)(x+ y)

)

.

Ovoj izraz e definiran za x− y 6= 0, x+ y 6= 0 i x2 + y2 6= 0, t.e.
za x 6= y, x 6= −y, x 6= 0 ili y 6= 0. Vo oblasta na definiranost
imame:

x

x− y
− x(x− y)(x+ y)

x2 + y2
· x(x+ y)− y(x− y)

(x− y)2(x+ y)
=

=
x

x− y
− x(x− y)(x+ y)

x2 + y2
· x2 + y2

(x− y)2(x+ y)
=

=
x

x− y
− x

x− y
= 0.

g) Vo oblasta na definiranost (x 6= −1, x 6= 0, x 6= 1) dadeniot
izraz se transformira vo izrazot

(
x2 + x+ 1

(x− 1)(x+ 1)
:
x(x− 1)(x2 + x+ 1)

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
+

1

x(x− 1)2

)

· x(x− 1)2

x2 − x+ 2
=

=

(
x2 + x+ 1

(x− 1)(x+ 1)
· (x+ 1)(x2 − x+ 1)

x(x− 1)(x2 + x+ 1)
+

1

x(x− 1)2

)

· x(x− 1)2

x2 − x+ 2
=

=

(
x2 − x+ 1

x(x− 1)2
+

1

x(x− 1)2

)

· x(x− 1)2

x2 − x+ 2
=

=
x2 − x+ 1 + 1

x(x− 1)2
· x(x− 1)2

x2 − x+ 2
=

x2 − x+ 2

x(x− 1)2
· x(x− 1)2

x2 − x+ 2
= 1.
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Zadaqa 2.13. Da se uprostat dvojnite dropki vo oblasta na
definiranost:

a)

x

x− 1
− x

x+ 1
1

x+ 1
+

1

x− 1

; b)
1 +

1

x
− 1

x+ 1

1− 1

x
+

1

x− 1

.

Rexenie.

a)

x

x− 1
− x

x+ 1
1

x+ 1
+

1

x− 1

=

x(x+ 1)− x(x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
x− 1 + x+ 1

(x+ 1)(x− 1)

=
2x

2x
= 1.

b)
1 +

1

x
− 1

x+ 1

1− 1

x
+

1

x− 1

=

x(x+ 1) + (x+ 1)− x

x(x+ 1)

x(x− 1)− (x− 1) + x

x(x− 1)

=

x2 + x+ 1

x+ 1
x2 − x+ 1

x− 1

=

=
(x− 1)(x2 + x+ 1)

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

x3 − 1

x3 + 1
.

Zadaqa 2.14. Da se uprosti izrazot vo oblasta na defini-
ranost:

5x−5

2y−2
·
( y

5x−1

)−1
: 10x2y−3 .

Rexenie.

5x−5

2y−2
·
( y

5x−1

)−1
: 10x2y−3 =

5y2

2x5
·
(xy

5

)−1
:
10x2

y3
=

=
5y2

2x5
· 5

xy
· y3

10x2
=

25y5

20x8y
=

5y4

4x8
.
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Zadaqa 2.15. Da se presmeta:

a)
√
32 ; b)

√

(−3)2 ; v)
3
√
33 ; g) 3

√

(−3)3 .

Rexenie. Spored (2.3) dobivame:

a)
√
32 = 3 , b)

√

(−3)2 = 3 , v) 3
√
33 = 3 , g) 3

√

(−3)3 = −3.

Zadaqa 2.16. Da se presmeta:

a) a5,2 : a2 (a 6= 0);

b) (7
2

3 · 7− 8

6 ) : 7−2;

v)
(ab)

√
18 : b

√
2

a
√
50 : (ab)

√
8

(a 6= 0, b 6= 0).

Rexenie. a) a5,2 : a2 = a3,2 = a
32

10 = a
16

5 =
5
√
a16.

b) (7
2

3 · 7− 8

6 ) : 7−2 = 7−
2

3 : 7−2 = 7
4

3 = 7 · 3
√
7.

v)
(ab)

√
18 : b

√
2

a
√
50 : (ab)

√
8
=

a3
√
2 · b3

√
2 : b

√
2

a5
√
2 : (a2

√
2b2

√
2)

=
a3

√
2 · b2

√
2

a3
√
2

b2
√
2

= b4
√
2.

Zadaqa 2.17. Da se izvrxat naznaqenite operacii vo oblasta
na definiranost na izrazite:

a) (
√
x+

√
2x) · (√y +

√
2y) ; b) 3

√
a ·

√
a2b ·

√
ab3 ;

v)
√

x+
√
x2 − 1 ·

√

x−
√
x2 − 1 ; g) (1 +

√
2 +

√
3)2 ;

d)
√

xy 3
√

x2y ·
√

xy2 3
√

x3y .
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Rexenie.

a)
(√

x+
√
2x
) (√

y +
√
2y
)

=
√
xy +

√
2xy +

√
2xy +

√
4xy =

=
√
xy +

√
2xy +

√
2xy + 2

√
xy =

= 3
√
xy + 2

√
2xy = (3 + 2

√
2)

√
xy .

b) 3
√
a ·

√
a2b ·

√
ab3 = 3

√
a ·

√
a3b4 = ab2 3

√
a · √a =

= ab2
6
√
a2 · 6

√
a3 = ab2

6
√
a5 .

v)

√

x+
√

x2 − 1 ·
√

x−
√

x2 − 1 =

√

(x+
√

x2 − 1)(x−
√

x2 − 1) =

=
√

x2 − (x2 − 1) =
√
1 = 1.

g) Ja koristime formulata (a+b+c)2 = a2+b2+c2+2ab+2ac+2bc ,
i dobivame:

(1 +
√
2 +

√
3)2 = 1 + (

√
2)2 + (

√
3)2 + 2

√
2 + 2

√
3 + 2

√
6 =

= 1 + 2 + 3 + 2
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6 =

= 6 + 2
√
2 + 2

√
3 + 2

√
6 .

d)
√

xy 3
√

x2y ·
√

xy2 3
√

x3y =

√

xy 3
√

x2y xy2 3
√

x3y =

=

√

x2y3 3
√

x5y2 =

√

3
√

x6y9x5y2 =

= 6
√

x11y11 = xy 6
√

x5y5 .

Da zabele�ime deka vo zadaqite pod b) i d) koristime:
|x| = x, |y| = y i |a| = a, bidejḱi oblastite na definiranost se
opredeleni od uslovite: x > 0, y > 0, a > 0, soodvetno.
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Zadaqa 2.18. Da se racionaliziraat imenitelite na sled-
nive dropki:

a)
2
√
7 + 3

√
2

2
√
7− 3

√
2
; b)

a3 − ab2
√

a−
√
ab

.

Rexenie.

a)
2
√
7 + 3

√
2

2
√
7− 3

√
2
=

2
√
7 + 3

√
2

2
√
7− 3

√
2
· 2

√
7 + 3

√
2

2
√
7 + 3

√
2
=

=
(2
√
7 + 3

√
2)2

4 · 7− 9 · 2 =
4 · 7 + 12

√
14 + 9 · 2

10
=

=
46 + 12

√
14

10
=

23 + 6
√
14

5
.

b)
a3 − ab2
√

a−
√
ab

=
a3 − ab2
√

a−
√
ab

·
√

a−
√
ab

√

a−
√
ab

=

=
a(a− b)(a+ b)

√

a−
√
ab

a−
√
ab

=

=
a(a− b)(a+ b)

√

a−
√
ab

a−
√
ab

· a+
√
ab

a+
√
ab

=

=
a(a− b)(a+ b)(a+

√
ab)
√

a−
√
ab

a2 − ab
=

=
a(a− b)(a+ b)(a+

√
ab)
√

a−
√
ab

a(a− b)
=

= (a+ b)(a+
√
ab)

√

a−
√
ab .

Zadaqa 2.19. Da se izvrxat naznaqenite operacii vo oblasta
na definiranost na izrazite:
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a)

(
1

1−√
a
− 2

√
a

1− a

)

·
(

1√
a
+ 1

)

;

b)
1

2

(
x
√
y − y

√
x√

x−√
y

+
√
xy

)

·
(√

x√
y
+

√
y√
x

)

.

Rexenie.

a)

(
1

1−√
a
− 2

√
a

1− a

)

·
(

1√
a
+ 1

)

=

=

(
1

1−√
a
− 2

√
a

(1−√
a)(1 +

√
a)

)

·
(

1√
a
+ 1

)

=

=
1 +

√
a− 2

√
a

(1−√
a)(1 +

√
a)

· 1 +
√
a√

a
=

1−√
a

(1−√
a)(1 +

√
a)

· 1 +
√
a√

a
=

=
1√
a
=

1√
a
·
√
a√
a
=

√
a

a
.

b)
1

2

(
x
√
y − y

√
x√

x−√
y

+
√
xy

) (√
x√
y
+

√
y√
x

)

=

=
1

2

x
√
y − y

√
x+

√
xy(

√
x−√

y)√
x−√

y
· x+ y√

x
√
y
=

=
1

2

x
√
y − y

√
x+ x

√
y − y

√
x√

x−√
y

· x+ y√
x
√
y
=

=
1

2

2x
√
y − 2y

√
x√

x−√
y

· x+ y√
x
√
y
=

=
1

2

2
√
x
√
y (

√
x−√

y)√
x−√

y
· x+ y√

x
√
y
= x+ y.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 2.20. Da se presmeta:

a)
(24 · 25)10
(28 · 2)2 ; b)

41 · 253
(102 · 5)4 .

Odgovor. a) 272 , b)
1

106
.

Zadaqa 2.21. Da se uprostat izrazite:

a) 5(x2 − 4x+ 3)− 2(x2 + x− 4)− (x2 − 7x+ 19);

b) (2x3 − x2 − 2x− 4) · (x2 + x3 + x+ 1);

v) (x2 − 6x+ 5) · (−4x) + 5x2 · (2x− 3) + x3 − 2x2 + 3;

Odgovor. a) 2x2 − 15x+ 4, b) 2x6 + x5 − x4 − 5x3 − 7x2 − 6x− 4,

v) 7x3 + 7x2 − 20x+ 3.

Zadaqa 2.22. Da se uprostat izrazite:

a) (a− b)(a+ b)(a2 + b2);

b) (xn + 2)(x2n − 2xn + 4);

v) 2xm(xn − x2 + x− 3) + 3xm(xn − x+ 1).

Odgovor. a) a4 − b4 , b) x3n +8 , v) 5xm+n − 2xm+2 − xm+1 − 3xm.
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Zadaqa 2.23. Da se izvrxat naznaqenite operacii vo oblasta
na definiranost:

a)

(
x5 · x9 · x
x2 · x6

)4

:
x12

x2 · x1 ; b) (x+ 2y) · (x3 − 2xy2 + 4y) ;

v) (8x3y2 + 2x5y3) : 4x2y ; g) (9x− 5x2 + x3 − 9) : (3 + x2 − 2x).

Odgovor. a) x19 , b) x4 − 2x2y2 + 4xy + 2x3y − 4xy3 + 8y2 ,

v) 2xy +
1

2
x3y2 , g) x− 3 .

Zadaqa 2.24. Da se najde koliqnikot Q(x) i ostatokot R(x)
od deleǌeto na polinomot:

a) x2 + 7x3 − 2x5 + 3 so x2 + x+ 1;

b) x6 so x2 − x− 5;

v) 3x4 − 9x3y + 17x2y2 − 33xy3 + 22y4 so x2 − 3xy + 2y2.

Odgovor. a) Q(x) = −2x3 + 2x2 + 7x− 8, R(x) = r(x) = x+ 11,

b) Q(x) = x4 + x3 + 6x2 + 11x+ 41, R(x) = 96x+ 205,

v) Q(x) = 3x2 + 11y2, R(x) = 0.

Zadaqa 2.25. Da se razlo�at slednive polinomi na mno�i-
teli:

a) t3 + t− 2;

b) x5 − x4 + x3 − x2 + x− 1;

v) (3x− 2)(3x + 2)− (2x− 3)2 − 6(2x+ 1)− 1.
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Odgovor. a) (t− 1)(t2 + t+ 2)

b) (x− 1)(x4 + x2 + 1) = (x− 1)(x2 − x+ 1)(x2 + x+ 1),

v) 5(x− 2)(x+ 2).

Zadaqa 2.26. Da se sostavi polinom so celobrojni koefici-
enti od najmal mo�en stepen qii nuli se: 1,

√
2, −

√
2, i i

−i.

Odgovor. (x− 1)(x2 + 1)(x2 − 2) = x5 − x4 − x3 + x2 − 2x− 2.

Zadaqa 2.27. Da se najdat barem dva korena na polinomot
P6(x) = x6−9x4−8x3+72x, a potoa da se razlo�i na mno�iteli.

Odgovor. Racionalni koreni na polinomot se: −3, 0, 2, i 3.
P6(x) = (x− 3)(x − 2)x(x + 3)(x2 + 2x+ 4).

Zadaqa 2.28. Da se razlo�at na mno�iteli polinomite:
P (x) = 2x3 + 19x2 + 37x + 14 i Q(x) = x5 − 4x3 + 8x2 − 32, a po-
toa da se najde NZD i NZS na P (x) i Q(x).

Odgovor. P (x) = (x+ 2)(x+ 7)(2x + 1),

Q(x) = (x− 2)(x + 2)2(x2 − 2x+ 4), NZD
(
P (x), Q(x)

)
= x+ 2,

NZS
(
P (x), Q(x)

)
= (x+ 2)2(x− 2)(x+ 7)(2x + 1)(x2 − 2x+ 4).

Zadaqa 2.29. Da se uprostat izrazite vo oblasta na defini-
ranost:

a)
a+ x

x
+

x

x− a
− x2

x2 − ax
; b)

x

2x3 − 2x2y
+

4y

x2y + xy2
− 1

x2 − y2
.
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Odgovor. a)
x+ a

x
, b)

7

2x(x+ y)
.

Zadaqa 2.30. Da se uprostat dvojnite dropki vo oblasta na
definiranost:

a)

1

x
+

1

y

x2 − y2

2xy

; b)
1− 3a2

1− a2
a

a− 1
+ 1

.

Odgovor. a)
2

x− y
, b)

2a+ 1

a+ 1
.

Zadaqa 2.31. Da se uprostat izrazite vo oblasta na defini-
ranost:

a)
(a5)−3 · a−2

a−5 · a :
(a · a−6)3

a−1
;

b)
( 1

a− b
− 2a

a3 − b3
· a

2 + ab+ b2

a+ b

)

: (a+ b)−1.

Odgovor. a) a , b) − 1.

Zadaqa 2.32. Da se presmetaat slednive izrazi vo oblasta
na definiranost:

a)
(

1
(−8)2

)− 1

3

; b)
((

a−3
) 1

2

)− 1

3

;

v)
√
a−1 · 6

√
a5 ·

√
a−2; g)

√

a 3
√
a 4
√
a · 12

√
a5;

d) ( 3
√
2 + 3

√
3)3; ǵ)

√

5
√
2 + 4

√
3

5
√
2− 4

√
3
.
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Odgovor. a) 4, b)
√
a, v)

1
3
√
a2

, g) a
24
√
a5,

d) 5 + 3 3
√
12 + 3 3

√
18, ǵ) 5 + 2

√
6.

Zadaqa 2.33. Da se izvrxat naznaqenite operacii vo oblas-
ta na definiranost na izrazite:

a)

(
2 +

√
a

a+ 2
√
a+ 1

+
2−√

a

a− 1

)

:

√
a√

a+ 1
;

b)

(
x− y

3
√
x− 3

√
y
+ 3

√
xy

)

: ( 3
√
x+ 3

√
y).

Odgovor. a)
2

a− 1
, b) 3

√
x+ 3

√
y.



3 Linearni ravenki i neravenki

Linearna funkcija

3.1 Linearni ravenki. Sistemi od dve linearni ra-

venki so dve nepoznati

Ravenkata od oblik

ax+ b = 0, a, b ∈ R (3.1)

se narekuva linearna ravenka so edna nepoznata x. Rexenie
na ravenkata (3.1) e sekoj realen broj x koj identiqki ja
zadovoluva istata.

Ako a 6= 0, togax ravenkata (3.1) ima edinstveno rexe-

nie x = − b

a
. Ako a = 0 i b = 0, togax ravenkata (3.1) ima

beskoneqno mnogu rexenija, t.e. sekoj realen broj e nejzino
rexenie. Ako pak a = 0 i b 6= 0, togax ravenkata (3.1) nema
rexenie.

Za dve linearni ravenki velime deka se ekvivalentni ako
imaat isto mno�estvo rexenija.

Opxt oblik na sistem od dve linearni ravenki so dve
nepoznati e

{
a1x+ b1y = c1
a2x+ b2y = c2

, (3.2)
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kade xto a1, b1, c1, a2, b2, c2 ∈ R.

Pod rexenie na sistemot (3.2) se podrazbira sekoj par
realni broevi (x, y) xto go zadovoluva dadeniot sistem. Za
dva sistema linearni ravenki so dve nepoznati velime deka
se ekvivalentni, ako imaat isto mno�estvo rexenija. Naj-
qesto, pri rexavaǌe na sistemot (3.2) istiot go transformi-
rame vo ekvivalenten sistem xto e poednostaven za rexa-
vaǌe.

Postojat poveḱe naqini za rexavaǌe na sistemot (3.2).
Poznati se: metodot na zamena, metodot na sprotivni koe-
ficienti, metodot na determinanti i grafiqkiot metod.

Prvite dva metoda ḱe gi ilustrirame niz zadaqi.

Za metodot na determinanti definirame poim determi-
nanta na sistemot, D, determinanta na promenlivata x, Dx,
i determinanta na promenlivata y, Dy, na sledniov naqin:

D =

∣
∣
∣
∣

a1 b1
a2 b2

∣
∣
∣
∣
= a1b2 − a2b1,

Dx =

∣
∣
∣
∣

c1 b1
c2 b2

∣
∣
∣
∣
= c1b2 − c2b1,

Dy =

∣
∣
∣
∣

a1 c1
a2 c2

∣
∣
∣
∣
= a1c2 − a2c1.

Za rexenieto na sistemot (3.2) se mo�ni nekolku sluqai:

1) Ako D 6= 0 togax sistemot (3.2) ima edinstveno rexenie

i toa: x =
Dx

D
, y =

Dy

D
(Kramerovi formuli);

2) Ako D = Dx = Dy = 0, togax sistemot ima beskoneqno
mnogu rexenija;

3) Ako D = 0, no Dx 6= 0 ili Dy 6= 0, togax sistemot nema
rexenie.
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Grafiqkiot metod se sostoi vo skiciraǌe na graficite
na dvete linearni funkcii zadadeni so ravenkite od sis-
temot. Ako dobienite pravi se seqat, togax sistemot ima
edinstveno rexenie, a toa e preseqna toqka na pravite. Ako
pravite se paralelni, togax sistemot nema rexenie, a ako
pravite se sovpaǵaat, togax sistemot ima beskoneqno mnogu
rexenija.

Zadaqa 3.1. Za koi vrednosti na realniot parametar m, da-
denive ravenki se ekvivalentni?

a) 5x− 7 = 13 i 5x− 7 =
1

m
; b) 0.25x + 3 = m i x = 8.

Rexenie. a) m =
1

13
.

b) m = 5.

Zadaqa 3.2. Da se rexat slednive ravenki:

a) x+ 5 = 3x− 7; b) x+ 5 =
3x+ 15

3
;

v) x+ 5 =
3x− 7

3
; g)

x+ 1

x− 3
− x− 1

x+ 3
=

8x

x2 − 9
.

Rexenie. a) Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata
12 = 2x, od kade se dobiva x = 6.
b) Dadenata ravenka ima beskoneqno mnogu rexenija bidejḱi
ravenstvoto

x+ 5 =
3x+ 15

3
⇐⇒ x+ 5 = x+ 5

e toqno za sekoj realen broj x.
v) Dadenata ravenka nema rexenie bidejḱi ravenstvoto

x+ 5 =
3x− 7

3
⇐⇒ x+ 5 = x− 7

3
,
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ne e toqno za nitu eden realen broj x.
g) Ravenkata e definirana za x 6= ±3, t.e. mno�estvo dopux-
teni vrednosti za promenlivata x e D = R \ {−3,+3}. Ako
dvete strani na ravenkata gi pomno�ime so x2−9, ḱe dobieme:

x2 + 4x+ 3− (x2 − 4x+ 3) = 8x,

odnosno 0 · x = 0. Znaqi, mno�estvoto rexenija na ravenkata
e mno�estvoto D.

Zadaqa 3.3. Da se diskutiraat rexenijata na ravenkata

x

m+ 1
+

x

m
=

2m+ 1

m(m+ 1)

vo zavisnost od realniot parametar m.

Rexenie. Mno�estvo dopuxteni vrednosti za parametarot
m e R \ {−1, 0}. Mno�ejḱi ja dadenata ravenka so m(m+ 1), ja
transformirame vo

mx+ (m+ 1)x = 2m+ 1 ⇐⇒ (2m+ 1)x = 2m+ 1.

Zakluquvame deka za m = −1

2
ravenkata se sveduva na 0 · x =

0 koja ima beskoneqno mnogu rexenija. Za m /∈ {−1,−1

2
, 0}

ravenkata ima edinstveno rexenie x = 1.

Zadaqa 3.4. Na eden patniqki voz mu se potrebni 3 qasa po-
malku da go pomine rastojanieto pomeǵu mestata A i B, ot-
kolku na eden tovaren voz. Na koe rastojanie se naoǵaat
mestata A i B, ako brzinata na tovarniot voz e 50 km/h, a na
patniqkiot e 80 km/h?

Rexenie. Ja koristime formulata s = v · t, kade xto s, v i t
oznaquvaat izminat pat, brzina i vreme, soodvetno. Neka t e
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vremeto za koe tovarniot voz go pominuva patot od mestoto
A do mestoto B. Bidejḱi patniqkiot voz patuva 3h pomalku,
ja dobivame ravenkata 50t = 80(t − 3). Nejzinoto rexenie e
t = 8, od kade xto se dobiva deka rastojanieto od A do B e
s = 50 · 8 = 400 km.

Zadaqa 3.5. Eden programer izrabotuva programa za 4 dena,
a drug za 6 dena. Kolku vreme ḱe bide potrebno za izgotvu-
vaǌe na taa programa ako na nea istovremeno rabotat dvaj-
cata programeri?

Rexenie. Ako prviot programer ja izrabotuva celata pro-

grama za 4 dena, togax za x denovi ḱe izraboti
x

4
delovi

od programata. Sliqno, za x denovi vtoriot programer ḱe

izraboti
x

6
delovi od programata. Za da ja izrabotat pro-

gramata, tie dvajcata treba da rabotat zaedno x denovi, od
kade ja dobivame ravenkata

x

4
+

x

6
= 1.

Ako ovaa ravenka ja pomno�ime so 12 se dobiva:

3x+ 2x = 12,

od kade x =
12

5
. Znaqi potrebni im se

12

5
denovi ili 2, 4 dena,

za zaedniqki da ja zavrxat programata.

Zadaqa 3.6. Edna qetvrtina od eden broj e za 3 pogolema od
edna xestina od istiot broj. Koj e toj broj?

Rexenie. Neka baraniot broj go oznaqime so x. Togax od
uslovite na zadaqata ja dobivame ravenkata

1

4
x = 3 +

1

6
x
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qie rexenie e x = 36. Znaqi baraniot broj e 36.

Zadaqa 3.7. Da se rexat slednive ravenki:

a) |5x− 6| = 7; b) |2x− 1| = |4x+ 3|.

Rexenie. a) Za apsolutnata vrednost xto se javuva vo ra-
venkata va�i:

|5x− 6| =
{

5x− 6 , ako 5x− 6 ≥ 0
−(5x− 6), ako 5x− 6 < 0

=

{
5x− 6, ako x ≥ 6/5
6− 5x, ako x < 6/5

.

Razgleduvame dva sluqai:

1) Za x ∈ (−∞,
6

5

)

ja dobivame ravenkata:

6− 5x = 7.

Ovaa ravenka ima rexenie x = −1

5
, koe pripaǵa na inter-

valot (−∞,
6

5

)

.

2) Za x ∈
[
6

5
, ∞) dobivame:

5x− 6 = 7.

Nejzinoto rexenie e x =
13

5
i toa pripaǵa na razgleduvaniot

interval.

Spored toa, mno�estvoto rexenija na dadenata ravenka e
{
13

5
, −1

5

}

.

b) Za apsolutnite vrednosti vo ravenkata va�i:

|2x−1| =
{

2x− 1 , ako 2x− 1 ≥ 0
−(2x− 1), ako 2x− 1 < 0

=

{
2x− 1, ako x ≥ 1/2
1− 2x, ako x < 1/2

,
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|4x+3| =
{

4x+ 3 , ako 4x+ 3 ≥ 0
−(4x+ 3), ako 4x+ 3 < 0

=

{
4x+ 3, ako x ≥ −3/4

−4x− 3, ako x < −3/4
.

Go barame rexenieto na ravenkata vo sekoj od slednive
tri intervala:

1) Za x ∈ (−∞, −3

4

)

ja dobivame ravenkata

1− 2x = −4x− 3 ⇐⇒ 2x = −4.

Rexenieto na ovaa ravenka e x = −2 i toa pripaǵa na inter-

valot (−∞, −3

4

)

.

2) Za x ∈
[

−3

4
,
1

2

)

dobivame:

1− 2x = 4x+ 3 ⇐⇒ 6x = −2.

Nejzinoto rexenie e x = −1

3
i toa pripaǵa na razgleduvaniot

interval.

3) Za x ∈
[
1

2
, ∞) imame:

2x− 1 = 4x+ 3 ⇐⇒ 2x = −4.

Nejzinoto rexenie x = −2 ne pripaǵa na intervalot

[
1

2
, ∞).

Znaqi, mno�estvoto rexenija na dadenata ravenka e
{

−2, −1

3

}

.

Zadaqa 3.8. Da se rexat slednive sistemi linearni ra-
venki:

a)

{
2x− y = 5
x+ 2y = 8

, b)

{
2x− y = 5
4x− 2y = 10

, v)

{
2x− y = 5
4x− 2y = 8

.
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Rexenie. Sistemite ḱe gi rexavame so metod na zamena i
so metod na determinanti.

a)Nepoznatata y ja izrazuvame od prvata ravenka i ja za-
menuvame vo vtorata ravenka, pri xto gi dobivame slednive
ekvivalentni sistemi:

{
2x− y = 5
x+ 2y = 8

⇐⇒
{

y = 2x− 5
x+ 2y = 8

⇐⇒
{

y = 2x− 5
5x = 18

.

Dobivame deka dadeniot sistem ima edinstveno rexenie

x =
18

5
, y =

11

5
.

So metodot na determinanti dobivame:

D =

∣
∣
∣
∣

2 −1
1 2

∣
∣
∣
∣
= 5 6= 0,

od kade xto sleduva deka sistemot ima edinstveno rexenie.
Bidejḱi,

Dx =

∣
∣
∣
∣

5 −1
8 2

∣
∣
∣
∣
= 18, Dy =

∣
∣
∣
∣

2 5
1 8

∣
∣
∣
∣
= 11,

rexenieto na sistemot e

x =
Dx

D
=

18

5
i y =

Dy

D
=

11

5
.

b) Vo ovoj sistem dvete ravenki se ekvivalentni (ako prvata
ravenka ja pomno�ime so 2, se dobiva vtorata ravenka na sis-
temot), pa dadeniot sistem ima beskoneqno mnogu rexenija
od oblik (x, 2x − 5), x ∈ R.

Istiot zakluqok sleduva i so metodot na determinanti,
bidejḱi D = Dx = Dy = 0.
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v) Od ekvivalentnosta na dvata sitema:

{
2x− y = 5
4x− 2y = 8

⇐⇒
{

y = 2x− 5
y = 2x− 4

,

sleduva deka sistemot nema rexenie, t.e. e protivreqen.
Istiot zakluqok go dobivame i so metodot na determi-

nanti, bidejḱi D = 0, no Dx 6= 0.

Zadaqa 3.9. Da se rexi sistemot linearni ravenki
{

5x+ 2y = 9
4x+ y = 3

.

Rexenie. Sistemot ḱe go rexime so metodot na sprotivni
koeficienti. Ako vtorata ravenka ja pomno�ime so −2, go
dobivame ekvivalentniot sistem

{
5x+ 2y = 9

−8x− 2y = −6
.

Sobirajḱi gi dvete ravenki, ja dobivame ravenkata

5x+ 2y − 8x− 2y = 9− 6,

so qie rexavaǌe se dobiva x = −1. Ja zamenuvme ovaa vred-
nost vo koja bilo ravenka od sistemot, so xto dobivame y = 7.
Znaqi, rexenie na sistemot e podredeniot par (−1, 7).

So metodot na determinanti se dobiva: D = −3,Dx = 3 i
Dy = −21, od kade xto, so primena na Kramerovite formuli,
se dobiva istoto rexenie na sistemot.
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3.2 Linearni neravenki. Sistemi od dve linearni ne-

ravenki so edna nepoznata

Neravenkite od oblik

ax < b, ax ≤ b, ax > b ili ax ≥ b, (3.3)

kade xto a, b ∈ R i a 6= 0 se narekuvaat linearni neravenki so
nepoznata x. Realnite broevi x xto ja zadovoluvaat lin-
ernata neravenka, go soqinuvaat nejzinoto rexenie. Dve
linearni neravenki koi imaat isto mno�estvo rexenija se
narekuvaat ekvivalentni neravenki.

Neka e dadena linearnata neravenka

ax < b, a > 0.

Neravenki koi se ekvivalentni na nea se slednive:

ax− b < 0, x <
b

a
, ax± c < b± c,

acx < bc, za c > 0 i adx > bd, za d < 0.

Sliqno se dobiva i za ostanatite tipovi linearni nera-
venki.

Rexenieto na linerna neravenka mo�e da se dobie anali-
tiqki i grafiqki.

Rexenie na sistem od dve linearni neravenki so edna
nepoznata e presekot na mno�estvata rexenija na dvete ne-
ravenki.

Zadaqa 3.10. Da se rexat slednive linearni neravenki:

a) x− (5− x) ≤ 6x+ 13; b)
2x+ 1

4
− x+ 1

2
<

x

2
; v)

3

8
− x

6
≤ x.
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Rexenie. a) So transformacii na dadenata neravenka gi
dobivame slednive ekvivalentni neravenki:

x− (5− x) ≤ 6x+ 13 ⇐⇒ −4x ≤ 18 ⇐⇒ x ≥ −4, 5.

Znaqi, rexenie na dadenata neravenka e intervalot [−4, 5;∞).

b) Ako dvete strani na neravenkata
2x+ 1

4
− x+ 1

2
<

x

2
gi pom-

no�ime so 4 dobivame:

2x+ 1− 2x− 2 < 2x ⇐⇒ −1 < 2x ⇐⇒ x > −1

2
.

Rexenie na neravenkata e intervalot

(

−1

2
, ∞).

v) Ako dadenata neravenka ja pomno�ime so 24, taa se trans-
formira vo:

9− 4x ≤ 24x ⇐⇒ 9 ≤ 28x,

od kade xto se dobiva x ≥ 9

28
. Rexenie na neravenkata e

intervalot

[
9

28
, ∞).

Zadaqa 3.11. Da se rexat slednive sistemi linearni nera-
venki:

a)

{
2x+ 4 > 0

−3x− 5 < 0
; b)







x

6
− 2x+ 1

3
≤ x

4
+ 2

1 + x <
0, 5(x + 3)

2
+

2x− 3, 5

−4

.

Rexenie. a) Sistemot

{
2x+ 4 > 0

−3x− 5 < 0
e ekvivalenten so sled-

niov sistem

{
x > −2

x > −5

3

, od kade xto sleduva deka x ∈
(

−5

3
, ∞).
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b) Prvata neravenka ja mno�ime so 12, a vtorata so 4, so xto
go dobivame ekvivalentniot sistem:

{
2x− 8x− 4 ≤ 3x+ 24
4x+ 4 < x+ 3− 2x+ 3, 5

⇐⇒







x ≥ −28

9

x <
1

2

.

Rexenieto na ovoj sistem e x ∈
[

−28

9
,
1

2

)

.

Zadaqa 3.12. Za koi realni broevi x va�at slednive ne-
ravenstva:

a) 1 < x− 2 < 2; b) − 2 ≤ −3x+ 1 < 7; v) 0 < 2− x < 6.

Rexenie. a) 1 < x − 2 < 2 ⇐⇒ 3 < x < 4, pa rexenieto e
intervalot (3, 4).

b) −2 ≤ −3x+ 1 < 7 ⇐⇒ −3 ≤ −3x < 6 ⇐⇒ −2 < x ≤ 1.

Da zabele�ime deka znacite na neravenstavata se menuvaat
bidejḱi delime so −3 < 0. Znaqi, rexenieto e x ∈ (−2, 1].

v) Sliqno, 0 < 2 − x < 6 ⇐⇒ −2 < −x < 4. Mno�ime so −1 i
dobivame 2 > x > −4. Spored toa, x ∈ (−4, 2).

Zadaqa 3.13. Da se rexi ravenkata

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
=

x− 1

x+ 1
.

Rexenie. Ravenstvoto

∣
∣
∣
∣

x− 1

x+ 1

∣
∣
∣
∣
=

x− 1

x+ 1
va�i ako

x− 1

x+ 1
≥ 0.

Koliqnikot na dva broja e nenegativen broj ako delenikot e
nenegativen, a delitelot pozitiven broj, ili ako delenikot
e nepozitiven, a delitelot negativen broj. Zatoa, gi raz-
gleduvame slednive sluqai:
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1)

{
x− 1 ≥ 0
x+ 1 > 0

⇐⇒
{

x ≥ 1
x > −1

, od kade xto se dobiva x ∈ [1,∞).

2)

{
x− 1 ≤ 0
x+ 1 < 0

⇐⇒
{

x ≤ 1
x < −1

, odnosno x ∈ (−∞,−1).

Koneqnoto rexenie e unija od dobienite intervali,t.e.
x ∈ (−∞,−1) ∪ [1,∞).

Zadaqa 3.14. Da se rexat slednive neravenki:

a) |2x− 3| ≤ 2x− 3; b) |x+ 1| < x+ 3.

Rexenie. a) Neravenstvoto |2x−3| ≤ 2x−3 e toqno ako 2x−3 ≥
0, odnosno za x ∈

[
3

2
, ∞).

b) Za apsolutnata vrednost vo neravenkata va�i:

|x+ 1| =
{

x+ 1, ako x ≥ −1
−x− 1, ako x < −1

.

Gi razgleduvame slednive dva sluqai:

1) Za x ∈ (−∞,−1) ja dobivame neravenkata

−x− 1 < x+ 3.

Rexenieto na ovaa neravenka e x > −2. Ottuka, rexenieto
na neravenkata vo ovoj sluqaj e intervalot (−2,−1).

2) Za x ∈ [−1,∞) ja dobivame neravenkata

x+ 1 < x+ 3

koja e toqna za sekoja vrednost na x od razgleduvaniot in-
terval.

Spored toa, mno�estvoto rexenija na dadenata neravenka
e unija od intervalite dobieni vo dvata sluqai, t.e.
(−2,−1) ∪ [−1,∞) = (−1,∞).
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3.3 Linearna funkcija

Funkcijata f : R → R zadadena so

f(x) = ax+ b, a, b ∈ R (3.4)

se narekuva linearna funkcija.

Definiciona oblast (domen) na linearnata funkcija za-
dadena so (3.4) e mno�estvoto realni broevi, t.e. Df = R.

Grafikot na linearna funkcija e prava koja mo�e da se
skicira ako se znaat barem dve nejzini toqki. Edna toqka
niz koja minuva grafikot na funkcijata (3.4), e toqkata
(0, f(0)), odnosno (0, b) i taa e presek na grafikot na dadenata
funkcija so y-oskata. Presek na grafikot na linearnata
funkcija so x-oskata e toqkata od oblik (x0, 0), kade xto x0 e
rexenie na ravenkata f(x) = 0 (x0 se narekuva nula na funk-
cijata). Specijalno, ako b = 0 grafikot minuva niz koordi-
natniot poqetok O(0, 0).

Znaqi, nulite na funkcijata (3.4) se rexenija na line-
arnata ravenka ax+ b = 0.

Ako a 6= 0 togax soodvetnata linearna ravenka ima edin-
stveno rexenie x0, a toqkata (x0, 0) e preseqna toqka na gra-
fikot na dadenata funkcija so x-oskata.

Ako a = 0, a b 6= 0, togax f(x) = b e konstantna funkcija i
nejziniot grafik pretstavuva prava paralelna so x−oskata.

Specijalno, ako a = b = 0 togax f(x) = 0 e nula funkcija,
a nejziniot grafik se sovpaǵa so x-oskata.

Vo sluqaj koga a 6= 0, mno�estvo vrednosti (kodomen) na
funkcijata e Vf = R, a ako a = 0 togax mno�estvo vrednosti
na konstantnata funkcija f(x) = b e Vf = {b}.

Koeficientot a se narekuva koeficient na pravec na pra-
vata y = ax + b i va�i a = tgα, kade xto α e agolot xto go
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zafaḱa pravata so pozitivniot del na x-oskata (vidi glava
Analitiqka geometrija vo ramnina).

Za a > 0 linearnata funkcija zadadena so (3.4) raste.

Za a < 0 linearnata funkcija zadadena so (3.4) opaǵa.
(Za potsetuvaǌe, velime deka funkcijata f(x) monotono opa-
ǵa ako od x1 < x2, kade xto x1, x2 ∈ Df sleduva f(x1) > f(x2), a
monotono raste ako od x1 < x2, kade xto x1, x2 ∈ Df sleduva
f(x1) < f(x2).)

b)a) v)

1 x

y

2

y

O

6

3 6y x= -

2

3 6y x= - -

1y x= - +

2

1

1 x

yy

O

6

1

1 x

yy

O

1

2

Slika 3.1.

Zadaqa 3.15. Da se skiciraat graficite na slednive funk-
cii, a potoa da se najdat nivnite preseci so koordinatnite
oski:

a) y = 3x− 6; b) y = −3x− 6; v) y = −x+ 1;

g) y = −3; d) y = 0, 5x; ǵ) y = −7

2
x− 2.
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Rexenie. Graficite na ovie funkcii se pravite prika�ani
na slikite 3.1 i 3.2. Tie mo�at da se dobijat so povrzuvaǌe
na dve proizvolni toqki koi le�at na pravata.

d)g) |)

1 x

yy

O

3y = -

0.5y x= 7
2

2
y x= - -

1

1 x

yy

O

1

1 x

yy

O
1

2

1

2

1
12

Slika 3.2.

a) Grafikot na funkcijata y = 3x − 6 ja seqe x-oskata vo
toqkata (2, 0), a y-oskata vo toqkata (0,−6).

b) Grafikot na funkcijata y = −3x − 6 ja seqe x-oskata vo
toqkata (−2, 0), a y-oskata vo toqkata (0,−6).

v) Grafikot na funkcijata y = −x + 1 ja seqe x-oskata vo
toqkata (1, 0), a y-oskata vo toqkata (0, 1).

g) Grafikot na dadenata funkcija y = −3 e prava paralelna
so x-oskata, a nejziniot presek so y-oskata e toqkata (0,−3).
d) Presek na grafikot na funkcijata y = 0, 5x so dvete koor-
dinatni oski e toqkata (0, 0).

ǵ) Presek na grafikot na funkcijata y = −7

2
− 2 so x-oskata

e toqkata

(

−4

7
, 0), a so y-oskata e toqkata (0,−2).

Zadaqa 3.16. Da se skicira grafikot na funkcijata koja
minuva niz toqkata A(4, 5) i e od oblik f(x) = ax+ 3, a ∈ R.
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Rexenie. Ako zamenime za x = 4 i f(x) = 5 vo dadenata

ravenka na linearnata funkcija f(x) = ax+3, se dobiva a =
1

2
.

Grafikot na funkcijata f(x) =
1

2
x+3 e daden na slikata 3.3.

1 x

y

O

1

2 3 4 5

2

3

4
1

3
2

y x= +

5

Slika 3.3.

Zadaqa 3.17. Za koi vrednosti na realniot parametar m
funkcijata f(x) = (m− 3)x minuva niz prviot i tretiot kvad-
rant?

Rexenie. Bidejḱi b = 0, grafikot na dadenata funkcija
minuva niz koordinatniot poqetok. Za toj da minuva niz
prviot i tretiot kvadrant, potrebno e funkcijata f(x) da
bide rasteqka, odnosno koeficientot na pravec da bide poz-
itiven. Znaqi, baraǌeto e zadovoleno za m− 3 > 0, odnosno
za m > 3.

Zadaqa 3.18. Da se najde vrednosta na realniot parametar
k, taka xto grafikot na funkcijata f(x) = (2k + 1)x − 1 + k
da bide paralelen so simetralata na vtoriot i qetvrtiot
kvadrant.

Rexenie. Grafikot na funkcijata g(x) = −x e simetrala
na vtoriot i qetvrtiot kvadrant. Za da bidat paralelni
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graficite na f(x) i g(x) treba nivnite koeficienti na pravec
da bidat ednakvi, t.e. da va�i 2k + 1 = −1 (vidi poglavje
Analitiqka geometrija vo ramnina). Dobivame k = −1, pa
baranata funkcija e f(x) = −x− 2.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 3.19. Da se rexat slednive ravenki:

a) 3x+ 1 = 3(x+ 1); b) 2x+
1− 2x

2
= x+

1

2
;

v) 2− 5x = 12; g) (x− 2)2 − (x− 1)2 = 0.

Odgovor. a) nema rexenie, b) beskoneqno mnogu rexenija,

v) x = −2, g) x =
3

2
.

Zadaqa 3.20. Da se rexat slednive ravenki:

a)
x− 3

x− 1
= 3; b)

2

x+ 3
− 3

x− 2
= 0;

v)
x+ 2

x− 2
+

x− 3

x+ 3
= 2; g)

3

(1 + x)2
=

5

(1− x)2
+

2

1− x2
.

Odgovor. a) x = 0, b) x = −13, v) x = 12, g) x = −1

4
.

Zadaqa 3.21. Da se rexat slednive ravenki:

a) |x− 3| = 7; b) |2x+ 1|+ |x+ 3| = |x+ 6|.

Odgovor. a) x ∈ {−4, 10}, b) x ∈ {−2, 1}.

Zadaqa 3.22. Za koja vrednost na realniot parametar a ra-
venkata 2ax− 4 = −2x+ a nema rexenie?

Odgovor. a = −1.
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Zadaqa 3.23. Diskutiraj go rexenieto na dadenive ravenki
vo zavisnost od realniot parametar a:

a)
3x− 1

x− 1
= a; b)

x+ 1

x− a
=

a+ 3

2
.

Odgovor. a) Za a = 3 dadenata ravenka nema rexenie, a za

a ∈ R \ {3} ima edinstveno rexenie x =
1− a

3− a
,

b) Za a = −1 ravenkata ima beskoneqno mnogu
rexenija, a za a 6= −1 ima edinstveno rexenie
x = a+ 2.

Zadaqa 3.24. Da se najde vrednosta na x, za koja vrednosta

na izrazot
9x− 7

3x− 2
e za 1 pogolema od vrednosta na izrazot

4x− 5

2x− 3
.

Odgovor. x = 1.

Zadaqa 3.25. Zbirot na cifrite na eden dvocifren broj e
12. Ako na toj broj se dodade 18, se dobiva broj napixan so
istite cifri, no vo obraten redosled. Koj e toj broj?

Odgovor. 57.

Zadaqa 3.26. Zbirot na dva prirodni broja e 47. Ako pogo-
lemiot broj go podelime so pomaliot, se dobiva koliqnik 2
i ostatok 5. Koi se tie broevi?

Odgovor. 33 i 14.

Zadaqa 3.27. Broitelot na edna dropka e za 2 pomal od ime-
nitelot. Ako broitelot se namali za 1, a imenitelot se

zgolemi za 1, se dobiva
1

2
. Koja e taa dropka?
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Odgovor.
5

7
.

Zadaqa 3.28. Od mestoto A kon mestoto B trgnale dva avto-
mobila. Prviot avtomobil trgnal eden qas porano, a stig-
nal eden qas podocna od vtoriot. Da se najde rastojanieto
od A do B, ako prviot avtomobil se dvi�el so brzina 65
km/h, a vtoriot so brzina 75 km/h.

Odgovor. s = 975 km.

Zadaqa 3.29. Andrej e 3 godini postar od Hristijan. Po 4
godini zbirot od nivnite godini ḱe bide 33. Kolku godini
ima sekoj od niv sega?

Odgovor. Andrej ima 14, a Hristijan ima 11 godini.

Zadaqa 3.30. Da se rexat slednive sistemi linearni ra-
venki:

a)







3x− 5y = 9

x+ y = 4
; b)







x− 1

2
y = 5

2x− y = −9

; v)







6x− 24y = −8

3

4
x− 3y = −1

.

Odgovor. a) x =
29

8
, y =

3

8
b) nema rexenie,

v) beskoneqno mnogu rexenija od oblik
(

−4

3
+ 4y, y), y ∈ R.

Zadaqa 3.31. Vo zavisnost od realniot parametar a, da se
opredeli preseqnata toqka na graficite na funkciite:

y =
a+ 2

a− 2
i y = x+ 4.
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Odgovor. Preseqnata toqka S ima koordinati

S

(−3a+ 10

a− 2
,
a+ 2

a− 2

)

, za a 6= 2.

Zadaqa 3.32. Da se rexat slednive neravenki:

a)
x

4
− 2 + 7x

8
< 1− 5x

6
; b)

4x− 3

2
− x− 2x+ 3

5
≥ 3

2
.

Odgovor. a) x < 6, b) x ≥ 6.

Zadaqa 3.33. Da se rexat slednive neravenki:

a)
3x− 7

2x+ 1
< 0; b)

x− 1

x+ 1
≥ 0;

v)
1

x− 1
+ 2 <

1

2
; g)

2x+ 1

5x− 1
≥ 0.

Odgovor. a) x ∈
(

−1

2
,
7

3

)

, b) x ∈ (−∞,−1) ∪ [1,+∞),

v) x ∈
(
1

3
, 1), g) x ∈ (−∞,−1

2

]

∪
(
1

5
,+∞).

Zadaqa 3.34. Da se rexat slednive sistemi neravenki, a po-
toa da se najdat site celi broevi xto gi zadovoluvaat is-
tite:

a)







2x− 1 > 3(1− x)

5x− 3(2 − x) < 17
; b)







3x− 1 + 5x

4
< x

x− 1

5
− x < 1

.

Odgovor. a) x ∈
(
4

5
,
23

8

)

, a celobrojni rexenija se: 1 i 2,

b) x ∈
(

−3

2
,
1

3

)

, a celobrojni rexenija se: −1 i 0.
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Zadaqa 3.35. Da se najdat nulite na dadenite funkcii, a
potoa da se skiciraat nivnite grafici:

a) y = 3(x+ 1)− 4; b) y = −1

2
x+ 2;

v) y = 6x; g) y =
2

3
x− 2.

Odgovor. a) x =
1

3
, b) x = 4, v) x = 0, g) x = 3.

Zadaqa 3.36. Da se skiciraat graficite na funkciite i da
se odredi nivnata monotonost:

a) y = −1

3
(x+ 6); b) y =

1

2
x− 2;

v) y = 6x; g) y = −1

5
.

Odgovor. a) monotono opaǵa, b) monotono raste,

v) monotono raste, g) konstantna funkcija.

Zadaqa 3.37. Za koja vrednost na realniot parametar k dade-
nite funkcii se opaǵaqki?

a) y = −k

3
(x+ 1); b) y =

1

1− k
x− 2;

v) y = (k − 1)x+
1

k + 1
; g) y = −2− k

k
x+

k

2
.

Odgovor. a) k > 0, b) k > 1,

v) k < 1, k 6= −1, g) k ∈ (0, 2).



4 Kvadratni ravenki i neravenki

Kvadratna funkcija

4.1 Kvadratni ravenki. Sistemi od edna linearna i

edna kvadratna ravenka so dve nepoznati

Ravenkata od vidot

ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, a 6= 0 (4.1)

se narekuva kvadratna ravenka so edna nepoznata x.

Za a = 0 ravenkata se sveduva na linearna. Ako b = 0
ili c = 0 togax ravenkata se narekuva nepotpolna kvadratna
ravenka, a ako b 6= 0 i c 6= 0 togax ravenkata e potpolna
kvadratna ravenka.

Ako ravenkata (4.1) se podeli so a 6= 0 se dobiva ekviva-
lentnata ravenka

x2 + px+ q = 0, p, q ∈ R, (4.2)

kade xto p =
b

a
, q =

c

a
.

Potpolnata kvadratna ravenka e ekvivalenta so raven-
kata (

x+
b

2a

)2

+
4ac− b2

4a2
= 0,
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pa ottuka nejzinite rexenija (koreni) se naoǵaat so formu-
lata:

x1/2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
. (4.3)

Prirodata na rexenijata na kvadratnata ravenka zavi-
si od brojot D = b2 − 4ac koj se narekuva diskriminanta na
kvadratnata ravenka (4.1):

• Ako D > 0, togax ravenkata ima dva realni i razliqni
koreni, koi se naoǵaat so formulata (4.3).

• Ako D = 0, togax ravenkata ima dva realni ednakvi

koreni (dvokraten koren), t.e. x1 = x2 = − b

2a
.

• Ako D < 0, togax ravenkata ima konjugirano kompleksni
koreni.

Od (4.3) sleduva deka za korenite na kvadratnata ravenka
(4.1) va�at Vietovite pravila (Fransois Viete, 1540-1603):

x1 + x2 = − b

a
, x1 · x2 =

c

a
. (4.4)

Za korenite na kvadratnata ravenka od oblik (4.2), Vieto-
vite pravila go imaat sledniov oblik:

x1 + x2 = −p , x1 · x2 = q .

Ako rexenijata na kvadratnata ravenka (4.1) se x1 i x2,
togax kvadratniot trinom ax2+ bx+ c mo�e da se razlo�i na
linearni mno�iteli na sledniov naqin:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2) .
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Zadaqa 4.1. Da se rexat nepotpolnite kvadratni ravenki:

a) 3x2 = 0; b) x2 − 2x = 0; v) x2 − 1

4
= 0.

Rexenie. a) x1 = x2 = 0.

b) So izvlekuvaǌe x pred zagrada dobivame:

x(x− 2) = 0,

od kade xto sleduva deka x = 0 ili x − 2 = 0. Ottuka, rexe-
nijata na ravenkata se: x1 = 0 i x2 = 2.

v) Od dadenata ravenka se dobiva x2 =
1

4
, pa x1/2 = ±1

2
.

Zadaqa 4.2. Da se rexat kvadratnite ravenki:

a) 3x2 + 8x+ 4 = 0; b) x2 − 6x+ 13 = 0; v) x2 + 10x+ 25 = 0.

Rexenie. a) a = 3, b = 8, c = 4. Diskriminantata D = 16 > 0,

pa ravenkata ima dve realni i razliqni rexenija: x1 = −2

3
i x2 = −2.

b) a = 1, b = −6, c = 13. Diskriminantata D = −16 < 0, pa
ravenkata ima konjugirano kompleksni rexenija: x1 = 3 + 2i
i x2 = 3− 2i.

v) a = 1, b = 10, c = 25, pa D = 0. Spored toa, ravenkata ima
edno realno rexenie x1 = x2 = 5.

Zadaqa 4.3. Za koja vrednost na realniot parametar a, ko-
renite na ravenkata ax2 − 14x+ 7 = 0 se:
a) realni i razliqni;
b) konjugirano kompleksni;
v) realni i ednakvi.
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Rexenie. Prirodata na rexenijata na dadenata ravenka
zavisi od znakot na nejzinata diskriminanta D = 196 − 28a.

a) Za ravenkata da ima realni i razliqni rexenija potreb-
no e D > 0, od kade xto ja dobivame linearnata neravenka

196− 28a > 0.

Nejzino rexenie e a < 7.

b) Za ravenkata da ima konjugirano kompleksni rexenija
potrebno e D < 0, od kade ja dobivame linearnata neravenka

196− 28a < 0.

Nejzinoto rexenie e a > 7.

v) Za ravenkata da ima realni i ednakvi rexenija potrebno
e D = 196− 28a = 0. Rexenieto na ovaa ravenka e a = 7.

Zadaqa 4.4. Koristejḱi gi Vietovite formuli, opredeli za
koja vrednost na realniot parametar m, korenite na raven-
kata x2−2mx+1 = 0 ja zadovoluvaat ravenkata x1+x2 = x21+x22.

Rexenie. Koeficientite na dadenata kvadratna ravenka se:
a = 1, b = −2m i c = 1. Od Vietovite formuli imame:

x1 + x2 = − b

a
= 2m i x1 · x2 =

c

a
= 1. (4.5)

Dadeniot izraz x1 + x2 = x21 + x22 se transformira vo

x1 + x2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 .

Od (4.5) ja dobivame ravenkata:

2m = (2m)2 − 2 ,

t.e. 2m2 −m− 1 = 0, qiixto rexenija se: m1 = −1

2
i m2 = 1.
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Zadaqa 4.5. Da se sostavi kvadratna ravenka so realni ko-
eficienti, qiixto rexenija x1 i x2 se:

a) x1 =
√
3 i x2 = 4

√
3;

b) x1 = −2 + 5i, x2 = −2− 5i .

Rexenie. Kvadratnata ravenka qiixto koreni se x1 i x2
ima oblik

(x− x1)(x− x2) = 0.

a) Za dadenite vrednosti na korenite x1 =
√
3 i x2 = 4

√
3, se

dobiva:
(x−

√
3)(x− 4

√
3) = 0,

xto po sreduvaǌeto ja dava kvardatnata ravenka

x2 − 5
√
3x+ 12 = 0.

b) Ako korenite na ravenkata se x1 = −2 + 5i i x2 = −2 − 5i,
imame:

(x+ 2− 5i)(x+ 2 + 5i) = 0,

odnosno
x2 + 4x+ 29 = 0.

Zadaqa 4.6. Da se razlo�at na linerni mno�iteli slednive
trinomi:

a) 2x2 + 5x− 3; b) x2 + 6x+ 9; v) x3 + 6x2 − 7x.

Rexenie. a) Rexenija na soodvetnata kvadratna ravenka

2x2 + 5x − 3 = 0, se x1 = −3 i x2 =
1

2
. Koeficientot a = 2, pa

dadeniot kvadraten trinom ḱe se razlo�i na sledniov naqin:

2x2 + 5x− 3 = 2(x+ 3)

(

x− 1

2

)

= (x+ 3)(2x − 1).
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b) Soodvetnata kvadratna ravenka ima edno dvojno rexenie
x1 = x2 = −3, a a = 1, pa dadeniot kvadraten trinom ḱe se
razlo�i na sledniov naqin:

x2 + 6x+ 9 = (x+ 3)(x + 3) = (x+ 3)2.

v) Dadeniot trinom se razlo�uva na sledniov naqin:

x3 + 6x2 − 7x = x(x2 + 6x− 7) = x(x− 1)(x+ 7).

Zadaqa 4.7. Da se rexat ravenkite:

a)
3

x− 2
− 5

x+ 2
=

24− x2

x2 − 4
; b)

1

x− 1
+

1

6− 2x
+

1

x2 − 4x+ 3
=

7

6
.

Rexenie. a) Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata

3

x− 2
− 5

x+ 2
=

24− x2

(x− 2)(x+ 2)
.

Nejzinoto mno�estvo dozvoleni rexenija e D = R \ {−2, 2}.
So mno�eǌe na ravenkata so (x− 2)(x+2) se dobiva slednata
ravenka

3(x+ 2)− 5(x− 2) = 24− x2,

so qie sreduvaǌe se dobiva kvadratnata ravenka

x2 − 2x− 8 = 0.

Nejzinite rexenija se x1 = −2 i x2 = 4. Bidejḱi −2 /∈ D, sle-
duva deka dadenata ravenka ima edinstveno rexenie x = 4.

b) Dadenata ravenkata e ekvivalentna so ravenkata

1

x− 1
+

1

2(3− x)
+

1

(x− 1)(x− 3)
=

7

6
,
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t.e.
1

x− 1
− 1

2(x− 3)
+

1

(x− 1)(x − 3)
=

7

6
.

Nejzinoto mno�estvo dozvoleni rexenija e D = R \ {1, 3}. Ra-
venkata se mno�i so 6(x−1)(x−3) i pritoa se dobiva slednata
ravenka

6(x− 3)− 3(x− 1) + 6 = 7(x− 1)(x − 3).

So nejzino sreduvaǌe se dobiva kvadratnata ravenka

7x2 − 31x + 30 = 0.

Nejzinite rexenija se x1 =
10

7
i x2 = 3. Bidejḱi 3 /∈ D sleduva

deka dadenata ravenka ima edinstveno rexenie x =
10

7
.

Zadaqa 4.8. Da se rexat slednive ravenki:

a) |x| = x2 + x− 3; b) |x2 − 1| − |x| = 1.

Rexenie. a) Za apsolutnata vrednost koja se javuva vo ra-

venkata va�i: |x| =
{

x, x ≥ 0
−x, x < 0

.

Go barame rexenieto na ravenkata vo sekoj od slednive
dva intervala:

1) Za x ∈ (−∞, 0), ja dobivame ravenkata

−x = x2 + x− 3 ⇐⇒ x2 + 2x− 3 = 0.

Kvadratnata ravenka ima rexenija x1 = −3, x2 = 1. Od niv,
samo −3 pripaǵa na intervalot (−∞, 0), pa toa e rexenie na
poqetnata ravenka.
2) Za x ∈ [0,∞), ja dobivame ravenkata

x = x2 + x− 3 ⇐⇒ x2 = 3.
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Nejzinite rexenija se x3/4 = ±
√
3. Od niv, samo

√
3 pripaǵa

na intervalot [0,∞).
Spored toa, dadenata ravenka ima dve rexenija: x = −3 i

x =
√
3.

b) Za apsolutnata vrednost koja se javuva vo ravenkata va�i:

|x2−1| =
{

x2 − 1 , x2 − 1 ≥ 0
−(x2 − 1), x2 − 1 < 0

=

{
x2 − 1, x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞)
1− x2, x ∈ (−1, 1)

.

Go barame rexenieto na ravenkata vo sekoj od dobienite
qetiri intervala:

1) Za x ∈ (−∞,−1], se dobiva ravenkata

x2 − 1− (−x) = 1 ⇐⇒ x2 + x− 2 = 0,

koja ima rexenija x1 = −2 i x2 = 1. Od niv, samo x1 = −2
pripaǵa na intervalot (−∞,−1].

2) Za x ∈ (−1, 0), se dobiva ravenkata

1− x2 − (−x) = 1 ⇐⇒ −x2 + x = 0,

qiixto rexenija se x3 = 0 i x4 = 1. Dvete rexenija ne
pripaǵaat na intervalot (−1, 0).

3) Za x ∈ [0, 1), se dobiva ravenkata

1− x2 − x = 1 ⇐⇒ x2 + x = 0,

koja ima rexenija x5 = 0 i x6 = −1. Od niv, samo x5 = 0
pripaǵa na intervalot [0, 1).

4) Za x ∈ [1,∞), se dobiva ravenkata

x2 − 1− x = 1 ⇐⇒ x2 − x− 2 = 0.

Nejzinite rexenija se x7 = 2 i x8 = −1, a samo x7 = 2 pripaǵa
na razgleduvaniot interval.
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Spored toa mno�estvoto rexenija na dadenata ravenka e
{−2, 0, 2}.

Zadaqa 4.9. Da se rexat sistemite ravenki:

a)

{
x− y + 1 = 0
x2 + y2 − 3y − 4 = 0

; b)

{
x+ y = 9
xy = 14

.

Rexenie. a) Ova e sistem od edna linearna i edna kvadrat-
na ravenka so dve nepoznati. Ako od linearnata ravenka se
izrazi ednata nepoznata, na primer x = y − 1 i se zameni vo
kvadratnata ravenka, ḱe se dobie ravenkata

(y − 1)2 + y2 − 3y − 4 = 0,

so qie sreduvaǌe se dobiva kvadratnata ravenka

2y2 − 5y − 3 = 0 .

Rexenijata na ovaa ravenka se y1 = −1

2
i y2 = 3. Zamenuvajḱi

gi ovie vrednosti vo x = y − 1, se dobivaat soodvetnite re-

xenija za nepoznatata x, odnosno x1 = −3

2
i x2 = 2. Znaqi,

rexenie na dadeniot sistem ravenki se podredenite dvojki
(

−3

2
,−1

2

)

i (2, 3).

b) Sistemot mo�e da se rexi na dva naqina.
Prviot naqin e da se primeni postapka kako vo rexenieto

pod a), t.e. so izrazuvaǌe na ednata nepoznata od prvata
ravenka, na primer x = 9−y i zamenuvaǌe vo vtorata ravenka.
So toa se dobiva kvadratna ravenka so nepoznata y, so qie
rexavaǌe se dobivaat rexenijata za y, a potoa so pomox na
ovie vrednosti, se dobivaat rexenijata za x.

Vtoriot naqin se bazira na Vietovite formuli. Mo�e
da se zabele�i deka vo prvata ravenka e daden zbirot, a vo
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vtorata proizvodot na nepoznatite x i y. Znaqi, p = −9, a
q = 14, pa nepoznatite x i y se rexenijata t1 = 2 i t2 = 7 na
kvadratnata ravenka t2 − 9t + 14 = 0. Spored toa, rexenijata
na sistemot se podredenite dvojki (2, 7) i (7, 2).

4.2 Kvadratna funkcija

Funkcijata f : R → R zadadena so

f(x) = ax2 + bx+ c, a, b, c ∈ R, a 6= 0 (4.6)

se narekuva kvadratna funkcija.

Ako a = 0 togax funkcijata e linearna funkcija.

Definiciona oblast (domen) na ovaa funkcija e mno�est-
voto realni broevi, odnosno Df = R.

Grafikot na kvadratnata funkcija e parabola. Za skici-
raǌe na grafikot dovolno e da se opredelat slednive karak-
teristiqni toqki:

1) Temeto na parabolata T (α, β) qii koordinati se

α = − b

2a
, β =

4ac− b2

4a
. (4.7)

2) Preseqnite toqki na grafikot (parabolata) so x-oskata
se toqkite A(x1, 0) i B(x2, 0), kade xto x1 i x2 se realnite nuli
na kvadratnata funkcija (dokolku postojat). Realnite nuli
x1 i x2 na kvadratnata funkcija se dobivaat kako realni
rexenija na soodvetnata kvadratna ravenka

ax2 + bx+ c = 0.

3) Preseqnata toqka na grafikot (parabolata) so y-oskata
e toqkata C(0, c).
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Znakot na kvadratnata funkcija (4.6) zavisi od koefi-
cientot a i diskriminantata D na soodvetnata kvadratna
ravenka. Ḱe gi razgledame slednite xest sluqai:

1) Ako a > 0 iD > 0, togax parabo-
lata e otvorena nagore i x-oskata
ja seqe vo dve toqki A(x1, 0) i
B(x2, 0), kade xto x1 i x2 se nulite
na kvadratnata funkcija. Od gra-
fikot daden na slikata 4.1 go
opredeluvame znakot na kvadrat-
nata funkcija:

f(x) > 0, za x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞);

f(x) < 0, za x ∈ (x1, x2).

2) Ako a > 0 iD = 0, togax parabo-
lata e otvorena nagore i x-oskata
ja dopira vo edna toqka A(x1, 0),
bidejḱi x1 = x2 e nula na kvadrat-
nata funkcija (slika 4.2). Pri-
toa va�i:

f(x) > 0, za x ∈ (−∞, x1) ∪ (x1,+∞).

x

f x( )y

BA O

y

Slika 4.1.

x

y

AO

f x( )

Slika 4.2.

3) Ako a > 0 iD < 0, togax parabolata e otvorena nagore i
ne ja seqe x-oskata. Od slikata 4.3 mo�e da se vidi deka
f(x) > 0 koga x ∈ (−∞,+∞).

Da potsetime deka so T (α, β) go oznaquvame temeto na pa-
rabolata, koja e simetriqna vo odnos na pravata x = α.

Ako a > 0, togax funkcijata opaǵa na intervalot (−∞, α),
a raste na intervalot (α,+∞). Funkcijata dostignuva mi-
nimum y = β za x = α. Vo ovoj sluqaj, mno�estvo vrednosti
(kodomen) na funkcijata e Vf = [β,+∞) (vidi slika 4.1, 4.2 i
4.3).
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x

y

O

f x( )

Slika 4.3.

x

y

BA
O

f x( )

Slika 4.4.

4) Ako a < 0 iD > 0, togax parabolata e otvorena nadolu i
x-oskata ja seqe vo dve toqki A(x1, 0) i B(x2, 0) (slika 4.4).
Pritoa,

f(x) < 0, za x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞);

f(x) > 0, za x ∈ (x1, x2).

5) Ako a < 0 iD = 0, togax parabolata e otvorena nadolu i x-
oskata ja dopira vo edna toqka A(x1, 0). Grafikot na vakvata
funkcija e prika�an na slikata 4.5. Mo�e da se zabele�i
deka f(x) < 0, za x ∈ (−∞, x1) ∪ (x1,+∞).

x

y

A
O

f x( )

Slika 4.5.

xO

y

f x( )

Slika 4.6.

6) Ako a < 0 iD < 0, togax parabolata e otvorena nadolu i
ne ja seqe x-oskata. Mo�e da se zakluqi deka f(x) < 0, za
sekoja vrednost na x ∈ (−∞,+∞) (vidi slika 4.6).
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Vo sluqaj koga a < 0, togax funkcijata raste na inter-
valot (−∞, α), a opaǵa na intervalot (α,+∞). Funkcijata
dostignuva maksimum y = β za x = α. Vo ovoj sluqaj, mno�es-
tvo vrednosti (kodomen) na funkcijata e Vf = (−∞, β] (vidi
slika 4.4, 4.5 i 4.6).

Zadaqa 4.10. Da se najdat nulite na kvadratnata funkcija
f(x) = x2 − 8x + 12, a potoa da se skicira nejziniot grafik.
Da se opredeli nejzinata ekstremna vrednost i intervalite
na monotonost. Koe e mno�estvoto vrednosti na dadenata
funkcija?

Rexenie. Nulite na dadenata funkcija se rexenijata na
soodvetnata ravenka x2 − 8x+ 12 = 0. Toa se x1 = 2 i x2 = 6.

Znaqi, grafikot na funkcijata ja seqe x-oskata vo toqkite
A(2, 0) i B(6, 0) (slika 4.7).

Bidejḱi a = 1, b = −8, c = 12, od (4.7), za koordinatite na
temeto na parabolata dobivame:

α = − b

2a
= 4 , β =

4ac− b2

4a
= −4.

Funkcijata dostignuva minimum
vo temeto T , t.e. za x = 4 funkci-
jata ima minimum koj iznesuva y =
−4. Funkcijata opaǵa na inter-
valot (−∞, 4), a raste na inter-
valot (4,∞). Mno�estvoto vred-
nosti na dadenata funkcija e

Vf = [−4,+∞).

1 2 3 4 5 6 7

- 4

- 3

- 2

- 1

1

2

3

4

x

f x( )
y

A B

T

Slika 4.7.

Zadaqa 4.11. Vo koja toqka funkcijata f(x) = x2 − 3x + 2 ima
ekstrem i kakva e negovata priroda?
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Rexenie. Za dadenata funkcija a = 1, b = −3, c = 2 . Bidejḱi
a = 1 > 0, zakluquvame deka funkcijata ima minimum y = β
koj se dostignuva za x = α, kade xto:

α = − b

2a
=

3

2
, β =

4ac− b2

4a
= −1

4
.

Zadaqa 4.12. Za koja vrednost na realniot parametar k, funk-
cijata f(x) = (k − 1)x2 − 2x+ k ima ekstrem ednakov na 1?

Rexenie. Za dadenata funkcija a = k − 1, b = −2, c = k . Od
toa xto funkcijata ima ekstrem y = β koj se dostignuva za
x = α, kade xto α i β se koordinatite na temeto T , dobivame
4ac− b2

4a
= 1, odnosno

4(k − 1)k − 4

4(k − 1)
= 1.

Ovaa drobno-racionalna ravenka e opredelena za k 6= 1 i se
transformira vo nepolna kvadratna ravenka k2 − 2k = 0 qii
rexenija se k1 = 0 i k2 = 2.

Za k1 = 0 funkcijata ima maksimum 1, bidejḱi a = −1 < 0,
a za k2 = 2 funkcijata ima minimum, bidejḱi a = 1 > 0.

4.3 Kvadratni neravenki. Sistemi neravenki so edna

nepoznata od koi barem edna e kvadratna

Neravenkite od vidot

ax2 + bx+ c > 0, ax2 + bx+ c < 0,

ax2 + bx+ c ≥ 0, ax2 + bx+ c ≤ 0,

kade xto a, b, c ∈ R, a 6= 0, se narekuvaat kvadratni neravenki
so nepoznata x.
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Kvadratnite neravenki najqesto se rexavaat grafiqki.

Zadaqa 4.13. Da se rexat kvadratnite neravenki:

a) x2 − 3x+ 2 < 0 ; b) −x2 + 3x− 2 ≤ 0 .

Rexenie. Go skicirame grafikot na kvadratnata funkcija
f(x) = x2−3x+2 (slika 4.8). Rexenija na kvadratnata ravenka
x2−3x+2 = 0 se x1 = 1 i x2 = 2, pa preseqni toqki na grafikot
na funkcijata so x-oskata se A(1, 0) i B(2, 0).

Od toa xto a = 1 > 0, zakluqu-
vame deka parabolata e otvorena
nagore. Od grafikot go opredelu-
vame znakot na kvadratnata funk-
cija, a so toa i rexenieto na da-
denite kvadratni neravenki.
a) x ∈ (1, 2);
b) x ∈ (−∞, 1] ∪ [2,+∞) .

1 2 3

1

2

x

f x( )

y

T

Slika 4.8.

Zadaqa 4.14. Da se rexi ravenkata |x2−5x+6| = −(x2−5x+6).

Rexenie. Ravenstvoto |A| = −A, A ∈ R va�i ako A ≤ 0. Ot-
tuka, rexenijata na dadenata ravenka se vsuxnost rexeni-
jata na kvadratnata neravenka

x2 − 5x+ 6 ≤ 0.

Kvadratnata ravenka x2 − 5x + 6 = 0 ima rexenija x1 = 3 i
x2 = 2, pa x2 − 5x+ 6 ≤ 0 va�i za x ∈ [2, 3].

Zadaqa 4.15. Da se rexat slednive neravenki:

a) |x2 + 7x+ 12| > x2 + 7x+ 12; b) |x|+ 1

|x| ≥ 6.
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Rexenie. a) Neravenstvoto |x2 + 7x + 12| > x2 + 7x + 12 va�i
ako x2+7x+12 < 0. Ravenkata x2+7x+12 = 0 ima dve rexenija
x1 = −4 i x2 = −3, xto znaqi deka x2+7x+12 < 0 za x ∈ (−4,−3).

b) Dadenata neravenka ḱe ja transformirame taka xto ḱe ja
pomno�ime so pozitivniot broj |x|, x 6= 0. Taka se dobiva
neravenkata

x2 − 6|x| + 1 ≥ 0

i za nea se razgleduvaat slednive dva sluqai:

1) Ako x > 0, se dobiva kvadratnata neravenka

x2 − 6x+ 1 ≥ 0.

Ravenkata x2 − 6x + 1 = 0 ima koreni x1/2 = 3 ± 2
√
2, pa rexe-

nieto na dobienata neravenka e intervalot
(
−∞, 3− 2

√
2
]
∪

[
3 + 2

√
2,∞

)
. Koneqnoto rexenie e presek na ovaa unija i

intervalot (0,∞), odnosno intervalot
[
3 + 2

√
2,∞

)
.

2) Ako x < 0, se dobiva kvadratnata neravenka

x2 + 6x+ 1 ≥ 0.

Ravenkata x2 + 6x + 1 = 0 ima koreni x3/4 = −3± 2
√
2, pa dobi-

enata neravenka ima rexenie
(
−∞,−3− 2

√
2
]
∪
[
−3 + 2

√
2,∞

)
.

Rexenieto vo ovoj sluqaj e presek na ovoj interval so in-
tervalot (−∞, 0), t.e.

(
−∞,−3− 2

√
2
]
.

Koneqnoto rexenie na poqetnata neravenka e unija od in-
tervalite dobieni kako rexenija vo dvata sluqai, odnosno
(
−∞,−3− 2

√
2
]
∪
[
3 + 2

√
2,∞

)
.

Zadaqa 4.16. Da se rexat sistemite neravenki:

a)

{
2x+ 5 ≤ 0
x2 + 2x− 3 < 0

; b)







x2 − 7x+ 10 ≤ 0
x2 + 7

2
> 4x

.
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Rexenie. Rexenie na daden sistem neravenki so edna nepoz-
nata e presekot na intervalite dobieni kako rexenija na
dvete neravenki.

a) Ovoj sistem e sistem od edna
linearna i edna kvadratna nera-
venka so edna nepoznata. Linear-
nata neravenka e ekvivalentna so

x ≤ −5

2
, pa nejzino rexenie e in-

tervalot (−∞,−5

2

]

.

- 3 - 2 - 1 1

- 4

- 3

- 2

- 1

1

2

x

f x( )

y

Slika 4.9.

Od grafikot na kvadratnata funkcija f(x) = x2 + 2x − 3,
daden na slikata 4.9, go opredeluvame rexenieto na kvadrat-
nata neravenka, x ∈ (−3, 1). Rexenenie na dadeniot sistem ne-

ravenki e presekot na dobienite intervali, t.e. x ∈ (−3,−5

2

]

.

b) Imame sistem od dve kvadratni neravenki so edna nepoz-
nata. Rexenieto na prvata neravenka e x ∈ [2, 5]. Vtorata
neravenka na sistemot e ekvivalentna so neravenkata

x2 − 8x+ 7 > 0 ,

qiexto rexenie e x ∈ (−∞, 1) ∪ (7,+∞). Presekot na dobien-
ite intervali e prazno mno�estvo, pa dadeniot sistem nema
rexenie.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 4.17. Da se rexat ravenkite:

a) − 1

5
x2 = 0 ; b) 3x2 −

√
2

4
x = 0;

v) 4x(5x + 9)− 11(6x − 1) = 11− 30x; g) 2x2 − 1 = 0;

d) (x+ 4)2 + (x− 6)2 = 2(26 − 3x) ǵ)
(x− 1)2

4
− x2 − 2x

3
− x

6
= 0 .

Odgovor. a) 0, b) x ∈
{

0,

√
2

12

}

, v) 0, g) x ∈
{

−
√
2

2
,

√
2

2

}

,

d) x ∈ {−1, 0}, ǵ) x ∈ {−
√
3,
√
3}.

Zadaqa 4.18. Da se rexat ravenkite:

a) x2 − 7x+ 11 = 3x− 10; b) x2 − x+
1

4
= 0;

v)
1

3
x2 − 2x+ 10 = 0; g)

(x+ 1)2

5
− x(x− 3)

10
=

x+ 2

2
;

d)
x2√
10

+ 2x+
√
10 = 0; ǵ) (2x+ 1)3 − (2x− 1)3 = (3x+ 2)2 + 1 .

Odgovor. a) x ∈ {3, 7}, b) 1/2, v) x ∈ {3± i
√
21},

g) x ∈ {−4 , 2}, d) −
√
10, ǵ) x ∈ {−1/5, 1}.

Zadaqa 4.19. Da se rexat slednive ravenki:

a) |x2 + 2x|+ |x2 − 1| − |x| = 1; b) |x2 − 5x+ 6| = −4x+ 8;

v) x2 − 3|x| − 70 = 0; g) |x2 − 1| = |x+ 1|+ |x+ 1|2.
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Odgovor. a) x ∈ {−2, 0}, b) x ∈ {−1, 2}, v) x ∈ {−10, 10},
g) x ∈ {−1, 2}.

Zadaqa 4.20. Za koja vrednost na realniot parametar k kvad-
ratnata ravenka:

a) kx2 − 4x+ k = 0 ima dva ednakvi realni koreni;

b) kx2 + 2(k + 1)x+ k + 3 = 0 ima dva razliqni realni koreni;

v) kx2+(2k−3)x+k−1 = 0 ima konjugirano kompleksni koreni.

Odgovor. a) k ∈ {−2, 2}, b) k ∈ (−∞, 1), v) k ∈ (9/8,∞).

Zadaqa 4.21. Za koja vrednost na realniot parametar a kvad-
ratnata ravenka x2 − 8x+ a+ 5 = 0 ima:

a) dva realni, pozitivni i razliqni koreni;

b) dva realni koreni so razliqen znak.

Dali dadenata ravenka mo�e da ima dva realni negativni
koreni?

Odgovor. a) a ∈ (−5, 11), b) a ∈ (−∞,−5),

Ne, bidejḱi x1 + x2 = 8 > 0.

Zadaqa 4.22. Da se presmeta vrednosta na dadenite izrazi,
kade xto x1 i x2 se rexenija na ravenkata 3x2 − x+ 5 = 0, bez
taa da se rexava.

a)
x1
x2

+
x2
x1

; b)

(
1

x1
− 1

x2

)2

.

Odgovor. a) − 29/15, b) − 59/25.
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Zadaqa 4.23. Da se sostavi kvadratna ravenka, ako za nejzi-
nite koreni x1 i x2 va�i:

a) x1 + x2 = −5 i x1 · x2 = 6;

b) x1 + x2 = 3 i x1 · x2 = 0;

v) x1 + x2 = 0 i x1 · x2 = −4.

Odgovor. a) x2 + 5x+ 6 = 0, b) x2 − 3x = 0,

v)x2 − 4 = 0.

Zadaqa 4.24. Da se sostavi kvadratna ravenka qii rexenija
se:

a) x1 = −3

4
, x2 = −1

2

3
;

b) x1 =
√
5−

√
2, x2 =

√
5 +

√
2;

v) x1 = 4− 2i, x2 = 4 + 2i.

Odgovor. a) 12x2 + 29x+ 15 = 0, b) x2 − 2
√
5x+ 3 = 0,

v) x2 − 8x+ 20 = 0.

Zadaqa 4.25. Da se rexat ravenkite:

a)
6

4x2 − 1
+

3

2x+ 1
=

2x+ 1

2x− 1
;

b)
x+ 1

x− 2
− x+ 1

x− 1
+

x− 1

x− 2
=

4

x2 − 3x+ 2
.

Odgovor. a) x = 1, b) x = −1.
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Zadaqa 4.26. Da se rexat sistemite ravenki:

a)







x

3
+

y

4
= 1

x2

9
+

y2

16
= 1

, b)

{
x+ y = −3
xy = −4

.

Odgovor. a) (0, 4), (3, 0), b) (−4, 1), (1, −4).

Zadaqa 4.27. Da se skicira grafikot na funkcijata

f(x) = −x2 + 2x+ 8.

Potoa, da se odredi definicionata oblast i mno�estvoto
vrednosti na dadenata funkcija. Koi se nejzinite ekstremni
vrednosti? Da se odredat intervalite na monotonost na
ovaa funkcija.

Za koi vrednosti na x ∈ R va�i:

a) f(x) = 0; b) f(x) > 0; v) f(x) < 0.

Odgovor. Df = R, Vf = (−∞, 9],

f ima maksimum za x = 1 koj iznesuva y = 9,

f raste na intervalot (−∞, 1),

a opaǵa na intervalot (1,∞),

a) x ∈ {−2, 4}, b) x ∈ (−2, 4),

v) x ∈ (−∞,−2) ∪ (4,∞).

Zadaqa 4.28. Vo ist koordinaten sistem da se skiciraat
graficite na funkciite:

a) f(x) = x2, g(x) = 2x2, h(x) =
1

2
x2;

b) f(x) = −x2, g(x) = −3x2, h(x) = −1

3
x2.
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Zadaqa 4.29. Da se opredeli kvadratna funkcija

f(x) = ax2 + bx+ c, a, b, c ∈ R,

ako toqkite A(3, 0), B(−1, 0) i C(−3, 6) pripaǵaat na nejziniot
grafik.

Odgovor. f(x) =
1

2
x2 − x− 3

2
.

Zadaqa 4.30. Za koja vrednost na x ∈ R dropkata:

a)
1

x2 − 2x+ 2
ima najgolema vrednost;

b) − 1
1
2x

2 − 3x+ 5
ima najmala vrednost.

Odgovor. a) x = 1, b) x = 3.

Zadaqa 4.31. Da se rexat kvadratnite neravenki:

a)
2x2 − 3

2
− x2 + 3

4
> 3; b)

1

2
(x− 4) ≤ (x+ 1)2.

Odgovor. a) x ∈ (−∞,−
√
7) ∪ (

√
7,+∞), b) x ∈ R.

Zadaqa 4.32. Da se rexat sistemite neravenki:

a)







2

3
x > −1

3x2 − 5x− 2 ≥ 0

; b)







(x− 1)2 > 2x− 3

x(x− 3) ≤ x+ 5
.

Odgovor. a) x ∈
(

−3

2
,−1

3

]

∪ [2,∞), b) x ∈ [−1, 2) ∪ (2, 5].
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Pod iracionalna ravenka se podrazbira ravenka vo koja
nepoznatata se javuva pod znakot na barem eden koren.

Va�no e da se napomene deka pri rexavaǌe na iracional-
nite ravenki, prvo treba da se odredi oblasta na defini-
ranost na ravenkata (mno�estvoto dopuxteni vrednosti za
nepoznatata). Pritoa, se koristi faktot deka korenot 2k

√

f(x),
k ∈ N e definiran samo za onie vrednosti na x za koi va�i
f(x) ≥ 0, dodeka korenot 2k+1

√

f(x), k ∈ N e definiran za sekoe
x ∈ R.

Ovie ravenki se rexavaat taka xto se transformiraat
vo ekvivalentni ravenki. Postapkata ḱe ja ilustrirame niz
primeri.

Zadaqa 5.1. Da se rexat slednive ravenki:

a)
√
x+ 1 = 2; b)

√
1− x = −1;

v) 3
√
x− 1− 3 = 0.

Rexenie. a) Dadenata ravenka e definirana za onie vred-
nosti na nepoznatata x za koi va�i x + 1 ≥ 0, od kade se do-
biva deka x ∈ [−1,∞). So kvadriraǌe ja dobivame ravenkata
x + 1 = 4, odnosno x = 3, xto pripaǵa na intervalot [−1,∞).
Zakluquvame deka x = 3 e baranoto rexenie.
b) Ovaa ravenka nema rexenie bidejḱi kvadratniot koren na
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levata strana e sekogax pozitiven broj, i ne mo�e da bide
ednakov na negativniot broj na desnata strana.

v) Ovaa ravenka e definirana za sekoe x ∈ (−∞,+∞) i e ek-
vivalentna so ravenkata:

3
√
x− 1 = 3, ⇐⇒ x− 1 = 27.

Rexenie na poslednata ravenka e x = 28.

Zadaqa 5.2. Da se rexat ravenkite:

a)
(

4
√
2x+ 1 + 5

)2
= 9; b)

(
4
√
2x+ 1 + 5

)2
= 36;

v)
(

4
√
2x+ 1 + 1

)3
= 27; g)

(
5− 4

√
2x+ 1

)2
= 9.

Rexenie. Site dadeni ravenki se definirani za onie vred-

nosti na x za koi va�i neravenkata 2x+1 ≥ 0, odnosno x ≥ −1

2
.

Spored toa, oblast na definiranost na dadenite ravenki e

x ∈
[

−1

2
,∞) .

a) Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkite:

4
√
2x+ 1 + 5 = −3 i

4
√
2x+ 1 + 5 = 3,

odnosno
4
√
2x+ 1 = −8 i

4
√
2x+ 1 = −2.

Poslednite dve ravenki nemaat rexenie bidejḱi korenite na
levata strana se pozitivni broevi i za nitu edna vrednost
na x tie ne mo�e da bidat ednakvi na −8, odnosno na −2.
Spored toa, poqetnata ravenka nema rexenie.

b) Ovaa ravenka e ekvivalentna so ravenkite:

4
√
2x+ 1 + 5 = −6 i

4
√
2x+ 1 + 5 = 6,
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odnosno
4
√
2x+ 1 = −11 i

4
√
2x+ 1 = 1.

Prvata ravenka nema rexenie, a od vtorata se dobiva ra-

venkata 2x+ 1 = 1, qie rexenie e x = 0 ∈
[

−1

2
,∞) . Znaqi x = 0

e rexenie na poqetnata ravenka.

v) Za x ∈
[

−1

2
,∞) , dadenata ravenka e ekvivalentna so raven-

kata
4
√
2x+ 1 + 1 = 3,

odnosno
4
√
2x+ 1 = 2.

Ottuka se dobiva ravenkata 2x+1 = 16, qie rexenie e x =
15

2
.

Bidejḱi x =
15

2
∈
[

−1

2
,∞) , sleduva deka toa e rexenie na

dadenata ravenka.

g) Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkite:

5− 4
√
2x+ 1 = −3 i 5− 4

√
2x+ 1 = 3.

Od prvata ravenka se dobiva 4
√
2x+ 1 = 8, t.e. 2x + 1 = 84,

qie rexenie e x =
84 − 1

2
=

4095

2
∈
[

−1

2
,∞) .

Vtorata ravenka e ekvivalentna so 4
√
2x+ 1 = 2, odnosno

so 2x+ 1 = 16, pa rexenieto e x =
15

2
∈
[

−1

2
,+∞) .

Zakluquvame deka zadaqata ima dve rexenija:

x1 =
4095

2
i x2 =

15

2
.

Zadaqa 5.3. Da se rexi ravenkata
(

4
√
2x+ 1 + 1

) 1

2 = 2.
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Rexenie. Dadenata ravenka e opredelena za x ∈
[

−1

2
,+∞) .

Kvadriraǌeto na dvete strani od ravenkata dava:

4
√
2x+ 1 + 1 = 4,

t.e. 4
√
2x+ 1 = 3. Od poslednata ravenka se dobiva 2x+ 1 = 81,

qie rexenie e x = 20 ∈
[

−1

2
,∞) .

Zadaqa 5.4. Da se rexi ravenkata
3
√
x− 2√
x

= 2.

Rexenie. Oblasta vo koja e definirana ravenkata e
x ∈ (0,∞). So mno�eǌe na ovaa ravenka so

√
x se dobiva

ravenkata 3
√
x − 2 = 2

√
x, odnosno

√
x = 2. Rexenieto na pos-

lednata ravenka e x = 4 ∈ (0,∞).

Zadaqa 5.5. Da se rexi ravenkata
√

x2 − 1 = 3.

Rexenie. Oblasta vo koja e definirana ravenkata se do-
biva so rexavaǌe na kvadratnata neravenka x2 − 1 ≥ 0, od-
nosno

x ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞).

So kvadriraǌe na dadenata ravenka dobivame:

x2 − 1 = 9,

odnosno x2 = 8. Rexenijata na poslednava ravenka x1/2 =

±2
√
2, pripaǵaat vo oblasta na definiranost na poqetnata

ravenka, pa tie se nejzinite rexenija.

Zadaqa 5.6. Da se rexat ravenkite:

a)
3
√
x− 1√
x+ 1

=
√
x; b)

3
√
x− 1√
x− 1

=
√
x;
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v)
3
√
x+ 1√
x− 1

=
√
x.

Rexenie. a) Oblasta vo koja e definirana dadenata ravenka
e x ∈ [0,+∞). Ravenkata ja transformirame na sledniov naqin:

3
√
x− 1 = (

√
x)2 +

√
x

⇐⇒ (
√
x)2 − 2

√
x+ 1 = 0

⇐⇒ (
√
x− 1)2 = 0

⇐⇒ √
x = 1.

Rexenieto na poslednata ravenka x = 1 pripaǵa na oblasta
na definiranost na ravenkata.

b) Oblasta vo koja e definirana ravenkata e

x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞).

Ravenkata ja transformirame na sledniov naqin:

3
√
x− 1 = (

√
x)2 −√

x

⇐⇒ (
√
x)2 − 4

√
x+ 1 = 0.

Ako vo poslednata ravenka vovedeme zamena
√
x = t, ja do-

bivame kvadratnata ravenka

t2 − 4t+ 1 = 0,

qiixto rexenija se:

t1/2 = 2±
√
3.

Znaqi
√
x = 2−

√
3 ili

√
x = 2 +

√
3. Od ravenkata

√
x = 2−

√
3

dobivame:

x1 = (2−
√
3)2 = 4− 4

√
3 + 3 = 7− 4

√
3,
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a od vtorata ravenka
√
x = 2 +

√
3 imame:

x2 = (2 +
√
3)2 = 4 + 4

√
3 + 3 = 7 + 4

√
3.

Dvete dobieni rexenija pripaǵaat vo oblasta na definira-
nost na ravenkata.

v) Ravenkata e definirana vo oblasta x ∈ [0, 1) ∪ (1,∞). Mno-
�ejḱi ja so

√
x− 1, dobivame:

3
√
x+ 1 = (

√
x)2 −√

x

⇐⇒ (
√
x)2 − 4

√
x− 1 = 0.

Sliqno kako vo prethodnata zadaqa se dobiva deka
√
x = 2±

√
5.

Ravenkata
√
x = 2 +

√
5 ima rexenie x = (2 +

√
5)2 = 9 + 4

√
5.

Ravenkata
√
x = 2 −

√
5 nema realni rexenija, bidejḱi 2 −

√
5

e negativen broj. Brojot x = 9 + 4
√
5 pripaǵa vo oblasta

na definiranost na ravenkata, pa zakluquvame deka edin-
stvenoto rexenie na dadenata ravenka e x = 9 + 4

√
5.

Zadaqa 5.7. Da se rexi ravenkata
√
x+ 1 + 5 4

√
x+ 1− 6 = 0.

Rexenie. Ravenkata e definirana za sekoe x ≥ −1. Vove-
duvame zamena 4

√
x+ 1 = t i ja dobivame kvadratnata ravenka

t2+5t−6 = 0. Nejzinite rexenija se t1 = −6 i t2 = 1. Od prvoto
rexenie se dobiva

4
√
x+ 1 = −6,

xto ne e mo�no bidejki −6 e negativen broj, a od vtoroto
rexenie imame

4
√
x+ 1 = 1,

od kade x = 0. Ova rexenie pripaǵa vo oblasta na definira-
nost na ravenkata.
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Zadaqa 5.8. Da se rexi ravenkata
√
x+ 5−√

x = 1.

Rexenie. Korenot
√
x+ 5 e definiran za x ≥ −5, a ko-

renot
√
x e definiran za x ≥ 0, pa mno�estvoto dopuxteni

vrednosti za promenlivata e [0,∞) (presekot na dopuxtenite
vrednosti na dvata korena).

Ravenkata ja transformirame vo ekvivalentnata ravenka
√
x+ 5 = 1 +

√
x,

koja potoa ja kvadrirame. Taka dobivame:

x+ 5 = 1 + 2
√
x+ x,

od kade
√
x = 2. Dobienoto rexenie x = 4 pripaǵa vo oblasta

na definiranost na ravenkata.

Zabelexka: Ravenkata mo�e da se rexi i so direktno kvad-
riraǌe, ili pak so voveduvaǌe zamena

√
x = t. So ovaa za-

mena, poqetnata ravenka ḱe se svede na ravenka so eden koren
√

t2 + 5− t = 1.

Zadaqa 5.9. Da se rexi ravenkata
√
a+ x =

√
x+

√
a, a > 0.

Rexenie. Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenli-
vata x e [0,+∞). So kvadriraǌe se dobiva ravenkata

a+ x = x+ 2
√
x
√
a+ a.

Ottuka √
xa = 0,

odnosno xa = 0. Bidejḱi a > 0, edinstvenoto rexenie e x = 0
koe pripaǵa vo oblasta na definiranost na ravenkata.

Zadaqa 5.10. Da se rexi ravenkata
√
x+

√
x+ 3 =

√
2x+ 7.
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Rexenie. Korenot
√
x e definiran za x ≥ 0, korenot

√
x+ 3

e definiran za x ≥ −3, a korenot
√
2x+ 7 e definiran za

x ≥ −7

2
, pa mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenli-

vata e [0,+∞).
So kvadriraǌe na dadenata ravenka dobivame:

x+ 2
√
x
√
x+ 3 + x+ 3 = 2x+ 7,

odnosno √
x
√
x+ 3 = 2.

So povtorno kvadriraǌe na poslednava ravenka se dobiva

x(x+ 3) = 4,

t.e. kvadratnata ravenka

x2 + 3x− 4 = 0.

Nejzinite rexenija se x1 = −4 i x2 = 1. Prvoto rexenie ne
pripaǵa, a vtoroto rexenie pripaǵa vo oblasta na defini-
ranost na ravenkata. Znaqi dadenata ravenka ima edno re-
xenie x = 1.

Zadaqa 5.11. Da se rexi ravenkata

1√
x
+

1√
x+

√
1 + x

+
1√

x−
√
1 + x

= 0.

Rexenie. Mno�estvoto dopuxteni vrednosti na promenli-
vata x e [0,∞).

Ravenkata ja transformirame na sledniov naqin:

1√
x
+

√
x−

√
1 + x+

√
x+

√
1 + x

(
√
x−

√
1 + x)(

√
x+

√
1 + x)

= 0.
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Poslednava ravenka e ekvivalentna so ravenkata

1√
x
− 2

√
x = 0,

od koja se dobiva 1 − 2x = 0, t.e. x =
1

2
. Ako ova rexenie se

zameni vo poqetnata ravenka se dobiva identitet, pa zaklu-

quvame deka x =
1

2
e rexenie na poqetnata ravenka.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 5.12. Da se rexi ravenkata
√
x− 1 =

√
2x+ 1.

Odgovor. Ravenkata nema rexenie.

Zadaqa 5.13. Da se rexi ravenkata
√
1− x+

√
x− 1 = 0.

Odgovor. x = 1.

Zadaqa 5.14. Da se rexi ravenkata
√
x+ 1 +

√
1− x =

√
2.

Odgovor. x1 = −1, x2 = 1.

Zadaqa 5.15. Da se rexi ravenkata
√
x+ 1

√
5 + x = 2

√
3.

Odgovor. x = 1.

Zadaqa 5.16. Da se rexi ravenkata
√
x+

√
x+ 1−

√
2 + x = 0.

Odgovor. x = −1 +
2
√
3

3
.

Zadaqa 5.17. Da se rexi ravenkata
√
a− x =

√
a − √

x, kade
xto a ≥ 0.

Odgovor. x1 = 0, x2 = a.



6 Eksponencijalni i logaritamski

funkcii, ravenki i neravenki

6.1 Eksponencijalna funkcija

Funkcijata f : R → R+ zadadena so

f(x) = ax, a > 0, a 6= 1,

se vika eksponencijalna funkcija.

Definiciona oblast (domen) na eksponencijalnata funk-
cija e mno�estvoto realni broevi, t.e. Df = R.

x

y

O

1
1

xy a

a

=

>

x

y

O

1
0 1

xy a

a

=

< <

Slika 6.1.

Mno�estvo vrednosti na eksponencijalnata funkcija e
Vf = (0,+∞), odnosno za sekoj realen broj x va�i y = ax > 0.
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Za a > 1 funkcijata y = ax monotono raste, t.e. od x1 < x2
sleduva ax1 < ax2 (slika 6.1. levo). Za 0 < a < 1 ovaa funkcija
monotono opaǵa, t.e. od x1 < x2 sleduva ax1 > ax2 (slika 6.1.
desno).

Zadaqa 6.1. Vo ist koordinaten sistem da se skiciraat gra-

ficite na funkciite y = 3x i y =

(
1

3

)x

.

a) Vo odnos na koja prava se simetriqni graficite na ovie
dve funkcii?
b) Koi zaedniqki, a koi razliqni svojstva gi imaat ovie
funkcii?

Rexenie. a) Graficite na dvete
funkcii se prika�ani na slikata
6.2. Mo�e da se zabele�i deka
tie se simetriqni vo odnos na y-
oskata.

b) Dadenite funkcii imaat ista
definiciona oblast D = R, isto
mno�estvo vrednosti Vf = (0,+∞).
Nivnite grafici pominuvaat niz
toqkata (0, 1) i imaat ista hori-
zontalna asimptota, x−oskata.

x

y

O

3xy =1

3

x

y
æ ö= ç ÷
è ø

Slika 6.2.

Funkciite se razlikuvaat po toa xto funkcijata y = 3x e

rasteqka, a funkcijata y =

(
1

3

)x

e opaǵaqka.

Zadaqa 6.2. Koristejḱi go grafikot na eksponencijalnata
funkcija, da se odredi kolku rexenija imaat ravenkite:

a) 2x = x; b)

(
1

2

)x

= 1− x2.
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Rexenie. a) Ravenkata 2x = x nema rexenie bidejḱi grafi-
cite na funkciite y = 2x i y = x nemaat preseqni toqki (vidi
slika 6.3-levo).

b) Ravenkata

(
1

2

)x

= 1 − x2 ima dve rexenija, a toa se ap-

cisite na preseqnite toqki na graficite na funkciite

y =

(
1

2

)x

i y = 1− x2,

odnosno x1 = 0 i x2 ∈ (0, 1) (vidi slika 6.3-desno).

x

y

O

2xy =

y x=

x

y

O

1

2

x

y
æ ö= ç ÷
è ø

21y x= -

2x
1x

Slika 6.3.

Zadaqa 6.3. a) Neka f(x) = ax, a > 0, a 6= 1. Dali e toqno
ravenstvoto (f(x))2 = f(x2)?

b) Neka f(x) =
1

2
(ax + a−x), a > 0. Dali e toqno ravenstvoto

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y)?

Rexenie. a) Od edna strana, (f(x))2 = (ax)2 = a2x, a od druga
strana f(x2) = ax

2

, xto znaqi deka ravenstvoto ne e toqno.

b) f(x+ y) + f(x− y) =
1

2
(ax+y + a−x−y) +

1

2
(ax−y + a−x+y) =
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=
1

2
(axay+a−xa−y+axa−y+a−xay) =

1

2

(
ax(ay+a−y)+a−x(a−y+ay)

)
=

= 2 · 1
2
· 1
2
· (ax + a−x)(a−y + ay) = 2f(x)f(y).

Znaqi, dadenoto ravenstvo e toqno.

Zadaqa 6.4. Da se opredeli definicionata oblast na sled-
nive funkcii:

a) y = a
√
x2−1; b) y = a

6

5−x ; v) y = a
3
√
x−5; g) y =

1

ax+1
;

kade xto a > 0, a 6= 1.

Rexenie. a) Definicionata oblast na funkcijata se naoǵa
so rexavaǌe na neravenkata x2 − 1 ≥ 0, od kade se dobiva
Df = (−∞,−1] ∪ [1,+∞).
b) Funkcijata e definirana za 5−x 6= 0, od kade sleduva deka
Df = R \ {5}.
v) Df = R.
g) Df = R.

6.2 Eksponencijalni ravenki i neravenki

Ravenkite (odnosno, neravenkite) kaj koi nepoznatata se
naoǵa vo stepenoviot pokazatel na barem eden stepen so os-
nova pozitiven realen broj, razliqen od nula, se vikaat eks-
ponencijalni ravenki (odnosno, neravenki).

Pri rexavaǌe, eksponencijalnite ravenki najqesto gi
transformirame vo sledniov oblik:

af(x) = ag(x), a > 0, a 6= 1.

Poslednava ravenka e ekvivalentna so ravenkata

f(x) = g(x).
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Analogno, pri rexavaǌe, eksponencijalnite neravenki
obiqno gi transformirame vo eden od slednive oblici:

af(x) < ag(x); af(x) > ag(x); af(x) ≤ ag(x); af(x) ≥ ag(x), a > 0, a 6= 1.

Potoa, za rexavaǌe, na primer, na neravenkata af(x) < ag(x)

ja koristime monotonosta na eksponencijalnata funkcija:

1) Ako a > 1 togax af(x) < ag(x) ⇐⇒ f(x) < g(x).

2) Ako 0 < a < 1 togax af(x) < ag(x) ⇐⇒ f(x) > g(x).

Zadaqa 6.5. Da se rexat eksponencijalnite ravenki:

a) 3x − 3x+1 + 3x+2 = 21 ;

b) 2x−1 + 2x−2 + 2x−3 = 3x−1 − 3x−2 + 3x−3 ;

v) 9x + 2x+
1

2 = 2x+
3

2 + 32x−1 ;

g) 5x−2 · 8 4x−12

3 = 206−x ;

d) 5x − 3 =
√
9− 5x ;

ǵ) 34
√
x − 4 · 32

√
x + 3 = 0 ;

e) 3|x+1| = 27 .

Rexenie. Vo ravenkite pod a), b), v), g) i e) mno�estvoto
dopuxteni vrednosti D za promenlivata x e R.
a) So ekvivalentni transformacii na ravenkata dobivame:
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3x − 3x+1 + 3x+2 = 21

⇐⇒ 3x(1− 3 + 9) = 21

⇐⇒ 3x · 7 = 21 / : 7

⇐⇒ 3x = 31

od kade sleduva deka rexenie na dadenata ravenka e x = 1.

b) Ravenkata ja transformirame vo ekvivalentni ravenki na
sledniov naqin:

2x−1 + 2x−2 + 2x−3 = 3x−1 − 3x−2 + 3x−3

⇐⇒ 2x
(
1

2
+

1

4
+

1

8

)

= 3x
(
1

3
− 1

9
+

1

27

)

⇐⇒ 2x · 7
8
= 3x · 7

27

⇐⇒ 2x−3 = 3x−3.

Ako poslednata ravenka ja podelime so 3x−3 6= 0, ∀x ∈ R, ja do-

bivame ravenkata

(
2

3

)x−3

= 1, t.e. ravenkata

(
2

3

)x−3

=

(
2

3

)0

,

od kade x− 3 = 0. Spored toa, rexenie na poqetnata ravenka
e x = 3.

v) Dadenata eksponencijalna ravenka se transformira na
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sledniov naqin:

9x + 2x+
1

2 = 2x+
3

2 + 32x−1

⇐⇒ 32x − 32x−1 = 2x+
3

2 − 2x+
3

2
−1

⇐⇒ 32x
(

1− 1

3

)

= 2x+
3

2

(

1− 1

2

)

⇐⇒ 32x−1 = 2
2x−1

2 / : 2
2x−1

2 6= 0, ∀x ∈ R

⇐⇒
(

3√
2

)2x−1

= 1,

od kade 2x− 1 = 0, odnosno x =
1

2
.

g) Za dadenata ravenka imame:

5x−2 · 8 4x−12

3 = 206−x

⇐⇒ 5x−2 · 23· 4x−12

3 = (5 · 22)6−x

⇐⇒ 5x−2 · 24x−12 = 56−x · 212−2x

⇐⇒ 52x−8 · 26x−24 = 1

⇐⇒ (52 · 26)x−4 = 1,

od kade x− 4 = 0, odnosno x = 4.

d) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x e
rexenieto na neravenkata 9 − 5x ≥ 0. Dadenata ravenka se



6. Eksponencijalna i logaritamska funkcija 129

transformira na sledniov naqin:

5x − 3 =
√
9− 5x

⇐⇒ (5x − 3)2 = 9− 5x

⇐⇒ 52x − 6 · 5x + 9 = 9− 5x

⇐⇒ 52x − 5 · 5x = 0

⇐⇒ 5x(5x − 5) = 0.

Bidejḱi 5x 6= 0,∀x ∈ R imame 5x − 5 = 0, od kade x = 1. Do-
bienata vrednost x = 1 pripaǵa na mno�estvoto dopuxteni
vrednosti za promenlivata, xto znaqi deka x = 1 e rexenie
na ravenkata.

ǵ) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x e
intervalot [0,+∞).

Voveduvame nova nepoznata 32
√
x = y. Togax 34

√
x = y2 so

xto se dobiva kvadratnata ravenka y2 − 4y + 3 = 0, qii rexe-
nija se y1 = 1 i y2 = 3.

Ako se vratime na poqetnata nepoznata x, od y1 = 1 dobi-
vame 32

√
x = 1, pa 2

√
x = 0, t.e. x1 = 0. Od vtoroto rexenie

y2 = 3 dobivame 32
√
x = 3, pa 2

√
x = 1, t.e. x2 =

1

4
.

Dvete dobieni vrednosti x1 = 0 i x2 =
1

4
pripaǵaat vo

mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata, xto zna-
qi deka se rexenija na ravenkata.

e) Dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata 3|x+1| = 33,
od kade dobivame

|x+ 1| = 3.

Znaqi, x + 1 = −3 ili x + 1 = 3, t.e. rexenija na dadenata
ravenka se x1 = −4 i x2 = 2.

Zadaqa 6.6. Da se rexat eksponencijalnite neravenki:
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a) 2x(x+3) ≤ 16 ;

b)

(
1

3

)4x2−15x+13

<

(
1

3

)4−3x

;

v)
2

3x+1 + 7
≤ 1

3x + 5
.

Rexenie. Vo site neravenki mno�estvoto dopuxteni vred-
nosti D za promenlivata x e R.

a) Dadenata neravenka se transformira na sledniov naqin:

2x(x+3) ≤ 16

⇐⇒ 2x
2+3x ≤ 24

⇐⇒ x2 + 3x ≤ 4
⇐⇒ x2 + 3x− 4 ≤ 0.

Rexenie na poslednata kvadratna neravenka e x ∈ [−4, 1].

b)

(
1

3

)4x2−15x+13

<

(
1

3

)4−3x

⇐⇒ 4x2 − 15x+ 13 > 4− 3x

⇐⇒ 4x2 − 12x+ 9 > 0.

Rexenie na dobienata kvadratna neravenka e

x ∈ (−∞,
3

2

)

∪
(3

2
,+∞).

v) Dadenata neravenka ja transformirame na sledniov naqin:
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2

3x+1 + 7
≤ 1

3x + 5

⇐⇒ 3x+1 + 7

2
≥ 3x + 5

1
/ · 2

⇐⇒ 3x · 3 + 7 ≥ 2 · 3x + 10

⇐⇒ 3x ≥ 3

od kade se dobiva x ≥ 1, t.e. rexenie na neravenkata e [1,+∞).

6.3 Sistemi eksponencijalni ravenki i neravenki

Vo slednive rexeni zadaqi ḱe poka�eme kako se rexava
sistem eksponencijalni ravenki so dve nepoznati, kako i sis-
tem eksponencijalni neravenki so edna nepoznata.

Zadaqa 6.7. Da se rexi sistemot eksponencijalni ravenki:

{
9x+y = 729
3x−y−1 = 1

.

Rexenie. Dvete ravenki na dadeniot sistem se definirani
za sekoe x i y od mno�estvoto realni broevi.

Sekoja od ravenkite ja transformirame vo oblik

af(x) = ag(x), a > 0, a 6= 1

i go dobivame sistemot
{

9x+y = 93

3x−y−1 = 30
.

Posledniot sistem e ekvivalenten so sistemot linearni ra-

venki

{
x+ y = 3

x− y − 1 = 0
, qie rexenie e x = 2, y = 1.
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Zadaqa 6.8. Da se rexi sistemot eksponencijalni neravenki:

{

3x
2−4x > 1

243

(0, 5)x
2+5x > 1

64

.

Rexenie. Dvete neravenki od sistemot se definirani za
sekoe x i y od mno�estvoto realni broevi. Dadeniot sistem
se transformira vo sistemot

{

3x
2−4x > (13 )

5

(0, 5)x
2+5x > (12 )

6
,

odnosno

{

3x
2−4x > 3−5

(0, 5)x
2+5x > (0, 5)6

.

Od prvata neravenka ja dobivame neravenkata x2−4x > −5,
a od vtorata x2 + 5x < 6. Rexenie na prvata kvadratna ne-
ravenka se site realni broevi, t.e. x ∈ R, a rexenie na
vtorata e x ∈ (−6, 1). Rexenieto na dadeniot sistem nera-
venki e presekot od dobienite rexenija, t.e. intervalot
(−6, 1).

6.4 Logaritmi. Logaritamska funkcija

Neka b ∈ R+ i a > 0, a 6= 1. Brojot c ∈ R se vika logaritam
od brojot b so osnova a ako va�i b = ac. Oznaquvame loga b = c.

Brojot a se narekuva osnova, a b logaritmand.

Neka a > 0, a 6= 1, b > 0 i c > 0. Za logaritmite va�at sled-
nive osobini:
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1) loga 1 = 0, loga a = 1;

2) aloga b = b, loga a
b = b;

3) loga (b · c) = loga b+ loga c;

4) loga
b

c
= loga b− loga c;

5) loga b
k = k loga b, k ∈ R;

6) loga b =
logc b

logc a
, c > 0, c 6= 1;

7) loga b =
1

logb a
, b > 0, b 6= 1;

8) logan a
m =

m

n
, m, n ∈ R, n 6= 0.

Logaritam od x so osnova 10 se vika dekaden i za nego
ja koristime oznakata lg x ili log x, a logaritamot od x so
osnova e, kade xto e e Neperoviot broj (e ≈ 2.7273), se vika
priroden logaritam i se oznaquva so lnx.

Funkcijata f : R+ → R zadadena so

f(x) = loga x, a > 0, a 6= 1,

se vika logaritamska funkcija.
Definiciona oblast (domen) na logaritamskata funkcija

e mno�estvoto pozitivni realni broevi, t.e.

Df = R+ = (0, +∞).

Mno�estvo vrednosti (kodomen) na logaritamskata funk-
cija e Vf = R = (−∞, +∞).

Za a > 1 funkcijata monotono raste, t.e. od x1 < x2 sleduva
loga x1 < loga x2 (slika 6.4. levo). Za 0 < a < 1 funkcijata
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=
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ay x

a

=

< <

Slika 6.4.

monotono opaǵa, t.e. od x1 < x2 sleduva loga x1 > loga x2 (slika
6.4. desno).

Ako a > 1 togax loga x > 0 za x > 1, loga 1 = 0 i loga x < 0 za
0 < x < 1.

Ako 0 < a < 1 togax loga x < 0 za x > 1, loga 1 = 0 i loga x > 0
za 0 < x < 1.

Zadaqa 6.9. Da se presmeta vrednosta na izrazite:

a) log3 1;

b) log2(log4 2);

v) log2(log2(log2 2
16));

g) log4(log3(log2 8));

d) log2 24 +
1

log96 2
− log2 192 −

1

log12 2
.

Rexenie. a) log3 1 = 0.
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b) log2(log4 2) = log2
1

2
= −1.

v) log2(log2(log2 2
16)) = log2(log2 16) = log2(log2 2

4) = log2 4 = 2.

g) log4(log3(log2 8)) = log4(log3 3) = log4 1 = 0.

d) log2 24 +
1

log96 2
− log2 192 −

1

log12 2
=

= log2 24 + log2 96− log2 192 − log2 12 =

= log2 24 · 96− log2 192 · 12 =

= log2
24 · 96
192 · 12 = log2 1 = 0.

Zadaqa 6.10. Da se presmeta:

a) log90 120, ako log5 2 = a, log5 3 = b;

b) log30 8, ako lg 5 = a, lg 3 = b.

Rexenie.

a) log90 120 =
log5 120

log5 90
=

log5 3 · 23 · 5
log5 2 · 32 · 5

=

=
log5 3 + 3 log5 2 + log5 5

log5 2 + 2 log5 3 + log5 5
=

=
b+ 3a+ 1

a+ 2b+ 1
.

b) log30 8 =
log10 8

log10 30
=

lg 23

lg 3 · 2 · 5 =
3 lg 2

lg 3 + lg 2 + lg 5
=

=
3 lg 10

5

lg 3 + lg 10
5 + lg 5

=
3(lg 10− lg 5)

lg 3 + lg 10− lg 5 + lg 5
=
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=
3(1− a)

b+ 1
.

Zadaqa 6.11. Da se opredeli x vo oblasta na definiranost
na logaritmite:

a) log x = 2 log a− 1

2

(

log b+
2

3
log c

)

;

b) log x = log a+
1

2

(

log(a+ b)− 1

3
log(a− b) + 2 log c

)

.

Rexenie.

a) log x = 2 log a− 1

2

(

log b+
2

3
log c

)

= log a2 − 1

2

(

log b+ log c
2

3

)

=

= log a2 − 1

2
log
(
bc

2

3

)
= log a2 − log

(
b1/2c1/3

)
=

= log
a2

b1/2c1/3
,

od kade se dobiva x =
a2√
b 3
√
c
.

b) Sliqno kako pod a) se dobiva x =
ac
√
a+ b

6
√
a− b

.

Zadaqa 6.12. Da se doka�e deka vo oblasta na definiranost
na logaritmite va�at slednive ravenstva:

a) loga b+ log 1

a

b = 0;

b) logak b =
1

k
loga b;

v)
1

logaN
+

1

logbN
+

1

logcN
=

1

logabc N
.

Rexenie. a) loga b+ log 1

a

b = loga b+
loga b

loga a
−1

= loga b+
loga b

−1
= 0.

b) logak b =
1

logb a
k
=

1

k logb a
=

1

k
loga b.



6. Eksponencijalna i logaritamska funkcija 137

v)
1

logaN
+

1

logbN
+

1

logcN
= logN a+ logN b+ logN c =

= logN abc =
1

logabcN
.

Zadaqa 6.13. Da se opredeli definicionata oblast na funkci-
ite:

a) f(x) = lg(−x) ;
b) f(x) = log2 (x+ 2) + log2 |x| ;
v) f(x) =

3

4− x2
+ log 1

3

(x2 − x) .

Rexenie. a) Definicionata oblast na dadenata funkcija e
rexenieto na neravenkata −x > 0, t.e. x < 0. Znaqi,

Df = (−∞, 0).

b) Definiciona oblast na funkcijata f1(x) = log2(x+ 2) e re-
xenieto na neravenkata x + 2 > 0, od kade se dobiva x > −2.
Znaqi, Df1 = (−2,+∞).

Definiciona oblast na funkcijata f2(x) = log2 |x| e rexe-
nieto na neravenkata |x| > 0, t.e. Df2 = R\{0}. Spored toa,

Df = Df1 ∩Df2 = (−2, 0) ∪ (0,+∞).

v) Definiciona oblast na funkcijata f1(x) =
3

4− x2
se site

realni broevi x za koi va�i neravenstvoto 4 − x2 6= 0, t.e.
x 6= ±2. Ottuka, Df1 = R\{−2, 2}.

Definiciona oblast na funkcijata f2(x) = log 1

3

(x2 − x) e

rexenieto na neravenkata x2 − x > 0, t.e.

Df2 = (−∞ , 0) ∪ (1 , +∞).
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Spored toa,

Df = Df1 ∩Df2 = (−∞ , −2) ∪ (−2, 0) ∪ (1, 2) ∪ (2 , +∞).

Zadaqa 6.14. Da se proveri dali se rasteqki ili opaǵaqki
slednive funkcii:

a) f(x) = 2 lg x, x > 0 ; b) f(x) = −4 log3 x, x > 0 ;

v) f(x) = −4 log 1

3

x, x > 0 ; g) f(x) =
1

3
ln(−x), x < 0.

Rexenie. Ako f(x) e rasteqka (odnosno, opaǵaqka) funk-
cija, togax funkciite cf(x), c < 0 i f(−x) se opaǵaqki (od-
nosno, rasteqki) funkcii. Funkcijata cf(x), c > 0 ima ista
monotonost kako i funkcijata f(x).
a) f(x) = lg x e rasteqka funkcija, spored toa i 2f(x) = 2 lg x e
rasteqka funkcija.
b) f(x) = log3 x e rasteqka funkcija, pa −4f(x) = −4 log3 x e
opaǵaqka funkcija.
v) f(x) = log 1

3

x e opaǵaqka funkcija, od kade sleduva deka

funkcijata −4f(x) = −4 log 1

3

x e rasteqka funkcija.

g) f(x) = lnx e rasteqka funkcija, pa f(−x) = ln (−x) e opaǵaqka

funkcija. Znaqi,
1

3
f(−x) =

1

3
ln(−x) e opaǵaqka funkcija.

6.5 Logaritamski ravenki i neravenki

Ravenkata (odnosno, neravenkata) vo koja nepoznatata
se naoǵa vo logaritmandot ili vo osnovata na barem eden
logaritam se narekuva logaritamska ravenka (odnosno, ne-
ravenka).
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Za da se rexat, logaritamskite ravenki najqesto se trans-
formiraat vo oblikot:

loga f(x) = loga g(x), kade xto f(x) > 0, g(x) > 0, a > 0, a 6= 1,

a potoa se koristi ekvivalentnosta

loga f(x) = loga g(x) ⇐⇒ f(x) = g(x).

Analogno i logaritamskite neravenki, za da se rexat,
najqesto se transformiraat vo slednive oblici:

loga f(x) < loga g(x), loga f(x) > loga g(x),

loga f(x) ≤ loga g(x), loga f(x) ≥ loga g(x),

kade xto f(x) > 0, g(x) > 0, a > 0, a 6= 1.
Potoa ja koristime monotonosta na logaritamskata funk-

cija, pa pri rexavaǌe, na primer, na neravenkata loga f(x) <
loga g(x) va�i:

1) Ako a > 1 togax loga f(x) < loga g(x) ⇐⇒ f(x) < g(x).

2) Ako 0 < a < 1 togax loga f(x) < loga g(x) ⇐⇒ f(x) > g(x).

Zadaqa 6.15. Da se rexat logaritamskite ravenki:

a) lg x+ lg(7x− 4) = lg(2x+ 1) + lg(3x− 2) ;

b)
1

5− lg x
+

2

1 + lg x
= 1 ;

v) 32+lg x − 31+lg x + 3lg x = 21 ;

g) log3 x+ log9 x+ log27 x = 5, 5 ;

d) log3 x+ log5 x = log3 15.
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Rexenie. a) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti D za promen-
livata x se naoǵa kako presek na mno�estvata rexenija na
slednive neravenki:

x > 0, 7x− 4 > 0, 2x+ 1 > 0, 3x− 2 > 0,

od kade se dobiva D =

(
2

3
, +∞) .

Poqetnata ravenka ja transformirame na sledniov naqin:

lg x+ lg(7x− 4) = lg(2x+ 1) + lg(3x− 2)

⇐⇒ lg[x(7x− 4)] = lg[(2x + 1)(3x − 2)]

⇐⇒ x(7x− 4) = (2x+ 1)(3x − 2)

⇐⇒ x2 − 3x+ 2 = 0.

Rexenijata na dobienata kvadratna ravenka, x1 = 1 i x2 =
2, pripaǵaat vo D, pa spored toa se rexenija na dadenata
logaritamska ravenka.

b) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti D za promenlivata x
se naoǵa so rexavaǌe na neravenstvata:

x > 0, 5− lg x 6= 0, 1 + lg x 6= 0.

Spored toa, D = R+\{10−1, 105}. Dadenata ravenka se trans-
formira na sledniot naqin:

1

5− lg x
+

2

1 + lg x
= 1 / · (5− lg x)(1 + lg x)

⇐⇒ 1 + lg x+ 10− 2 lg x = 5 + 4 lg x− lg2 x

⇐⇒ lg2 x− 5 lg x+ 6 = 0 .

Voveduvame zamena lg x = y, pa ja dobivame kvadratnata
ravenka y2 − 5y + 6 = 0, qii rexenija se y1 = 3 i y2 = 2. Znaqi,
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lg x1 = 3, odnosno lg x2 = 2, od kade dobivme:

x1 = 1000 ∈ D , x2 = 100 ∈ D .

v) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x e
D = (0 , +∞). So ekvivalentni transformacii na ravenkata
dobivame:

32+lg x − 31+lg x + 3lg x = 21

⇐⇒ 3lg x(32 − 3 + 1) = 21

⇐⇒ 3lg x · 7 = 21

⇐⇒ 3lg x = 3,

od kade se dobiva lg x = 1, pa x = 10 ∈ D.

g) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x e
D = (0 , +∞).

log3 x+ log9 x+ log27 x = 5, 5

⇐⇒ log3 x+ log32 x+ log33 x = 5, 5

⇐⇒ log3 x+
1

2
log3 x+

1

3
log3 x = 5, 5

⇐⇒
(

1 +
1

2
+

1

3

)

log3 x = 5, 5

⇐⇒ 11

6
log3 x =

55

10
⇐⇒ log3 x = 3,

od kade x = 33 = 27 ∈ D .

d) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x e
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D = (0 , +∞).

log3 x+ log5 x = log3 15

⇐⇒ log3 x+
log3 x

log3 5
= log3 15 / · log3 5 6= 0

⇐⇒ log3 x · log3 5 + log3 x = log3 (5 · 3) · log3 5
⇐⇒ log3 x(log3 5 + 1) = (log3 5 + 1) · log3 5/ : (log3 5 + 1) 6= 0

⇐⇒ log3 x = log3 5,

od kade x = 5 ∈ D .

Zadaqa 6.16. Da se rexat logaritamskite neravenki:

a) log 1

5

(2x2 − 8) < log 1

5

(7x− 14) ; b) lg
12

x
≥ lg (x− 1) ;

v) log2
x− 1

x+ 1
> 2 ; g) log 1

3

x− 3

x+ 3
> 0 ;

d) log

∣
∣
∣
∣

x− 1

2x+ 1

∣
∣
∣
∣
< 0.

Rexenie. a) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promen-
livata x go naoǵame kako presek na mno�estvata rexenija na
neravenkite: 2x2 − 8 > 0 i 7x− 4 > 0. Pritoa, dobivame:

2x2 − 8 > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2) ∪ (2,∞),

7x− 4 > 0 ⇐⇒ x ∈
(
4

7
,+∞).

Spored toa, D = (2,+∞).
Dadenata neravenka ja transformirame na sledniov naqin:

log 1

5

(2x2 − 8) < log 1

5

(7x− 14)

⇐⇒ 2x2 − 8 > 7x− 14

⇐⇒ 2x2 − 7x+ 6 > 0.
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Rexenie na dobienata kvadratna neravenka e (−∞,
3

2

)

∪
(2,+∞) , pa rexenieto na poqetnata logaritamska neravenka
e

D ∩
(

(−∞,
3

2

)

∪ (2,+∞)

)

= (2,+∞).

b) Ravenkata e opredelena za onie vrednosti na x za koi
va�i: x > 0 i x− 1 > 0. Spored toa, D = (1 , +∞) .

lg
12

x
≥ lg (x− 1)

⇐⇒ 12

x
≥ x− 1 / · x > 0

⇐⇒ 12 ≥ x2 − x

⇐⇒ x2 − x− 12 ≤ 0.

Rexenie na poslednata kvadratna neravenka e [−3, 4], od kade
za rexenieto na poqetnata neravenka se dobiva:

[−3, 4] ∩D = (1, 4].

v) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenlivata x se

naoǵa so rexavaǌe na neravenkata
x− 1

x+ 1
> 0, od kade se do-

biva x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞), t.e. D = (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

Dadenata neravenka ja transformirame na sledniot naqin:



144 Voved vo matematika za in�eneri

log2
x− 1

x+ 1
> 2

⇐⇒ log2
x− 1

x+ 1
> log2 4

⇐⇒ x− 1

x+ 1
> 4 / · (x+ 1)2 > 0

⇐⇒ (x− 1)(x+ 1) > 4(x+ 1)2

⇐⇒ x2 − 1 > 4x2 + 8x+ 4

⇐⇒ 3x2 + 8x+ 5 < 0.

Rexenie na dobienata kvadratna neravenka e
(

− 5

3
,−1), pa

rexenie na poqetnata neravenka e

(

− 5

3
,−1) ∩D =

(

− 5

3
,−1).

g) So rexavaǌe na neravenkata

x− 3

x+ 3
> 0

se dobiva mno�estvoto dopuxteni vrednosti za promenli-
vata x, D = (−∞ , −3) ∪ (3 , +∞).

log 1

3

x− 3

x+ 3
> 0

⇐⇒ log 1

3

x− 3

x+ 3
> log 1

3

1

⇐⇒ x− 3

x+ 3
< 1 / · (x+ 3)2 > 0

⇐⇒ x2 − 9 < x2 + 6x+ 9

⇐⇒ −18 < 6x

⇐⇒ x > −3.
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Rexenieto na poqetnata neravenka e (−3 , +∞) ∩D = (3 , +∞).

d) Mno�estvoto dopuxteni vrednosti D za promenlivata x
se naoǵa so rexavaǌe na neravenstvata

∣
∣
∣
∣

x− 1

2x+ 1

∣
∣
∣
∣
> 0, 2x+ 1 6= 0,

od kade se dobiva deka D = R \
{

− 1

2
, 1
}

.

Dadenata neravenka log

∣
∣
∣
∣

x− 1

2x+ 1

∣
∣
∣
∣
< 0 e ekvivalentna so nera-

venkata ∣
∣
∣
∣

x− 1

2x+ 1

∣
∣
∣
∣
< 1,

odnosno |x− 1| < |2x+ 1|.
Koristejḱi ja definicijata za apsolutna vrednost imame:

|x− 1| =
{

x− 1, x ≥ 1
1− x, x < 1

, |2x+ 1| =
{

2x+ 1, x ≥ −1/2
−(2x+ 1), x < −1/2

.

Realnata oska ja delime na tri podintervali i go barame
rexenieto na neravenkata vo sekoj od niv.

Za x ∈ (−∞,−1/2), neravenkata |x − 1| < |2x + 1| go dobiva
oblikot −(x− 1) < −(2x + 1), od kade imame x+ 2 < 0, odnosno
x < −2. Spored toa, rexenieto na poqetnata neravenka koe
se naoǵa vo intervalot e (−∞,−1/2) e presekot

(−∞,−1/2) ∩ (−∞,−2) = (−∞,−2).

Vo sluqaj koga x ∈ [−1/2, 1), se dobiva neravenkata −3x < 0,
odnosno x > 0. Togax rexenieto e (0, 1).

Za x ∈ [1,∞), se dobiva neravenkata −x − 2 < 0, odnosno
x > −2. Presekot na intervalite [1,∞) i (−2,∞) e [1,∞).

Bidejḱi mno�estvoto dopuxteni vrednosti na promenli-

vata e D = R\
{

− 1

2
, 1
}

dobivame deka rexenieto na poqetnata
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neravenka e

D ∩
(

(−∞,−2) ∪ (0, 1) ∪ [1,∞)
)

= (−∞,−2) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞).

Zadaqa 6.17. Da se opredeli definicionata oblast na funk-
cijata

f(x) =

√

ln
5x− x2

4
.

Rexenie. Definicionata oblast na dadenata funkcija se
dobiva kako presek na mno�estvata rexenija na neravenkite:

5x− x2 > 0, ln
5x− x2

4
≥ 0.

Rexenie na kvadratnata neravenka 5x−x2 > 0 e [0, 5]. Za da

ja rexime logaritamskata neravenka ln
5x− x2

4
≥ 0, ja trans-

formirame na sledniot naqin:

ln
5x− x2

4
≥ 0

⇐⇒ ln
5x− x2

4
≥ ln 1

⇐⇒ 5x− x2

4
≥ 1

⇐⇒ 5x− x2 ≥ 4

⇐⇒ −x2 + 5x− 4 ≥ 0.

Rexenie na poslednata kvadratna neravenka e [1, 4], od
kade sleduva deka Df = [0, 5] ∩ [1, 4] = [1, 4].
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6.6 Sistemi ravenki od koi barem edna e

logaritamska

Zadaqa 6.18. Da se rexat slednive sistemi:

a)

{
lg x+ 2 lg y = −3
lg x3 − lg y2 = 7

; b)

{
xy = 16

xlog2 y = 8
.

Rexenie. a) Definicionata oblast na sistemot e oprede-
lena so neravenkite x > 0 i y > 0, t.e.

D = {(x, y) |x, y ∈ R, x > 0, y > 0}.
Koristejḱi gi pravilata na logaritmiraǌe, sistemot go

transformirame vo sledniov ekvivalenten sistem:






lg (xy2) = −3

lg
x3

y2
= 7

, t.e.







xy2 = 10−3

x3

y2
= 107

.

Od prvata ravenka dobivame y2 =
1

103x
. Ako ova go zamenime

vo vtorata ravenka od dobieniot sistem, imame x4 = 104, t.e.
x = ±10.

Bidejḱi sistemot e definiran samo za x > 0, go zemame

samo rexenieto x = 10. Togax za y dobivame y2 =
1

104
, od

kade y = ±10−2. Dopuxteni vrednosti za y se isto taka samo
pozitivnite realni broevi, pa y = 10−2.

Spored toa, dobienoto rexenie (10, 10−2) pripaǵa vo defini-
cionata oblast D.

Pokraj pogore opixaniot naqin, dadeniot sistem mo�e
da se rexi i na sledniov naqin: prvo sistemot go trans-
formirame vo ekvivalentniot sistem:

{
lg x+ 2 lg y = −3
3 lg x− 2 lg y = 7

,
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a potoa so sobiraǌe na dvete ravenki od dobieniot sistem
dobivame 4 lg x = 4, od kade x = 10. So zamenuvaǌe na dobi-
enoto rexenie za x vo koja bilo od ravenkite na sistemot,
se dobiva y = 10−2.

b) Definicionata oblast na sistemot gi sodr�i onie vred-
nosti na x i y za koi va�i: x > 0, x 6= 1, y > 0, y 6= 1.

Ako ja logaritmirame vtorata ravenka od sistemot dobi-
vame:

log2 y · log2 x = 3.

Spored toa, dadeniot sistem e ekvivalenten so sistemot:
{

xy = 16
log2 y · log2 x = 3

.

Od prvata ravenka imame x =
16

y
, pa zamenuvajḱi vo vtorata

ravenka dobivame:

log2 y · log2
16

y
= 3 ⇐⇒ log2 y(log2 16− log2 y) = 3.

Poslednata ravenka e ekvivalentna so ravenkata

log2 y(4− log2 y) = 3.

Ako vovedime smena log2 y = t ja dobivame kvadratnata
ravenka t2 − 4t + 3 = 0, qii rexenija se t1 = 1 i t2 = 3. Znaqi,
dobivame log2 y = 1 i log2 y = 3, od kade y1 = 2 i y2 = 8. Zamenu-

vajḱi vo ravenkata x =
16

y
dobivame x1 = 8 i x2 = 2. Dobienite

rexenija (2, 8) i (8, 2) pripaǵaat vo definicionata oblast na
sistemot.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 6.19. Da se rexat eksponencijalnite ravenki:

a) 49x + 6 · 7x + 5 = 0 ;

b) 10x + (0, 1)x = 10, 1 ;

v) 4x
2−2x = 2x

2−2x+3 .

Odgovor. a) Nema rexenie, b) x1 = 1, x2 = −1,

v) x1 = 3, x2 = −1.

Zadaqa 6.20. Da se rexat eksponencijalnite neravenki:

a) (4x−1)x+1 < 64 ; b)
2

3x+1 + 7
≤ 1

3x + 5
.

Odgovor. a) x ∈ (−2, 2), b) x ∈ [1,+∞).

Zadaqa 6.21. Da se rexat sistemite eksponencijalni raven-
ki:

a)







6x+2 = 36 · 12y+5

6x = 122y−11
; b)







42x + 7y−4 = 305

24x+1 + 7y−6 = 513
.

Odgovor. a) (21 + 21 log6 2, 16), b) (2, 6).
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Zadaqa 6.22. Da se rexi sistemot eksponencijalni neraven-
ki: 





2x+1 > 8

(0, 5)x−1 >
1

16

.

Odgovor. x ∈ (2, 5).

Zadaqa 6.23. Da se presmeta:

a) log 1

2

28 ako log7 2 = a ; b) log16 6 ako log12 2 = a .

Odgovor. a) −1 + 2a

a
, b)

1− a

4a
.

Zadaqa 6.24. Da se najde x vo oblasta na definiranost na
logaritmite:

a) lg x =
1

5
(5 lg a+ 2 lg b) ;

b) lg x = 3

(

lg 4 +
1

3
lg c− lg(a− b)

)

;

v) log3 x = log9 a+
1

2

(
log3 b

2 − log27 c
3
)
.

Odgovor. a) x = a
5
√
b2, b) x =

43c

(a− b)3
, v) x =

b
√
a√
c
.

Zadaqa 6.25. Da se doka�e deka

n = − log2 log2

√
√

. . .
√
2

︸ ︷︷ ︸

n−koreni

, n ∈ N .
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Zadaqa 6.26. Grafiqki da se opredeli kolku rexenija ima
ravenkata log 1

2

|x| = x2, a potoa da se opredelat intervalite

na koi pripaǵaat tie rexenija.

Odgovor. Ravenkata ima dve rexenija:

x1 ∈ (0, 1) i x2 ∈ (−1, 0).

Zadaqa 6.27. Da se rexat logaritamskite ravenki:

a)
1

lg x
= 2 + lg

1

x
;

b) log3 x · log9 x · log27 x · log81 x =
2

3
;

v) log2(9
x−1 − 1) = 2 + log2(3

x − 7);

g) logx(9x
2) · (log3 x)2 = 4;

d)
2

3− lg x
− 1

1 + lg x
=

1

2
.

Odgovor. a) x = 10, b) x1 = 9, x2 =
1

9
, v) x1 = 3, x2 = 2,

g) x1 = 3, x2 =
1

9
, d) x1 = 10, x2 = 10−5.

Zadaqa 6.28. Da se rexat logaritamskite neravenki:

a) log0,2(2x
2 − 5x) < log0,2(x

2 − 4x+ 2) ; b) log4
x− 4

x+ 4
> 0 .

Odgovor. a) x ∈ (−∞,−1) ∪ (2 +
√
2,+∞), b) x ∈ (−∞,−4).
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Zadaqa 6.29. Da se rexi sistemot logaritamski ravenki:







log2
x

y
= 2

(log2 x)
2 + (log2 y)

2 = 10

.

Upatstvo. Vovedi novi promenlivi a i b na sledniov naqin:
log2 x = a, log2 y = b.

Odgovor. (8, 2),

(
1

2
,
1

8

)

.



7 Trigonometrija

Trigonometriski funkcii od ostar agol

Da razgledame dva pravoagolni sliqni triagolnika ABC
i A′B′C ′ so strani a, b, c i a′, b′, c′, soodvetno. Va�at slednive
ravenstva za odnosite pomeǵu nivnite strani:

a

b
=

a′

b′
,
a

c
=

a′

c′
,
b

c
=

b′

c′
.

Ova poka�uva deka dadenite odnosi ne zavisat od stranite
na sliqni pravoagolni triagolnici i mo�at da se dovedat
vo vrska so aglite na triagolnicite. Zatoa, za ostriot agol
α na triagolnikot od slikata 7.1 mo�e da se definiraat
slednive funkcii:

a

b

c

a

b

.

Slika 7.1.

sinα =
a

c
, cosα =

b

c
,

tgα =
a

b
, ctgα =

b

a
.

Ovie qetiri funkcii se vikaat: sinus, kosinus, tangens
i kotangens, soodvetno, ili so zaedniqko ime trigonomet-
riski funkcii od ostar agol. Od definicijata na ovie funk-
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cii i Pitagorovata teorema se dobivaat osnovnite trigo-
nometriski identiteti:

1) tgα =
sinα

cosα
;

2) ctgα =
cosα

sinα
;

3) tgα · ctgα = 1 ;

4) sin2 α+ cos2 α = 1 .

Za agolot β od triagolnikot na slikata 7.1, analogno se
dobiva:

sin β =
b

c
, cos β =

a

c
, tg β =

b

a
, ctg β =

a

b
.

Sporeduvajḱi gi ovie rezultati so onie za agolot α go imame
slednoto svojstvo: Ako α i β se dva komplementni agli (α+
β = 90◦) togax va�i:

sinα = cos β , cosα = sin β , tgα = ctg β , ctgα = tg β . (7.1)

1 1

45
o

45
o.

1

2
2

3

60
o

30
o.

Slika 7.2.

Vrednostite na trigonometriskite funkcii za aglite 30◦,
45◦ i 60◦ mo�e da se opredelat preku karakteristiqnite tria-
golnici prika�ani na slikata 7.2. Ovie vrednosti se dadeni
vo tabelata 7.1.
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Funkcija \ α 30◦ 45◦ 60◦

sinα
1

2

√
2

2

√
3

2

cosα

√
3

2

√
2

2

1

2

tgα

√
3

3
1

√
3

ctgα
√
3 1

√
3

3

Tabela 7.1.

Trigonometriski funkcii od proizvolen agol

Trigonometriskite funkcii od proizvolen agol α se de-
finiraat preku trigonometriska kru�nica, odnosno kru�-
nica so centar vo koordinatniot poqetok i radius 1.

So proizvolno izbrana
toqka M na kru�nicata mo�e
da opredelime agol α qii
kraci se pozitivniot del
od x oskata i polupravata
opredelena so koordinat-
niot poqetok i toqkata M
(slika 7.3).

x

y

{
{ z

{

{
u

M

1
a

Slika 7.3.

Na toj naqin se vospostavuva korespondencija meǵu toq-
kite na kru�nicata i aglite α. Ako α se menuva od 0◦ do
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360◦, togax ovaa korespondencija e biekcija.
Trigonometriskite funkcii od proizvolen agol α gi defi-

nirame na sledniov naqin:

cosα = x , tgα =
y

x
= z,

sinα = y , ctgα =
x

y
= u,

kade xto x i y se apscisata i ordinatata na toqkata M ,
soodvetno, a z i u se otseqocite na tangentite na kru�nicata
vo toqkite (1, 0) i (0, 1) xto gi pravi krakot OM , soodvetno
(slika 7.3).

Pri toa, jasno e deka sinα i cosα se definirani za sekoj
agol 0◦ ≤ α < 360◦; funkcijata tgα e definirana za sekoj x 6= 0
odnosno za α 6= 90◦ i α 6= 270◦; a funkcijata ctgα e definirana
za sekoj y 6= 0 odnosno za α 6= 180◦ i α 6= 360◦ .

Funkcija \ α 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 180◦ 270◦ 360◦

0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3π

2
2π

sinα 0
1

2

√
2

2

√
3

2
1 0 -1 0

cosα 1

√
3

2

√
2

2

1

2
0 -1 0 1

tgα 0

√
3

3
1

√
3 +∞ 0 −∞ 0

ctgα +∞
√
3 1

√
3

3
0 −∞ 0 +∞

Tabela 7.2.
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Pokraj stepenot, kako merna edinica za golemina na agol,
se koristi i radijan (se oznaquva so rad). Radijan e gole-
minata na centralniot agol vo kru�nica qij kru�en lak ima
dol�ina ednakva so radiusot na kru�nicata. Spored ova,

goleminata na poln agol e 2π rad bidejḱi
2πr

r
= 2π. Znaqi, ako

α e golemina na agol vo stepeni, togax negovata golemina vo

radijani e
πα

180
. Ako pak, β e golemina na agol vo radijani,

togax negovata golemina vo stepeni e
180β

π
.

Vo tabelata 7.2. se dadeni vrednostite na trigonomet-
riskite funkcii od nekoi karakteristiqni agli izrazeni
vo stepeni i vo radijani.

Znak na trigonometriskite funkcii

Od trigonometriskata kru�nica mo�at da se opredelat
i znacite na trigonometriskite funkcii:

1) Za α ∈ [0, π], sinα ≥ 0, a za α ∈ [π, 2π], sinα ≤ 0.

2) Za α ∈
[

0,
π

2

]

∪
[
3π

2
, 2π

]

, cosα ≥ 0, a za α ∈
[
π

2
,
3π

2

]

, cosα ≤ 0.

3) Za α ∈
[

0,
π

2

]

∪
[

π,
3π

2

]

, tgα ≥ 0 i ctgα ≥ 0.

4) Za α ∈
[π

2
, π
]

∪
[
3π

2
, 2π

]

, tgα ≤ 0 i ctgα ≤ 0.
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Nekoi pova�ni formuli od trigonometrija

Neka α e ostar agol. Va�at slednive formuli:

sin
(π

2
− α

)

= cosα ; sin
(π

2
+ α

)

= cosα ;

cos
(π

2
− α

)

= sinα ; cos
(π

2
+ α

)

= − sinα ;

tg
(π

2
− α

)

= ctgα ; tg
(π

2
+ α

)

= − ctgα ;

ctg
(π

2
− α

)

= tgα ; ctg
(π

2
+ α

)

= − tgα ;

sin (π − α) = sinα ; sin (π + α) = − sinα ;

cos (π − α) = − cosα ; cos (π + α) = − cosα ;

tg (π − α) = − tgα ; tg (π + α) = tgα ;

ctg (π − α) = − ctgα ; ctg (π + α) = ctgα ;

sin

(
3π

2
− α

)

= − cosα ; sin

(
3π

2
+ α

)

= − cosα ;

cos

(
3π

2
− α

)

= − sinα ; cos

(
3π

2
+ α

)

= sinα ;

tg

(
3π

2
− α

)

= ctgα ; tg

(
3π

2
+ α

)

= − ctgα ;

ctg

(
3π

2
− α

)

= tgα ; ctg

(
3π

2
+ α

)

= − tgα ;
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sin (2π − α) = − sinα ; sin (2π + α) = sinα ;

cos (2π − α) = cosα ; cos (2π + α) = cosα ;

tg (2π − α) = − tgα ; tg (2π + α) = tgα ;

ctg (2π − α) = − ctgα ; ctg (2π + α) = ctgα .

Neka α i β se proizvolni agli. Pokraj dosega spomnatite
formuli, va�at i slednive formuli:

• Trigonometriski funkcii od zbir i razlika na dva
agli:

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β;

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sin β;

tg(α± β) =
tgα± tg β

1∓ tgα tg β
;

ctg(α± β) =
ctgα ctg β ∓ 1

ctg β ± ctgα
.

• Trigonometriski funkcii od dvoen i polovina agol:

sin 2α = 2 sinα cosα; cos 2α = cos2 α− sin2 α;

tg 2α =
2tgα

1− tg2 α
; ctg 2α =

ctg2 α− 1

2 ctg α
;

2 sin2 α = 1− cos 2α; 2 cos2 α = 1 + cos 2α.
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• Proizvod od trigonometriski funkcii:

sinα sinβ =
1

2
[cos(α− β)− cos(α+ β)] ;

cosα cos β =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)] ;

sinα cosβ =
1

2
[sin(α− β) + sin(α+ β)] .

• Razlika i zbir na trigonometriski funkcii:

sinα− sin β = 2 sin
α− β

2
cos

α+ β

2
;

sinα+ sin β = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2
;

cosα+ cos β = 2cos
α+ β

2
cos

α− β

2
;

cosα− cos β = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2
;

tg α± tg β =
sin (α± β)

cosα cos β
;

ctgα± ctg β = ±sin(α± β)

sinα sinβ
;

tgα+ ctg β =
cos(α− β)

cosα sinβ
;

tgα− ctg β = −cos(α+ β)

cosα sin β
.
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Svojstva i grafici na trigonometriskite funkcii

1) y = sinx

Definiciona oblast e Df = R;
Mno�estvo vrednosti e Vf = [−1, 1] bidejḱi va�i

−1 ≤ sinx ≤ 1, ∀x ∈ R;

Funkcijata e neparna bidejḱi va�i

sin(−x) = − sinx, ∀x ∈ R;

Funkcijata e periodiqna so osnoven period T = 2π, odnosno
va�i

sin(x+ 2kπ) = sinx, ∀x ∈ R, k ∈ Z;

x

f x = x( ) sin

y

O p p2

-1

1

Slika 7.4.

Funkcijata raste na intervalite
[

−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]

, k ∈ Z, a

opaǵa na intervalite

[
π

2
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

]

, k ∈ Z;

Funkcijata ima maksimum 1 vo toqkite x =
π

2
+ 2kπ, k ∈ Z, a
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minimum −1 vo toqkite x =
3π

2
+ 2kπ, k ∈ Z;

Nuli na funkcijata se toqkite x = kπ, k ∈ Z.

Grafikot na funkcijata y = sinx e daden na slikata 7.4.

2) y = cos x

x

f x = x( ) cos

y

O p p2

-1

1

Slika 7.5.

Definiciona oblast Df = R;
Mno�estvo vrednosti Vf = [−1, 1] (−1 ≤ cos x ≤ 1, ∀x ∈ R);
Parna funkcija (cos(−x) = cos x, ∀x ∈ R);
Periodiqna so osnoven period T = 2π, t.e. va�i

cos(x+ 2kπ) = cos x, ∀x ∈ R, k ∈ Z;

Raste na intervalite [−π + 2kπ, 0 + 2kπ], k ∈ Z, a opaǵa na
intervalite [0 + 2kπ, π + 2kπ], k ∈ Z;
Ima maksimum 1 vo toqkite x = 2kπ, k ∈ Z i minimum −1 vo
toqkite x = π + 2kπ, k ∈ Z;

Nuli se toqkite x = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z.

Grafikot na funkcijata y = cos x e daden na slikata 7.5.
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3) y = tgx

x

f x = x( ) tg

y

O p p2

Slika 7.6.

Definiciona oblast Df = R \
{

(2k + 1)
π

2
, k ∈ Z

}

;

Mno�estvo vrednosti Vf = R;
Neparna funkcija (tg(−x) = − tgx, ∀x ∈ Df );
Periodiqna so osnoven period T = π, odnosno va�i

tg(x+ kπ) = tgx, ∀x ∈ Df , k ∈ Z;

Rasteqka funkcija na celata definiciona oblast;
Nuli na funkcijata se toqkite x = kπ, k ∈ Z;
Ima beskoneqno mnogu vertikalni asimptoti, toa se pravite

x = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z.

Grafikot na funkcijata y = tgx e daden na slikata 7.6.

4) y = ctg x

Definiciona oblast Df = R \ {kπ , k ∈ Z};
Mno�estvo vrednosti Vf = R;
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Neparna funkcija (ctg(−x) = − ctg x, ∀x ∈ Df );
Periodiqna so osnoven period T = π, t.e. va�i

ctg(x+ kπ) = ctg x, ∀x ∈ Df , k ∈ Z;

Opaǵaqka funkcija na celata definiciona oblast;

Nuli na funkcijata se toqkite x = (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z;

Ima beskoneqno mnogu vertikalni asimptoti, toa se pravite
x = kπ, k ∈ Z.

Grafikot na funkcijata y = ctgx e daden na slikata 7.7.

x

f x = x( ) ctg
y

O p p2

Slika 7.7.

Zadaqa 7.1. Da se presmeta vrednosta na izrazot

A =
tgα− 6 ctgα

sinα− 5 cosα
,

ako sinα =
12

13
, a α e ostar agol.
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Rexenie. Bidejḱi α e ostar agol, site trigonometriski
funkcii od α se pozitivni. Primenuvajḱi gi osnovnite tri-
gonometriski identiteti dobivame:

cosα =
√

1− sin2 α =

√

1− 144

169
=

5

13
,

tgα =
sinα

cosα
=

12

5
, ctgα =

1

tgα
=

5

12
.

Togax A =

12

5
− 6 · 5

12
12

13
− 5 · 5

13

=

24− 25

10
12− 25

13

=
1

10
.

Zabelexka. Vo formulite:

sinα = ±
√

1− cos2 α

i

cosα = ±
√

1− sin2 α

znakot go izbirame spored toa vo koj kvadrant pripaǵa agolot
α.

Zadaqa 7.2. Da se opredelat sin 2α i cos 2α, a potoa da se
presmeta vrednosta na izrazot

B =
2 sin 2α− 3 cos 2α

4 sin 2α+ 5cos 2α
,

ako ctgα =
1

3
, kade α e agol od tretiot kvadrant.
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Rexenie. Bidejḱi ctgα =
cosα

sinα
=

1

3
imame

cos2 α

sin2 α
=

1

9
. Togax,

1− sin2 α

sin2 α
=

1

9
, a ottuka 9−9 sin2 α = sin2 α, ili sin2 α =

9

10
. Znaqi,

sinα = ± 3√
10

. Bidejḱi α e agol od tretiot kvadrant dobivame:

sinα = − 3√
10

, a cosα = − 1√
10

.

Koristejḱi gi ovie vrednosti za sin 2α i cos 2α imame:

sin 2α = 2 sinα cosα = 2 ·
(

− 3√
10

)

·
(

− 1√
10

)

=
6

10
=

3

5
,

cos 2α = cos2 α− sin2 α =
1

10
− 9

10
= −4

5
.

Togax,

B =

2
3

5
− 3

(

−4

5

)

4
3

5
+ 5

(

−4

5

) =

6

5
+

12

5
12

5
− 20

5

= −9

4
.

Zadaqa 7.3. Da se izvedat formulite za sinus i kosinus od
dvoen agol.

Rexenie. Od formulata za sinus od zbir na dva agli imame:

sin 2α = sin(α+ α) = sinα cosα+ cosα sinα = 2 sinα cosα.

Znaqi,
sin 2α = 2 sinα cosα.

Sliqno, za cos 2α dobivame:

cos 2α = cos(α+ α) = cosα cosα− sinα sinα = cos2 α− sin2 α,

odnosno
cos 2α = cos2 α− sin2 α.
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Zadaqa 7.4. Da se izvedat formulite za sinus i kosinus od
polovina agol.

Rexenie. Od cosα = cos2
α

2
− sin2

α

2
= 2 cos2

α

2
− 1 sleduva

cos2
α

2
=

1 + cosα

2
.

Znaqi, cos
α

2
= ±

√

1 + cosα

2
.

Od druga strana,

cosα = cos2
α

2
− sin2

α

2
= 1− 2 sin2

α

2
,

od kade sleduva

sin2
α

2
=

1− cosα

2
,

t.e.

sin
α

2
= ±

√

1− cosα

2
.

Zabelexka. Pri koristeǌe na formulite:

sin
α

2
= ±

√

1− cosα

2
i cos

α

2
= ±

√

1 + cosα

2

znakot go izbirame spored toa vo koj kvadrant pripaǵa agolot
α.

Zadaqa 7.5. Da se izvedat formulite za transformacija na
proizvod vo zbir i razlika od trigonometriski funkcii.

Rexenie. Poznati se ravenstvata:

sin(α+ β) = sinα cos β + cosα sin β, (7.2)

sin(α− β) = sinα cos β − cosα sin β. (7.3)
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Ako se soberat ravenstvata (7.2) i (7.3) se dobiva:

sin(α+ β) + sin(α− β) = 2 sinα cosβ,

odnosno

sinα cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β)).

Poznati se i slednive ravenstva:

cos(α+ β) = cosα cos β − sinα sin β, (7.4)

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β. (7.5)

Ako se soberat ravenstvata (7.4) i (7.5) se dobiva:

cos(α + β) + cos(α− β) = 2 cosα cos β,

odnosno

cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)).

Ako pak, se odzemat ravenstvata (7.4) i (7.5) imame:

cos(α+ β)− cos(α− β) = −2 sinα sin β,

odnosno

sinα sin β = −1

2
(cos(α+ β)− cos(α− β)).

Zadaqa 7.6. Da se presmeta:

a) sin(α+ β)− sin(α− β); b) cos(α+ β) + cos(α− β);

ako sinα =
3

5
, sinβ = − 7

25
, 0 < α <

π

2
, π < β <

3π

2
.
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Rexenie. Agolot α e od prviot kvadrant, a agolot β e od
tretiot kvadrant. Togax,

cosα =
√

1− sin2 α =
4

5
, cos β = −

√

1− sin2 β = −24

25
.

a) sin(α+ β)− sin(α− β) = 2 sin β cosα = 2 ·
(

− 7

25

)

· 4
5
= − 56

125
.

b) cos(α+ β) + cos(α− β) = 2 cosα cos β = 2 · 4
5
·
(

−24

25

)

= −192

125
.

Zadaqa 7.7. Da se presmeta sin 2α ako

2 tg2 α− 7 tgα+ 3 = 0, α ∈ (π ,
5π

4

)

.

Rexenie. Ako vovedime zamena tgα = x, ja dobivame kvadrat-

nata ravenka 2x2 − 7x + 3 = 0 qii rexenija se x1 = 3 i x2 =
1

2
.

Rexenieto x1 go otfrlame bidejḱi π < α <
5π

4
, pa od toa xto

tgα e rasteqka funkcija sleduva 0 = tgπ < tgα < tg
5π

4
=

√
2

2
.

Spored toa, tgα = x2 =
1

2
, odnosno

sinα

cosα
=

1

2
.

Ottuka,

sin2 α

cos2 α
=

1

4
=⇒ 4− 4 cos2 α = cos2 α =⇒ cos2 α =

4

5
.

Bidejḱi α ∈ (π ,
5π

4

)

, cosα = − 2√
5
, a sinα = − 1√

5
, pa

sin 2α = 2 sinα cosα =
4

5
.
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Zadaqa 7.8. Da se doka�at identitetite:

a) sin4 α+ cos2 α+ sin2 α cos2 α = 1;

b)
sinα

1− cosα
=

1 + cosα

sinα
, α 6= kπ, k ∈ Z;

v)
sinα− cosα+ 1

sinα+ cosα− 1
=

sinα+ 1

cosα
, α 6= π

2
+ kπ , α 6= 2kπ, k ∈ Z.

Rexenie.

a) sin4 α+ cos2 α+ sin2 α · cos2 α = sin2 α(sin2 α+ cos2 α) + cos2 α =
= sin2 α+ cos2 α = 1.

b)
sinα

1− cosα
− 1 + cosα

sinα
=

sin2 α− (1− cos2 α)

(1− cosα) sinα
=

0

(1− cosα) sinα
= 0.

v)
sinα− cosα+ 1

sinα+ cosα− 1
− sinα+ 1

cosα
=

1− cos2 α− sin2 α

cosα(sinα+ cosα− 1)
= 0.

Zadaqa 7.9. Da se poka�e deka vo oblasta na definiranost
na dadeniot izraz va�i neravenstvoto:

sinx+ tgx

cos x+ ctgx
≥ 0.

Rexenie.

sinx+ tgx

cos x+ ctgx
=

sinx+
sinx

cos x

cosx+
cos x

sinx

=

sinx(cos x+ 1)

cos x
cos x(sinx+ 1)

sinx

=
sin2 x

cos2 x
· cos x+ 1

sinx+ 1
.

Posledniov izraz e pogolem ili ednakov od 0 vo oblasta
na definiranost, bidejḱi sin2 x ≥ 0 , cos2 x > 0 , cosx ≥ −1 i
sinx > −1.
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Zadaqa 7.10. Da se rexat trigonometriskite ravenki:

a) 2 sin2 x+ 3 sin x+ 1 = 0; b)
√
2 sin2 x+ cos x = 0;

v) sinx = sin 2x; g) sin 2x = (cos x− sinx)2;

d) sinx+
√
3 cos x = 2; ǵ) cos4 x− sin4 x = 0.

Rexenie. Mno�estvoto dopuxteni vrednosti D za promen-
livata x vo site dadeni ravenki e R.
a) Voveduvame zamena sinx = y i dobivame kvadratna ravenka

2y2 + 3y + 1 = 0 qii rexenija se y1 = −1

2
i y2 = −1. Od prvoto

rexenie dobivame:

sinx = −1

2
⇒ x1 = −π

6
+ 2kπ, x2 =

7π

6
+ 2kπ, k ∈ Z,

a od vtoroto:

sinx = −1 ⇒ x3 = −π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

b) Ja transformirame ravenkata koristejḱi go osnovniot
trigonometriski identitet, t.e. sin2 x = 1− cos2 x i dobivame:

√
2(1− cos2 x) + cos x = 0,

ili
−
√
2 cos2 x+ cos x+

√
2 = 0.

Voveduvajḱi zamena cos x = y dobivame kvadratna ravenka

−
√
2y2 + y +

√
2 = 0 qii koreni se y1/2 =

−1±
√
1 + 8

−2
√
2

=
−1± 3

−2
√
2
.

Od prvoto rexenie dobivame:

y1 = − 1√
2

⇒ cos x = − 1√
2

⇒ x1 =
3π

4
+ 2kπ, x2 =

5π

4
+ 2kπ, k ∈ Z.
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Za vtoroto rexenie va�i y2 =
2√
2
> 1, pa toa ne mo�e da bide

vrednost za cos x za nitu eden realen broj x.

v) Koristejḱi ja formulata za sinus od dvoen agol, ja trans-
formirame dadenata ravenka vo oblik

sinx = 2 sinx cos x,

ili
sinx(1− 2 cos x) = 0.

Ovaa ravenka se sveduva na dve drugi ravenki, sinx = 0 i 1−
2 cos x = 0. Od prvata ravenka dobivame mno�estvo rexenija

x1 = kπ, k ∈ Z,

a od vtorata

x2/3 = ±π

3
+ 2kπ, k ∈ Z.

g) Koristejḱi ja formulata za sinus od dvoen agol i kvadri-
rajḱi go izrazot na desnata strana, ravenkata ja transformi-
rame vo oblik

2 sinx cos x = cos2 x− 2 cos x sinx+ sin2 x.

Sreduvajḱi ja ovaa ravenka i primenuvajḱi go osnovniot
trigonometriski identitet sin2 x+ cos2 x = 1 dobivame:

4 sin x cos x = 1,

odnosno

sin 2x =
1

2
.

Rexenijata na ova ravenka se:

2x =
π

6
+ 2kπ, t.e. x1 =

π

12
+ kπ, k ∈ Z;

2x =
5π

6
+ 2kπ, t.e. x2 =

5π

12
+ kπ, k ∈ Z.
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d) Gi delime dvete strani od ravenkata so 2 i dobivame:

1

2
sinx+

√
3

2
cos x = 1.

Ova ravenka mo�e da se pretstavi vo oblik

cos
π

3
sinx+ sin

π

3
cos x = 1,

ili

sin
(π

3
+ x
)

= 1.

Rexenijata na poslednava ravenka se

π

3
+ x =

π

2
+ 2kπ,

odnosno

x =
π

6
+ 2kπ , k ∈ Z.

ǵ) Levata strana od ravenkata ja transformirame vo oblik

(cos2 x+ sin2 x)(cos2 x− sin2 x) = 0.

Koristejḱi go osnovniot trigonometriski identitet dobi-
vame cos2 x− sin2 x = 0, odnosno

(cos x+ sinx)(cos x− sinx) = 0.

Dobienoto ravenstvo ḱe ima vrednost 0 ako cos x+sinx = 0 ili
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cos x− sinx = 0. Togax imame:

cos x+ sinx = 0 / ·
√
2
2 cos x− sinx = 0 / ·

√
2
2

⇐⇒
√
2

2
cos x+

√
2

2
sinx = 0 ⇐⇒

√
2

2
cos x−

√
2

2
sinx = 0

⇐⇒ cos x sin
π

4
+ sinx cos

π

4
= 0 ⇐⇒ cos x cos

π

4
− sinx sin

π

4
= 0

⇐⇒ sin
(

x+
π

4

)

= 0 ⇐⇒ cos
(

x+
π

4

)

= 0

⇐⇒ x+
π

4
= kπ, ⇐⇒ x+

π

4
=

π

2
+ kπ,

t.e. x1 = −π

4
+ kπ , k ∈ Z, t.e. x2 =

π

4
+ kπ , k ∈ Z.

Zabelexka. Rexenieto na zadaqata pod ǵ) mo�e da se dobie
i so koristeǌe na ravenstvoto cos2 x − sin2 x = cos 2x. Togax,
ravenkata se sveduva na ravenkata cos 2x = 0 koja ima rexe-

nie 2x =
π

2
+ kπ, odnosno x =

π

4
+

kπ

2
, k ∈ Z.

Zadaqa 7.11. Da se rexat trigonometriskite ravenki:

a) cos x+ sinx = 1; b) sinx cos x+ cos2 x = 0.

Rexenie. Mno�estvoto dopuxteni vrednosti D za promen-
livata x vo dadenite ravenki e R.

a) Eden naqin za rexavaǌe na dadenata ravenka e so nejzino
transformiraǌe, na sledniov naqin:

cosx+ sinx = 1 / :

√
2

2
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⇐⇒
√
2

2
cosx+

√
2

2
sinx =

√
2

2

⇐⇒ cos x sin
π

4
+ sinx cos

π

4
=

√
2

2

⇐⇒ sin
(

x+
π

4

)

=

√
2

2
.

Od poslednata ravenka dobivame:

x1 +
π

4
=

π

4
+ 2kπ i x2 +

π

4
=

3π

4
+ 2kπ,

od kade x1 = 2kπ i x2 =
π

2
+ 2kπ =

(4k + 1)π

2
, k ∈ Z.

Drug naqin e da ja kvadrirame ravenkata, so xto ḱe se
dobie ravenkata

2 sinx cos x = 0, t.e. sin 2x = 0, (7.6)

qii rexenija se 2x = kπ, t.e. x =
kπ

2
, k ∈ Z.

Zabele�uvame deka mno�estvoto rexenija na poslednata
ravenka (7.6) e

{kπ

2
, k ∈ Z

}

i toa gi sodr�i i vrednostite od oblik
(4n + 2)π

2
i

(4n + 3)π

2
,

n ∈ Z koi ne se rexenija na poqetnata ravenka. Na primer,

x = π i x =
3π

2
ne se rexenija na poqetnata ravenka, a se

sodr�ani vo mno�estvoto rexenija na ravenkata (7.6).
Dobivaǌeto na dopolnitelni rexenija so kvadriraǌe na

poqetnata trigonometriska ravenka e poradi faktot xto so
kvadriraǌe se dobiva ravenkata (cos x + sinx)2 = 1. Od ovaa
ravenka se dobivaat dve ravenki: cosx + sinx = 1 (poqetnata
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ravenka) i cosx + sinx = −1. Zatoa, dobienoto mno�estvo re-
xenija osven rexenijata na poqetnata ravenka gi sodr�i i
rexenijata na ravenkata cos x+ sinx = −1, t.e. rexenijata od

oblik x1 =
(4n + 2)π

2
i x2 =

(4n + 3)π

2
.

b) Dadenata ravenka sinx cos x + cos2 x = 0 e ekvivalentna na
ravenkata

cos x(sinx+ cos x) = 0.

Od poslednata ravenka se dobivaat ravenkite: cos x = 0 i

sinx + cos x = 0. Rexenie na ravenkata cos x = 0 e x1 =
π

2
+ kπ,

k ∈ Z, a rexenieto na ravenkata sinx+ cos x = 0 e x2 = −π

4
+ kπ,

k ∈ Z (vidi go rexenieto na zadaqata 7.10-ǵ).
Ako pak, dadenata ravenka prvo se podeli so cos x, togax

ḱe se dobie samo ravenkata sinx + cos x = 0, t.e. samo rexe-

nieto x2 = −π

4
+ kπ, k ∈ Z. So toa ḱe se izgubi rexenieto

x1 =
π

2
+ kπ, k ∈ Z na poqetnata ravenka.

Zabelexka. Od poslednata zadaqa zakluquvame deka, ako
pri rexavaǌe ravenka istata se kvadrira, togax dobienata
ravenka najqesto ne e ekvivalentna so poqetnata. Potoqno,
dobienoto mno�estvo rexenija mo�e da sodr�i rexenie koe
ne e rexenie na poqetnata ravenka.

Ako pak, edna ravenka se podeli so nekoja funkcija, to-
gax povtorno dobienata ravenka mo�e da ne e ekvivalentna
so poqetnata, potoqno dobienoto mno�estvo rexenija da ne
sodr�i nekoe rexenie na poqetnata ravenka.

Zatoa pri rexavaǌe na ravenkite treba da se vodi smetka
da ne se ,,dodadat” ili pak, ,,izgubat” nekoi rexenija. Ovaa
zabelexka va�i i pri rexavaǌe drugi vidovi ravenki.

Zadaqa 7.12. Da se rexat slednive trigonometriski nera-
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venki:

a) cos x >

√
3

2
; b) | sin 2x| ≤ 1

2
;

v) tgx <
√
3; g) cos x− 1 > 0;

d) (tg
π

3
)x + 3(tg

π

6
)x < 4.

Rexenie. Vo site dadeni neravenki mno�estvoto dopuxteni
vrednosti D za promenlivata x e R.
a) Poradi vrednostite na cosx dadenata neravenka ima re-

xenie
−π

6
+ 2kπ < x <

π

6
+ 2kπ, k ∈ Z.

b) Dadenata neravenka e ekvivalentna so −1

2
≤ sin 2x ≤ 1

2
,

odnosno so −π

6
+ kπ ≤ 2x ≤ π

6
+ kπ. Spored toa,

− π

12
+ k

π

2
≤ x ≤ π

12
+ k

π

2
, k ∈ Z.

v) Dadenata neravenka ima rexenie −π

2
+kπ < x <

π

3
+kπ, k ∈ Z.

g) Ravenkata nema rexenie, bidejḱi cosx ≤ 1, ∀x ∈ R.

d) Dadenata neravenka ja transformirame na sledniov naqin:

(tg
π

3
)x + 3(tg

π

6
)x < 4

⇐⇒ (
√
3)x + 3

(
1√
3

)x

< 4 / · (
√
3)x 6= 0, ∀x ∈ R

⇐⇒ (
√
3)2x + 3 < 4(

√
3)x

⇐⇒ (
√
3)2x − 4(

√
3)x + 3 < 0.
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Ako stavime smena y = (
√
3)x ja dobivame kvadratnata ne-

ravenka y2 − 4y + 3 < 0 qie rexenie e intervalot (1, 3), t.e.
1 < y < 3. Ako se vratime na poqetnata smena dobivame 1 <
(
√
3)x < 3, od kade 30 < 3

x

2 < 31. Znaqi rexenie na poqetnata
neravenka e intervalot (0, 2).

Zadaqa 7.13. Neka f(x) e periodiqna funkcija so period T ,
t.e. postoi realen broj T 6= 0 taka xto za sekoe x ∈ Df va�i
x+ T ∈ Df i f(x+ T ) = f(x). Da se doka�e deka:
a) f(x− T ) = f(x);

b) f(x+ kT ) = f(x), k ∈ Z, k 6= 0;

v) Funkcijata g(x) = af(x) + b, a, b ∈ R, a 6= 0, e periodiqna

funkcija so period T.
g) Funkcijata r(x) = kf(ax + b) + n, a, b, k, n ∈ R, a 6= 0, k 6= 0, e

periodiqna so period
T

|a| .

Rexenie. a) Od toa xto f e periodiqna funkcija so period
T sleduva

f(x− T ) = f((x− T ) + T ) = f(x− T + T ) = f(x).

b) Ako se primeni k pati periodiqnosta na funkcijata f(x)
se dobiva:

f(x+ kT ) = f(x+ T + T + · · ·+ T
︸ ︷︷ ︸

k

) =

= f(x+ T + T + · · ·+ T
︸ ︷︷ ︸

k−1

) =

...

= f(x+ T + T ) =

= f(x+ T ) =

= f(x).
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v) g(x+ T ) = af(x+ T ) + b = af(x) + b = g(x).

g) Neka a > 0. Togax |a| = a.

r

(

x+
T

|a|

)

= kf

(

a
(
x+

T

a

)
+ b

)

+ n =

= kf(ax+ b+ T ) + n =

= kf(ax+ b) + n = r(x).

Ako pak, a < 0, togax |a| = −a. Od poka�anoto pod a)
imame:

r

(

x+
T

|a|

)

= kf

(

a
(
x+

T

−a

)
+ b

)

+ n =

= kf(ax+ b− T ) + n = r(x).

Zabelexka: Neka a, b, k, n ∈ R, a 6= 0, k 6= 0. Od prethodnata
zadaqa pod g) sleduva deka funkciite

y = k sin(ax+ b) + n i y = k cos(ax+ b) + n

se periodiqni funkcii so osnoven period
2π

|a| , a periodiq-

nite funkcii

y = k tg(ax+ b) + n i y = k ctg(ax+ b) + n

imaat osnoven period
π

|a| .

Zadaqa 7.14. Neka f1 e periodiqna funkcija so period T1, f2

e periodiqna funkcija so period T2 i
T1

T2
∈ Q. Togax f1 ± f2 e

periodiqna funkcija so period T , kade xto T =NZS(T1, T2).
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Rexenie. Neka se ispolneti uslovite na zadaqata. Poznato
e daka ako T =NZS(T1, T2) togax postojat celi broevi k i m,
t.x. T = kT1 = mT2.

Neka F (x) = f1(x)± f2(x). Ḱe poka�eme deka F e periodiqna
funkcija so period T . Od zadaqa 7.13-b imame:

F (x+ T ) = f1(x+ T )± f2(x+ T ) = f1(x+ kT1)± f2(x+mT2) =

= f1(x)± f2(x) = F (x).

Zadaqa 7.15. Da se ispita periodiqnost na dadenite funkcii
i vo potvrden sluqaj da se opredeli nivniot osnoven period:

a) y = cos
3x

2
; b) y = 2 sin

x

3
+ 1; v) y = tg

(

−2x+
π

6

)

;

g) y = sin
x√
3
; d) y = sin2 x; ǵ) y = cos

3x

2
+ sin

x

3
;

e) y = sin2 3x− cos 4x; �) y = tg 3x+ ctg 2x.

Rexenie. a) Ḱe ja ispitame periodiqnosta na dadenata
funkcija koristejḱi ja definicijata za periodiqna funk-
cija: f(x) e periodiqna funkcija ako postoi realen broj
T 6= 0, t.x. ∀x ∈ Df va�i x+ T ∈ Df i f(x+ T ) = f(x).

Neka ∀x ∈ Df = R va�i

f(x+ T )− f(x) = cos
3

2
(x+ T )− cos

3x

2
= 0.

Ponatamu, so ekvivalentni transformacii dobivame:

−2 sin
3x
2 + 3T

2 + 3x
2

2
sin

3x
2 + 3T

2 − 3x
2

2
= 0,

odnosno

sin
(3x

2
+

3T

4

)
sin

3T

4
= 0.
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Bidejḱi poslednata ravenka va�i za sekoj x ∈ R sleduva

deka sin
3T

4
= 0, t.e.

3T

4
= kπ, k ∈ Z. Poka�avme deka postoi

realen broj T =
4kπ

3
za koj va�i f(x+ T ) = f(x). Spored toa,

dadenata funkcija e periodiqna so osnoven period T =
4π

3
.

Rezultatot direktno sleduva od zabelexkata na zadaqata
7.13, od kade dobivame deka dadenata funkcija e periodiqna

so osnoven period T =
2π
3
2

=
4π

3
.

Od istata zabelexka zakluquvame deka funkciite pod b),
v), g) i d) se periodiqni so slednive osnovni periodi.

b) T =
2π
1
3

= 6π.

v) T =
π

| − 2| =
π

2
.

g) T =
2π
1√
3

= 2
√
3π.

d) Za dadenata funkcija va�i

y = sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2
− 1

2
cos 2x,

od kade se dobiva deka nejziniot osnoven period e T =
2π

2
= π.

ǵ) Funkcijata y1 = cos
3x

2
e periodiqna so osnoven period

T1 =
4π

3
, a osnoven period na periodiqnata funkcija y2 = sin

x

3

e T2 = 6π. Bidejḱi va�i
T1

T2
=

2

9
∈ Q mo�eme da ja iskoristime

zadaqata 7.14 od koja zakluquvame deka dadenata funkcija e
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periodiqna so period

T = NZS(T1 , T2) = NZS

(
4π

3
, 6π

)

.

Za da go najdeme najmaliot zaedniqki sodr�atel na
4π

3
i

6π, dropkite
4π

3
i 6π gi zapixuvame so isti imenitel.

T = NZS

(
4π

3
, 6π

)

= NZS

(
4π

3
,
18π

3

)

=

=
π

3
·NZS(4, 18) =

π

3
· 36 = 12π.

e) y = sin2 3x− cos 4x =
1− cos 6x

2
− cos 4x =

1

2
− 1

2
cos 6x− cos 4x.

Osnoven period na funkcijata y1 = cos 6x e T1 =
2π

6
=

π

3
, a

na funkcijata y2 = cos 4x e T2 =
2π

4
=

π

2
. Koristejḱi ja zadaqata

7.14 zakluquvame deka dadenata funkcija e periodiqna so
osnoven period

T = NZS
(π

3
,
π

2

)

= NZS

(
2π

6
,
3π

6

)

=
π

6
·NZS(2, 3) =

π

6
· 6 = π.

�) Osnoven period na funkcijata y1 = tg 3x e T1 =
π

3
, a na

funkcijata y2 = ctg 2x e T2 =
π

2
. Za osnovniot period na funk-

cijata y = tg 3x+ ctg 2x imame:

T = NZS
(π

3
,
π

2

)

= π.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 7.16. Dali e toqno ravenstvoto

sin
π

3
+ cos

π

6
= tg

π

4
?

Odgovor. Ne.

Zadaqa 7.17. Da se presmeta:

a) 3 tg
π

6
− 3 tg

π

3
; b) 10 sin

π

6
+ 2 cos

π

3
;

v)
tg 45◦

2 cos2 30◦ − 1
; g)

4 sin2 45◦ + 1

ctg 30◦
.

Odgovor. a) − 2
√
3 , b) 6 , v) 2 , g)

√
3.

Zadaqa 7.18. Da se presmetaat vrednostite na ostanatite
trigonometriski funkcii ako cosα = 0, 55 i α e ostar agol.

Odgovor. sinα ≈ 0, 835, ctgα ≈ 0, 659, tgα ≈ 1, 518.

Zadaqa 7.19. Neka sinα = 24/25, kade xto α e ostar agol. Da
se presmeta vrednosta na izrazot

A =
5 sinα− 10 cosα

7 tgα− 12 ctg α
.

Odgovor. A =
4

41
.
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Zadaqa 7.20. Neka cosα = −12

13
, α ∈

(π

2
, π). Da se presmeta

vrednosta na izrazot

B =
sinα− 5 cosα

ctgα− 6 tgα
.

Odgovor. B = 50.

Zadaqa 7.21. Ako tgα = 1/7 i ctgβ = 3 da se presmeta vrednosta
na izrazot C = cos 2α sin 2β.

Odgovor. C =
72

125
.

Zadaqa 7.22. Da se izvedat formulite:

a) sin(α+ π) = − sinα; b) cos
(

α− π

2

)

= sinα;

v) cos(α+ π) = − cosα; g) sin
(

α+
π

2

)

= cosα.

Upatstvo. Relaciite mo�e da se sogledaat direktno od
trigonometriskata kru�nica ili pak da se iskoristat for-
mulite za trigonometriski funkcii od zbir i razlika na
dva agli. Taka na primer,
a) sin(α+ π) = sinα cosπ + cosα sinπ = sinα · (−1) + cosα · 0 = − sinα.

Zadaqa 7.23. Vo oblasta na dopuxteni vrednosti za α, da se
doka�at identitetite:

a)
1 + sin 2α

cos 2α
=

sinα+ cosα

cosα− sinα
;

b)
sin2 α

cosα(1 + tgα)
− cos2 α

sinα(1 + ctgα)
= sinα− cosα ;
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v)
sin(α+ π) tg(α+ π)

cos(α+ π)
+

cos(α+ π) ctg(α+ π)

sin(α+ π)
=

4

sin2 2α
− 2 .

Zadaqa 7.24. Da se rexat slednive trigonometriski ravenki:

a) cos

(
2x

3
− π

4

)

= 0; b) cos2 x+ cos x = 0;

v) sin2 x+ cos x− 1 = 0; g) cos 2x = 0, 75 − sin2 x;

d) 4 sin4 x− 5 sin2 x+ 1 = 0; ǵ) sinx+ cos
x

2
= 0;

e)
2

cos x
− cos x =

5

2
tgx.

Odgovor. a) x =

(

3k +
9

4

)
π

2
, k ∈ Z,

b) x1 = (2k + 1)
π

2
, x2 = −π + 2kπ, k ∈ Z,

v) x1 =
π

2
+ kπ, x2 = 2kπ, k ∈ Z,

g) x1 =
π

6
+2kπ, x2 = −π

6
+2kπ, x3 =

5π

6
+2kπ, x4 =

7π

6
+2kπ, k ∈ Z,

d) x1 =
π

2
+ 2kπ, x2 = −π

2
+ 2kπ, x3 =

π

6
+ 2kπ, x4 =

5π

6
+ 2kπ,

x5 =
7π

6
+ 2kπ, x6 = −π

6
+ 2kπ, k ∈ Z,

ǵ) x1 = π + 2kπ, x2 =
7π

3
+ 4kπ, x3 = −π

3
+ 4kπ, k ∈ Z,

e) x1 =
π

6
+ 2kπ, x2 =

5π

6
+ 2kπ, k ∈ Z.

Zadaqa 7.25. Neka tgα = 3x i tgβ =
3−x

√
3
. Da se opredelat x, α

i β ako:
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a) tg(α+ β) = 2 +
√
3;

b) tg(α− β) = 2−
√
3.

Upatstvo. a) tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα tg β
, b) tg(α− β) =

tgα− tg β

1 + tgα tg β
.

Odgovor. a) x1 = 0, α1 =
π

4
+ kπ, β1 =

π

6
+ kπ,

x2 = −1

2
, α2 =

π

6
+ kπ, β2 =

π

4
+ kπ, k ∈ Z,

b) x = 0, α =
π

4
+ kπ, β =

π

6
+ kπ, k ∈ Z.



8 Analitiqka geometrija vo ramnina

8.1 Dekartov pravoagolen koordinaten sistem

Dekartoviot pravoagolen koordinaten sistem vo ramnina
se sostoi od dve meǵusebe normalni oski, oznaqeni so x i
y, so zaedniqki poqetok O. Ovoj koordinaten sistem ḱe go
oznaquvame so xOy. Zaedniqkiot poqetok O se vika koordi-
naten poqetok, x-oskata se vika apcsisna oska, a y-oskata e
ordinatna oska. Koordinatnite oski ja delat ramninata na
qetiri dela koi se vikaat kvadranti.

Polo�bata na edna toqka M vo
ramninata vo odnos na pravoago-
len koordinaten sistem xOy mo�e
da se odredi so vektorot

−−→
OM , kade

xto O e koordinatniot poqetok.
Vektorot

−−→
OM se vika radius vek-

tor na toqkata M ili vektor na
polo�bata na toqkata M (slika
8.1).

x

y

M( , )a b

O i
r

j
r

a

b

Slika 8.1.

Vektorot
−−→
OM mo�e da se zapixe kako

−−→
OM = a~i+ b~j,

kade xto a i b se proekciite na radius vektorot
−−→
OM vrz
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x-oskata i y-oskata, soodvetno, a ~i i ~j se edineqnite vek-
tori (ortovi) na x-oskata i y-oskata, soodvetno. Velime

deka vektorot
−−→
OM e razlo�en po edineqnite vektori ~i i ~j

vo pravoagolniot koordinaten sistem xOy. Pritoa, a i b se
vikaat pravoagolni koordinati na radius vektorot

−−→
OM i na

toqkata M . Oznaquvame
−−→
OM = {a, b} i M(a, b). Koordinatata

a se vika apscisa, a b se vika ordinata na toqkata M .
Dol�inata (intenzitetot) na vektorot

−−→
OM = {a, b} se

presmetuva so
∣
∣
−−→
OM

∣
∣ =

√

a2 + b2.

Koordinatite na vektorot
−−→
AB qij poqetok e vo toqkata

A(x1, y1), a kraj vo toqkata B(x2, y2) se:

−−→
AB = {x2 − x1, y2 − y1}.

Neka se dadeni vektorite ~a = {a1, a2} i ~b = {b1, b2}. Za ope-
raciite sobiraǌe na vektori, odzemaǌe na vektori i mno-
�eǌe na vektor so skalar, kako i za ednakvosta na vektori
va�i:

~a±~b = {a1, a2} ± {b1, b2} = {a1 ± b1, a2 ± b2};
k · ~a = {ka1, ka2}, k ∈ R;

~a = ~b ⇐⇒ a1 = b1, a2 = b2.

Rastojanieto d meǵu toqkite A(x1, y1) i B(x2, y2) se opre-
deluva so formulata

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Koordinatite na toqkata M(x, y) kojaxto ja deli otseq-
kata AB [A(x1, y1); B(x2, y2)] vo daden odnos λ 6= −1, t.e. AM :
MB = λ, se opredeluvaat na sledniot naqin:

x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y1 + λy2
1 + λ

.
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Specijalno, ako toqkata M(x, y) e sredina na otseqkata AB,
togax λ = 1, pa nejzinite koordinati se opredeluvaat so

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

.

Ploxtinata na triagolnikot ABC so temiǌa A(x1, y1),
B(x2, y2) i C(x3, y3) se opredeluva so formulata

P =
1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)|.

Zadaqa 8.1. Da se opredeli vo koj kvadrant mo�e da se naoǵa
toqkata M(x, y) ako za nejzinite koordinati va�i:

a) xy > 0; b) xy < 0;
v) x− y = 0; g) x+ y = 0;
d) x+ y > 0; ǵ) x+ y < 0;
e) x− y > 0; �) x− y < 0.

Rexenie. a) xy > 0 ⇔
(

x > 0, y > 0 ili x < 0, y < 0
)

. Sleduva

deka toqkata M mo�e da se naoǵa vo prviot ili vo tretiot
kvadrant.

b) xy < 0 ⇔
(

x < 0, y > 0 ili x > 0, y < 0
)

. Sleduva deka

toqkata M mo�e da se naoǵa vo vtoriot ili vo qetvrtiot
kvadrant.
v) x − y = 0 ⇔ y = x. Toqkata M le�i na pravata y = x,
pa zakluquvame deka taa mo�e da se naoǵa vo prviot ili
tretiot kvadrant.
g) x + y = 0 ⇔ y = −x. Toqkata M le�i na pravata y = −x,
od kade sleduva deka taa mo�e da se naoǵa vo vtoriot ili
qetvrtiot kvadrant.
d) x+ y > 0 ⇔ y > −x. Toqkata M se naoǵa nad pravata y = −x,
znaqi mo�e da se naoǵa vo prviot, vtoriot ili vo qetvrtiot
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kvadrant.
ǵ) x+ y < 0 ⇔ y < −x. Toqkata M se naoǵa pod pravata y = −x,
pa spored toa taa mo�e da se naoǵa vo vtoriot, tretiot ili
vo qetvrtiot kvadrant.
e) x − y > 0 ⇔ y < x. Toqkata M se naoǵa pod pravata y = x,
znaqi mo�e da se naoǵa vo prviot, tretiot ili vo qetvrtiot
kvadrant.
�) x − y < 0 ⇔ y > x. Toqkata M e vo prviot, vtoriot ili vo
qetvrtiot kvadrant, potoqno nad pravata y = x.

Zadaqa 8.2. Na y-oskata da se opredeli toqka koja e ednakvo
oddaleqena od toqkite A(2,−4) i B(6,−2).

Rexenie. Neka C e baranata toqka. Spored uslovot na
zadaqata C le�i na y-oskata, pa C(0, y). Od uslovot AC = BC
se dobiva ravenkata

√

22 + (−4− y)2 =
√

62 + (−2− y)2.

So kvadriraǌe na ovaa ravenka se dobiva

22 + (−4− y)2 = 62 + (−2− y)2,

od kade y = 5. Spored toa, baranata toqka e C(0, 5).

Zadaqa 8.3. Dadeni se dve sprotivni temiǌa na eden kvadrat
A(3, 0) i C(−4, 1). Da se opredelat drugite dve temiǌa na
kvadratot.

Rexenie. Neka B(x, y). Od uslovot AB = BC se dobiva ra-
venkata √

(x− 3)2 + y2 =
√

(x+ 4)2 + (y − 1)2.

So kvadriraǌe na ovaa ravenka se dobiva

x2 − 6x+ 9 + y2 = x2 + 8x+ 16 + y2 − 2y + 1,
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od kade y = 4 + 7x.

Primenuvajḱi ja Pitagorovata teorema za pravoagolniot
ramnokrak triagolnik ABC, za dijagonalata na kvadratot
ABCD se dobiva AC =

√
2AB. Znaqi,

√

(3 + 4)2 + (−1)2 =
√
2
√

(x− 3)2 + y2,

t.e.
25 = x2 − 6x+ 9 + y2.

Koristejḱi deka y = 4 + 7x imame 25 = x2 − 6x + 9 + (4 + 7x)2.
Poslednata ravenka se transformira vo x(x + 1) = 0, qii
rexenija se x1 = 0 i x2 = −1.

Dvete dobieni rexenija x1 = 0 i x2 = −1 se vsuxnost ap-
scisite na baranite temiǌa, zatoa xto gornite dva uslova
zadadeni za temeto B gi zadovoluva i temeto D. Bidejḱi
y = 4 + 7x sleduva deka koordinatite na baranite temiǌa se
(0, 4) i (−1,−3).

Zadaqa 8.4. Da se opredelat koordinatite na kraevite A i
B na otseqkata koja so toqkite P (2, 2) i Q(1, 5) e podelena na
tri ednakvi delovi.

Rexenie. Neka A(x, y) i B(u, v). Od uslovot na zadaqata
imame AP : PB = 1 : 2 = 0, 5 = λ1, od kade se dobiva

2 =
x+ 0, 5u

1, 5
, 2 =

y + 0, 5v

1, 5
,

odnosno
x+ 0, 5u = 3, y + 0, 5v = 3. (8.1)

Od AQ : QB = 2 : 1 = 2 = λ2 sleduva

1 =
x+ 2u

3
, 5 =

y + 2v

3
,
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So rexavaǌe na ravenkite (8.1)
i (8.2) se dobiva: x = 3, y = −1,
u = 0, v = 8, odnosno A(3,−1) i
B(0, 8).

BA
P Q

Slika 8.2.

odnosno

x+ 2u = 3, y + 2v = 15. (8.2)

Zabelexka. Zadaqata mo�e da rexi i ako se uvidi deka
toqkata P e sredina na otseqkata AQ, a toqkata Q e sredina
na otseqkata PB.

Zadaqa 8.5. Dadeni se tri temiǌa na eden paralelogram
ABCD: A(2, 3), B(−2, 5) i C(0, 1).
a) Da se odredat koordinatite na qetvrtoto teme D i na
presekot na dijagonalite S;
b) Da se presmeta perimetarot i ploxtinata na paralelo-
gramot ABCD;
v) Da se presmeta visinata na 4ABC spuxtena kon osnovata
AB.

Rexenie. a) Neka baranoto
teme e D(x, y). Togax,

−−→
AB = {−4, 2} , −−→

DC = {−x, 1− y} .

Od uslovot
−−→
AB =

−−→
DC (slika

8.3) dobivame:

−4 = −x, 2 = 1− y ,

A B

CD

S

Slika 8.3.

od kade x = 4 i y = −1 . Znaqi, D(4,−1) .
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Koordinatite na toqkata S(s1, s2) se opredeluvaat od uslovot
toqkata S da e sredina na otseqkata AC [A(2, 3);C(0, 1)]:

s1 =
2 + 0

2
= 1, s2 =

3 + 1

2
= 2 .

Znaqi, S(1, 2).

b) Za perimetarot na paralelogramot ABCD imame

L = 2AB + 2BC,

kade xto

AB =
√

(−2− 2)2 + (5− 3)2 =
√
20 = 2

√
5,

i
BC =

√

(0 + 2)2 + (1− 5)2 =
√
20 = 2

√
5.

Spored toa, L = 4
√
5 + 4

√
5 = 8

√
5.

Za ploxtinata na paralelogramot va�i P = 2P1, kade xto
P1 e ploxtinata na triagolnikot ABC.

P1 =
1

2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)| =

=
1

2
|2(5 − 1)− 2(1 − 3) + 0(3− 5)| = 6.

Spored toa, ploxtinata na paralelogramot e P = 2P1 = 12.

v) Za ploxtinata na P1 na triagolnikot ABC va�i

P1 =
AB · hc

2
,

kade xto hc e visinata na 4ABC spuxtena od temeto C kon
osnovata AB.

Ottuka, hc =
2P1

AB
=

2 · 6
2
√
5
=

6√
5
=

6
√
5

5
.
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8.2 Prava

Opxtiot oblik ravenka na prava e

Ax+By + C = 0, A, B, C ∈ R, A 6= 0 ili B 6= 0.

1) Ako C = 0, A 6= 0 i B 6= 0 togax y = −A

B
x, pa pravata

minuva niz koordinatniot poqetok O(0, 0);

2) Ako B = 0, A 6= 0 i C 6= 0 togax x = −C

A
= a, pa pravata e

paralelna so y-oskata;

3) Ako A = 0, B 6= 0 i C 6= 0 togax y = −C

B
= b, pa pravata e

paralelna so x-oskata;

4) Ako B = C = 0, A 6= 0 togax se dobiva ravenkata Ax = 0,
t.e. x = 0, a toa e ravenka na y-oskata;

5) Ako A = C = 0, B 6= 0 togax By = 0, t.e. y = 0, a toa e
ravenka na x-oskata.

Ekspliciten oblik ravenka na prava e

y = kx+ n, k, n ∈ R,

kade xto k = tgα se narekuva koeficient na pravec, α e
agolot xto go zafaḱa pravata so pozitivniot del na x-oskata,
a n e ordinatata na toqkata B(0, n) vo koja pravata ja seqe
y-oskata (vidi slika 8.5).

Normalen oblik ili Heseov oblik ravenka na prava e

x cosϕ+ y sinϕ− p = 0, p ∈ R,

kade xto ϕ e agolot xto go zafaḱa normalata n spuxtena od
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koordinatniot poqetok kon pra-
vata so pozitivniot del na
x−oskata, a p e dol�inata na
otseqkata OP (P e preseqnata
toqka na pravata so normalata
n). Znaqi p e rastojanieto od ko-
ordinatniot poqetok do pravata
(slika 8.4).

x

y

{ P

j
O

p

n

Slika 8.4.

Ako pravata e zadadena vo opxt oblik Ax + By + C = 0,
A 6= 0 ili B 6= 0, togax normalniot oblik na ravenkata na
pravata e

Ax+By + C

±
√
A2 +B2

= 0,

kade xto pred korenot vo imenitelot se zema znak sprotiven
od znakot na koeficientot C.

Segmenten oblik ravenka na prava
e

x

m
+

y

n
= 1, m, n ∈ R, m 6= 0, n 6= 0,

kade xto m i n se otseqocite na
x i y-oskata, soodvetno. Toqki-
te A(m, 0) i B(0, n) se preseqnite
toqki na pravata so x i y-oskata,
soodvetno.

xA( 0)m,

y

O
a

B(0 ),n

Slika 8.5.

Ravenkata na prava niz dve toqki A(x1, y1) i B(x2, y2) e

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1).

Ravenkata na prava niz toqkata M(x1, y1) so koeficient na
pravec k e

y − y1 = k(x− x1).
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Zaemen odnos na toqka i prava

Dadena toqka P (x0, y0) mo�e da le�i ili da ne le�i na
dadena prava p : Ax+By+C = 0. Ako nejzinite koordinati ja
zadovoluvaat ravenkata na pravata, t.e. va�i Ax0+By0+C =
0, togax toqkata P le�i na pravata p i oznaquvame P ∈ p. Vo
sprotivno, P ne le�i na pravata p i oznaquvame P 6∈ p.

Rastojanieto d od toqkata P (x0, y0) do pravata p : Ax+By+
C = 0 se presmetuva so formulata

d =
|Ax0 +By0 +C|√

A2 +B2
.

Zaemen odnos na dve pravi

Neka p1 i p2 se dve pravi opredeleni so ravenkite
y = k1x+n1 i y = k2x+n2, soodvetno. Ovie dve pravi mo�e da se
seqat (imaat edna zaedniqka toqka), da se sovpaǵaat (imaat
beskoneqno mnogu zaedniqki toqki) ili da se paralelni (ne-
maat zaedniqki toqki). Ako pravite p1 i p2 se seqat, nivnata
preseqna toqka se naoǵa kako rexenie na sistemot

{
y = k1x+ n1

y = k2x+ n2
.

Ako k1 6= k2 togax pravite se seqat. Ako k1 = k2 i
n1 6= n2 togax pravite se paralelni. Ako k1 = k2 i n1 = n2

togax pravite se sovpaǵaat.

Agolot meǵu dve pravi so koeficienti na pravec k1 i k2 se
presmetuva so formulata

tgα =
k2 − k1
1 + k1k2

.
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Uslov za normalnost na dve pravi so koeficienti na pravec
k1 i k2:

k1 = − 1

k2
.

Uslov za paralelnost na dve pravi so koeficienti na
pravec k1 i k2:

k1 = k2.

Zadaqa 8.6. Da se opredeli koi od toqkite A(2,−1), B(4, 2) i
C(6, 4) pripaǵaat na pravata y = 1.5x− 4.

Rexenie. Toqkite A i B pripaǵaat na dadenata prava,
bidejḱi −1 = 1.5 ·2−4 i 2 = 1.5 ·4−4. Koordinatite na toqkata
C ne ja zadovoluvaat ravenkata na pravata (4 6= 1.5 · 6− 4), pa
zakluquvame deka toqkata C ne le�i na dadenata prava.

Zadaqa 8.7. Da se napixat vo ekspliciten oblik i da se
opredeli agolot koj go obrazuvaat so pozitivniot del na x-
oskata, slednive pravi:

a)
√
3y − x− 3 = 0; b) y + 7 = 0; v) x− 2 = 0.

Rexenie. a) Eksplicitniot oblik na pravata
√
3y−x−3 = 0 e

y =
1√
3
x +

√
3. Pravata zafaḱa agol α = 30◦ so pozitivniot

del na x-oskata bidejḱi k = tgα =
1√
3
.

b) Eksplicitniot oblik na dadenata prava e y = −7. Pravata
e paralelna so x-oskata. Nejziniot koeficient na pravec e
k = tgα = 0, od kade α = 0◦.

v) Pravata x = 2 e normalna na x-oskata. Nejziniot koefi-
cient na pravec e k = tgα = +∞, od kade α = 90◦.
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Zadaqa 8.8. Da se napixe ravenka na prava koja minuva niz
koordinatniot poqetok, a so pozitivniot del na x-oskata
zafaḱa agol 30◦.

Rexenie. Koeficientot na pravec na baranata prava e k =

tg 30◦ =

√
3

3
, pa nejzinata ravenka e y =

√
3

3
x + n. Od toa xto

pravata minuva niz koordinatniot poqetok O(0, 0) dobivame
0 = 0 + n, od kade n = 0. Spored toa, baranata ravenka e

y =

√
3

3
x .

Zadaqa 8.9. Neka dijagonalite na kvadrat so strana a se
koordinatnite oski. Da se napixat ravenkite na pravite
na koi le�at stranite na kvadratot.

Rexenie. Jasno e deka tri-
agolnicite OAB, OBC, OCD i
OAD, koi gi formiraat koordi-
natnite oski so sekoja od stra-
nite na kvadratot, se skladni.
Tie se pravoagolni triagolnici
so kateti m i n i hipotenuza a.
Bidejḱi dijagonalite vo kvadra-
tot se ednakvi i se prepolovuvaat
dobivame deka ovie triagolnici
se i ramnokraki, t.e. m = n.

x

y

O

n

A

B

C

D

m

Slika 8.6.

Od Pitagorovata teorema za pravoagolniot triagolnik
OAB imame:

a2 = m2 +m2 = 2m2,

odnosno m = ±
√
2a

2
. Ravenkite na stranite na kvadratot se

pravi qij segmenten oblik e
x

m
+

y

m
= 1,
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odnosno √
2x

±a
+

√
2y

±a
= 1.

Zadaqa 8.10. Vo ravenkata na pravata (a− 2)x − 3y + a + 3 = 0
da se odredi realniot parametar a taka xto pravata:
a) da ja seqe y-oskata vo toqkata (0, 2);
b) da otsekuva na y-oskata otseqka so dol�ina 2;
v) da zafaḱa agol so pozitivniot del na x-oskata od 45◦.

Rexenie. Eksplicitniot oblik na dadenata prava e

y =
a− 2

3
x+

a+ 3

3
.

a) Od uslovot n = 2 imame
a+ 3

3
= 2. Znaqi, a = 3.

b) Od uslovot n = ±2 sleduva
a+ 3

3
= ±2. Se dobiva a1 = 3 i

a2 = −9.

v) Od uslovot k = tg45◦ = 1 imame
a− 2

3
= 1 , od kade a = 5 .

Zadaqa 8.11. Da se napixe ravenka na prava koja minuva
niz toqkite A(2, 1) i B(4, 3). Kolkav e agolot xto go zafaḱa
dobienata prava so pozitivniot del na x-oskata?

Rexenie. Ravenkata na prava koja minuva niz dadenite toq-
ki e:

y − 1 =
3− 1

4− 2
(x− 2)

t.e. y = x− 1. Togax tgα = k = 1, pa α = 45◦ .

Zadaqa 8.12. Vo ravenkata na pravata 12x+By−60 = 0, B 6= 0,
da se odredi realniot parametar B taka xto otseqkata na
dadenata prava meǵu koordinatnite oski da ima dol�ina 13.
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Rexenie. Ravenkata na pravata
ja doveduvame vo segmenten oblik:

x

5
+

y
60
B

= 1.

Preseqnite toqki na pravata so
koordinatnite oski se M(5, 0) i

N

(

0,
60

B

)

.

x

y

M
O

N

Slika 8.7.

Od uslovot na zadaqata rastojanieto meǵu toqkite M i
N e 13, od kade ja dobivame ravenkata:

√

(0− 5)2 +
(60

B
− 0
)2

= 13.

So kvadriraǌe, ravenkata go dobiva oblikot:

25 +
(60

B

)2
= 169,

koja se transformira vo
(60

B

)2
= 144. Ottuka,

60

B
= ±12, od

kade za B se dobivaat dve rexenija: B1 = 5 i B2 = −5.

Zadaqa 8.13. Dadeni se ravenkite na pravite p : 3x−2y−5 = 0
i q : 2x + 3y + 7 = 0 na koi le�at dve strani od eden pravo-
agolnik i edno negovo teme A(−2, 1). Da se presmeta negovata
ploxtina.

Rexenie. Koeficientite na pravec na dadenite pravi se

k1 =
3

2
i k2 = −2

3
, xto znaqi deka pravite se zaemno nor-

malni. Koordinatite na dadenata toqka A ne gi zadovolu-
vaat ravenkite na dadenite pravi, od kade sleduva deka taa
ne le�i na nitu edna od niv (slika 8.8).
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Dol�inite na stranite na pravo-
agolnikot se naoǵaat kako rasto-
janija od toqkata A do dadenite
pravi:

a =
|3 · (−2)− 2 · 1− 5|
√

32 + (−2)2
=

13√
13

=
√
13,

CD

A B

p

q

a

b

Slika 8.8.

b =
|2 · (−2) + 3 · 1 + 7|√

22 + 32
=

6√
13

.

Koneqno, za ploxtinata na pravoagolnikot se dobiva:

P = a · b =
√
13 · 6√

13
= 6 .

Zadaqa 8.14. Da se napixe ravenka na prava koja minuva niz
toqkata M(7, 4) i e:
a) paralelna so pravata 2x+ 5y − 1 = 0;
b) normalna na pravata 4x− 3y = 0.

Rexenie. a) Od eksplicitniot oblik na dadenata prava

y = −2

5
x+

1

5
go opredeluvame nejziniot koeficient na pravec

k1 = −2

5
. Od uslovot za paralelnost imame k1 = k2 = −2

5
, pa

ravenkata na baranata prava e

y − 4 = −2

5
(x− 7),

odnosno y = −2

5
x+

34

5
.

b) Od eksplicitniot oblik na dadenata prava y =
4

3
x go opre-

deluvame nejziniot koeficient na pravec k1 =
4

3
. Od uslovot
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za normalnost imame:

k2 = − 1

k1
= −3

4
,

pa ravenkata na baranata prava e

y − 4 = −3

4
(x− 7),

odnosno y = −3

4
x+

37

4
.

Zadaqa 8.15. Da se napixat ravenkite na pravite xto minu-
vaat niz temiǌata na triagolnikot 4ABC[A(−1, 2), B(2,−2),
C(−3,−4)], a se paralelni so nivnite sprotivni strani.

Rexenie. Neka a : y = kax + na e prava koja minuva niz toq-
kata A i e paralelna na pravata BC. Togax,

ka =
−4 + 2

−3− 2
=

2

5
.

Koeficientot na ḱe go odredime od uslovot A ∈ a, od kade
dobivame:

2 =
2

5
(−1) + na, t.e. na =

12

5
.

Baranata prava e

a : −2x+ 5y − 12 = 0.

Na sliqen naqin se dobiva pravata b koja minuva niz
toqkata B i e paralelna na AC,

b : −3x+ y + 8 = 0,

kako i pravata c koja minuva niz toqkata C i e paralelna na
AB,

c : 4x+ 3y + 24 = 0.
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Zadaqa 8.16. Da se opredeli za koi realni vrednosti na a i
b pravata

(a+ 2b− 3)x+ (2a − b+ 1)y + 6a+ 9 = 0

e paralelna so apscisnata oska, a ordinatnata oska ja seqe
vo toqkata (0,−3).

Rexenie. Za pravata da bide paralelna so x-oskata, potrebno
e koeficientot pred x da e nula, t.e. a+ 2b− 3 = 0.

Od toa xto pravata treba da minuva niz toqkata (0,−3)
sleduva (2a− b+ 1)(−3) = −6a− 9.

Od dvete dobieni ravenki se dobiva a = 7 i b = −2. Ra-
venkata na baranata prava e y = −3.

Zadaqa 8.17. Vo ravenkata na pravata

(3a− 2b+ 5)x− (a− b)y + 2a− 5b+ 1 = 0,

da se opredelat realnite parametri a i b taka xto pravata
da bide simetrala na:

a) prviot; b) vtoriot kvadrant.

Rexenie. a) Simetralata na prviot kvadrant e prava koja
minuva niz koordinatniot poqetok i so pozitivniot del na
x-oskata zafaḱa agol od 45◦. Nejzinata ravenka e y = x. Ovaa
prava e simetrala i na tretiot kvadrant.

Baranata prava treba da zafaḱa agol od 45◦ so pozitivniot
del na x-oskata, odnosno treba da va�i k = 1, od kade se do-
biva ravenkata 3a − 2b + 5 = a − b. Za pravata da minuva niz
koordinatniot poqetok treba C = 2a − 5b + 1 = 0. Od ovie
ravenki se dobiva a = −3 i b = −1.
b) Simetralata na vtoriot kvadrant e prava koja minuva
niz koordinatniot poqetok i so pozitivniot del na x-oskata
zafaḱa agol od 135◦. Nejzinata ravenka e y = −x. Ovaa prava
e simetrala i na qetvrtiot kvadrant.



204 Voved vo matematika za in�eneri

Pravata treba da zafaḱa agol od 135◦ so pozitivniot del
na x-oskata, odnosno treba da va�i k = −1, od kade ja do-
bivame ravenkata 3a− 2b+ 5 = −(a− b). Za da pravata minuva
niz koordinatniot poqetok treba C = 2a− 5b+ 1 = 0. Od ovie

ravenki se dobiva a = −11

7
i b = −3

7
.

Zadaqa 8.18. Da se odredi vrednosta na realniot parametar

m 6= 0 taka xto pravite p : x + 3y + 10 = 0 i q :
x

m
+

y

5
= 1 da

zafaḱaat agol α = 45◦.

Rexenie. Od dadenite ravenki
gi opredeluvame nivnite koefi-
cienti na pravec:

kp = −1

3
i kq = − 5

m
.

p

q
1q

2

Slika 8.9.

Mo�ni se dva sluqai:

1) k1 = − 5

m
i k2 = −1

3
. Togax,

1 = tg45◦ =
k2 − k1
1 + k1k2

=
−1

3
+

5

m

1− 5

m

(

−1

3

) .

So sreduvaǌe se dobiva ravenkata:

1 =
−m+ 15

3m+ 5
,

qie rexenie m =
5

2
pripaǵa vo oblasta na nejzinata defini-

ranost D = R \
{

− 5

3

}

.
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2) k1 = −1

3
i k2 = − 5

m
. Togax,

1 = tg45◦ =
k2 − k1
1 + k1k2

=
− 5

m
+

1

3

1− 5

m

(

−1

3

) .

So sreduvaǌe se dobiva ravenkata:

1 =
−15 +m

3m+ 5
.

Vo oblasta na nejzinata definiranost m ∈ R \
{

− 5

3

}

, nej-

zinoto rexenie e m = −10 .

Spored toa, postojat dve pravi q1 i q2 koi so pravata p
zafaḱaat agol α = 45◦ (slika 8.9).

8.3 Kru�nica

Kru�nica e geometrisko mesto na toqki vo ramninata koi
se ednakvo oddaleqeni od edna dadena toqka.

Dadenata toqka se vika cen-
tar na kru�nicata i se oz-
naquvaat so C, a rastojani-
eto na sekoja toqka do cen-
tarot C se vika radius na
kru�nicata i se oznaquva so
r (r > 0). Kru�nicata k
so centar vo toqkata C(p, q),
p, q ∈ R i radius r > 0 koja e

x

y

C

p

q

Slika 8.10.
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prika�ana na slikata 8.10. ima ravenka:

(x− p)2 + (y − q)2 = r2. (8.3)

Specijalno, koga C(0, 0), to-
gax ravenkata (8.3) go dobi-
va oblikot:

x2 + y2 = r2. (8.4)

Ravenkata (8.4) se vika
centralna ravenka na kru�-
nica (slika 8.11).

x

y

C r

Slika 8.11.

Zaemen odnos na toqka i kru�nica

Dadena toqka mo�e da le�i ili na kru�nicata, ili vo
nejzinata vnatrexnost, ili nadvor od kru�nicata.

Toqkata A(a, b) le�i na kru�nicata (8.3) ako nejzinite ko-
ordinati ja zadovoluvaat ravenkata na kru�nicata, t.e. ako
va�i (a−p)2+(b− q)2 = r2. Toqkata A(a, b) le�i na kru�nicata
(8.4) ako a2 + b2 = r2.

Toqkata A(a, b) le�i vo vnatrexnosta na kru�nicata (8.3)
ako va�i neravenstvoto (a− p)2 + (b− q)2 < r2, odnosno vo vna-
trexnosta na kru�nicata (8.4) ako a2 + b2 < r2.

Toqkata A(a, b) le�i nadvor od kru�nicata (8.3) ako
(a − p)2 + (b − q)2 > r2, odnosno nadvor od kru�nicata (8.4)
ako a2 + b2 > r2.



8. Analitiqka geometrija vo ramnina 207

Zaemen odnos na prava i kru�nica

Neka s e pravata y = kx+ n. Ako sistemot
{

(x− p)2 + (y − q)2 = r2

y = kx+ n
(8.5)

nema rexenie togax pravata i kru�nicata nemaat zaedniqki
toqki. Ako sistemot (8.5) ima dve rexenija, togax pra-
vata i kru�nicata imaat dve zaedniqki toqki i velime deka
pravata i kru�nicata se seqat (pravata se vika sekanta na
kru�nicata). Ako sistemot (8.5) ima edno rexenie, togax
pravata i kru�nicata imaat edna zaedniqka toqka i velime
deka pravata e tangenta na kru�nicata (zaedniqkata toqka
se vika dopirna toqka na tangentata i kru�nicata).

Uslov pravata s da bide tangenta na kru�nicata (8.3) e

r2(k2 + 1) = (kp − q + n)2,

a na kru�nicata (8.4):

r2(k2 + 1) = n2.

Ravenkata na tangenta na kru�nicata (8.3) vo toqkata
M(x0, y0) od kru�nicata e

(x0 − p)(x− p) + (y0 − q)(y − q) = r2, (8.6)

a ravenkata na tangenta na kru�nicata (8.4) vo toqkata M(x0, y0)
od kru�nicata e

x0x− y0y = r2.

Zadaqa 8.19. Da se napixe ravenka na kru�nica k ako:
a) toqkata C(2, 8) e centar na k i k minuva niz toqkata A(−2, 5);
b) otseqkata AB [A(1,−2); B(9,−6)] e dijametar na k;
v) toqkata C(2, 3) e centar na k i pravata p : 5x + 12y + 6 = 0
ja dopira k.
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Rexenie. a) Ravenkata na kru�nicata k e

(x− 2)2 + (y − 8)2 = r2 .

Od uslovot toqkata A da le�i na k imame:

(−2− 2)2 + (5− 8)2 = r2,

od kade se dobiva r = 5, pa ravenkata na kru�nicata k e

(x− 2)2 + (y − 8)2 = 25 .

b) Od uslovot otseqkata AB da e dijametar na k gi naoǵame
koordinatite na centarot C(p, q) kako sredina na otseqkata
AB:

p =
1 + 9

2
= 5 , q =

−2− 6

2
= −4 .

Radiusot na k go naoǵame kako rastojanie meǵu toqkite A i
C:

r =
√

(5− 1)2 + (−4 + 2)2 =
√
20 .

Ravenkata na kru�nicata k e

(x− 5)2 + (y + 4)2 = 20 .

v) Radiusot na k go naoǵame kako
rastojanie od toqkata C do dade-
nata prava p:

r =
|5 · 2 + 12 · 3 + 6|√

52 + 122
= 4 .

Ravenkata na kru�nicata k e

(x− 2)2 + (y − 3)2 = 16 .

.p

k

C

r

Slika 8.12.
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Zadaqa 8.20. Za koja vrednost na realniot parametar a kru�-
nicata

x2 + y2 + (a− 6)x− (a+ 2)y + 3a− 2 = 0

gi dopira koordinatnite oski?

Rexenie. Ako ravenkata na kru�nicata ja dovedeme vo opxt
oblik dobivame:
(

x+
a− 6

2

)2
+
(

y − a+ 2

2

)2
−
(a− 6

2

)2
−
(a+ 2

2

)2
+ 3a− 2 = 0 .

x

y

O

k

C

r

r

Slika 8.13.

Od uslovot kru�nicata da gi dopira koordinatnite oski
(slika 8.13) sleduva p = q = r, pa dobivame:

−a− 6

2
=

a+ 2

2
.

Rexenieto na poslednava ravenka e a = 2 .

Zadaqa 8.21. Da se napixe ravenka na kru�nica qij centar
le�i na pravata t : 2x + y = 0 i gi dopira dvete paralelni
pravi s1 : 4x− 3y − 30 = 0 i s2 : 4x− 3y + 10 = 0 .
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Rexenie. Neka ravenkata na baranata kru�nica k e

(x− p)2 + (y − q)2 = r2 .

Rastojanieto meǵu dvete paralelni pravi e dijametarot
na kru�nicata k (slika 8.14). Nego go naoǵame kako rasto-
janie od proizvolna toqka P od pravata s1 do pravata s2. Za
taa cel, ja izbirame toqkata P (0,−10) od pravata s1. Nej-
zinoto rastojanie do pravata s2 e

d =
|4 · 0− 3 · (−10) + 10|

√

42 + (−3)2
= 8 ,

pa r = 4 .
Ostanuva da se opredelat koordinatite p i q na centarot

C. Od uslovot C(p, q) da le�i na pravata t : 2x + y = 0 dobi-
vame:

2p+ q = 0. (8.7)

Eksplicitniot oblik na ra-
venkata na pravata s1 e

y =
4

3
x− 10.

Od uslovot k da ja dopira
pravata s1 dobivame: .s1

k

C

t

.
s2

A

B

Slika 8.14.

r2

((
4

3

)2

+ 1

)

=

(
4

3
p− q − 10

)2

. (8.8)
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Go rexavame sistemot sostaven od ravenkite (8.7) i (8.8).
Ako vo ravenkata (8.8) zamenime q = −2p i r = 4, ja dobivame
slednava ravenka:

16

((
4

3

)2

+ 1

)

=

(
4

3
p+ 2p− 10

)2

,

so qie sreduvaǌe se dobiva kvadratnata ravenka:

p2 − 6p+ 5 = 0 .

Nejzini rexenija se p1 = 1 i p2 = 5. Za q se dobivaat re-
xenijata q1 = −2 i q2 = −10 .

Spored toa, dobivame dve toqki C1(1, −2) i C2(5, −10). Se
proveruva deka samo toqkata C1 e na rastojanie r = 4 od
pravata s2, xto znaqi deka kru�nicata k ima ravenka

k : (x− 1)2 + (y + 2)2 = 16.

Zabelexka. Centarot na baranata kru�nica mo�e da se
opredeli i kako sredina na otseqkata AB, kade A e preseq-
nata toqka na pravite t i s1, a B e preseqnata toqka na
pravite t i s2 (vidi slika 8.14).

Zadaqa 8.22. Da se opredelat ravenkite na tangentite na
kru�nicata x2 + y2 − 6x− 4y + 8 = 0 povleqeni vo toqkata:

a) A(4, 4); b) B(1, 5); v) C(3, 0).

Rexenie. Ravenkata na kru�nicata ja doveduvame vo oblik

(x− 3)2 + (y − 2)2 = 5.

a) Se proveruva deka toqkata A(4, 4) le�i na kru�nicata
bidejḱi nejzinite koordinati ja zadovoluvaat ravenkata na
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dadenata kru�nica. Togax, od (8.6) sleduva deka ravenka na
tangentata na kru�nicata vo ovaa toqka e

(4− 3)(x − 3) + (4− 2)(y − 2) = 5,

t.e. x+ 2y = 12.

b) Se proveruva deka toqkata B(1, 5) le�i nadvor od kru�ni-
cata bidejḱi va�i (1− 3)2 + (5− 2)2 > 5. Togax, od ovaa toqka
mo�e da se povleqat dve tangenti na kru�nicata.

Neka baranata tangenta ima ravenka y = kx + n. Od toa
xto toqkata B le�i na ovaa prava sleduva

5 = k · 1 + n. (8.9)

Od uslovot pravata y = kx + n da e tangenta na dadenata
kru�nica dobivame

5(k2 + 1) = (3k − 2 + n)2. (8.10)

Od ravenkite (8.9) i (8.10) se dobiva sistem od edna li-
nearna i edna kvadratna ravenka. Od linearnata ravenka
(8.9) imame n = 5 − k. Ako ova go zamenime vo kvadratnata
ravenka (8.10) dobivame:

5(k2 + 1) = (3k − 2 + 5− k)2.

So sreduvaǌe na poslednata ravenka se dobiva ravenkata
k2 − 12k− 4 = 0 qii rexenija se k1/2 = 6± 2

√
10. Za n se dobiva

n1/2 = −1∓ 2
√
10.

Baranite tangenti imaat ravenki:

t1 : y = (6 + 2
√
10)x− 1− 2

√
10

i
t2 : y = (6− 2

√
10)x− 1 + 2

√
10.
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v) Se proveruva deka toqkata C(3, 0) le�i vo vnatrexnosta na
dadenata kru�nica, pa od nea ne mo�e da se povleqe tangenta
na kru�nicata.

Zadaqa 8.23. Da se opredelat ravenkite na tangentite na
kru�nicata (x−3)2+(y−2)2 = 5 povleqeni vo nejzinite preseq-
ni toqki so pravata 3x+ y − 6 = 0.

Rexenie. Preseqnite toqki na pravata i kru�nicata se
naoǵaat kako rexenie na sistemot ravenki:

{
3x+ y = 6
(x− 3)2 + (y − 2)2 = 5

.

So zamenata y = 6− 3x vo kvadratnata ravenka dobivame:

(x− 3)2 + (6− 3x− 2)2 = 5 ,

so qie sreduvaǌe se dobiva kvadratnata ravenka:

x2 − 3x+ 2 = 0 .

Nejzini rexenija se x1 = 1 i x2 = 2, a soodvetnite vrednosti
na y se y1 = 3 i y2 = 0 . Spored toa, preseqni toqki na pravata
i kru�nicata se toqkite A(1, 3) i B(2, 0) .

Ravenkata na tangentata na kru�nicata vo toqkata A(1, 3)
e

(1− 3)(x− 3) + (3− 2)(y − 2) = 5 ,

t.e. −2x+ y − 1 = 0, a ravenkata na tangentata na kru�nicata
vo toqkata B(2, 0) e

(2− 3)(x− 3) + (0− 2)(y − 2) = 5 ,

t.e. x+ 2y − 2 = 0 .
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Zadaqa 8.24. Da se presmeta najkratkoto rastojanie od toq-
kata P (6,−8) do kru�nicata x2 + y2 = 9 .

Rexenie. Se proveruva deka toqkata P ne le�i na kru�ni-
cata k (nejzinite koordinati ne ja zadovoluvaat ravenkata
na kru�nicata). Centarot na dadenata kru�nica e C(0, 0).
Niz toqkite C i P postavuvame prava p (slika 8.15). Nej-
zinata ravenka e:

y − 0

−8− 0
=

x− 0

6− 0
,

t.e. p : y = −4

3
x.

Gi opredeluvame preseqnite
toqki A i B na pravata p so
kru�nicata k.

So zamena na y = −4

3
x vo ra-

venkata na kru�nicata dobi-
vame:

x2 +
(

− 4

3
x
)2

= 9 . p

C

A

B

P

Slika 8.15.

Ovaa ravenka e ekvivalentna na ravenkata x2 =
81

25
qii re-

xenija se: x1 = −9

5
i x2 =

9

5
. Togax, y1 =

12

5
i y2 = −12

5
, pa

baranite toqki se A

(

−9

5
,
12

5

)

i B

(
9

5
,−12

5

)

.

Rastojanieto na toqkata P do toqkite A i B e

d(P,A) =
1

5

√
4225 = 13 ,

d(P,B) =
1

5

√
1225 = 7,
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soodvetno. Znaqi najkratkoto rastojanie od P do k e 7, a
najgolemoto rastojanie e 13.

8.4 Elipsa

Elipsa e geometrisko mesto na toqki vo ramninata koi go
imaat svojstvoto zbirot od rastojanijata na sekoja od ovie
toqki do dve dadeni toqki e konstanten. Dadenite toqki se
vikaat fokusi na elipsata i se oznaquvaat so F1 i F2. Neka
konstantniot zbir go oznaqime so 2a, a > 0, a rastojanieto
meǵu dvata fokusi (fokusno rastojanie) go oznaqime so 2c,
a > c.

B (0,- )1 b

B (0, )2 b

A ( ,0)2 aA (- ,0)1 a

F (- ,0)1 c F ( ,0)2 c

Slika 8.16.

Izbirame pravoagolen koordinaten sistem, taka xto aps-
cisnata oska da minuva niz fokusite F1 i F2, a ordinatnata
oska da se sovpaǵa so simetralata na otseqkata F1F2 (slika
8.16). Togax fokusite ḱe imaat koordinati F1(−c, 0) i F2(c, 0).
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Ako b > 0 e takov xto

a2 − c2 = b2, (t.e. b =
√

a2 − c2),

togax kanoniqnata ravenka na elipsata go ima oblikot

x2

a2
+

y2

b2
= 1. (8.11)

Vo opxt sluqaj, dovolno e barem eden od a i b da e pogolem
od c.

Toqkite A1(−a, 0), A2(a, 0), B1(0, b) i B2(0,−b) se vikaat te-
miǌa na elipsata. Otseqkata A1A2 se vika golema oska, a
otseqkata B1B2 se vika mala oska; nivnite dol�ini se 2a i
2b, soodvetno.

Pozitivnite broevi a i b se vikaat golema i mala poluoska
na elipsata, soodvetno. Pritoa, a > b. Ako b > a togax
fokusite na elipsata se naoǵaat na y-oskata. Ako a = b togax
se dobiva ravenka na kru�nica, od kade zakluquvame deka
kru�nicata e specijalen sluqaj na elipsa, t.e. elipsa so
ednakvi oski. Preseqnata toqka O na oskite se vika centar
na elipsata.

Ravenkata na elipsa so centar vo toqkata (p, q) i dol�ini
na oskite 2a i 2b e

(x− p)2

a2
+

(y − q)2

b2
= 1.

Zaemen odnos na toqka i elipsa

Dadena toqka mo�e da le�i ili na elipsata, ili vo nej-
zinata vnatrexnost ili nadvor od elipsata. Polo�bata na
dadena toqka vo odnos na elipsa se ispituva na ist naqin
kako kaj kru�nica.
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Zaemen odnos na prava i elipsa

Analogno kako kaj kru�nica, za da se odredi polo�bata

na pravata y = kx+ n i elipsata
x2

a2
+

y2

b2
= 1 potrebno e da se

rexi sistemot od nivnite ravenki:






x2

a2
+

y2

b2
= 1

y = kx+ n
. (8.12)

Ako sistemot (8.12) nema rexenie togax pravata i elip-
sata nemaat zaedniqki toqki. Ako sistemot (8.12) ima dve
rexenija, togax pravata i elipsata imaat dve zaedniqki
toqki i velime deka pravata i elipsata se seqat (pravata
se vika sekanta na elipsata). Ako sistemot (8.12) ima edno
rexenie, togax pravata i elipsata imaat edna zaedniqka
toqka i velime deka pravata e tangenta na elipsata (zaed-
niqkata toqka se vika dopirna toqka na tangentata i elip-
sata).

Uslov pravata y = kx + n da bide tangenta na elipsata
(8.11) e

a2k2 + b2 = n2. (8.13)

Ravenkata na tangentata na elipsata (8.11) povleqena vo
toqkata M(x0, y0) od elipsata e:

x0x

a2
+

y0y

b2
= 1. (8.14)

Zadaqa 8.25. Da se najdat dol�inite na oskite 2a i 2b i
fokusnoto rastojanie 2c na elipsata

9x2 + 16y2 = 576.

Potoa, da se opredelat temiǌata i fokusite na elipsata.
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Rexenie. Da ja pretstavime dadenata ravenka vo kanoniqen
oblik

9x2 + 16y2 = 576 / : 576

x2

64
+

y2

36
= 1.

Se dobiva deka a2 = 64, b2 = 36, odnosno a = 8, b = 6, pa dol�i-
nite na oskite se 2a = 16, 2b = 12. Za c dobivame:

c =
√

a2 − b2 =
√
28 = 2

√
7,

od kade fokusnoto rastojanie e 2c = 4
√
7.

Temiǌata na elipsata se A1(−8, 0), A2(8, 0), B1(0, 6) i B2(0,−6),
a fokusite se F1(−2

√
7, 0) i F2(2

√
7, 0).

Zadaqa 8.26. Da se najde ravenka na elipsata koja minuva
niz toqkite M(6, 4) i N(−8, 3).

Rexenie. Neka ravenkata na baranata elipsa e

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Nepoznatite a i b ḱe gi dobieme od uslovot M i N da se
toqki od elipsata, od kade sleduva:

36

a2
+

16

b2
= 1 i

64

a2
+

9

b2
= 1.

Od prvata ravenka dobivame:

1

a2
=

b2 − 16

36b2
.

Zamenuvajḱi go izrazot za
1

a2
vo vtorata ravenka imame:

64 · b
2 − 16

36b2
+

9

b2
= 1,
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od kade se dobiva b2 = 25. Sleduva a2 = 100. So toa ja dobi-
vame baranata ravenka na elipsa:

x2

100
+

y2

25
= 1.

Zadaqa 8.27. Da se najdat preseqnite toqki na elipsata
3x2 + 5y2 = 120 i pravata:

a) x+ y = 8; b) x+ 2y = 12.

Rexenie. a) Za naoǵaǌe na preseqnite toqki na pravata i
elipsata go rexavame sistemot od nivnite ravenki:

{
3x2 + 5y2 = 120

x+ y = 8
.

Od vtorata ravenka imame x = 8− y. Ako ova go zamenime vo
vtorata ravenka dobivame:

3(8 − y)2 + 5y2 = 120.

Rexenie na poslednata kvadratna ravenka e dvojniot koren
y1/2 = 3. Sleduva x1/2 = 5.

Znaqi pravata i elipsata imaat edna preseqna toqka, toa
e toqkata (5, 3). Spored toa, pravata e tangenta na elipsata.

b) Od vtorata ravenka na sistemot

{
3x2 + 5y2 = 120

x+ 2y = 12

imame x = 12 − 2y. Ako ova go zamenime vo prvata ravenka,
dobivame:

3(12 − 2y)2 + 5y2 = 120.
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So sreduvaǌe na poslednava ravenka se dobiva kvadratnata
ravenka

17y2 − 144y + 312 = 0.

Poslednava ravenka ima diskriminanta

D = 1442 − 4 · 17 · 312 = −480 < 0,

od kade sleduva deka kvadratnata ravenka nema rexenie vo
R, pa pravata i elipsata nemaat zaedniqki toqki.

Zadaqa 8.28. Da se opredelat ravenkite na tangentite na
elipsata 9x2 + 16y2 = 144 povleqeni od toqkata:

a) N(0, 3); b) M(1, 4).

Rexenie. a) Se proveruva deka toqkata N le�i na dadenata
elipsa, pa od (8.18) sleduva deka ravenka na tangentata na
elipsata povleqena vo toqkata N e

9 · 0 · x+ 16 · 3 · y = 144,

t.e. y = 3. Tangentata e prava paralelna so x-oskata.
b) Toqkata M le�i nadvor od dadenata elipsa bidejḱi

9 · 12 + 16 · 42 > 144.

Neka y = kx + n e prava koja minuva niz toqkata M i e
tangenta na elipsata. Od toa xto M(1, 4) le�i na pravata
dobivame 4 = k+n, od kade n = 4−k. Od ravenkata na elipsata
vo kanoniqen oblik

x2

16
+

y2

9
= 1

se dobiva deka a = 4, b = 3.

Od uslovot (8.13) pravata y = kx + n da bide tangenta na
dadenata elipsa, se dobiva

16k2 + 9 = (4− k)2,
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odnosno

15k2 + 8k − 7 = 0.

Rexenijata na ovaa ravenka se k1 = −1 i k2 =
7

15
. So toa gi

dobivame n1 = 5 i n2 =
53

15
, pa baranite tangenti se:

t1 : x+ y = 5 i t2 : 7x− 15y + 53 = 0.

Zadaqa 8.29. Da se opredeli centarot, dol�inite na oskite,
temiǌata i fokusite na elipsata:

a) x2 + 4y2 − 8y = 12; b) 4x2 − 16x+ 9y2 + 36y = −16.

Rexenie. a) Ravenkata na elipsata ja transformirame na
sledniov naqin:

x2 + 4y2 − 8y = 12

⇐⇒ x2 + 4(y2 − 2y + 1− 1) = 12

⇐⇒ x2 + 4(y − 1)2 = 16

⇐⇒ x2

16
+

(y − 1)2

4
= 1,

od kade p = 0, q = 1, a = 4 i b = 2.

Togax centarot na elipsata e O(0, 1), dol�inite na os-
kite se 2a = 2 · 4 = 8, 2b = 2 · 2 = 4, a temiǌata se A1(−4, 1),
A2(4, 1), B1(0,−1), B2(0, 3). Bidejḱi c =

√
a2 − b2 = 2

√
3, fokusite

na elipsata se F1(−2
√
3, 1) i F2(2

√
3, 1).
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b) So transformacija na ravenkata na elipsata dobivame:

4x2 − 16x+ 9y2 + 36y = −16

⇐⇒ 4(x2 − 4x+ 4− 4) + 9(y2 + 4y + 4− 4) = −16

⇐⇒ 4(x− 2)2 + 9(y + 2)2 = 36

⇐⇒ (x− 2)2

9
+

(y + 2)2

4
= 1,

od kade p = 2, q = −2, a = 3 i b = 2.

Centarot na elipsata e O(2,−2), dol�inite na oskite se
2a = 2 · 3 = 6, 2b = 2 · 2 = 4, temiǌata se A1(−1,−2), A2(5,−2),
B1(2,−4), B2(2, 0), a fokusite se F1(−

√
5,−2), F2(

√
5,−2).

8.5 Hiperbola

Hiperbola e geometrisko mesto na toqki vo ramninata koi
go imaat svojstvoto apsolutnata vrednost od razlikata od
rastojanijata na sekoja od ovie toqki do dve dadeni toqki e
konstantna. Dadenite toqki se vikaat fokusi na hiperbolata
i se oznaquvaat so F1 i F2. Neka apsolutnata vrednost od
konstantnata razlika ja oznaqime so 2a, a > 0, a rastojanieto
meǵu dvata fokusi (fokusno rastojanie) go oznaqime so 2c,
a < c.

Izbirame pravoagolen koordinaten sistem, taka xto aps-
cisnata oska da minuva niz fokusite F1 i F2, a ordinatnata
oska da se sovpaǵa so simetralata na otseqkata F1F2. Togax
fokusite ḱe imaat koordinati F1(−c, 0) i F2(c, 0) (slika 8.17).
Ako b > 0 e takov xto

c2 − a2 = b2, (t.e. b =
√

c2 − a2),
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togax kanoniqnata ravenka na hiperbolata go ima oblikot

x2

a2
− y2

b2
= 1. (8.15)

Toqkite A1(−a, 0), A2(a, 0) se vikaat temiǌa na hiperbolata.

B (0,- )1 b

B (0, )2 b

A ( ,0)2 aA (- ,0)1 a
F (- ,0)1 c F ( ,0)2 c

b
y x

a
=

b
y x

a
= -

Slika 8.17.

Otseqkata A1A2 se vika realna oska, a otseqkata B1B2 se vika
imaginarna oska; nivnite dol�ini se 2a i 2b, soodvetno. Po-
zitivnite broevi a i b se vikaat poluoski na hiperbolata.

Preseqnata toqka O na oskite se vika centar na hiperbo-

lata. Pravite y = ± b

a
x gi vikame asimptoti na hiperbolata.

Hiperbolata ima dve granki: leva granka koja gi sodr�i
toqkite za koi x ≤ −a i desna granka koja gi sodr�i toqkite
za koi x ≥ a.

Ako fokusite na hiperbolata se naoǵaat na y−oskata, si-
metriqno vo odnos na preseqnata toqka O, togax ravenkata
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na hiperbolata e
y2

b2
− x2

a2
= 1.

Vo toj sluqaj, b e realnata poluoska, a a e imaginarnata
poluoska na hiperbolata.

Ravenkata na hiperbola so centar vo toqkata (p, q) i dol-
�ini na oskite 2a i 2b glasi

(x− p)2

a2
− (y − q)2

b2
= 1.

Zaemen odnos na prava i hiperbola

Za da se odredi polo�bata na pravata y = kx+ n i hiper-

bolata
x2

a2
− y2

b2
= 1 potrebno e da se rexi sistemot od nivnite

ravenki:






x2

a2
− y2

b2
= 1

y = kx+ n

. (8.16)

Ako sistemot (8.16) nema rexenie togax pravata i hiper-
bolata nemaat zaedniqki toqki. Ako sistemot (8.16) ima dve
rexenija, togax pravata i hiperbolata imaat dve zaedniqki
toqki i velime deka pravata i hiperbolata se seqat (pra-
vata se vika sekanta na hiperbolata). Ako sistemot (8.16)
ima edno rexenie, togax pravata i hiperbolata imaat edna
zaedniqka toqka i velime deka pravata e tangenta na hiper-
bolata (zaedniqkata toqka se vika dopirna toqka na tangen-
tata i hiperbolata).

Uslov pravata y = kx+n da bide tangenta na hiperbolata
(8.15) e

a2k2 − b2 = n2. (8.17)
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Ravenkata na tangentata na hiperbolata (8.15) vo toqkata
M(x0, y0) od hiperbolata e

x0x

a2
− y0y

b2
= 1. (8.18)

Zadaqa 8.30. Dadena e hiperbolata

x2

64
− y2

36
= 1.

Da se opredelat toqkite od hiperbolata koi se na rasto-

janie
9

2
od desniot fokus.

Rexenie. Od ravenkata na hiperbolata se dobiva deka a = 8,
i b = 6. Ottuka, c =

√
a2 + b2 = 10. Znaqi fokusi na hiperbo-

lata se F1(−10, 0) i F2(10, 0).

Baranata toqka M(x0, y0) e toqka od hiperbolata, od kade
se dobiva ravenkata

x20
64

− y20
36

= 1. (8.19)

Ovaa toqka e na rastojanie
9

2
od fokusot F2, od kade sleduva

(x0 − 10)2 + y20 =
81

4
. (8.20)

Od ravenkata (8.20) dobivame:

y20 =
81

4
− (x0 − 10)2 (8.21)

i zamenuvame vo ravenkata (8.19),

x20
64

− 1

36

(
81

4
− (x0 − 10)2

)

= 1.
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Se dobiva kvadratna ravenka so promenliva x0,

5x20 − 64x0 + 140 = 0,

koja ima dve rexenija x01 = 10 i x02 =
14

5
.

Za vrednosta x02 =
14

5
desnata strana na ravenstvoto (8.21)

e negativna, a levata pozitivna, pa ovaa vrednost otpaǵa.
Za x01 = 10, od (8.21) se dobivaat dve vrednosti za y0, toa se

y01 =
9

2
i y02 = −9

2
.

Spored toa, postojat dve toqki koi gi zadovoluvaat bara-

ǌata na zadaqata, toa se

(

10,
9

2

)

i

(

10,−9

2

)

.

Zadaqa 8.31. Da se doka�e deka proizvodot na rastojanijata
od koja bilo toqka na hiperbolata

x2

a2
− y2

b2
= 1

do nejzinite asimptoti e konstanta.

Rexenie. Neka M0(x0, y0) e proizvolna toqka od hiperbo-
lata, xto znaqi deka e zadovoleno ravenstvoto

x20
a2

− y20
b2

= 1.

Rastojanijata od M0 do asimptotite y =
b

a
x i y = − b

a
x se

soodvetno

d1 =
bx0 − ay0√
a2 + b2

i d2 =
bx0 + ay0√
a2 + b2

.

Za nivniot proizvod dobivame:

d1d2 =
bx0 − ay0√
a2 + b2

· bx0 + ay0√
a2 + b2

=

a2b2
(
x20
a2

− y20
b2

)

a2 + b2
=

a2b2

a2 + b2
.
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Zadaqa 8.32. Da se najdat ravenkite na tangentite na hiper-

bolata
x2

20
− y2

5
= 1 koi se normalni na pravata 4x+ 3y − 7 = 0.

Rexenie. Koeficientot na pravec na pravata 4x+ 3y − 7 = 0

e k1 = −4

3
, a koeficientot na pravec na nejze normalna prava

e k = − 1

k1
=

3

4
. Znaqi, baranite ravenki na tangenti imaat

ravenka

y =
3

4
x+ n.

Od uslovot (8.17), kade a2 = 20, b2 = 5, k =
3

4
, imame:

20 ·
(
3

4

)2

− 5 = n2.

Za n se dobivaat dve rexenija n1/2 = ±5

2
. Ravenkite na tan-

gentite se:

t1 : y =
3

4
x+

5

2
i t2 : y =

3

4
x− 5

2
,

odnosno

t1 : 3x− 4y + 10 = 0 i t2 : 3x− 4y − 10 = 0.

Zadaqa 8.33. Da se opredeli centarot, dol�inite na oskite,
temiǌata i fokusite na hiperbolata:

a) x2 − 2x− y2 − 6y = 17; b) 25x2 + 50x− 4y2 − 32y = 139.

Rexenie. a) Dadenata ravenka ja transformirame na sled-
niov naqin:
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x2 − 2x− y2 − 6y = 17

⇐⇒ x2 − 2x+ 1− 1− (y2 + 6y + 9− 9) = 17

⇐⇒ (x− 1)2 − (y + 3)2 = 9

⇐⇒ (x− 1)2

9
− (y + 3)2

9
= 1,

od kade a = 3, b = 3, p = 1 i q = −3.

Spored toa, centarot na hiperbolata e O(1,−3), dol�i-
nite na oskite se 2a = 2 · 3 = 6 i 2b = 2 · 3 = 6, a temiǌata
se:

A1(−2,−3), A2(4,−3), B1(1,−6) i B2(1, 0).

Bidejḱi c =
√
a2 + b2 =

√
18 = 3

√
2, za fokusite dobivame:

F1(−3
√
2,−3) i F2(3

√
2,−3).

b) So transformacija na dadenata ravenka dobivame:

25x2 + 50x− 4y2 − 32y = 139

⇐⇒ 25(x2 + 2x+ 1− 1)− 4(y2 + 8y + 16− 16) = 139

⇐⇒ 25(x+ 1)2 − 4(y + 4)2 = 100

⇐⇒ (x+ 1)2

4
− (y + 4)2

25
= 1,

od kade a = 2, b = 5, p = −1 i q = −4.

Togax centarot na hiperbolata e O(−1,−4), dol�inite na
oskite se 2a = 2 · 2 = 4 i 2b = 2 · 5 = 10, temiǌata se A1(−3,−4),
A2(1,−4), B1(−1,−9) i B2(−1, 1), a fokusite se F1(−

√
29,−4) i

F2(
√
29,−4).
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8.6 Parabola

Parabola e geometrisko mesto na toqki vo ramninata
takvi xto nivnoto rastojanie do edna fiksna toqka e ed-
nakvo so nivnoto rastojanie do edna fiksna prava. Fiksnata
toqka se narekuva fokus na parabolata i se oznaquva so F ,
a fiksnata prava se narekuva direktrisa na parabolata i
se oznaquva so d. Po pretpostavka deka fokusot ne le�i na
direktrisata, nivnoto meǵusebno rastojanie se vika parame-
tar na parabolata i go oznaquvame so p, p > 0.

F(  /2,0)p

2

p
x = -

Slika 8.18.

Ako postavime pravoagolen koordinaten sistem taka xto

F
(p

2
, 0
)

, a direktrisata ima ravenka x = −p

2
(slika 8.18),

togax analitiqki mo�e da se dojde do kanoniqnata ravenka
na parabolata:

y2 = 2px. (8.22)

Presekot na parabolata so x-oskata se narekuva teme na
parabolata, a x-oskata e oska na simetrija na parabolata.
Vo izbraniot koordinaten sistem, temeto na parabolata se
sovpaǵa so koordinatniot poqetok.

Ravenkata (8.22) e ravenka na parabola qij fokus le�i
na pozitivniot del od x-oskata. Ako fokusot le�i na nega-
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tivniot del od x-oskata (t.e. ima koordinati F
(

−p

2
, 0
)

, a di-

rektrisata ima ravenka x =
p

2
), togax kanoniqnata ravenka

na parabolata ima oblik

y2 = −2px.

Ako pak, fokusot na parabolata e F
(

0,
p

2

)

ili F
(

0,−p

2

)

(t.e. le�i na pozitivniot ili negativniot del od y-oskata,

soodvetno), a direktrisata ima ravenka y = −p

2
ili y =

p

2
,

soodvetno (t.e. e paralelna so x-oskata), togax kanoniqnata
ravenka na parabolata e

x2 = 2py ili x2 = −2py,

soodvetno. Vo ovoj sluqaj temeto na parabolata e presek na
parabolata so y-oskata, a oska na simetrija na parabolata
e y-oskata.

Da zabele�ime deka ravenkata y = ax2 + bx + c, a 6= 0 e

ravenka na parabola qie teme ima koordinati

(

− b

2a
,
4ac− b2

4a

)

,

a oska na simetrija e pravata x = − b

2a
koja e paralelna so

y-oskata (vidi glava 4). Ovaa ravenka na parabola mo�e da
se zapixe i vo sledniov vid

y = a

(

x+
b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
,

pa nejziniot grafik mo�e da se dobie so pomestuvaǌe na
parabolata y = ax2 po dol�inata na x i y-oskata (vidi glava
11).
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Zaemen odnos na prava i parabola

Za da se odredi zaemnata polo�ba na pravata y = kx+n i
parabolata (8.22) potrebno e da se rexi sistemot od nivnite
ravenki:

{
y2 = 2px

y = kx+ n
. (8.23)

Ako sistemot (8.23) nema rexenie togax pravata i parabo-
lata nemaat zaedniqki toqki. Ako sistemot (8.23) ima dve
rexenija, togax pravata i parabolata imaat dve zaedniqki
toqki i velime deka pravata i parabolata se seqat (pra-
vata se vika sekanta na parabola). Ako sistemot (8.23) ima
edno rexenie, togax pravata i parabolata imaat edna za-
edniqka toqka i velime deka pravata e tangenta na parabo-
lata (zaedniqkata toqka se vika dopirna toqka na tangentata
i parabolata).

Uslov pravata y = kx+ n da bide tangenta na parabolata
(8.22) e

p = 2kn. (8.24)

Ravenka na tangentata na parabolata (8.22) vo toqkata
M(x0, y0) od parabolata e

y0y = p(x0 + x). (8.25)

Zadaqa 8.34. Da se opredeli ravenka na parabola so fokus
F (−7, 0) i direktrisa so ravenka x− 7 = 0.

Rexenie. Bidejḱi fokusot le�i na negativniot del od x-
oskata, ravenkata na parabolata ḱe go ima oblikot

y2 = −2px.
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p e rastojanieto od fokusot do direktrisata, znaqi p = 14.
So toa ja dobivme ravenkata na hiperbolata

y2 = −28x.

Zadaqa 8.35. Da se najdat ravenkite na tangentite na parabo-
lata y2 = 36x koi minuvaat niz toqkata:

a) A(1, 6); b) B(2, 9).

Rexenie. Od ravenkata na parabolata dobivame deka nej-
ziniot parametar p = 18.

a) Se proveruva deka toqkata A le�i na dadenata parabola,
pa od ravenkata (8.25) sleduva

6y = 18(1 + x),

odnosno ravenkata na tangentata e y = 3x+ 3.

b) Toqkata B ne le�i na parabolata, potoqno taa le�i nad-
vor od parabolata bidejḱi 92 > 36 · 2. Togax, od toqkata
B mo�e da se povleqat dve tangenti na parabolata. Neka
baranata tangenta na parabolata ima ravenka y = kx + n.
Spored uslovot na zadaqata, tangentite minuvaat niz B, pa
dobivame:

9 = 2k + n.

Bidejḱi p = 18, od uslovot (8.24) dobivame:

18 = 2kn.

Od poslednive dve ravenki se dobiva kvadratnata ravenka

2k2 − 9k + 9 = 0,

koja ima dve rexenija k1 = 3 i k2 =
3

2
. Bidejḱi n = 9− 2k, za n

gi dobivame vrednostite n1 = 3 i n2 = 6.
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Spored toa, baranite ravenki na tangenti se:

t1 : 3x− y + 3 = 0 i t2 : 3x− 2y + 12 = 0.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 8.36. Dadena e toqkata M(x, y). Da se opredelat ko-
ordinatite na toqkata simetriqna so nea vo odnos na:
a) x-oskata;
b) y-oskata;
v) koordinatniot poqetok;
g) simetralata na prviot i tretiot kvadrant;
d) simetralata na vtoriot i qetvrtiot kvadrant.

Odgovor. a) (x,−y), b) (−x, y), v) (−x,−y), g) (y, x), d) (−y,−x).

Zadaqa 8.37. Dadeni se dve sosedni temiǌa na eden para-
lelogram A(−3, 5) i B(1, 7) i preseqnata toqka na negovite
dijagonali S(1, 1). Da se opredelat koordinatite na drugite
temiǌa C i D .

Odgovor. C(5,−3), D(1,−5).

Zadaqa 8.38. Toqkata S(−3, 1) ja deli otseqkata AB qii kraj-
ni toqki se A(a, 5) i B(−1, b) vo odnos 3:2. Da se odredat
nepoznatite koordinati na toqkite A i B.

Odgovor. a = −6, b = −5/3.

Zadaqa 8.39. Koristejḱi ja osobinata deka te�ixteto ja deli
sekoja te�ixna linija vo odnos 2 : 1, da se izvedat slednive
formuli za koordinatite na te�ixteto T (x, y) na triagolnik
ABC[A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3)]:

x =
x1 + x2 + x3

3
, y =

y1 + y2 + y3
3

.
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Zadaqa 8.40. Toqkite A(−2, 4), B(0, 4) i C(2,−2) se temiǌa na
triagolnikot ABC. Da se odredat koordinatite na negovoto
te�ixte T , dol�inite na negovite sredni linii s1, s2 i s3 i
negovata ploxtina.

Odgovor. T (0, 2), s1 = 1, s2 =
√
13, s3 =

√
10, P = 6.

Zadaqa 8.41. Da se napixat vo segmenten vid slednive pravi:

a) 3x− 4y − 24 = 0; b) 35x+ 9y + 15 = 0.

Potoa da se opredelat nivnite otseqoci na koordinatnite
oski.

Odgovor. a)
x

8
+

y

−6
= 1, b)

x

−3
7

+
y

−5
3

= 1.

Zadaqa 8.42. Da se napixe ravenka na prava koja minuva niz
toqkata M(−1, 3) i:
a) e paralelna na x-oskata;
b) e paralelna na y-oskata;
v) e normalna na pravata 2x− 3y = 6;

g) zafaḱa agol
π

3
so pravata y = 2.

Odgovor. a) y = 3, b) x = −1, v) y = −3

2
x+

3

2
,

g) y =
√
3x+ 3 +

√
3, y = −

√
3x+ 3−

√
3.

Zadaqa 8.43. Dadeni se toqkite A(4,−2) i B(−3,−4). Da se
napixe ravenkata na pravata AB vo opxt oblik i da se opre-
delat nejzinite otseqoci na koordinatnite oski. Potoa da
se napixe ravenkata na simetralata s na otseqkata AB.
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Upatstvo. Simetrala na otseqka e prava koja e normalna
na nea i minuva niz nejzinata sredina.

Odgovor. 2x− 7y − 22 = 0, m = 11, n = −22

7
, s : y = −7

2
x− 5

4
.

Zadaqa 8.44. Toqkite A(0, 2), B(5, 7) i C(3,−2) se temiǌa na
triagolnikot ABC. Da se presmeta visinata hc na triagol-
nikot spuxtena od temeto C kon osnovata AB i agolot pri
temeto A.

Odgovor. hc = 7
√
2/2, tgα = 7.

Zadaqa 8.45. Dadeni se ravenkite na dve sosedni strani na
eden paralelogram, 2x + y = 1 i 8x + 3y + 1 = 0, i ravenkata
na edna negova dijagonala 3x + 2y + 3 = 0. Da se odredat
koordinatite na preseqnata toqka S na dijagonalite, kako i
perimetarot i ploxtinata na paralelogramot.

Odgovor. S(3,−6), L = 14
√
5 + 2

√
73, P = 14.

Zadaqa 8.46. Da se odredi ortogonalnata proekcija A′ na

toqkata A
(

1
1

6
, 2

1

4

)

vrz pravata 6x− 4y − 15 = 0.

Upatstvo. Ortogonalnata proekcija na toqkata A vrz pra-
vata p se dobiva kako presek na pravata p i normalata spux-
tena od toqkata A kon pravata p.

Odgovor. A′
(

3
5

39
,
49

52

)

.
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Zadaqa 8.47. Da se opredelat koordinatite na centarot C i
radiusot r na kru�nicata zadadena so ravenkata

x2 + y2 + 6x− 9y = 2.

Potoa da se napixe ravenka na kru�nica koja e koncentriqna
so dadenata kru�nica i minuva niz koordinatniot poqetok.

Upatstvo. Koncentriqni kru�nici se kru�niciite koi ima-
at ist centar.

Odgovor. C

(

−3,
9

2

)

, r =
5
√
5

2
, (x+ 3)2 +

(

y − 9

2

)2

=
117

4
.

Zadaqa 8.48. Da se napixe ravenka na opixanata kru�nica
okolu triagolnikot so temiǌa A(0, 2), B(0,−2) i C(4, 0).

Odgovor.

(

x− 3

2

)2

+ y2 =
25

4
.

Zadaqa 8.49. Da se opredelat preseqnite toqki na pravata
2x + y = 10 i kru�nicata x2 + y2 = 25. Potoa da se napixat
ravenkite na tangentite na dadenata kru�nica vo dobienite
preseqni toqki.

Odgovor. Pravata ja seqe kru�nicata vo toqkite A(5, 0) i
B(3, 4), tA : x = 5, tB : 3x+ 4y = 25.

Zadaqa 8.50. Kade le�i toqkata M(2, 0) vo odnos na kru�ni-
cata x2 + (y − 1)2 = 1? Da se napixe ravenka na tangentata
povleqena od toqkata M kon dadenata kru�nica.
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Odgovor. Toqkata M le�i nadvor od kru�nicata.
Od toqkata M mo�e da se povleqat dve tangenti
na dadenata kru�nica: t1 : 4x+ 3y = 8, t2 : y = 0.

Zadaqa 8.51. Dve temiǌa na elipsata se A1(6, 0) i A2(−6, 0), a
fokusite se F1(4, 0) i F2(−4, 0). Da se opredeli ravenkata na
elipsata.

Odgovor.
x2

36
+

y2

20
= 1.

Zadaqa 8.52. Da se opredeli c vo ravenkata x + 2y = c, taka
xto dadenata prava da bide tangenta na elipsata x2+2y2 = 12.
Potoa da se opredeli rastojanieto d od dopirnata toqka do
centarot na elipsata.

Odgovor. c = ±6, d = 2
√
2.

Zadaqa 8.53. Dadena e elipsata x2+3y2 = 28. Da se opredelat
preseqnite toqki M i N na elipsata i pravata 5x − 3y = 14,
a potoa da se opredelat tangentite na elipsata vo toqkite
M i N .

Odgovor. M(4, 2), N(1,−3), tM : 2x+ 3y = 14, tN : x− 9y = 28.

Zadaqa 8.54. Dadena e pravata y =
5

2
x+m i hiperbolata

x2

9
− y2

36
= 1.

Da se opredeli za koi realni vrednosti na m, pravata
a) ja seqe hiperbolata;
b) ja dopira hiperbolata;
v) nema zaedniqki toqki so hiperbolata.
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Odgovor. a) |m| > 9

2
, b) |m| = 9

2
, v) |m| < 9

2
.

Zadaqa 8.55. Da se presmeta ploxtinata na triagolnikot
obrazuvan od asimptotite na hiperbolata 9x2 − 4y2 = 36 i
pravata 9x+ 2y − 24 = 0.

Odgovor. P = 12.

Zadaqa 8.56. Da se opredelat fokusot i ravenkata na direk-
trisata na parabolata x2 = −12y.

Odgovor. F (0,−3), y = 3.

Zadaqa 8.57. Kolku zaedniqki toqki imaat dadenata prava
i parabola:
a) x− y + 2 = 0, y2 = 8x;
b) 8x+ 3y − 15 = 0, x2 = −3y;
v) 5x− y − 15 = 0, y2 = −5x?

Odgovor. a) Edna zaedniqka toqka, b) Dve zaedniqki toqki,

v) Nemaat zaedniqki toqki.

Zadaqa 8.58. Da se opredeli kakva kriva e zadadena so da-
denite ravenki i da se skiciraat nivnite grafici:
a) 2x2 + 2y2 − 4x− 4y + 3 = 0;
b) x2 − 2x+ 4y2 − 3 = 0;
v) 9x2 − 18x = 4y2 + 8y + 31;
g) 5x2 + 3x− y − 1 = 0.
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Odgovor. a) kru�nica, (x− 1)2 + (y − 1)2 =
1

2
,

b) elipsa,
(x− 1)2

4
+ y2 = 1,

v) hiperbola,
(x− 1)2

4
− (y + 1)2

9
= 1,

g) parabola, y = 5

(

x+
3

10

)2

− 29

20
.



9 Planimetrija i stereometrija

9.1 Planimetrija

Planimetrija e delot od geometrijata koj gi prouquva
ograniqenite delovi od ramninata, nareqeni geometriski
sliki.

Sekoja geometriska slika ima perimetar i ploxtina,
xto se oznaquvaat so L i P , soodvetno. Perimetarot (koj
uxte se narekuva obikolka), pretstavuva zbir od dol�inite
na stranite na geometriskata slika. Ploxtinata e merka
za goleminata na delot od ramninata zatvoren so geometri-
skata slika. Za razliqni geometriski sliki, perimetarot
i ploxtinata se presmetuvaat na razliqni naqini.

Vo ova poglavje ḱe se zadr�ime na osnovnite elementi i
osobini na najqesto koristenite geometriski sliki.

1. Triagolnik

Neka triagolnikot ABC ima strani AB = c, BC = a i
CA = b, visini ha = AA’, hb = BB’ i hc = CC’ spuxteni kon
stranite a, b i c, soodvetno i agli α, β i γ pri temeto A, B i
C, soodvetno (slika 9.1). Zbirot na aglite na triagolnikot
e 180◦, t.e. va�i:

α+ β + γ = 180◦.
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Perimetar i ploxtina na triagolnik se presmetuvaat so
formulite:

L = a+ b+ c ,

P =
aha
2

=
b hb
2

=
c hc
2

,

soodvetno.

A B

ab

c
a b

g
C

hc

Slika 9.1.

Visinite vo daden triagolnik se seqat vo edna toqka xto
se vika ortocentar na triagolnikot i najqesto se oznaquva
so H.

Te�ixna linija vo triagolnik e otseqkata xto go povr-
zuva temeto na triagolnikot so sredinata na sprotivnata
strana. Site te�ixni linii na eden triagolnik se seqat
vo edna toqka nareqena te�ixte na toj triagolnik, koja
najqesto se oznaquva so T. Poznato e deka te�ixteto ja deli
sekoja od te�ixnite linii vo odnos 2 : 1.

Simetralite na stranite vo eden triagolnik se seqat
vo edna toqka koja e centar na opixanata kru�nica okolu
toj triagolnik. Simetralite na aglite vo triagolnikot se
seqat vo edna toqka koja e centar na vpixanata kru�nica
vo toj triagolnik.

Sredna linija (medijana) e otseqka xto povrzuva sredini
na dve strani vo triagolnikot. Taa e paralelna so tretata
strana i po dol�ina e polovina od nea.
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Na slikata 9.2 e pri-
ka�ana srednata linija
MN na triagolnikot
ABC. Za nea va�i:

MN ||AB i MN =
AB

2
. A B

C

M N

Slika 9.2.

Nekoi pova�ni teoremi, odnosno formuli, koi va�at za
proizvolen triagolnik se:

Heronova formula: P =
√

s(s− a)(s− b)(s − c), s =
a+ b+ c

2
.

Sinusna teorema:
a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
.

Kosinusna teorema: a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,
b2 = a2 + c2 − 2ac cos β,
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Ploxtinata na triagolnikot mo�e da se presmeta i so
formulite:

P =
ab sin γ

2
=

bc sinα

2
=

ca sin β

2
.

Radiusot na vpixanata kru�nica vo triagolnik se pres-
metuva so formulata

r =
P

s
.

Radiusot na opixanata kru�nica okolu triagolnik se
presmetuva so formulata

R =
abc

4P
.
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Pravoagolen triagolnik

Triagolnikot koj ima eden
prav agol se vika pravoagolen
triagolnik. Stranite a i b koi
zafaḱaat prav agol se vikaat
kateti, a stranata c koja le�i
nasproti praviot agol e hipote-
nuza (slika 9.3).

a

b

c

a

b

.

Slika 9.3.

Za pravoagolniot triagolnik va�i Pitagorovata teorema:

c2 = a2 + b2.

Da zabele�ime deka vo pravoagolniot triagolnik, dvete
kateti imaat uloga na osnova i visina vo triagonikot, pa
zatoa osnovnata formula za ploxtina na pravoagolniot tri-

agolnik go dobiva oblikot P =
a b

2
.

Ramnokrak triagolnik
Aglite pri osnovata kaj ramnokrakiot triagolnik se ed-

nakvi, a negovite perimetar i ploxtina se presmetuvaat so
formulite:

L = a+ 2b, P =
1

2
a

√

b2 −
(a

2

)2
,

soodvetno.

Ramnostran triagolnik
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Triagolnikot koj ima dve ed-
nakvi strani se vika ramnokrak
triagolnik. Ednakvite strani
AC = BC = b se narekuvaat kraci,
a tretata strana AB = a e osnova
na triagolnikot. Od pravoagol-
niot triagolnik ACC’, za visi-
nata na ramnokrakiot triagolnik
dobivame:

h =

√

b2 −
(a

2

)2
.

A B

C

b
h

b

a
C'

.

Slika 9.4.

Triagolnikot kaj koj site strani se ednakvi se vika ram-
nostran triagolnik. Kaj ramnostraniot triagolnik site
vnatrexni agli i site visini se ednakvi meǵu sebe. Visi-
nite se istovremeno i te�ixni linii, simetrali na aglite
i simetrali na stranite vo ovoj triagolnik, a ortocentarot,
te�ixteto, centarot na vpixanata i centarot na opixanata
kru�nica se sovpaǵaat. Ako stranata na triagolnikot e a,
a visinata h, togax va�i:

L = 3a, h =
a
√
3

2
, P =

a2
√
3

4
.
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Radiusot na vpixanata kru�-
nica vo ramnostran triagolnik se
presmetuva so formulata

r =
a
√
3

6
,

a radiusot na negovata opixana
kru�nica so

R =
a
√
3

3
.

A B

C

h

a
C'

.

aa

Slika 9.5.

2. Pravilen mnoguagolnik

Mnoguagolnikot kaj kojxto site strani i site agli se ed-
nakvi, se vika pravilen mnoguagolnik (slika 9.6). Triagol-
nikot OAB se narekuva karakteristiqen triagolnik. Ako
stranata na mnoguagolnikot e an, a visinata na karakteris-
tiqniot triagolnik spuxtena od temeto O kon stranata AB
e rn, togax va�i:

Ln = nan, Pn =
1

2
nanrn.

Vo sekoj pravilen mnoguagolnik mo�e da se vpixe i opixe
kru�nica. Na slikata 9.6, so rn e oznaqen radiusot na vpi-
xanata kru�nica, a so R radiusot na opixanata kru�nica.

3. Paralelogram

Qetiriagolnik xto ima dva para paralelni strani se
vika paralelogram. Sprotivnite agli kaj paralelogramot
se ednakvi meǵu sebe, a sosednite agli se suplementni (t.e.
nivniot zbir e 180◦). Dijagonalite kaj paralelogramot se
prepolovuvaat.



9. Planimetrija i stereometrija 247

Rr
n

a
n

O

A

B

p
n

Slika 9.6.

Perimetarot i ploxtinata na paralelogramot se pres-
metuvaat so formulite:

L = 2(a+ b), P = ah,

soodvetno.

a

h b

.

A B

CD

Slika 9.7.

Dijagonalite na rombot se zaemno normalni, pa od pravo-
agolniot triagolnik ABS (vidi slika 9.8) va�i:

a2 =

(
d1
2

)2

+

(
d2
2

)2

.

Paralelogramot koj sodr�i prav agol se vika pravoagol-
nik. Dijagonalite vo pravoagolnikot se ednakvi meǵu sebe
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Paralelogramot xto sodr�i
par sosedni ednakvi strani se
vika romb. Za perimetarot i plo-
xtinata na rombot va�i:

L = 4a , P =
d1 d2
2

,

soodvetno, kade xto d1 i d2 se di-
jagonalite na rombot.

S

Slika 9.8.

i se prepolovuvaat so nivnata preseqna toqka. Okolu sekoj
pravoagolnik mo�e da se opixe kru�nica qij centar e vo
presekot na negovite dijagonali. Ploxtina na pravoagolnik
se presmetuva so formulata P = a b.

Kvadrat e paralelogram xto sodr�i prav agol i par so-
sedni ednakvi strani (t.e. qetiriagolnik na koj site strani
mu se ednakvi i site agli mu se pravi). Dijagonalite na
kvadratot se ednakvi i zaemno normalni meǵu sebe. Pre-
sekot na dijagonalite na kvadratot e centar na negovata
vpixana i opixana kru�nica. Za perimetarot i ploxti-
nata na kvadratot va�i L = 4a i P = a2.

Paralelogramot xto ne sodr�i par sosedni ednakvi stra-
ni i ne sodr�i prav agol se vika romboid.

4. Trapez

Qetiriagolnik so eden par paralelni strani se vika tra-
pez. Paralelnite strani se narekuvaat osnovi na trapezot
i se oznaquvaat so a i b, a drugite dve strani se kraci i
se oznaquvaat so c i d. Srednata linija vo trapezot m e
otseqka koja gi povrzuva sredinite na kracite (slika 9.9).

Za perimetarot i ploxtinata na trapezot va�at slednive
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a

h

b

.

A B

CD

c
d

m

Slika 9.9.

formuli:

L = a+ b+ c+ d, m =
a+ b

2
, P =

a+ b

2
h = mh,

kade xto h e visinata na trapezot.
Trapezot so ednakvi kraci se narekuva ramnokrak trapez.

Qetiriagolnikot koj nema paralelni strani e nareqen
trapezoid.

5. Krug

Kako xto bexe navedeno vo glava 8, kru�nica pretstavu-
va mno�estvoto toqki vo ramninata xto se na ednakvo ras-
tojanie od dadena toqka C.

Toqkata C e centar na kru�ni-
cata, a konstantnoto rastojanie
e radius na kru�nicata i se oz-
naquva so r. Mno�estvo od site
toqki vo ramninata qie rasto-
janie do dadena toqka O ne e
pogolemo od r se vika krug.

a
C

lr

Slika 9.10.
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Perimetarot na kru�nicata i ploxtinata na krugot se
presmetuvaat so formulite:

L = 2rπ, P = r2π,

soodvetno, kade xto r e radiusot na kru�nicata, odnosno
krugot. Dol�inata l na kru�niot lak xto odgovara na cen-
tralniot agol α se presmetuva so formulata

l =
rπα

180
.

Zadaqa 9.1. Neka ABC e ramnostran triagolnik so strana
a i O e proizvolna toqka vo triagolnikot. Da se poka�e
deka zbirot od rastojanijata na toqkata O do stranite na
triagolnikot e ednakov na negovata visina.

Rexenie. Treba da poka�eme deka OA1+OB1+OC1 = h (vidi
ja slikata 9.11). Ploxtinata na triagolnikot ABC mo�e
da se pretstavi kako zbir od ploxtinite na triagolnicite
ABO, BCO i CAO.

Za ploxtinata na ovie triagol-
nici dobivame:

P4ABO =
aOC1

2
,

P4BCO =
aOA1

2
,

P4CAO =
aOB1

2
.

A B

C

O

.

.

.

A
B

C

1

1

1

Slika 9.11.

Ottuka,

P4ABC = P4ABO + P4BCO + P4CAO =
a

2

(
OC1 +OA1 +OB1

)
=

ah

2
,
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pa
OA1 +OB1 +OC1 = h.

Zadaqa 9.2. Na stranata BC od triagolnikot ABC e dadena
toqka M . Od nea se spuxteni normali na stranite AB i AC.
Preseqnite toqki na ovie normali so stranite AB i AC se P
i Q, soodvetno. Ako MP = aMQ i aAB +AC = b, da se izrazi
odnosot meǵu ploxtinata na triagolnikot ABC i dol�inata
na otseqkata MP preku a i b.

Rexenie. Ploxtinata na triagolnikot ABC mo�e da se
pretstavi kako zbir od ploxtinite na triagolnicite ABM
i AMC:

P4ABC = P4ABM + P4AMC =
AB ·MP

2
+

AC ·MQ

2
=

=
AB ·MP +AC · 1

a
MP

2
=

=

1

a
MP (aAB +AC)

2
=

=

1

a
MP · b
2

=
bMP

2a
.

A B

C

.

.

M

Q

P
Slika 9.12.

Ottuka,
P4ABC

MP
=

bMP

2aMP
=

b

2a
.

Zadaqa 9.3. Da se presmeta ploxtinata i ednata strana na
paralelogramot qii dijagonali se 26 i 10, a drugata negova
strana e 12.



252 Voved vo matematika za in�eneri

Rexenie. Da ja oznaqime so O preseqnata toqka na dija-
gonalite na paralelogramot. Dijagonalite kaj paralelogra-
mot se prepolovuvaat, pa spored toa:

AO = OC = 13, BO = OD = 5.

Triagolnikot ABO e pravoagolen so kateti AB i BO i

b
Od

d2

1

..
A B

D C

a

Slika 9.13.

hipotenuza AO, bidejḱi negovite strani AB = 12, AO = 13
i BO = 5 formiraat Pitagorova trojka (slika 9.13). Togax,

P = AB ·BD = 12 · 10 = 120,

a

b =

√

AB
2
+BD

2
=
√

122 + 102 = 2
√
61.

Zadaqa 9.4. Stranite na eden paralelogram se 13 i 19, a
pogolemata dijagonala e 24. Da se presmeta pomalata di-
jagonala.

Rexenie. Neka AB = a = 13, BC = b = 19 i AC = d1 = 24
(vidi slika 9.14). Primenuvajḱi ja kosinusnata teorema na
triagolnikot ABO (slika 9.14), dobivame:

BO
2
= AB

2
+AO

2 − 2AB ·AO cosα,
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odnosno
(
BD

2

)2

= AB
2
+

(
AC

2

)2

− 2AB · AC
2

cosα. (9.1)

a

b

A B

CD

O
d d21

a

Slika 9.14.

Ako pak ja primenime kosinusnata teorema na triagol-
nikot ABC, imame:

BC
2
= AB

2
+AC

2 − 2AB · AC cosα,

od kade xto dobivame deka cosα =
8

13
.

Togax od (9.1) sleduva

(
BD

2

)2

= 132 + 122 − 13 · 12 · 8

13
= 121,

a ottuka dobivame deka pomalata dijagonala e BD = 11.

Zadaqa 9.5. Vo krug so radius 25 dol�inite na dve tetivi
se 40 i 14. Da se presmeta ploxtinata na vpixaniot trapez
qiixto osnovi se dadenite tetivi.

Rexenie. Neka AB = a = 40 i DC = b = 14. Ploxtinata na
trapezot e

P =
AB +DC

2
·EF =

a+ b

2
· EF.
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.

A

B

C

D
F

E

O
r

.

.

A

B

C

D
F

E

Or

Slika 9.15.

Zadaqata ima dve rexenija (slika 9.15): EF = OF ±OE.
Od pravoagolnite triagolnici AEO i DFO, soodvetno,

dobivame:

OE =

√

r2 −
(a

2

)2
=
√

252 − 202 = 15,

OF =

√

r2 −
(
b

2

)2

=
√

252 − 72 = 24.

Spored toa, EF = 39, a P = 1053, odnosno EF = 9, a P = 243.

Zadaqa 9.6. Neka osnovite na eden trapez se a i b. Da se
opredeli dol�inata na otseqkata xto gi srzuva sredinite
na dijagonalite na trapezot.

Rexenie. Neka so E i F gi oznaqime sredinite na dijago-
nalite na trapezot, a so M i N sredinite na negovite kraci
(slika 9.16). Otseqkata MN pretstavuva sredna linija na
trapezot, t.e.

MN = ME + EF + FN =
a+ b

2
. (9.2)
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Otseqkata ME e sredna
linija na triagolnikot
DCA , a FN e sredna linija
na triagolnikot DCB , pa
imame:

ME = FN =
b

2
.

a

b

A B

CD

NM
E F

Slika 9.16.

Od (9.2) dobivame,

EF = MN −ME − FN =
a+ b

2
− b

2
− b

2
=

a− b

2
.

Zadaqa 9.7. Vo ramnostran triagolnik ABC e vpixana kru�-
nica i e povleqena tangenta na kru�nicata paralelna so
stranata AB koja gi seqe drugite dve strani od triagol-
nikot vo toqkite M i N . Da se opredelat perimetarot i
ploxtinata na dobieniot trapez ABNM .

Rexenie. Radiusot na vpixanata kru�nica vo ramnostran

triagolnik e r =
a
√
3

6
, a visinata na triagolnikot e h =

a
√
3

2
,

kade xto a e stranata na triagolnikot.

Oqigledno e deka (slika 9.17)

ST = 2r =
a
√
3

3
.

Ne e texko da se utvrdi deka tri-
agolnicite ABC i MNC se sliqni
(i ramnostrani), a ottuka sle-

duva deka
AB

MN
=

CT

CS
.

.

A B

C

N

T

M S

r

h

Slika 9.17.
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Togax,

MN =
AB · CS

CT
=

a(h− 2r)

h
=

a

3
,

i uxte MC = NC =
a

3
, a BN = MA = a− a

3
=

2a

3
.

Spored toa,

L = AB +BN +NM +MA =
8a

3
,

P =
a+ b

2
ST =

2a2
√
3

9
.

Zadaqa 9.8. Osnovite na eden trapez se a = 30 i b = 13, a
negovite kraci se c = 13, d = 20. Da se presmeta ploxtinata
na trapezot.

Rexenie. Neka otseqkata DE e paralelna so stranata BC,
od kade sleduva deka qetiriagolnikot EBCD e paralelogram
(vidi slika 9.18). Ploxtinata na trapez se presmetuva so

formulata P =
a+ b

2
h.

Visinata na trapezot e istovremeno visina i na triagol-
nikot AED qiixto strani se AE = a − b, DE = c i AD = d.
Ploxtinata na triagolnikot AED ḱe ja opredelime koris-
tejḱi ja Heronovata formula:

P4AED =
√

s
(
s−AE

) (
s−DE

) (
s−AD

)
= 20

√
30,

kade xto

s =
AE +DE +AD

2
=

a− b+ c+ d

2
= 25.

Taka, za ploxtinata na trapezot dobivame:

P =
860

√
30

17
.
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Od druga strana

P4AED =
AE · h

2
=

(a− b)h

2
,

od kade xto

h =
2P4AED

a− b
=

40
√
30

17
.

a

h

b

.

A B

CD

cd

a E

Slika 9.18.

Zadaqa 9.9. Vo krug so radius R = 10 se vpixani pravilen
triagolnik, pravilen qetiriagolnik i pravilen xestagol-
nik. Da se presmetaat perimetarot na kru�nicata i ploxti-
nata na krugot, kako i perimetrite i ploxtinite na vpixa-
nite mnoguagolnici.

Rexenie. Pravilen triagolnik e ramnostraniot triagol-
nik, a pravilen qetiriagolnik e kvadratot. Neka so Lk go
oznaqime perimetarot na kru�nicata, a so Pk ploxtinata na
krugot, so L3, L4 i L6 perimetrite, a so P3, P4 i P6 ploxti-
nite na vpixaniot triagolnik, qetiriagolnik i xestagol-
nik, soodvetno. Togax imame:

Lk = 2Rπ = 20π, Pk = R2π = 100π.

Karakteristiqniot triagolnik za kvadratot e ramnokrak
pravoagolen triagolnik (vidi slika 9.20), pa od Pitagorova-
ta teorema se dobiva a2 = R2 + R2. Ottuka a = R

√
2 = 10

√
2,

pa
L4 = 4a = 4 · 10

√
2 = 40

√
2,

P4 = a2 = 200.

Za vpixaniot pravilen xestagolnik, karakteristiqniot
triagolnik e ramnostran triagolnik (vidi slika 9.21), od
kade se dobiva a = R = 10. Spored toa,

L6 = 6a = 60,
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Za radiusot na opixanata
kru�nica okolu ramnostran tri-

agolnik va�i R =
a
√
3

3
, od kade

a =
√
3R = 10

√
3. Za perimeta-

rot i ploxtinata na vpixaniot
triagolnik se dobiva:

L3 = 3a = 3 · 10
√
3 = 30

√
3,

P3 =
a2
√
3

4
=

300
√
3

4
= 75

√
3.

R

a

.
a

a

Slika 9.19.

R

a

.

a

a a

R
.

Slika 9.20.

R

a

.

a

a
R60

o

Slika 9.21.

P6 = 6
a2
√
3

4
= 6

100
√
3

4
= 150

√
3 .

9.2 Stereometrija

Stereometrija e del od geometrijata koj gi prouquva ogra-
niqenite delovi od prostorot, nareqeni geometriski tela.
Vo ova poglavje ḱe gi navedeme osnovnite svojstva na naj-
qesto koristenite geometriski tela.
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1. Prizma

Prizma e poliedar sostaven od dva meǵu sebe skladni
mnoguagolnici nareqeni osnovi (bazi), koi le�at vo dve pa-
ralelni ramnini, a drugite sidovi se paralelogrami koi
imaat po edna zaedniqka strana so sekoja od osnovite i se
narekuvaat boqni sidovi na prizmata (vidi slika 9.22).

H

.

Slika 9.22.

Ploxtinata na osnovite ḱe ja obele�uvame so B. Boqnite
sidovi ja obrazuvaat boqnata povrxina na prizmata qija
ploxtina ḱe ja oznaquvame so M . Rastojanieto meǵu para-
lelnite ramnini na osnovite se narekuva visina na prizmata
i ja oznaquvame so H. Ploxtinata P i volumenot V na priz-
mata se presmetuvaat so formulite:

P = 2B +M, odnosno V = BH.

Vo zavisnost od mnoguagolnikot koj e osnova na prizmata,
taa mo�e da bide tristrana (triagolna), qetiristrana (qe-
tiriagolna) itn.

Prizmata kaj koja boqnite rabovi se normalni na ramni-
nite na osnovata se vika prava prizma. Vo sprotivno, priz-
mata e kosa. Kaj pravata prizma boqniot rab e ednakov so
visinata na prizmata.

Pravata prizma qijaxto osnova e pravilen mnoguagolnik
se narekuva pravilna prizma.
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Pravata kojaxto minuva niz centrite na vpixanata i
opixanata kru�nica na osnovite kaj pravilna prizma se
vika oska na prizmata.

Otseqkata koja svrzuva dve temiǌa na prizmata koi ne
le�at na ist sid se vika prostorna dijagonala na prizmata.

Presekot na prizmata so ramnina paralelna so ramni-
nite na osnovite e mnoguagolnik skladen so osnovite na
prizmata i se narekuva paralelen presek. Presekot na priz-
mata so ramnina koja e normalna na ramninite na osnovite e
mnoguagolnik koj se narekuva normalen presek na prizmata.
Presekot na prizmata so ramnina koja sodr�i dva boqni
raba xto ne le�at na ist boqen sid na prizmata e mnoguagol-
nik koj se narekuva dijagonalen presek na prizmata.

Kvadarot (paralelopiped) e prava prizma so osnova pravo-
agolnik (slika 9.23). Ako negovite rabovi se a, b i c, togax
negovata ploxtina i volumen se presmetuvaat so formulite:

P = 2(ab+ ac+ bc), V = a b c,

soodvetno.

Kockata e pravilna qetiriagolna prizma kaj koja site
rabovi imaat ednakva dol�ina (slika 9.24). Ako nejziniot
rab e a, togax nejzinata ploxtina i volumen se presmetu-
vaat so formulite:

P = 6a2, odnosno V = a3.

2. Piramida i preseqena piramida

Piramida e poliedar sostaven od eden mnoguagolnik nare-
qen osnova (baza) i triagolnici so zaedniqko teme i po edna
zaedniqka strana so osnovata nareqeni boqni sidovi na pi-
ramidata (slika 9.25). Zaedniqkoto teme na boqnite sidovi
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c

a
b

Slika 9.23.

a

a

a

Slika 9.24.

se vika vrv na piramidata. Rastojanieto od vrvot na pi-
ramidata do ramninata na osnovata e visina na piramidata,
a visinata na koj bilo boqen sid e boqna visina (apotema)
na piramidata.

Ploxtinata na osnovata na piramidata ja bele�ime so B.
Boqnite sidovi ja obrazuvaat boqnata povrxina na pirami-
data koja ja bele�ime so M . Za presmetuvaǌe na ploxtinata
i volumenot na piramida imame:

P = B +M, V =
BH

3
,

soodvetno.
Vo zavisnost od mnoguagolnikot koj e osnova na pirami-

data taa mo�e da bide: tristrana (triagolna), qetiris-
trana (qetiriagolna) itn.

Ako osnovata e pravilen mnoguagolnik, togax pirami-
data e pravilna. Tetraedar e tristrana pravilna piramida
vo koja site rabovi imaat ednakva dol�ina.

Presekot na piramidata so ramnina xto gi seqe site
boqni rabovi, a ne minuva niz nejziniot vrv se vika boqen
presek. Specijalno, ako ramninata e paralelna so ramni-
nata na osnovata na piramidata, presekot e mnoguagolnik
sliqen na osnovata na piramidata i se vika paralelen pre-
sek.
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H

C

Slika 9.25.

H

Slika 9.26.

Delot od piramida ograniqen so nejzinata osnova i eden
nejzin paralelen presek se vika preseqena piramida (slika
9.26) Ako so B i B1 gi oznaqime ploxtinite na osnovite na
preseqenata piramida, so M ploxtinata na boqnata povr-
xina, a so H nejzinata visina, togax za ploxtinata i vol-
umenot na preseqenata piramida ḱe va�at formulite:

P = B +B1 +M, V =
(B +

√
BB1 +B1)H

3
,

soodvetno.



9. Planimetrija i stereometrija 263

3. Cilindar

Teloto xto se dobiva so rotacija na pravoagolnik okolu
oskata koja minuva niz edna negova strana se narekuva prav
cilindar (ponatamu ḱe go koristime samo terminot cilin-
dar).

H

O R

Slika 9.27.

Cilindarot e sostaven od dva skladni kruga, nareqeni
osnovi ili bazi, koi le�at vo dve paralelni ramnini i rota-
ciona povrxina koja ja obrazuva boqnata povrxina na cilin-
darot. Ploxtinata na osnovite ja oznaquvame so B. Ra-
diusot R na osnovite se narekuva radius na cilindarot, a
rastojanieto H meǵu paralelnite ramnini vo koi le�at os-
novite e visina na cilindarot (slika 9.27). Stranata na
pravoagolnikot koja rotira se vika izvodnica ili genera-
trisa na cilindarot i nejzinata dol�ina ja oznaquvame so
s. Site generatrisi na praviot cilindar se ednakvi i pa-
ralelni meǵu sebe i ednakvi na negovata visina. Istovre-
meno, tie se normalni na ramninite na osnovite. Boqnata
povrxina pretstavuva pravoagolnik so strani 2Rπ i H i ne-
jzinata ploxtina ja oznaquvame so M .

Pravata koja minuva niz centrite na osnovite na cilin-
darot se vika oska na cilindarot. Presekot na cilindarot
so ramnina koja e paralelna so ramninite na negovite os-
novi se vika paralelen presek. Paralelniot presek e krug
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skladen so osnovite na cilindarot. Presekot xto se do-
biva koga cilindarot ḱe se preseqe so ramnina koja ne e
paralelna so ramninite na osnovite, a gi seqe site negovi
generatrisi se vika kos presek. Presekot xto ja sodr�i os-
kata na cilindarot se vika oskin presek. Oskiniot presek e
pravoagolnik qii strani se dijametrite na osnovite i dve
generatrisi na cilindarot. Presekot xto se dobiva koga
cilindarot ḱe go preseqeme so ramnina paralelna so nego-
vata oska se vika nadol�en presek.

Cilindarot kaj koj oskiniot presek e kvadrat, t.e. visi-
nata e ednakva na dijametarot na osnovata, se vika ramnos-
tran cilindar.

Ploxtinata i volumenot na cilindar mo�e da se pres-
metaat so formulite:

P = 2B +M = 2R2π + 2RπH, V = BH = R2πH,

soodvetno.

4. Konus i preseqen konus

Teloto xto se dobiva so rotacija na pravoagolen tri-
agolnik okolu oskata koja minuva niz edna od katetite na
triagolnikot, se narekuva prav kru�en konus (ponatamu ḱe
go koristime terminot konus).

Konusot e sostaven od krug nareqen osnova ili baza i
rotaciona povrxina nareqena obvivka ili boqna povrxina
na konusot. Ploxtinata na osnovata ja oznaquvame so B,
a ploxtinata na boqnata povrxina so M . Radiusot R na
osnovata se vika radius na konusot. Toqkata C se vika vrv
na konusot, a hipotenuzata AC e negova generatrisa (slika
9.28). Site generatrisi na praviot konus se ednakvi meǵu
sebe. Pravata xto minuva niz centarot na osnovata i vrvot
na konusot se vika oska, a rastojanieto od vrvot do ramni-
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nata na osnovata se vika visina na konusot. Generatrisata
na konusot najqesto se oznaquva so s, a visinata so H.

Presekot xto se dobiva koga konusot ḱe go preseqeme so
ramnina paralelna so ramninata na osnovata na konusot se
vika paralelen presek. Paralelniot presek na praviot konus
e krug. Presek na konusot so ramnina xto ja sodr�i negov-
ata oska se vika oskin presek. Oskiniot presek na konusot e
ramnokrak triagolnik qiixto kraci se dve generatrisi na
konusot, a osnovata na triagolnikot e dijametarot na osno-
vata na konusot.

Konusot qijxto oskin presek e ramnostran triagolnik,
t.e. generatrisata e ednakva so dijametarot na negovata os-
nova, se vika ramnostran konus.

H

O

C

A R

Slika 9.28.

H

O R

Slika 9.29.

Za presmetuvaǌe ploxtina i volumen na konus se koris-
tat formulite:

P = B +M = 2R2π +Rπs; V =
BH

3
=

R2πH

3
,

soodvetno.

Delot od konusot ograniqen so negovata osnova i eden
negov paralelen presek se vika preseqen konus (slika 9.29).

Ako so B i B1 gi oznaqime ploxtinite na osnovite na
preseqeniot konus, qii radiusi se R i R1 soodvetno, so M
ploxtinata na boqnata povrxina, a so H negovata visina,



266 Voved vo matematika za in�eneri

togax za ploxtinata i volumenot na preseqeniot konus ḱe
va�at formulite:

P = B+B1+M = R2π+R2
1π+(R+R1)πs, V =

(R2 +RR1 +R2
1)πH

3
,

soodvetno.

5. Topka i sfera

Mno�estvoto od site toqki vo prostorot qiexto rasto-
janie do dadena toqka O e ednakvo na R se narekuva sfera.
Toqkata O se narekuva centar, a rastojanieto R e radius na
sferata. Ako sferata se preseqe so ramnina, dobieniot pre-
sek e kru�nica. Najgolem radius ednakov na R, ima kru�ni-
cata koja se dobiva kako presek na sferata so ramnina koja
minuva niz centarot na sferata. Ovaa kru�nica e poznata
kako golema kru�nica.

R

Slika 9.30.

Mno�estvoto od site toqki vo prostorot qie rastojanie
do dadena toqka O ne e pogolemo od R se narekuva topka.

Ploxtinata na sferata i volumenot na topkata mo�e da
se presmetaat so formulite:

P = 4R2π, V =
4R3π

3
.
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Zadaqa 9.10. Dijagonalata na pravilna qetiriagolna priz-
ma e 3,5, a dijagonalata na boqniot zid e 2,5. Da se pres-
metaat volumenot i ploxtinata na prizmata.

Rexenie. Neka D e prostornata dijagonala na prizmata, a
d dijagonalata na boqniot sid (slika 9.31). Volumenot na
prizmata e

V = BH = a2H,

kade xto a e rabot na osnovata, a H e nejzinata visina. Ko-
ristejḱi ja Pitagorovata teorema, za visinata na prizmata
dobivame:

H2 = D2 − d2a, H2 = d2 − a2,

pri xto so da ja oznaqivme dijagonalata na osnovata na priz-
mata za koja va�i d2a = 2a2. Izednaquvajḱi gi desnite strani
na gornite dve ravenstva dobivame D2−2a2 = d2−a2, a ottuka

a =
√

D2 − d2 =
√

3, 52 − 2, 52 =
√
6.

Za visinata na prizmata imame:

H =
√

d2 − a2 = 0, 5,

pa volumenot e

V = a2H = 3.

Ploxtinata na prizmata e

P = 2B +M,

kade xto M = 4aH = 2
√
6. Spored

toa, P = 2(6 +
√
6).

dD

H

a

a
da

..

Slika 9.31.

Zabelexka: Ravenstvoto a =
√
D2 − d2 mo�e da se dobie di-

rektno, ako se ima predvid deka triagolnikot so strani a, d
i D e pravoagolen, pri xto D e negovata hipotenuza.
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Zadaqa 9.11. Visinata na prava triagolna prizma e 5, a
nejziniot volumen e 480. Da se opredelat osnovnite rabovi
na prizmata, ako ploxtinite na nejzinite boqni sidovi se
odnesuvaat kako 4:13:15.

Rexenie. Volumenot na prizmata e V = BH, pa ploxtinata

na osnovata ḱe bide B =
V

H
= 96.

Ako so a, b i c gi oznaqime rabovite
na osnovata na prizmata, togax plox-
tinite na boqnite sidovi ḱe bidat
M1 = aH, M2 = bH i M3 = cH.
Od uslovot na zadaqata imame:

M1 : M2 : M3 = 4 : 13 : 15,

od kade sleduva deka postoi k ∈ N, taka
xto a = 4k, b = 13k, c = 15k.

H

a

bc

Slika 9.32.

Ottuka, s =
a+ b+ c

2
= 16k, pa koristejḱi ja Heronovata

formula, za ploxtinata na osnovata na prizmata dobivame:

B =
√

s(s− a)(s− b)(s − c) =
√
16k · 12k · 3k · k = 24k2.

Znaqi, 24k2 = 96, od kade xto dobivame deka k = 2. Spored
toa, a = 8, b = 26 i c = 30.

Zadaqa 9.12. Da se presmeta volumenot na pravilna qetiri-
agolna piramida qijaxto visina e 7, a boqniot rab e za 1
pogolem od rabot na osnovata.

Rexenie. Ako so s go oznaqime boqniot rab, a so a osnovata
na prizmata, od uslovot na zadaqata imame deka s = a+1. Od

druga strana, spored Pitagorovata teorema, s2 = H2 +

(
d

2

)2

,

kade xto d e dijagonalata na osnovata i d2 = 2a2.
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Spored toa (a + 1)2 = H2 +
a2

2
, od

kade xto se dobivaat dve vrednosti
za a, a1 = −12 i a2 = 8. Negativnata
vrednost za a ja otfrlame, pa za-
kluquvame deka a = 8, a baraniot
volumen e

V =
BH

3
=

448

3
.

s

H

a

a
.

Slika 9.33.

Zadaqa 9.13. Volumenot na pravilna xestagolna piramida
e V = 486

√
3. Da se opredeli visinata i boqniot rab na

piramidata, ako ploxtinata na presekot so ramnina koja
minuva niz dva sprotivni boqni raba e Q = 108.

Rexenie. Osnovata na piramidata e pravilen xestagolnik

qijaxto ploxtina e B = 6
a2
√
3

4
. Volumenot na piramidata e

V =
BH

3
= 486

√
3, pa ottuka a2H = 972.

Od druga strana, presekot xto
se dobiva koga piramidata ḱe se
preseqe so ramnina koja minuva niz
dva sprotivni boqni raba, e ram-
nokrak triagolnik so osnova ed-
nakva na 2a i visina ednakva na
visinata na piramidata. Spored
toa, za ploxtinata na ovoj presek

va�i Q =
2aH

2
= aH = 108.

s

H

a

. a

Slika 9.34.

Taka dobivme sistem od dve ravenki so dve nepoznati:
{

a2H = 972
aH = 108

,
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qiexto rexenie e a = 9, H = 12. Za boqniot rab na pirami-
data imame

s =
√

H2 + a2 = 15.

Zadaqa 9.14. Ploxtinata na obvivkata na pravilna tris-
trana piramida i ploxtinata na nejzinata osnova se odne-
suvaat kako 2 :

√
3. Da se opredeli agolot xto go zafaḱa

boqnata strana na piramidata so osnovata.

Rexenie. Osnovata na pravilna tristrana piramida e ram-
nostran triagolnik. Podno�jeto na visinata e toqka O, koja
pretstavuva te�ixte, ortocentar i centar na vpixanata i
opixanata kru�nica okolu ramnostraniot triagolnik.

Dadeno e deka M : B = 2 :
√
3, pri xto

B =
a2
√
3

4
, a M = 3

ah

2
.

Ottuka dobivame deka a = 3h. Neka so ha ja oznaqime visi-
nata (te�ixnata linija) na osnovata.

Togax ha =
a
√
3

2
=

3h
√
3

2
, a za agolot

xto se bara imame

cosα =

ha
3
h

=

√
3

2
.

Baraniot agol e α =
π

6
.

s

H

a

h

a
O
.

Slika 9.35.

Zadaqa 9.15. Radiusot i visinata na prav konus se 6 i 18,
soodvetno. Da se presmeta rastojanieto od osnovata do pa-
ralelniot presek qijaxto ploxtina e 16π.
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Rexenie. Paralelniot presek na konusot e krug qijaxto
ploxtina e B1 = r2π = 16π. Spored toa, radiusot na ovoj
krug e r1 = 4.

Lesno se proveruva deka triagol-
nicite ACO i BCO1 se sliqni (niv-
nite soodvetni agli se ednakvi:
∠ACO e zaedniqki agol,
∠AOC = ∠BO1C = 90◦ i
∠OAC = ∠O1BC, kako agli so pa-
ralelni kraci). Od sliqnosta
sleduva proporcionalnost na stra-

nite:
OA

O1B
=

CO

CO1

.

O

O1

r

r
1

A

B

C

Slika 9.36.

Ottuka CO1 =
r1H

r
=

4 · 18
6

= 12, pa baranoto rastojanie e

OO1 = H − CO1 = 6.

Zadaqa 9.16. Ploxtinata na osnovata i ploxtinata na os-
kiniot presek na prav cilindar se odnesuvaat kako π : 4. Da
se presmeta agolot meǵu dijagonalite na presekot.

Rexenie. Dadeno e deka
B

Q
=

π

4
,

kade xto B e ploxtinata na osno-
vate, a Q e ploxtinata na oski-
niot presek. Od toa xto B = r2π, a
Q = 2rH dobivame, deka H = 2r, pa
mo�eme da zakluqime deka oskin-
iot presek e kvadrat.

a H

r
O

Slika 9.37.

Znaejḱi deka dijagonalite kaj kvadratot se seqat pod prav
agol, dobivame deka baraniot agol e 90◦.
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Zadaqa 9.17. Pravoagolen triagolnik so kateta 5 i ostar
agol od 60◦, xto taa kateta go zafaḱa so hipotenuzata, rotira
okolu dadenata kateta. Da se presmetaat ploxtinata i vo-
lumenot na dobienoto telo.

Rexenie. Neka ja oznaqime dadenata kateta so b, a dadeniot
agol so α (slika 9.38). Ploxtinata na teloto e P = B +M ,
kade xto B = r2π = a2π, M = π r s = π a c, a e drugata kateta, a
c e hipotenuzata na triagolnikot koj rotira. Togax,

c =
b

cosα
= 10,

a =
√

c2 − b2 = 5
√
3.

Ottuka B = 75π, a M = 50π
√
3,

pa za ploxtinata i volu-
menot na teloto dobivame:

a

b

a
c

.

Slika 9.38.

P = 25(3 + 2
√
3)π, V =

B b

3
= 125π.

Zadaqa 9.18. Pravoagolen trapez so pogolema osnova 20 i
kraci 10 i 8, rotira okolu dadenata osnova. Da se presmeta
ploxtinata i volumenot na dobienoto telo.

Rexenie. Dadenata osnova ja oz-
naquvame so a = 20, a kracite so
c = 10 i d = 8. Teloto xto se dobiva
e sostaveno od cilindar i konus
koi imaat ista osnova (slika 9.39).
Znaqi

V = VC + VK = BHC +
BHK

3
,

d c

a

b

Slika 9.39.

kade xto VC e volumenot na cilindarot, a VK e volumenot na
konusot.
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Pritoa B = r2π, r = d = 8, visinata na cilindarot e

HC = b = a−
√

c2 − d2 = 14,

a visinata na konusot e

HK =
√

c2 − d2 = 6.

Spored toa, V = 896π + 128π = 1024π.

Ploxtinata na teloto e zbir od ploxtinata na obvivkata
na konusot MC, ploxtinata na obvivkata na cilindarot MC

i ploxtinata na nivnata osnova B:

P = B +MC +MK = d2π + 2dπ b+ π d c = 368π.

Zadaqa 9.19. Vo pravilna ednakvorabna qetiristrana pi-
ramida e vpixana kocka ABCDA1B1C1D1, taka xto osnovata
na kockata ABCD le�i na osnovata na piramidata, a te-
miǌata A1, B1, C1,D1 le�at na boqnite rabovi na piramidata.
Da se najde odnosot na volumenite na piramidata i kockata.

Rexenie. Neka so a go oznaqime rabot na piramidata.

s
H

a

a

A B

C

H

A1 B1

Slika 9.40.

Nejziniot volumen ḱe bide

VP =
BH

3
=

a2H

3
.
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Za visinata na piramidata imame:

H =

√

h2 −
(a

2

)2
=

√
√
√
√

(

a
√
3

2

)2

− a2

4
=

a
√
2

2
,

kade xto h e visinata na boqniot sid na piramidata, pa
spored toa,

VP =
a3
√
2

6
.

Volumenot na kockata e VK = a31, kade xto a1 e rabot na
kockata. Nego ḱe go opredelime koristejḱi ja sliqnosta na
triagolnicite ABC i A1B1C (vidi slika 9.40 desno, kade xto
e pretstaven eden normalen presek xto ja sodr�i visinata
na piramidata):

a

2
a1
2

=
H

H − a1
.

Ottuka,

a1 =
aH

a+H
=

a2
√
2

2

a+
a
√
2

2

=
a
√
2

2 +
√
2
,

VK =
a3
√
2

10 + 7
√
2
.

Na toj naqin, za odnosot na volumenite dobivame:

VP

VK
=

10 + 7
√
2

6
.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 9.20. Vo krug so radius 2 e vpixan ramnostran tri-
agolnik. Da se opredeli:

a) dol�inata na stranata na triagolnikot;
b) ploxtinata na triagolnikot;
v) ploxtinata na delot od krugot xto e nadvor od triagol-
nikot.

Odgovor. a) 2
√
3, b) 3

√
3, v) 4π − 3

√
3.

Zadaqa 9.21. Dadeni se dol�inite na stranite na triagol-
nikot ABC : AB = 11, BC = 23, CA = 20. Da se presmeta
dol�inata na te�ixnata linija povleqena od temeto B kon
stranata CA.

Odgovor. 15.

Zadaqa 9.22. Da se presmeta perimetarot na pravoagolnik
qii strani se odnesuvaat kako 3 : 7, a negovata ploxtina e
756.

Odgovor. L = 120.

Zadaqa 9.23. Da se presmeta ploxtinata na ramnokrak tra-
pez so visina 20, krak 25 i pogolema osnova 50.

Odgovor. P = 700.

Zadaqa 9.24. Vo kru�nica so radius 8 e vpixan i opixan
pravilen xestoagolnik. Opredeli ja razlikata na ploxti-
nite na ovie dva mnoguagolnici.

Odgovor. 56.
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Zadaqa 9.25. Osnovata na prava prizma e romb so dijagonali
12 i 16. Kolkava treba da bide visinata na prizmata, za
nejzinata ploxtina i volumen da bidat brojno ednakvi?

Odgovor. H =
24

7
.

Zadaqa 9.26. Apotemata i osnovnite rabovi na pravilna qe-
tiriagolna preseqena piramida se odnesuvaat kako 5 : 8 : 2,

a nejziniot volumen e
7

4
. Da se presmeta ploxtinata na

preseqenata piramida.

Odgovor. P = 10, 5.

Zadaqa 9.27. Ploxtinata na eden cilindar e 180π. Da se
presmeta negoviot volumen, ako razlikata na visinata i ra-
diusot na cilindarot e 3.

Odgovor. V = 32466π.

Zadaqa 9.28. Radiusite na osnovite na preseqen konus se 5
i 3. Generatrisata na konusot so pogolemata osnova zafaḱa
agol od 60◦. Da se presmeta ploxtinata na preseqeniot
konus.

Odgovor. P = 66π.

Zadaqa 9.29. Da se presmeta ploxtinata i volumenot na
teloto, xto se dobiva so rotacija na pravilen xestagolnik
so strana 2 okolu negovata strana.

Odgovor. P = 24π
√
3, V = 36π.

Zadaqa 9.30. Vo konus so radius R i visina H e vpixana
kocka. Da se presmeta volumenot na kockata.
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Odgovor.
2H3R3

√
2

(H +R
√
2)2

.

Zadaqa 9.31. Od topka so dijametar 5 e izdlaben cilin-
driqen otvor po dol�inata na dijametarot na topkata. Da
se presmeta volumenot na delot od topkata xto ostanal, ako
dijametarot na cilindriqniot otvor e 3.

Odgovor. V = 34.



10 Aritmetiqka i geometriska

progresija

Za nizata realni broevi a1 , a2 , . . . , an, . . . velime deka e
aritmetiqka progresija (aritmetiqka niza), ako poqnuvajḱi
od vtoriot qlen, razlikata meǵu sekoj nejzin qlen i negoviot
prethodnik e konstanta d, t.e.

an+1 − an = d, ∀n ∈ N.

Konstantata d se narekuva razlika na aritmetiqkata pro-
gresija. n−tiot qlen na aritmetiqkata progresija an i su-
mata na prvite n qlenovi Sn se dobivaat spored formulite:

an = a1 + (n− 1)d,

Sn =
n

2
(2a1 + (n− 1)d) ili Sn =

n

2
(a1 + an).

Za nizata a1 , a2 , . . . , an, . . . velime deka e geometriska pro-
gresija (geometriska niza), ako poqnuvajḱi od vtoriot qlen,
koliqnikot meǵu sekoj nejzin qlen i negoviot prethodnik e
konstanta q, t.e.

an+1

an
= q, ∀n ∈ N.

Konstantata q se narekuva koliqnik na geometriskata pro-
gresija, a n−tiot qlen na geometriskata progresija an mo�e
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da se opredeli na sledniov naqin:

an = a1 · qn−1.

Sumata Sn na prvite n qlenovi na geometriskata progresija,
koga q 6= 1 e

Sn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an = a1 + a1q + a1q
2 + · · · + a1q

n−1,

t.e.
Sn = a1(1 + q + q2 + · · ·+ qn−1).

Ako poslednata ravenka ja pomno�ime so q − 1 6= 0 dobivame:

Sn(q − 1) = a1 · (1 + q + q2 + . . .+ qn−1)(q − 1),

odnosno
Sn(q − 1) = a1 · (qn − 1).

Ottuka,

Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
, q 6= 1.

Zadaqa 10.1. Da se opredeli zbirot na prvite n prirodni
broevi.

Rexenie. Go barame zbirot 1 + 2 + · · · + n. Prviot qlen e
a1 = 1, a razlikata e d = 1. Togax:

Sn =
n

2
(a1 + an) =

n

2
(1 + n) =

n(n+ 1)

2
.

Znaqi,

1 + 2 + · · · + n =
n(n+ 1)

2
.
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Zadaqa 10.2. Da se opredeli zbirot na prvite n parni pri-
rodni broevi.

Rexenie. Go barame zbirot 2 + 4 + · · · + 2n. Prviot qlen e
a1 = 2, a razlikata e d = 2. Togax:

Sn =
n

2
(2 · 2 + (n− 1) · 2) = n

2
(4 + 2n− 2) = n(n+ 1).

Znaqi,
2 + 4 + · · · + 2n = n(n+ 1).

Zabelexka: Baraniot zbir mo�e da se presmeta koristejḱi

ja zadaqata 10.1:

2 + 4 + · · · + 2n = 2(1 + 2 + · · · + n) = 2
n(n+ 1)

2
= n(n+ 1).

Zadaqa 10.3. Da se opredelat an i Sn, ako:

a) a1 = 4, d = 3, n = 31; b) a1 = 0, 1, d = 0, 2, n = k.

Rexenie. a) Za n = 31 imame:

a31 = 4 + 30 · 3 = 94,

S31 =
31

2
(2 · 4 + 30 · 3) = 1519.

b) Za n = k se dobiva:

ak = 0, 1 + (k − 1) · 0, 2 = −0, 1 + 0, 2k,

Sk =
k

2
[2 · 0, 1 + (k − 1) · 0, 2] = 0, 1 · k2.

Zadaqa 10.4. Dvaesettiot qlen na edna aritmetiqka progre-
sija e −113, a triesettiot qlen e −173. Da se najdat a1 i d.
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Rexenie. Od uslovot na zadaqata go dobivame sistemot:

{
a20 = a1 + 19d
a30 = a1 + 29d ⇐⇒

{
−113 = a1 + 19d
−173 = a1 + 29d .

Ako od prvata ravenka ja odzememe vtorata, se dobiva

60 = −10d,

od kade sleduva deka d = −6. Zamenuvajḱi ja ovaa vrednost
na d vo koja bilo od ravenkite na sistemot, dobivame:

a1 = −113 − 19 · (−6) = 1.

Zadaqa 10.5. Meǵu broevite 38 i −52, da se vmetnat 8 broevi
koixto zaedno so dadenite broevi obrazuvaat aritmetiqka
progresija.

Rexenie. Dadeno e deka a1 = 38 i a10 = −52. Od druga strana,
a10 = a1 + 9d. Ottuka,

−52 = 38 + 9d.

Rexenieto na ovaa ravenka e d = −10, a elementite na arit-
metiqkata progresija se:

38, 28, 18, 8, −2, −12, −22, −32, −42, −52.

Zadaqa 10.6. Poznato e deka n−tiot qlen na edna aritmetiq-
ka progresija e an = 3n + 2. Da se presmetaat Sn i S5n.

Rexenie. Prvite dva qlena na dadenata aritmetiqka pro-
gresija se a1 = 3 ·1+2 = 5 i a2 = (3 ·2+2). Ottuka, za razlikata
dobivame:

d = a2 − a1 = 8− 5 = 3.
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Baranite sumi se:

Sn =
n

2
[2a1 + (n− 1)d] =

n

2
(2 · 5 + (n− 1) · 3) = n

2
(7 + 3n),

S5n =
5n

2
[2a1 + (5n− 1)d] =

5n

2
[2 · 5 + (5n− 1) · 3] = 5n

2
(7 + 15n).

Zadaqa 10.7. Da se opredeli sumata na prvite n qlenovi na
edna geometriska progresija, ako:

a) a1 = 1, q = 4; b) an =
1

2n
, n ∈ N.

Rexenie. a) Poaǵajḱi od toa deka Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
, dobivame:

Sn = 1 · 4
n − 1

4− 1
=

4n − 1

3
.

b) Koliqnikot na geometriskata progresija e q =
an
an−1

=
1

2
, a

prviot qlen a1 =
1

2
. Ottuka,

Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
=

1

2
·
(
1
2

)n − 1
1
2 − 1

= 1−
(
1

2

)n

.

Zadaqa 10.8. Da se presmeta zbirot:

a) 1 + 2 + 22 + 23 + · · · + 2n−1 ;

b)
1

3
+

(
1

3

)2

+

(
1

3

)3

+

(
1

3

)4

+ · · · +
(
1

3

)n

.
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Rexenie. a) Prviot qlen na geometriskata progresija e
a1 = 1, a koliqnikot e q = 2, pa imame:

Sn = 1 · 2
n − 1

2− 1
= 2n − 1.

b) Prviot qlen na geometriskata progresija e a1 =
1

3
, a

koliqnikot e q =
1

3
, pa dobivame:

Sn =
1

3
·

(
1

3

)n

− 1

1

3
− 1

=
1

2

(

1− 1

3n

)

.

Zadaqa 10.9. Kakva niza obrazuvaat prirodnite logaritmi
od qlenovite na geometriskata progresija

a, aq, aq2, . . . , aqn−1, . . . ,

kade xto a i q se pozitivni realni broevi?

Rexenie. Prirodnite logaritmi od qlenovite na dadenata
geometriska progresija ja obrazuvaat nizata

ln a, ln a+ ln q, ln a+ 2 ln q, . . . , ln a+ (n− 1) ln q, . . . ,

koja e aritmetiqka progresija so prv qlen ln a i razlika ln q.

Zadaqa 10.10. Ako broevite a, b i c obrazuvaat geometriska
progresija, da se poka�e deka va�i identitetot:

(a+ b+ c)(a − b+ c) = a2 + b2 + c2.
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Rexenie. Neka q e koliqnikot na geometriskata progresija.
Togax b = qa, a c = q2a. Ottuka,

(a+ b+ c)(a− b+ c) = (a+ qa+ q2a)(a − qa+ q2a) =

= a2(1 + q + q2)(1 − q + q2) = a2(1 + q2 + q4) =

= a2 + (aq)2 + (aq2)2 = a2 + b2 + c2.

Zadaqa 10.11. Ako Sn = 2n2 − 2n, da se poka�e deka broevite
bn = Sn − Sn−1 obrazuvaat aritmetiqka progresija.

Rexenie. bn = Sn − Sn−1 = 2n2 − 2n − [2(n − 1)2 − 2(n− 1)] =

= 2n2 − 2n− 2n2 + 4n− 2 + 2n − 2 = 4n− 4.

Razlikata meǵu bn i bn−1 e

d = bn − bn−1 = 4n − 4− (4(n − 1)− 4) = 4.

Zakluquvame deka za sekoj priroden broj n ≥ 2 taa e kon-
stanta, xto znaqi deka broevite bn obrazuvaat aritmetiqka
progresija.

Zadaqa 10.12. Brojot na bakteriite vo mlekoto se udvojuva
sekoi tri qasa. Kolku pati ḱe se zgolemi brojot na bakteri-
ite po polovina denonoḱie (12 qasa)?

Rexenie. Brojot na bakterii formira geometriska progre-
sija. Neka a1 e poqetniot broj bakterii, a koliqnikot q = 2.
Za baraniot qlen a5 imame:

a5 = q4a1 = 24a1 = 16a1.

Znaqi, po polovina denonoḱie, brojot na bakterii ḱe se
zgolemi 16 pati.
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Zadaqa 10.13. Eden qovek vlo�il vo banka 10 000 denari. Ako
kamatata na vlogot e 10% meseqno, kolku pari ḱe ima toj na
krajot na xestiot mesec?

Rexenie. Ako ai, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 e sumata denari na krajot
na i− tiot mesec, a a0 e poqetniot vlog, togax:

a0 = 10000,

a1 = 10000 +
10

100
· 10 000 =

(

1 +
1

10

)

· 10 000,

a2 =

(

1 +
1

10

)

· 10 000 + 10

100
·
(

1 +
1

10

)

· 10 000 =

(

1 +
1

10

)2

· 10 000,

...

a6 =

(

1 +
1

10

)6

· 10 000 ≈ 17 716.

Na krajot na xestiot mesec, qovekot ḱe ima pribli�no
17 716 denari.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 10.14. Da se presmeta n vo aritmetiqka progresija
za koja a1 = 2, d = 2, Sn = 930.

Odgovor. n = 30.

Zadaqa 10.15. Za edna aritmetiqka progresija va�i:

a1 = 3, a8 − a5 = 9.

Da se opredeli S20.

Odgovor. S20 = 630.

Zadaqa 10.16. Ako zbirot na tretiot i pettiot qlen na arit-
metiqka progresija e 42, a zbirot na qetvrtiot i sedmiot
qlen e 54, da se opredelat a20 i S20.

Odgovor. a20 = 85, S20 = 940.

Zadaqa 10.17. Zbirot na prvite 6 qlena na geometriska prog-
resija e 21. Da se opredeli a1, ako koliqnikot q = 2.

Odgovor. a1 =
1

3
.

Zadaqa 10.18. Neka e dadena geometriska progresija od po-
zitivni realni broevi a1, a2, a3, . . . . Ako

a4
a2

=
1

25
, a5 =

1

125
,

da se presmetaat a1 i S5.

Odgovor. a1 = 5, S5 = 6, 24.
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Zadaqa 10.19. Da se najdat prvite tri qlena na geometri-
skata progresija, za koja va�i

a4 − a2 = 18, a5 − a3 = 36.

Odgovor. a1 = 3, a2 = 6, a3 = 12.

Zadaqa 10.20. Prviot qlen na aritmetiqka i geometriska
progresija e ist i iznesuva 3. Nivnite treti qlenovi se
isto taka ednakvi, a vtoriot qlen na aritmetiqkata progre-
sija e za 6 pogolem od vtoriot qlen na geometriskata prog-
resija. Da se odredat prvite tri qlena na aritmetiqkata i
geometriskata progresija.

Odgovor. Zadaqata ima dve rexenija. Prvoto rexenie e
3, 15, 27 i 3, 9, 27, a vtoroto 3, 3, 3 i 3, −3, 3 .



11 Skiciraǌe grafici na funkcii

so pomox na graficite na

elementarnite funkcii

Od grafikot na funkcijata y = f(x) lesno mo�e da se dobi-
jat graficite na nekoi drugi funkcii, kako xto se y = af(x),
y = f(ax), y = f(x) + a i y = f(x+ a), kade xto a e konstanta.

So kombinacija na ovie grafici, mo�e isto taka da se
dobie grafikot na funkcijata y = af(bx + c) + d, kade xto
a, b, c i d se konstanti.

Slika 11.1.
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Grafikot na funkcijata y = af(x), a > 1 se dobiva so iz-
dol�uvaǌe na grafikot na funkcijata y = f(x) za koeficient
a, vo pravec na y-oskata.

Ako 0 < a < 1, togax grafikot na funkcijata y = af(x) se
dobiva so skratuvaǌe na grafikot na funkcijata y = f(x) za
koeficient a, vo pravec na y-oskata.

Na primer, da gi razgledame graficite na funkciite

y = f(x), y = 2f(x) i y =
1

2
f(x). Koga funkcijata f(x) ja mno-

�ime so 2, vrednosta na sekoja y koordinata se udvojuva, so
xto grafikot se izdol�uva vo odnos na y-oskata. Mno�ejḱi

ja funkcijata f(x) so
1

2
vrednosta na y koordinatata se pre-

polovuva i so toa grafikot se skratuva vo odnos na y-oskata,
kako xto e prika�ano na slikata 11.1.

Slika 11.2.

Grafikot na funkcijata y = −f(x) e simetriqen so gra-
fikot na funkcijata y = f(x) vo odnos na x-oskata (vidi slika
11.2).

Grafikot na funkcijata y = f(−x) e simetriqen so gra-
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fikot na funkcijata f(x) vo odnos na y-oskata (vidi slika
11.3).

Slika 11.3.

Grafikot na funkcijata y = f(ax), 0 < a < 1 mo�e da se
dobie so proxiruvaǌe na grafikot na funkcijata y = f(x) za
koeficient a, vo pravec na x-oskata.

Slika 11.4.

Ako a > 1, togax grafikot na funkcijata y = f(ax) mo�e
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da se dobie so stesnuvaǌe na grafikot na funkcijata y = f(x)
za koeficient a, vo pravec na x-oskata.

Na primer, da gi razgledame graficite na funkciite

y = f(x), y = f(2x) i y = f
(x

2

)

. Koga argumentot na funkcijata

go mno�ime so 2, togax grafikot na funkcijata se stesnuva

vo odnos na x-oskata, a koga argumentot go mno�ime so
1

2
grafikot se proxiruva vo odnos na x-oskata, xto mo�e da
se vidi na slikata 11.4.

Slika 11.5.

Ako a e pozitivna konstanta, togax grafikot na funkci-
jata y = f(x)+a mo�e da se dobie so translacija na grafikot
na funkcijata y = f(x) za a edinici nagore vo pravec na y-
oskata, a grafikot na funkcijata y = f(x)− a so translacija
za a edinici nadolu vo pravec na y-oskata.

Na slikata 11.5 se skicirani graficite na funkciite
y = f(x), y = f(x)− 1 i y = f(x) + 1.

Grafikot na funkcijata y = f(x + a), a > 0, se dobiva so
translacija na grafikot na y = f(x) za a edinici levo vo
pravec na x-oskata, a grafikot na funkcijata y = f(x− a) za
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a > 0, se dobiva so translacija na grafikot na y = f(x) za a
edinici desno vo pravec na x-oskata.

Slika 11.6.

Na slikata 11.6 se skicirani graficite na funkciite
y = f(x), y = f(x− 2) i y = f(x+ 1).

Zadaqa 11.1. Koristejḱi go grafikot na funkcijata y = x2,
da se skicira grafikot na funkcijata y = x2 − 4x+ 5.

Slika 11.7.

Rexenie. Bidejḱi y = x2 − 4x + 5 = (x − 2)2 + 1, zakluquvame
deka grafikot na dadenata funkcija mo�e da se dobie od
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grafikot na funkcijata y = x2 so pomox na dve translacii:
prvo translirame za 2 edinici na desno vo pravec na x-
oskata, a potoa za 1 edinica nagore vo pravec na y-oskata
(slika 11.7).

Zadaqa 11.2. So pomox na grafikot na funkcijata y = 3x, da
se skiciraat graficite na slednive funkcii:

a) y = 3x + 2; b) y = 3x−1; v) y = 1− 3x;

g) y = 3−x − 3; d) y = 33x+1; ǵ) y = 2 · 3x − 1.

Rexenie. a) Prvo se skicira grafikot na funkcijata y = 3x,
a potoa toj grafik se pomestuva za dve edinici nagore vo
pravec na y-oskata, so xto se dobiva grafikot na funkcijata
y = 3x + 2 (vidi slika 11.8 levo).

Slika 11.8.

b) So pomestuvaǌe na grafikot na funkcijata y = 3x za edna
edinica vo desno vo pravec na x-oskata, se dobiva grafikot
na funkcijata y = 3x−1 (vidi slika 11.8 desno).

v) So simetriqno preslikuvaǌe na grafikot na funkcijata
y = 3x vo odnos na x−oskata se dobiva grafikot na funk-
cijata y = −3x. Ako posledniov grafik se pomesti za edna
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edinica nagore vo pravec na y-oskata, se dobiva grafikot
na funkcijata y = −3x + 1 (vidi slika 11.9 levo).

Slika 11.9.

g) So preslikuvaǌe na grafikot na funkcijata y = 3x simet-
riqno vo odnos na y−oskata se dobiva grafikot na funkci-
jata y = 3−x. Potoa, ovoj grafik se pomestuva za tri edinici
nadolu, so xto se dobiva grafikot na funkcijata y = 3−x − 3
(vidi slika 11.9 desno).

Slika 11.10.

d) Grafikot na funkcijata y = 3x go stesnuvame so koefi-
cient 3 vo pravec na x-oskata, so xto go dobivame grafikot
na funkcijata y = 33x. Potoa, so translacija na ovoj grafik
za edna edinica levo vo pravec na x-oskata, se dobiva gra-
fikot na funkcijata y = 33x+1 (vidi slika 11.10 levo).
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ǵ) Prvo go skicirame grafikot na funkcijata y = 2 · 3x, so
izdol�uvaǌe na grafikot na funkcijata y = 3x so koeficient
2 vo pravec na y-oskata, a potoa go pomestuvame za 1 edinica
nadolu (vidi slika 11.10 desno).

Zadaqa 11.3. Da se skiciraat graficite na funkciite:

a) y = log 1

2

x− 2; b) y = log 1

2

(x+ 1, 5);

v) y = 2 + log4(−x); g) y = 1
3 log4(x/2).

Slika 11.11.

Rexenie. Graficite na funkciite pod a) i b) se dobivaat
so pomestuvaǌe na grafikot na funkcijata y = log1/2 x za 2
edinici nadolu vo pravec na y-oskata, odnosno 1,5 edinici
levo vo pravec na x-oskata, soodvetno (vidi slika 11.11).

Grafikot na funkcijata pod v) se dobiva ako grafikot
na funkcijata y = log4 x se preslika simetriqno vo odnos na
y-oskata i se translira 2 edinici nagore vo pravec na y-
oskata (vidi slika 11.12 levo).

Grafikot na funkcijata pod g) se dobiva so izdol�u-
vaǌe na grafikot na funkcijata y = log4 x so koeficient 1

2 vo
pravec na x-oskata i stesnuvaǌe so koeficient 1

3 vo pravec
na y-oskata (vidi slika 11.12 desno).
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Slika 11.12.

Zadaqa 11.4. Da se skiciraat graficite na funkciite:

a) y = sinx+
1

2
; b) y = cos

(

x− π

3

)

; v) y = 2cos x; g) y = sin
x

2
.

Rexenie. a) Grafikot na funkcijata y = sinx se pomes-
tuva za 1/2 nagore vo pravec na y-oskata so xto se dobiva
grafikot na baranata funkcija y = sinx + 1/2 (vidi slika
11.13 levo).

Slika 11.13.

b) Prvo se skicira grafikot na funkcijata y = cos x, a po-
toa se pomestuva za π/3 nadesno vo pravec na x-oskata (vidi
slika 11.13 desno).

v) Grafikot na baranata funkcija se dobiva so izdol�uvaǌe
na grafikot na funkcijata y = cos x so koeficient 2 vo pravec
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na y-oskata. Periodot na funkcija y = 2cos x e 2π, nulite se
isti so nulite na funkcijata y = cos x i va�i −2 ≤ 2 cos x ≤ 2,
∀x ∈ R (vidi slika 11.14 levo).

Slika 11.14.

g) Periodot na funkcijata y = sin x
2 e T = 2π

1

2

= 4π. Nejzi-

niot grafik mo�e da se dobie so skratuvaǌe na grafikot na
funkcijata y = sinx so koeficient 1

2 vo pravec na x-oskata
(vidi slika 11.14 desno).

Zadaqa 11.5. Da se skicira grafikot na funkcijata

y = 0, 5 cos
(

2x+
π

4

)

− 1.

Slika 11.15.
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Rexenie. Prvo go skicirame grafikot na 2π-periodiqnata
funkcija y = cos x. Funkcijata xto treba da ja skicirame
e isto taka periodiqna, so period T = 2π

2 = π. Nejziniot
grafik ḱe go dobieme so stesnuvaǌe na grafikot na funkci-
jata y = cos x za koeficient 2 vo pravec na x-oskata, skratu-
vaǌe za koeficient 0, 5 vo pravec na y-oskata, translacija

za
π

4
edinici nalevo vo pravec na x-oskata i translacija

za edna edinica nadolu vo pravec na y-oskata, kako xto e
prika�ano na slikata 11.15.

Grafikot na funkcijata y = |f(x)| mo�e da se dobie od
grafikot na funkcijata y = f(x), taka xto site toqki od
krivata koi se naoǵaat vo dolnata poluramnina, t.e. pod x-
oskata, se preslikuvaat vo gornata poluramnina simetriqno
vo odnos na x-oskata. Na slikata 11.16. levo e prika�an
grafikot na funkcijata y = f(x), a na istata slika desno e
skiciran grafikot na funkcijata y = |f(x)|.

Slika 11.16.

Zadaqa 11.6. Da se skicira grafikot na funkcijata y = | sinx|.

Rexenie. Vidovme deka funkcijata y = sinx e 2π-periodiqna
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funkcija. Taa ima negativni vrednosti vo intervalite ((2k−
1)π, 2kπ), k ∈ Z. Vo sekoj vakov interval, go preslikuvame
grafikot na funkcijata y = sinx simetriqno vo odnos na x-
oskata. Baranata funkcija y = | sinx| ima period π, a nejzi-
niot grafik e pretstaven na slikata 11.17.

Slika 11.17.

Neka I1, I2, . . . , In ⊆ R, n ∈ N i Im ∩ Ik = ∅ koga m 6= k. Funk-
cijata definirana na sledniov naqin:

f(x) =







f1(x), x ∈ I1
f1(x), x ∈ I2

...
fn(x), x ∈ In

,

se narekuva funkcija zadadena po delovi. Taa e defini-
rana na mno�estvoto I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ In. Grafikot na vakvata
funkcija se dobiva so skiciraǌe na graficite na funkciite
f1(x), f2(x), . . . , fn(x) na intervalite I1, I2, . . . , In, soodvetno.
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Zadaqa 11.7. Da se skicira grafikot na funkcijata

f(x) =







−1, x < 1
x− 2, 1 ≤ x ≤ 6

−1

3
x, x > 6

,

a potoa da se najdat intervalite na rasteǌe i opaǵaǌe na
funkcijata (intervalite na monotonost).

Rexenie. Vo intervalot (−∞, 1) funkcijata e konstanta, a
nejziniot grafik e del od pravata y = −1. Vo segmentot [1, 6]
funkcijata raste bidejḱi koeficientot a = 1 > 0 i nejziniot
grafik e del od pravata y = x − 2, dodeka vo intervalot

(6,+∞) funkcijata opaǵa bidejḱi koeficientot a = −1

3
< 0,

i nejziniot grafik e del od pravata y = −1

3
x. Grafikot na

funkcijata f(x) zadadena po delovi e pretstaven na slikata
11.18.

Slika 11.18.

Zadaqa 11.8. Da se skiciraat graficite na slednive funk-
cii:
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a) y =

{
x+ 1, x ≤ 1
3− x2, x > 1

; b) y =







−1, x < 0
x2 − 1, 0 ≤ x ≤ 2
5− x, x > 2

;

v) y) =

{
|x− 1|, x ≤ 1
lnx, x > 1

; g) y =







−2 sinx, x ≤ −π
4

cos x+ 1, −π
4 < x < π

4
ex, x > π

4

.

Rexenie. Graficite na funkciite pod a) i b) se prika�ani
na slikata 11.19, a na funkciite pod v) i g) na slikata 11.20.

Slika 11.19.

Slika 11.20.
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Zadaqi za ve�baǌe

Zadaqa 11.9. Da se skicira grafikot na funkcijata y = x2, a
potoa od nejziniot grafik da se dobijat graficite na sled-
nive funkcii:

a) y = x2 + 3; b) y = x2 − 3; v) y = (x+ 3)2; g) y = (x− 3)2;

d) y = −x2; ǵ) y = (−x)2; e) y = 2x2; �) y =
1

2
x2;

z) y = (3x)2; i) y =

(
1

3
x

)2

.

Zadaqa 11.10. So pomox na grafikot na funkcijata y =

(
1

2

)x

da se skiciraat graficite na funkciite:

a) y =

(
1

2

)−x

; b) y = −
(
1

2

)x

;

v) y =

(
1

2

)x−2

; g) y = 2−
(
1

2

)x

.

Zadaqa 11.11. So pomox na grafikot na funkcijata y = 2x da
se skiciraat graficite na funkciite:

a) y = 4x ; b) y = −22x ; v) y = 4x+1 ;

g) y = 4x − 4 ; d) y =
1

2
· 4x ; ǵ) y = 22x−1 .

Zadaqa 11.12. So pomox na grafikot na funkcijata y = log 1

3

x

da se skiciraat graficite na funkciite:

a) y = log 1

3

(−x) ; b) y = log 1

3

|x| ; v) y = log 1

3

(x− 2) ;

g) y =
∣
∣
∣log 1

3

(x− 2)
∣
∣
∣ ; d) y = log 1

3

3x ; ǵ) y = −1 + log 1

3

x .



Zadaqa 11.13. Da se skiciraat graficite na slednive funk-
cii:

a) y = cos 2x; b) y = tg
(

x− π

4

)

;

v) y = ctg
(

x+
π

2

)

; g) y = sin 4x;

d) y = 2 sin
(

4x+
π

2

)

; ǵ) y = sin
(

4x+
π

2

)

;

e) y = −1

2
sin
(

x+
π

2

)

; �) y =
1

2
sin
(

2x− π

6

)

+ 1.



So odlukata br. 02-1929/42 od 21.10.2015 godina na Nastav-
no-nauqniot sovet na Fakultetot za elektrotehnika i infor-
maciski tehnologii vo Skopje knigata e odobrena za objavu-
vaǌe kako univerzitetsko pomagalo.

Nitu eden del od ovaa publikacija ne smee da bide repro-
duciran na koj bilo naqin bez prethodna pismena soglasnost
na avtorite.

E-izdanie:
http://www.ukim.edu.mk/mk content.php?meni=53&glavno=41


