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Предговор 
 

 Учебникот „Решени задачи по диференцијално и интегрално 
сметање I“ ја покрива содржината од диференцијалното и 
интегралното сметање на функциите со една променлива, што се 
изучуваат на Градежниот факултет во предметите Математика (4+4)  
и Mатематика 1 (4+4). 
 Учебникот можат да го користат и студентите од останатите 
технички факултети бидејќи во нивните предмети од областа 
математика се изучува ист или сличен материјал, како и учениците 
од четврта година во средното образование на природно-
математичката насока, кои ги изучуваат предметите Математичка 
анализа  и  Математика 4, за четврта година од гимназиското 
образование. Учебникот формира целина со збирката „Решени 
задачи по диференцијално и интегрално сметање I“ од истиот автор 
и материјалот најефективно би се усвоил со нивно паралелно 
користење.  
 Во 2012 година за потребите на вежбите е напишан темелен 
формуларник со дефиниции, правила, тврдења и постапки кои се 
користат при решавањето задачи. Во 2015-та година материјалот е 
проширен со внесување докази на теоремите и други содржини,  
кои авторот ги користеше за држење на предавањата во периодот 
од 2015-та до 2021-ва година, кога учебникот е финализиран до 
денешната форма. 
 Материјалот во учебникот е поделен на 8 глави, без 
предговор, литература и содржина: 1. Функции; 2. Низи и граница и 
непрекинатост на функција; 3. Изводи; 4. Примена на изводи; 5. 
Неопределен интеграл; 6. Определен интеграл и примена; 7. 
Прилог; 8. Поставени задачи. Првите 6 глави го содржат 
материјалот по кој се држат предавањата. Во седмата глава е 
материјалот кој не се бара на студентите на испитите, но е значаен 
да остане во овој ракопис. Во осмата глава се дадени нерешени 
задачи. Најголем дел од задачите со исти или сменети цифри се 
зададени на писмените испити во периодот од 2004-та до 2014-та 
година или се користени за држење на вежбите од страна на 
авторот кој во тој период беше асистент на предметите од областа 
математика. 
 Ова е прво издание на учебникот и авторот ќе им биде 
благодарен на читателите кои со своите забелешки ќе придонесат 
во подобрувањето на квалитетот во наредните изданија. 

 
     Проф. д-р Зоран Мисајлески 

  



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Учебникот e посветен на мојот татко Силјан, 
наставник по математика 
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1.0. РЕАЛНИ БРОЕВИ 

 
 Проширено множество на реалните броеви. 
Интервали. Множеството реални броеви проширено со елементите 

 и , такви што за секој реален број   x ,  x , се 

нарекува проширено множество реални броеви и се означува со  . 
 Нека ,a b  и  ba  . Подножествата од , 

   , , ,a b x a x b a b      ,    , ,a b x a x b a b     , , 

   , ,a b x a x b a b      ,   и  

   , ,a b x a x b a b      ,  , 

се нарекуваат интервали. Точките  и  се нарекуваат крајни 
точки или граници на интервалите. Ако интервалот не ги содржи 
крајните точки се нарекува отворен, ако содржи една 
полуотворен (полузатворен), а ако ги содржи двете крајни точки 
затворен.  

a b

 Значи, интервалите во , чијашто една крајна точка е  
или  се:  

 


   ,a x x a    ,    ,a x x a    ,  ,   , 

   ,a x x a     и    ,a x x a    . 

Со  ќе го означиме множеството , кое во 

одредени записи ќе го третираме и како елемент со својство за 
секое , 

¥



{ ,¥= -¥ +¥}

x x   . 

 
 Околина на број и точка на натрупување на 
множество. Околина на реалниот број  (точката ) е секоја 
унија од отворени интервали, што ја содржи точката . Специјално 

a a
a

 -околина на , a 0  , е интервалот    aa , , односно 

множеството од сите реални броеви x , такви што x  a . Често 

под околина на  ќе подразбираме a  -околина на , а под околини 
на ,  и 

a
   , соодветно интервалите:  



1. Функции 

д-р Зоран Мисајлески 6 

 a, ,   ,a  и     ,, ba , ,a b . 

 Реалниот број  (точката ) е точка на натрупување на 
множеството  ако во секоја 

a


a
M   -околина на  се наоѓа 

барем еден елемент од множеството 
a

M  различен од . Во 
спротивно  е изолирана точка на множеството 

a
a M . 

 Да забележиме дека зборот ‘ -околина’ од дефиницијата 
може да се замени со ‘околина’, додека зборот ‘барем еден’ со 
‘бесконечно’. 
 

Миноранта, мајоранта, инфимум, супремум, минимум, 
максимум. Ограничени и неограничени множества. Бројот 

 е миноранта за множеството a  M , ако е помал или еднаков 
од секој елемент на M . Најголемата миноранта на множеството M  
се нарекува инфимум на M  и се означува со Minf . Ако 

MM inf , тогаш тој се нарекува минимум и се означува со 
Mmin . 

 Бројот b  е мајоранта за множеството M , ако е 
поголем или еднаков од секој елемент на M . Најмалата мајоранта 
на множеството M  се нарекува супремум на M  и се означува со 

. Ако Msup MM sup
Mmax

, тогаш тој се нарекува максимум и се 
означува со . 

 Множеството M  е ограничено од долy ако има барем 
една миноранта. Множеството M  е ограничено од горe, ако има 
барем една мајоранта. Множеството M  е ограничено, ако е 
ограничено од долy и од горе. 
 
 На крајот ќе ги наведеме следниве тврдења: 
 
 Теорема 1.0.1.* (Болцано-Вајерштас). Секое бесконечно 
и ограничено множество M  има точка на натрупување. 
 Доказ. Види, на пример, [12] од литература. 
 
 Својство 1.0.2.* Ако Ma inf , тогаш важат:  
 1) За секој Mx , ax  ;  и  
 2) За секое 0 , постои Mx , таков што  Mx . 
 Доказ. Тврдењето 1) е очигледно.  

2) Ако тврдењето не важи, тогаш ќе  постои 0 , таков што 
за сите Mx ,  Mx . Но, во тој случај M  би бил 
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минораната поголема од M , што противречи на претпоставката 
дека M  е најголемата миноранта.■ 
 
 Својство 1.0.3.* Ако Msupb  , тогаш важат:  
 1) За секој Mx , ; и  bx 
 2) За секое 0 , постои Mx  таков што  Mx . 
 Доказ. Доказот е аналоген на доказот во претходниот.■ 

 
 

1.1-11. ФУНКЦИИ 
 

1.1. Дефиниција на функција 
 

 Дефиниција 1.1.1. Нека X  и Y  се непразни подмножества 
од множеството на реални броеви. Ако за секој Xx  по некое 
правило  му придружиме единствен реален број f Yy , тогаш 
велиме дека е зададена реална функција од една променлива.  
 Означуваме , YXf :  xfy  . 
 
 Множеството X  се нарекува дефинициона област или 
домен и се означува уште со  или . Формулата  се нарекува 

правило на пресликување. Ако дефиниционата област не е 
дадена, тогаш за дефинициона област се подразбира најголемото 
множество од реални броеви за кое формулата  има смисла. 
Множеството 

fD D f

f
Y  се нарекува кодомен на функцијата . Ако 

кодоменот не е зададен, сметаме дека истиот е , како што 
најчесто ќе биде случај. Тогаш функцијата ја означуваме со: 

f


 xfy  , fDx  или  xfy , fDx . 

 Функциите обично се означуваат со малите латински букви 

. Множеството ,...h,, gf   f fV f x x D   се нарекува множество 

вредности на функцијата . Променливата f x  се нарекува 
независна променлива или аргумент, додека променливата  

зависна променлива. Ако , 

y

0xx fDx 0 , тогаш велиме дека  

е вредност на аргументот, додека 
0x

 0xf0y   вредност на 

функцијата во точката , или слика на . 0x 0x

 Нека е дадена функцијата  xfy  . Множеството точки  
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    , ,f fG x y x D y f x    

се нарекува график на функцијата . Крива во рамнина со 
зададен Декартов правоаголен координатен систем е график на 
функција, ако произволна права паралелна со -оската ја сече 
кривата во најмногу една точка. 

f

y

 
 Пример 1.1.1. Функцијата 13  xy ,  2,1x

x
; или 

 е линеарна функција бидејќи на секој аргумент  
му ја придружува сликата која е 3 пати по аргументот зголемен за 1 
т.е . Дефиниционата област на функцијата е множеството 

. Притоа, 

13  xx

13 x
 2,1

 2,1

    1131 2f ,  0 1f  и  се 
неколку вредности на функцијата. Множството вредности на 
функцијата е 

 2 f 7

 7,2fV . Графикот на функцијата е отсечката , 

 и 

AB

 2,1 A  7,2B . 

 Пример 1.1.2. Функцијата 
2 1

1
x

y
x





 има дефинициона 

област  / 1fD    бидејќи дадената формула има смисла за сите 

броеви, освен за 1x . Кодоменот на функцијата е . 
 
 Дефиниција 1.1.2. Две функции  и  

се еднакви, ако имаат исти дефинициони области т.е. 
, исти правила на пресликување т.е.  или 

 за секое 

YDf f : ZDg g :

gf DDD gf 

   xgxf  Dx , и исти кодомени ZY  . 
 
 Пример 1.1.3. Функциите ,  и  се 
еднакви функции.  

2ln xy  0x xy ln2

 Функциите  и  не се еднакви, првата има 

дефинициона област 

2ln xy  xy ln2

 / 0 , а втората  ,0 . 

  
 Функциите 

1
11





x

xx
y  и 1 xy  се различни бидејќи 

првата е дефинирана на  / 1 , а втората на .  
 Функциите , 2xy   0,x  и , 2xy    ,0x  исто така 
се различни.■ 
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 Функцијата  дефинирана на , таква што f D   cxf   каде 
што c  е константа, се нарекува константна функција. Функцијата 

 на , за која f D   xxf   за секој Dx  се нарекува идентична 
функција. Функцијата  на  е рестрикција на  на , ако 

 и 

g gD f fD

fDgD     xfxg   за секој gDx . Означуваме: 
gD

fg  . 

 1.2 Начини на задавање на функции. Една функција 
може да се зададе аналитички, графички и табеларно. 
 1) Ако функцијата е зададена со помош на формула, која 
опишува на кој начин на секој елемент од доменот му се 
придружува елемент од кодоменот, велиме дека е зададена 
аналитички. Ние најчесто ќе работиме со функции кои се 
зададени аналитички. Ако формулата е од облик  xfy  , тогаш 
функцијата е зададена експлицитно. Притоа, формулата може да 
биде различна на различни подмножества од дефиниционата 
област. Ако функцијата  xyy   е зададена со помош на равенката:  

  0, yxF , 

во тој случај велиме дека е зададена имплицитно. Функцијата 
 е зададена параметарски, ако е зададена со помош на 

равенките,  
 xyy 

 txx  ,  tyy  , 

 каде што Tt  е параметар. Функцијата може да се зададе и со 
поларната равенка:  

   ,  , 
 каде што   и   се поларни координати, кои ќе ги објасниме 
подоцна. 
 2) Функцијата е зададена графички, ако е зададена со 
скицирање на нејзиниот график во Декартов правоаголен или 
поларен координатен систем.  
 3) Функцијата може да се зададе и табеларно, односно со 
помош на табела којашто ги покажува вредностите на независната 
променлива заедно со соодветните вредности на функцијата. На 
овој начин обично се задаваат функции кои имаат конечно 
множество допуштени вредности. На пример, ако функцијата  е 
дефинирана на множеството 

f

 nxxx ,...,, 21  и има вредности 

      nxfxfxf ,...,, 21 , тогаш ис прегледно да се 
претстават со табелата:  

тите може  
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       n
n

xf

xxxx ...21 . 
xfxfxf ...21

 

 Пример 1.2.1. Знаковната функција: , е 

дела, за

 













0,1

0,0
0,1

sgn
x

x

x

x

 што се состои одпретставена аналитички со помош на формула  3 
1    ,0x , за0   0x  и 1  за  0,x . 

 
 При Равенката 22  y определува две мер 1.2.2.  (1) 

имплицитно зададени функции: 

1x
21 xy    и 21 xy  . 

 комбинир  на вредностите од 
 да се фор аат бесконечно многу 

ункции кои ја задоволуваат равенката (1). Сепак, најчесто ги 
одраз

и

 
 Да забележиме дека со ање
претходните две функции можат мир
ф
п бираме горните функции затоа што се единствени 
непрекинати функции на целата дефинициона област. 
 
 1.3. Операции со функци . Нека функциите f  и  g  се 
ефинирани на D  и D , соодветно, и нека c  д f

од

g е константа.  

 Функциите: производ на функцијата f  со константата c ; з ир, 
разлика, произв  и количник на функциите f  

б
 и g , соодветно 

означени со: cf , gf  , gf  , fg  и 
g

f 0, g  се дефинирани со: 

   xx cfcf  , fDx  и  

      xgxfxgf  ,       xgxfxgf  ,  

      xgxfxfg   и    
 xg
xf

x
g

f



g






, DDx f  . 

 Со помош на графиците на функциит и можеме да ги 
скицираме графиците на функциите , кон

е f  
ста

 g  
нта,  cf c - gf  , gf  , 
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fg  и 
g

f
, 0g , така што ќе ги примениме соодветните аритметички 

операции на графиците на  и .  f g

 Имено, ако  fyx,  и  gyx,  се точки од графиците на  и f g  

со иста апциса, тогаш соодветната точка на графикот на  е gf 
 gf yy x, , која е добиена со собирање на ординатите  и . 

Аналогно важи за останатите 4 случаи. 
fy gy

 
 1.4. Сложена функција (композиција на функции). 
Нека се дадени функциите  и , такви што 

 и 

YX f : ZYg :
, ,Z X Y   f X Y . Функцијата :g f X Z , дефинирана со:  

    g f x g f x , 

се нарекува композиција на функциите  и . f g
 

 
Цртеж 1.4. 

 
 Пример 1.4.1. Нека се дадени функциите   xxf sin  и 

. Тогаш,   2xxg

       2sin sing f x g f x g x x    и 

       22 sin xxfgxgf  x

f 

f

g

. 

Значи дека не важи комутативниот закон за композиција, т.е.  

gf  . 
 

 Пример 1.4.2. Функцијата  може да се претстави 

како композиција на функциите 

12  xey

   xxf 12   и   xexg  , т.е. 

. Да забележиме дека претставувањето не е 
еднозначно, т.е. функцијата може да се претстави  како 

   12 xexfg
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композиција и на други функции. На пример  е композиција 

на  и 

12  xey

  2xxf    1 xexg . 
 
 Графикот на сложената функција може да се нацрта со 
помош на графиците на нејзините компоненти. 
 
 Пример 1.4.3. Графикот на сложената функција 1 xy  
ќе го нацртаме со коренување на ординатите на графикот на 
функцијата 1 xy  (види цртеж 1.4.3). 
 

 
Цртеж 1.4.1. 

 
1.5. Локални екстреми монотоност, конкавитет  и 

ограниченост на функција. 
 

 Дефиниција 1.5.1. Функцијата  xfy   е монотоно 
растечка (монотоно неопаѓачка) на множеството , ако  

за сите 
fDX 

   2xf Xxx 21, , 1xf   (    2x1 fxf  ), кога 21 xx  . 
 Функцијата  xfy   е монотоно опаѓачка (монотоно 
нерастечка) на множеството , ако  за сите , 

 (
fDX  Xxx 21,

   21 xfxf     21 xfxf  ) кога 21 xx  . 
 Една функција е монотона ако е растечка, неопаѓачка, 
опаѓачка или нерастечка. Ако функцијата е растечка или опаѓачка, 

д-р Зоран Мисајлески 12 
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тогаш е строго монотона. 
 

 
Цртеж 1.5.1.1. Растечка  Цртеж 1.5.1.2. Опаѓачка 

 

 
Цртеж 1.5.1.3. Нерастечка  Цртеж 1.5.1.4. Неопаѓачка 

 
 Функцијата  xfy   е ограничена на множеството 

, ако множеството вредности на функцијата е ограничено, 

т.е. постојат 

fDX 

,a b , такви што  a f x b   за секој x X . 
 
 Дефиниција 1.5.2. Нека функцијата  xfy   е дефинирана 
на . Функцијата  има локален максимум во точката , 

ако постои околина U  на  таква што  

D f Dx 0

0x

   0xfxf   за секое  0\ xDUx  . 

 Функцијата  xf  има локален минимум во точката , 

ако постои околина U  на  таква што  

Dx 0

0x

   0xfxf   за секое  0\ xDUx  . 

 Локалниот максимум и локалниот минимум се нарекуваат 
локални екстреми на функцијата . f
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Цртеж 1.5.2.1. Локален максимум Цртеж 1.5.2.2. Локален минимум 

 
 Во претходните дефиниции станува збор за строги локални 
екстреми. Ако   ( ) се замени со   ( ), тогаш ги добиваме 
дефинициите за нестроги локални екстреми. 
 
 Дефиниција 1.5.3. Функцијата  xf  има максимум на 
множеството , ако постои број fDX  Xx 0 , таков што 

 за секој    0xfxf  Xx . Бројот  0xf  се нарекува максимум на 

 на  xf X . Ако множеството X  се совпаѓа со дефиниционата 

област на  xf , тогаш  0xf  се нарекува максимум (апсолутен 

максимум) на функцијата  xf . 
 Функцијата  xf  има минимум на множеството , 

ако постои број  од 
fDX 

0x X , таков што    0f x f x  за секој . 

Бројот  се нарекува минумум на 

Xx

 0xf  xf  на X . Ако множеството 

X  се совпаѓа со дефиниционата област на  xf , тогаш  се 

нарекува минимум (апсолутен минимум) на функцијата . 

 0xf

 xf
 Максимумот и минимумот на функцијата  на f X , ако 
постојат, се нарекуваат екстреми (екстремни вредности) на  на f
X . 
 
 Дефиниција 1.5.5. Функцијата  дефинирана на , е 
конкавна или вдлабната (конвексна или испакната) на , 

ако за секое 

f  ba,
ba,


 
 1 2, ,x x a b  вредноста на функцијата е помала 

(поголема) од вредноста на линеарната функција чиј график минува 
низ точките   11, xfx BA  и .   22 , xfx
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 За означување конкавна функција ќе го користиме симболот 
„ “, а за конвексна „ “. Притоа,   ,a b  т.е.  ba,  може да биде и 
еден од интервалите  b, ,  ,a  или   , . 
 
 Геометриски интерпретирано, функцијата  е конкавна 
(конвексна) на 

f

 ba,  ако за произволни точки   11, xfxA  и 
,   22 , xfxB  bx ,1 ax ,2  , отсечката  е над (под) графикот на 

функцијата.  
AB

 
Цртеж 1.5.5.1. Конвексна функција  Цртеж 1.5.5.2. Конкавна функција. 
 

1.6. Парност, непарност и периодичност на функција. 
 

 Дефиниција 1.6.1. Нека функцијата  xfy   е дефинирана 
на .  D
 Функцијата  е парна, ако  е симетрична и  f D

   xfxf  . 

 Функцијата  е непарна, ако  е симетрична и  f D

   xfxf  . 

 Функцијата  е ниту парна ниту непарна, ако не е парна 
и не е непарна. 

f

 
 Тврдењето дефиниционата област е симетрична (се мисли во 
однос на нулата), значи дека за секое Dx  следува: . 
Најчесто функциите се ниту парни ниту непарни. Единствена 
истовремено парна и непарна функција е нула функцијата , 
за секое 

Dx

  0xf
Dx , каде што  е симетрична област. Секоја друга 

функција е или парна или непарна или ниту парна ниту непарна. 
D
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 Графикот на парната функција е симетричен во однос на   
y -оската. Графикот на непарната функција е симетричен во однос 
координатниот почеток. Затоа при скицирањето на графикот на 
парна или непарна функција, доволно е тој да се скицира на 
интервалот  0,  или на  ,0 , а потоа на останатиот дел од 
дефиниционата област, симетрично да се преслика во однос на    
y -оската за парните, односно во однос на координатниот почеток 
за непарните функции. 
 

 
Цртеж 1.6.1.1 Парна функција Цртеж 1.6.1.2 Непарна функција 

 

 Пример 1.6.2. Функцијата  
12

3



x

x
xf  е непарна бидејќи 

 / 1,1fD    е симетрична и:  

   
 

 xf
x

x

x

x
xf 








11 2

3

2

3

.  

Функцијата  
22

2



x

x
xf  е парна бидејќи fD    е симетрична и: 

   
 

 xf
2x

x

x

x
xf








2 2

2

2

2

.  

 Функцијата  
1

2





x

xx
xf  е ниту парна ниту непарна бидејќи 

 / 1fD    не е симетрична, иако   xxf   за 1x   ; односно за: 

 важи 1x      xfxf  . 
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 Дефиниција 1.6.3. Нека функцијата  xfy   е дефинирана 
на . Функцијата  е периодична, ако постои број  таков 
што: 

D f 0T

DTx   и    xfTxf   за секој Dx . 

 Бројот T  се нарекува период на .  f
 

 
Цртеж 1.6.3. Периодична функција 

 
 Најмалиот позитивен период на , ако постои, се нарекува 
основен период. Често под поимот период на функција ќе го 
подразбираме основниот период. При скицирањето на график на 
периодична функција со основен период 

f

T , доволно е тој да се 
скицира на  T,0 . Ако функцијата  е периодична со основен 

период 

f

T , сите периоди на  се , f nT  \ 0n .  

 Строго монотоните функции на  a,  или  ,a ,  не 
се периодични. Такви се, на пример, рационалната, логаритамската 
и експоненцијалната функција. 

а

 
 Пример 1.6.4. Тригонометриските функции се периодични. 
Основниот период на  и xsin xcos  е 2 , додека на  и  е tgx ctgx  . 

 Константната функција  f x c , -константа нема основен 

период бидејќи за секој  

c

x  и секој 0T ,  

   f x T c f x   , 

па не постои најмал позитивен реален број T . 
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 1.7. Инверзна функција. Функциите што поседуваат 
својство различни елементи да пресликуваат во различни елементи 
се нарекуваат обратноеднозначни или инјекции. Функциите што 
поседуваат својство секој елемент од кодоменот да е слика на 
елемент од доменот се нарекуваат сурјекции. Функциите што ги 
имаат двете својства се биекции.  

 
 Дефиниција 1.7.1. Нека функцијата  е биекција. 

Тогаш 

YXf :
 XfY   и постои функција  дефинирана со:  XYf  :1

 yfx 1  акo  xfy  , 

која се нарекува инверзна функција на функцијата . f
 
 Од дефиницијата за инверзна функција следуваат следниве 
тврдења. Функциите  и  се биекции и меѓусебно инверзни. 
Функцијата  има инверзна ако и само ако е биекција. 

f 1f
f

 

 
Цртеж. 1.7.1. Инверзна функција 

 
 Функциите  xfy   и  yfx 1  имаат ист график, но кај 

 (*), променливата  yfx 1 y  е независна додека x  зависна.  Со 
замена на местата на променливите x  и y  во равенката (*), 
постигнуваме променливите да бидат стандардно означени. Тогаш 
ја добиваме функцијата 

 xfy 1 , Yx , Xy ; 
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чиј график е симетричен на графикот на функцијата  во 
однос правата 

 xfy 
xy  , бидејќи секоја точка  yx,  е симетрична на 

 во однос на правата  xy,  xy  . 
 
 Теорема 1.7.2. Секоја строго монотона функција 

, има инверзна.  XfXf :
 Доказ. Секоја строго монотона функција е биекција, па има 
инверзна. 
 
 Пример 1.7.3. Функцијата  нема инверзна бидејќи 

елементите 

2xy 
x  и x ,  \ 0x

2xy 

 ги пресликува во ист реален број 

. Но рестрикциите на  на 2x  0,  и  ,0  имаат инверзни 

функции xy 1  и xy 2 , соодветно. 
 

 
    Цртеж 1.7.3.1.      Цртеж 1.7.3.2. 
 
 1.8. Елементарни функции. Основни елементарни 
функции се:  
 1) константната y c , каде c  е константа;  

 2) степенската , axy  a  ;  

 3) експоненцијалната , , xay  0a 1a ;  
 4) логаритамската xy alog , , 0a 1a ;  
 5-8) тригонометриските xy sin , xy cos ,  

; и 
tgxy 

ctgxy 
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 9-12) циклометриските функции: xy arcsin , xy arccos ,  
arctgxy   и arcctgxy  . 

 Елементарни функции се функциите што се добиени од 
основните елементарни функции со конечен број пати примена на 
аритметичките операции (собирање, одземање, множење, делење и 
степенување) и операцијата композиција на функции. 

 Функциите со кои работиме, со неколку исклучоци, се 
елементарни. 

 
 Пример 1.8. Функцијата цел дел, ознака  xy  , ; 
која го пресликува бројот во најмалиот цел број помал од него, не е 
елементарна функција. 

x

 Елементарните функции се изучувани во средното 
образование. Во продолжение ќе направиме нивни преглед. 

 1.8.1. Степенска функција. Функцијата ,  се 
нарекува степенска функција.  

axy  a 

 Во 0x  има вредност , па 0 0x  е нула на функцијата, 
освен во случајот кога 0a , тогаш важи . 100

 ● Ако степеновиот показател na   е природен број, 
дефиниционата област е . 

  
Цртеж 1.8.1.1.  Цртеж 1.8.1.2. 

Степенски функции кога степеновиот показател е природен број 
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 Ако  е парен, тогаш и функцијата е парна, опаѓа на , 

расте на 

n  0,
 0,  и во точката 0x  има минимум.  

 Ако  е непарен, тогаш  и функцијата е непарна и расте на 
. За , точката 

n
1 n  0x  е превојна точка. За 1n  графикот на 

функцијата е правата xy  . 
 ● Ако степеновиот показател 0n , тогаш функцијата е 
константната функција. 
 ● Ако степеновиот показател е негативен цел број, тогаш 
дефиниционата област, исто така, е  \ 0 . Графикот ќе го 

нацртаме со помош на нејзината реципрочна функција 
nx

1
, 

. За определување на реципрочните вредности ги користиме 
правите 
n 

1y . 

 ● Ако 
q

p
a  , , тогаш ,p q  q pxy  . Дефиниционата 

област е , освен кога  p  е непарен, а  е парен, тогаш 
. 

q

  ,0D

 ● Ако 
p

a
q

  , ,p q  , тогаш 
1

q p
y

x
  и  \ 0D   , освен 

кога p  е непарен, а  е парен, тогаш q  0,D   . 

 ● Во останатите случаи, кога a   ако , . 
Разгледуваме случаи кога  и 

0a   ,0D

1a  1,0a .  
 

  
Цртеж 1.8.1.3 .  Цртеж 1.8.1.4. 
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 На горните цртежи се дадени графиците на степенската 

функција кога  \a    или 
q

p
a  , 12  kp , lq 2 , . ,k l 

 Ако 0a , тогаш 
ax

y 
1

 и 0 a , па графикот може да го 

нацртаме со помош на графикот на функцијата . axy   0,D   . 
 
 1.8.2. Експоненцијална функција. Функцијата , 

, ; е експоненцијална функција. Дефиниционата област е 
. Функцијата расте за  и опаѓа за 

xay 
0a


1a

1a  1,0a . Функцијата е 

позитивна за сите x  , т.е. . Во 0xa 0x  има вредност . 1y
 

  
Цртеж 1.8.2.1 .  Цртеж 1.8.2.2. 

Експоненцијална функција 
 
 1.8.3. Логаритамска функција. Функцијата:  

xy alog , ,0a 1a  

дефинирана со xy alog  ако yx a , е логаритамска функција.  

 Дефиниционата област е  ,0 , т.е. функцијата е 
дефинирана за . Од дефиницијата за логаритамската функција 
следува дека таа е инверзна на функцијата , . За  
функцијата монотоно расте, додека за 

0x
xay  0x 1a 

 1,0a  монотоно опаѓа. 
Нула на функцијата е точката . 1x

 Од својствата на експоненцијалната функција следува дека 
логаритамската функција ги поседува следниве својства: 
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 1)   yxxy aaa logloglog  ; 2) yx
y

x
aaa logloglog 








; 

3) 
a

b
b

x

x
a log

loglog  ;  4) log ; xyx y log aa

5) xx a

a

loglog 1  ;  6) a ; xxa log

 7) 1log aa ;   8) 01log a ; 

под услов да постои секој од логаритмите. Ако 10a
lg

, тогаш 
логаритмот се нарекува декаден и се означува со . Значи 

. Ако xx 10loglg  ea  , каде  е ирационален број кој подоцна ќе 
го дефинираме, тогаш логаритмот се нарекува природен и се 
означува со  т.е. 

e

xln xln elog . 
 

  
Цртеж 1.8.3.1 .  Цртеж 1.8.3.2. 

Логаритамска функција 
 

 1.8.4. Тригонометриски функции. Функциите , xy sin
xy cos  се дефинираат со помош на тригонометриска 

кружница, односно кружница со центар во координатниот почеток 
и радиус 1. Нека M  е точка од кружницата и x  е аголот . По 
дефиниција  е проекцијата на точката 

AOM
xsin M  на -оската, додека y

xcos  е  проекцијата на M  на x -оската (види цртеж 1.4.8.1).  
 Ако точката M  се движи од почетната точка A  во насока 
спротивна од движењето на стрелките на часовникот, тогаш може 
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да се добие кој било агол од интервалот  ,0 , додека при обратно 
движење на M , од интервалот  0, . На овој начин на секое 

 му е доделена вредност  и x xsin xcos , односно 
дефиниционата област на  и  е . Множеството вредности 
на  и  е 

sin cos 
sin cos  1,1 . Функциите  и  се периодични со 

основен период 
sin cos

2 . Нули на функцијата синус се k k, ; а на 

косинус 




k

2
, k  . Функцијата синус има максимуми во 


k2

2
, k  ; и минимуми во 

k k2
2

3
 ,  ; додека косинус 

има максимум во k2 , k  ; и минимуми во  k2 , . На 

основниот период функцијата синус расте на 

k 








2

,
0  2,

2
3

 и 

опаѓа на 
3

2 2
, 

 




 , додека косинус расте на   2,  и опаѓа на  ,0 . 

 
Цртеж 1.8.4.1. Тригонометриска кружница 

 

 
Цртеж 1.8.4.2. Синус 
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Цртеж 1.8.4.3. Косинус 

 
 Функциите тангенс и котангенс се дефинирани со равенките:  

x

x
tgx

cos
sin

  и 
x

x
ctgx

sin
cos

 . 

 
Функциите тангенс и котангенс може да се дефинираат и 

независно. Имено ако p  и  се прави низ q A  и B  паралелни на  
и 

y
x  оските, соодветно, тогаш  е ординатата на точката tgx M , 

додека ctgx  e апцисата на точката . Притоа, N M  и  се 

пресечни точки на кракот на аголот, различен од 

N

ОА , со правите p  
и  соодветно. q

 

 
Цртеж 1.8.4.4. 

 
 Функцијата тангенс е дефинирана во сите точки, освен 


k

2
, k  ; нули има во k , k  ; и монотоно расте на секој 

од интервалите на дефинираност. 
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 Функцијата котангенс е дефинирана во сите точки, освен 

k , ; нули има во k  
k

2
, k  ; и монотоно опаѓа на секој 

од интервалите на дефинираност. 
 

  
Цртеж 1.8.4.5. Тангенс Цртеж 1.8.4.6. Котангенс 

 
 Основен период на функциите тангенс и котангенс е  , а 
множество вредности  . 
 
 1.8.5. Циклометриски функции. Тригонометриските 
функции немаат свои инверзни функции бидејќи не се 
обратноеднозначни, но на рестрикции на нивните дефинициони 
области имаат инверзни. 

 Функцијата  на интервалот xy sin 





2
,

2


 е строго 

монотоно растечка и бидејќи 1
2

sin 








 и 1

2
sin 








, дадениот 

интервал го пресликува во  1,1  . Следува дека синус има инверзна 
функција xy arcsin ,  1,1x ; наречена аркус синус. Функцијата 
аркус синус е непарна и расте на  1,1 . Нејзиниот график е 

симетричен на графикот на , xsiny  



x

2
,

2


 во однос на 

правата xy   и минува низ координатниот почеток ( ). 00arcsin 
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Цртеж 1.8.5.1. Аркус синус Цртеж 1.8.5.2. Аркус косинус 

 
 Функцијата xy cos  на интервалот  ,0  е строго монотоно 
опаѓачка и бидејќи   0cos 1  и  cos 1 , дадениот интервал го 
пресликува во  1,1 . Следува дека косинус има инверзна функција:  

xy arccos ,  1,1x , 

наречена аркус косинус. Функцијата аркус косинус е ниту парна 
ниту непарна и опаѓа на  1,1 . Нејзиниот график е симетричен на 

графикот на xy cos ,  ,0x ; во однос на правата xy   и 

минува низ точката 



 .  

 ,0

2


 Функцијата tgxy   е строго монотоно растечка на 

интервалот 







2
,

2
 , и го пресликува интервалот на . Следува 

дека постои инверзна функција:  

arctgxy  , x  ; 

наречена аркус тангенс. Функцијата аркус тангенс е непарна и 
монотоно расте. Нејзиниот график е симетричен на графикот на 

tgxy  , 







2
,

2


x  во однос на правата xy   и минува низ 

координатниот почеток ( 00 arctg ). 
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Цртеж 1.8.5.3. Аркус тангенс 

 
 Функцијата ctgxy   е строго монотоно опаѓачка на 

интервалот  ,0 , и го пресликува интервалот на . Следува дека 
постои инверзна функција 


arcctgxy  , x  наречена аркус 

котангенс. Функцијата аркус котангенс е непарна и монотоно 
опаѓа. Нејзиниот график е симетричен на графикот на , ctgxy 

 0,x   во однос на правата xy   и минува низ 





 ,0

2


. 

 

 
Цртеж 1.8.5.4. Аркус котангенс 

 
 Во правоаголниот триаголник со катети  и , хипотенуза  
и внатрешен агол 

a b c
  кој лежи спроти катетата , важи:  a

c

a
sin , 

c

b
cos , 

b

a
tg  , 

a

b
ctg  . 

Основните вредности на тригонометриските функции од агол 
 2/,0    се дадени во следниве табели: 
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0
2
1

2
2

2
31cos

1
2
3

2
2

2
10sin

2346
0







 

0
3
313

31
3
30

2346
0











ctg

tg . 

 
 1.9. Тригонометриски идентитети. Во продолжение ќе 
наведеме некои тригонометриски равенства. 
 

I. Основни идентитети 
1) ; 1cossin 22   2) 1sin  ; 3) 1cos  ; 

 
II. Формули за симетрија 

1)    sinsin   2)    coscos   

3)    sinsin   4)    coscos   

5)  cos
2

sin 





  ; 6)  sin

2
cos 






  ; 

7) sin  и cos   
имаат период 2 ; 

8) tg  и ctg   
имаат период  . 

 
III. Адициони формули 

1)    sincoscossinsin   

2)    sincoscossinsin   

3)    sinsincoscoscos   

4)    sinsincoscoscos   
 

IV. Формули за трансформација на збир и разлика во производ 

1) 
2

cos
2

sin2sinsin  
 ; 

2) 
2

cos
2

sin2sinsin  
 ; 

3) 
2

cos
2

cos2coscos  
 ; 

4) 
2

sin
2

sin2coscos  
 . 
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V. Формули за трансформација на производ во збир и разлика 

1)      coscos
2
1sinsin  ; 

2)    1sin cos sin sin
2

         ; 

3)      coscos
2
1coscos  . 

 
VI. Формули за двоен и половичен агол 

1)  cossin22sin  ;  22 sincos2cos  ; 

3) 
2

2cos1sin 2  
 ; 4) 

2
2cos1cos2  

 . 

 
VII. Изразување на тригонометриските функции преку тангенс 

1) 


 2

2
2

1
sin

tg

tg


 ; 2) 


 2

2

1
1cos
tg

 ; 3) 
1

ctg
tg




 . 

 
 Аналогни формули II-VI може да се изведат и за функциите 
тангенс и котангенс. 
 
 Да ги покажеме формулите*. Основните тригонометриски 
идентитети I 1) - I 3) и VII 3) следуваат од дефинициите на 
тригонометриските функции. Ќе ги покажеме VII 2) и VII 1), 







2
2

22

2 1
cos

cossin
cos

1
tg


  од каде:  


 2

2

1
1cos
tg

  и  

2 2
2

2 2 2

1 sin cos 1 11 1
sin sin

tg
ctg

tg tg

2

2

  
  

 
     


 од каде што: 


 2

2
2

1
sin

tg

tg


 . 

Формулите за симетрија II, исто така директно следувааат од 
дефинициите на тригонометриските функции. Ќе ја покажеме 
адиционата формула III 4). 
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Цртеж 1.9. 

 

 cos
OB

пр OA   


    cos ,0 0,sin
OB

пр   

   ,1cos 1,0 sin 0
OB OB

пр пр   cos sinx yпр OB пр OB    
 

 sinsincoscos  . 

 Равенството III 1) се добива ако во III 4) се замени   со 




2
 и се применат II 5) и II 6) , додека III 2) и III 3) се добиваат 

од III 1) и III 4) со замена на  со b b  и примена на II 1) и II 2).  
 
 Нека, место   и   во III, соодветно се стават:  

2
 

 и 
2
 

 . 

Ако се соберат III 1) и III 2), како и III 3) и III 4), соодветно ги 
добиваме IV 1) и IV 2). Ако од III 1) се одземе III 2) и од III 3) се 
одземе III 4), соодветно ги добиваме IV 3) и IV 4). 
 
 Од III се добиваат VI 1) и VI 2), од каде што со примена на I 
1) се добиваат VI 3) и VI 4). 
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 1.10. Трансформација на график на функција. 
Графикот на една функција може да се нацрта со трансформација 
на график на друга функција. Претходно опишавме трансформации 
на графици на функции што се производ на константа со функција; 
збир, разлика, производ и количник на функции; на сложени и 
инверзни функции.  
 Нека е даден графикот на функцијата  xfy  .  
 ●Графикот на функцијата:  

   caxbdfy  ,  т.е. 0, db   axbf
d

cy



, 

се црта со помош на графикот на функцијата  xfy  . Заради: 

cydy
d

cy
y 


  и   ax

b
xaxbx 

1
;  

секоја точка  yx ,  од графикот на  xfy   се пресликува во:  

1 ,x a dy c
b

    
 

. 

 -Значи, графикот на   cxfy   се добива со поместување 

на графикот на  xfy   паралелно со y -оската за c  единици 

нагоре ако , или надоле ако 0c 0c . 
 Графикот на  xdfy  ,  се добива со растегнување на 
графикот на 

0d
 xfy   долж y -оската  пати ако , или со 

стеснување 1  пати ако 

d 1d
1/ d  1,0 d . Графикот на xdf y  ,  

е симетричен на графикот на 
0d

 xdfy  , 0 d  во однос на x -
оската. 
 Графикот на  axfy  , се добива со поместување на 

графикот на  xfy   паралелно со x -оската за a  единици во лево 

ако  или во десно ако 0a 0a . 
 Графикот на  bxfy  ,  се добива со стеснување на 
графикот на 

0b
 xfy   долж x -оската за  пати ако , или со 

растегнување за  пати ако 

b 1b
b/1  1,0b . Графикот на , 

 е симетричен на графикот на 

 bxfy
0b  bxfy  , 0b  во однос на 

-оската. y
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 ● Графикот на функцијата  xfy   се совпаѓа со графикот 

на функцијата  xfy   кога   0xf  и е симетричен на графикот 

на  во однос на  xfy  x -оската кога   0xf . 

 Графикот на функцијата  xfy   се совпаѓа со графикот на 

функцијата  xfy   кога , а како график на парна функција е 

симетричен на графикот на 

0x
 xfy  во однос на y -оската кога 

. 0x
 
 Пример 1.10.1. Скицирај го графикот на функцијата  

 32sin  xy . 

 Решение. Прв начин. 1) Прво го цртаме основниот 
елементарен график на функцијата siny x . Го земаме интервалот 

 ,  . 

 

 

1) а) siny x  зелен; б) sin 2y x  син; в) 
3sin 2
2

y x
     


  црвен. 

Цртеж 1.10.1. 
 

 Графикот на sin 2y x  се добива со стеснување на siny x  
за 2  пати.  
 Графикот на функцијата: 

  3sin 2 3 sin 2
2

y x x     
 

 

се добива со поместување на sin 2y x  паралелно на x -оската за 
3
2

 единици во лево. 
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 Втор начин. Графикот на функцијата  32sin  xy

sin
 можеме 

да го добиеме и директно од почетниот y x    со одредување 

на врската меѓу нивните координати, 
y
2 3

x

x


 siny   
 

, т.е.: 

y y   y y  и 2 3x x    2 3x x  
1 3
2 2

x x  . 

Значи, -координатите на соодветните точки им се совпаѓаат, 
додека 

y
x -координатата на вториот график се добива од 

соодветната x -координата на првиот, со делење со 2 и одземање 
1,5. Може да се земат прво клучните точки од првиот график: 

  3,0 ,0
2 2
     

 
, 

3, 1 , 1
2 4 2
           

  


, 

  30,0 ,0
2

   
 

, 
3,1 ,1

2 4 2
    




    
  

, 
3,0 ,0

2 2
    

 
; 

а по потреба и други точки. 
 
 Пример 1.10.2. Скицирај го графикот на функцијата: 

2y arctgx . 
 Решение. Прво го цртаме графикот на функцијата 
y arctgx  (цртеж 1.10.2), a потоа со растегнување за 2 пати 
паралелно со y -оската, го добиваме графикот на 2y arctgx . 

 

 
2) а) y arctgx  зелен график; б) 2y arctgx  црвен график. 

Цртеж 1.10.2. 
 



1. Функции 

 Пример 1.10.3. Скицирај го графикот на функцијата:  

  12ln  xy . 

 Решение. Го цртаме елементарниот график lny x , го 
поместуваме за 2 единици во десно, паралелно на x -оската и го 
добиваме графикот на  ln 2y x 

0x 
. За подобра скица ја 

поместуваме и асимптотата  во 2x  . Потоа графикот го 
поместуваме за една единица надолу паралелно на -оската и го 
добиваме графикот на 

y

  12ln  xy . 
 

 
3) а) lny x  зелен; б)  ln 2y x  син; в) 2)   12ln  xy  црвен; 

Цртеж 1.10.3. 
 
 1.11. Параметарски равенки на крива. Понекогаш е 
посоодветно наместо со равенките   0, yxF  или , 
променливите 

 xfy 
x  и y  на една крива да се изразат преку трета 

променлива  која се нарекува параметар, а равенките на 
кривата:  

t

 tx  ,  y t , Tt ; 

параметарски равенки. 
 
 Една крива определена со имплицитна равенка може да се 
параметризира, односно претстави со пар параметарски равенки на 
различни начини. Под  параметарски равенки на кривата ќе се 
подразбира најзначајниот пар. 
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 Пример 1.11.1. Астроида е крива определена со нејзината 
имплицитна равенка: 

2 2
3 3

2
3x y a   . 

Параметарските равенки на астроидата се: 

tax 3cos , . tay 3sin

 Во продолжение ќе ја скицираме астроидата. Функциите 
 и  имаат заедничка периода: tax 3cos tay 3sin 2T  . Затоа, 

за  2,0t , ќе бидат испишани сите точки од кривата. 
 

 
Цртеж 1.11.1. 

 
 Ако  yx,  е точка од кривата   tatx 3cos ,   taty 3sin , 
добиена за некоја вредност на параметарот , тогаш, бидејќи: t

  ta 3cos ,cos3 xta    ytata  33 sinsin   и 

  xtata  33 coscos ,   ytata  33 sinsin  , 

следува дека и точките  yx ,  и  yx,  се точки од кривата. Значи, 
кривата е симетрична во однос на x  и -оските. Затоа, доволно е 

да ја скицираме кривата на интервалот 

y

 0, 2 , а потоа да ја 
пресликаме симетрично во однос на x  и -оските. Формираме 
табела со карактеристичните вредности на интервалот 

y

 2,0  : 
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0
6 4 3

3 3 2 10,65 0,35 0,125 0
8 4 8
1 2 3 30 0,125 0,35 0,65
8 4 8

t

x a a a a a a a

2

y a a a a a a a

  

  

  



 

и ги нанесуваме точките во Декартов правоаголен координатен 
систем (цртеж 1.11.1). 

 
 Пример 1.11.2. Циклоида е крива определена со нејзините 
параметарски равенки: 

 ttax sin ,  tay cos1 . 

 За да ја нацртаме кривата определуваме неколку нејзини 
точки, 

30 2
2 2

30 1 0,57 1 5,71 2 6,28
2 2

0 2

t

0

x a a a a a a

y a a a

a

  

               
 . 

кои што потоа ги поврзуваме, имајќи го предвид однесувањето на 
функциите  x t  и  y t . 
 

 
Цртеж 1.11.2. 
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Бидејќи: 

    2 1 cos 2y t k a t k         1 cosa t y t  , k  ; и  

      2 2 sin 2x t k a t k t k         2ak x t  , ; k 

кривата е график на периодична функција со период 2 . Затоа, 
доволно е да ја нацртаме на интервалот  2,0  (цртеж 1.11.2). 

 
 Пример 1.11.3. Кружницата  со центар во точката  0 0,О x y  

и радиус r  има имплицитна равенка    20
2

0 ryyxx  2  (1).  
 Ако ставиме: 

0 cosx x r t  , 0 siny y r t  ,  2,0t    

trxx cos0  , tryy sin0  ,  2,0t  (2); 

тогаш јасно (1) е исполнета. Притоа, ако  yxM ,  е точка од 
кружницата, тогаш  е аголот што OM , го образува со t x -оската.  

 Равенките (2) се нарекуваат параметарски равенки на 
кружница.  

 
Цртеж 1.11.3. 

 
 Да забележиме дека овие равенки не се единствени, т.е. 
равенката на кружницата може да се претстави и преку бесконечно 
многу други параметарски равенки. 

 



1. Функции 

д-р Зоран Мисајлески 39 

 Пример 1.11.4*. Елипсата со центар во  0 0,O x y  и 

полуоски  и  има имплицитна равенка:  a b

   2 2
0 0

2 2 1
x x y y

a b

 
  ,  

додека: 
taxx cos0  , tbyy sin0  ,  2,0t , 

се параметарски равенки на елипсата.  

 Нека  yxM ,  е точка од елипсата,  е пресекот на правата А

X x  со кружницата  ,K O a  и B  е пресекот на Y y  со , 

кои се во ист квадрант со 

 ,K O b

M . Тогаш B  лежи на  и  е аголот 
којшто полуправата 

OА t
OА OB , го образува со x -оската (цртеж 

1.11.4). 

 
Цртеж 1.11.4. 

 
 1.12. Поларен координатен систем и поларна равенка. 
Поларниот координатен систем го сочинуваат точка , полуправа O
p  со почеток во , и рамнина во која лежи полуправата со 
координатен почеток . Точката  се нарекува пол, додека 
полуправата 

O
O O

p  поларна оска.  

 Ако M  е точка од рамнината на поларниот координатен 
систем, тогаш нејзините поларни координати се:  -должината на 
отсечката  и OM  ,   2,0 -аголот што отсечката  го 

образува со поларната оска. Означуваме: 

OM

  ,M . 
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Цртеж 1.12.1.    Цртеж 1.12.2. 

 
 Навистина   и   определуваат единствена точка од 
поларниот координатен систем и обратно за секоја точка  
постојат единствени броеви 

OM 
  и  , што соодветно се должината на 

отсечката  и аголот што OM  го зафаќа со правата OM p . За полот 
, радиусот O 0  додека аголот   е неодреден. 

 Ако избереме Декартов координатен систем таков што полот 
 се совпаѓа со координатниот почеток, додека поларната оска O p  

со x -оската, ја добиваме врската меѓу поларните и Декартовите 
координати на точката M O : 

 cosx ,  siny , 2 2x y    (1). 
Имено, од дефинициите на синус и косинус преку тригонометриска 
кружница, т.е кружница со радиус 1, важи cosx   ,  и  
заради пропорционалноста со коефициент  на пропорција  со 
централна кружница со радиус 

siny 



 , следува точноста на (1). Притоа:  

22
cos

yx

x


 , 

22
sin

yx

y


   и за 0y  , 

y

x
tg  . 

 
 Забелешка. Од дефиницијата за поларни координати 
следува дека 0 , но по договор ние ќе сметаме дека   може да 
биде и негативно, така што за 0   од равенката    , кога 

  000    нема да сметаме дека точката со координата  00 ,  

не постои, туку дека е зададена точката    0,00M  за 

  ,00   или    00 ,0M  за   2,0  . 
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 Пример 1.12.1-2. 1) Равенката   00 , 

  ,00  ; е равенка на правата што минува низ координатниот 

почеток и со поларната оска зафаќа агол 0 . 
 2) Равенката r  е поларна равенка на кружница со центар 
во кординатниот почеток и радиус r . 
 

   
        Цртеж 1.12.1.1.   Цртеж 1.12.1.2. 

 
 Пример 1.12.3. Кривата зададена со поларната равенка:  

 1 cosa    , 

се нарекува кардиоида (срце). 

 За да ја скицираме кардиоидата, го користиме помошниот 
график на функцијата  1 cosa     зададена во Декартови 

координати.  

 
Цртеж 1.12.3.1. 

 
 Имајќи ја предвид зависноста на   од   во графикот, ние 
можеме брзо да нанесуваме точки од кардиоидата во поларниот 
координатен систем, како и да знаеме да ги поврземе точките 
имајќи го предвид поведението на графикот.  
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 На пример, за 
2


   од графикот, гледаме а  . Точката 

,
2
а



 


  ја нанесуваме на поларниот координатен систем, така што 

на полуправата која е поместена за агол од / 2  во однос на 
поларната оска, ја определуваме точката со должина . а

 За попрецизно скицирање може да одбереме повеќе точки, а 
нивните втори координати да ги определиме од графикот 1.12.3.1 
со помош на линијар. 

 

 
цртеж 1.12.3.2. 

 
 
 Коментар. Кривата можевме да ја нацртаме и без 
помошниот график, тогаш ќе го добиевме времето за скицирање на 
графикот, но ќе требаше повеќе време за определување на вторите 
координати на избраните точки, и пак ќе требаше да се анализира 
на зависноста       за да се знае како да се поврзат точките. 

 



 
2. Низа. Граница на функција. Непрекинатост 

 
 

2.1. НИЗА 
 

2.1.1. Дефиниција и основни поими на низа 
 

 Мотивација. Множеството 






 ,...

3
1,

2
1,1  во кое е определен 

редоследот на елементите, ќе го наречеме низа. Значи, прв 

елемент е , втор 1
2
1

, трет 
3
1

 итн., односно определено е 

пресликување  од множеството природни во множеството реални 
броеви. Нека: 

a

      ...,...,,2,1 21 nanaaaaa  , 

тогаш правилото на пресликување гласи:   nana  . Во продолжение 
ќе ја искажеме дефиницијата за низа: 
 
 Дефиниција 2.1.1.1. Низа е пресликување , од 
множеството на природни во множеството на реални броеви.  

:a  

 
 Членовите  се нарекуваат членови на низата. 

Членот 

...,...,,, 21 naaa

 naan   се нарекува општ или -ти член на низата. 

Тогаш низата може да се запише во облик 

n

 ...,...,,, 21 naaa  или 

. Ако е познат општиот член, низата поедноставно 

може да се означи со 

...,na...,,, 21 aa

 n n
a


 или само  na . 

 
 Множество вредности на низата  na  е множеството: 

 na n . 
 

 Пример 2.1.1.1. Низата ...,1...,,
3
1,

2
1,1

n
, има општ член 

n
an

1
  и затоа може да се запише во облик 







n

1
. Множеството 

вредности на низата е: 
1
n

n
  
 

 .  
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 Геометриски, низата може да ја претставиме преку нејзиниот 
график   , nn a n  или со претставување на множеството 

вредности на реална права. 
 

 
Цртеж 2.1.1.1.1. 

 

 
Цртеж 2.1.1.1.2. 

 
 Низата со општ член  nna 1  е низата   n1 , т.е 

...,1,1...,,1,1,1,1  . Нејзиното множество вредности е:  1,1 . 
 
 Дефиниција 2.1.1.2. Низата  na  е монотоно растечка 

(неопаѓачка), ако  ( ) за секој nn aa 1 nn aa 1 n

na

. Низата  

е монотоно опаѓачка (нерастечка), ако 

 na
na 1  ( ) за 

секој . 
nn aa 1

n
 
 Низата што поседува едно од претходно наведените четири 
својства велиме дека е монотона. Ако низата е монотоно растечка 
или опаѓачка, тогаш таа е строго монотона.  

 Монотоноста на низите ја испитуваме на еден од следниве 
начини: 

 1) Ја оценуваме разликата nn aa 1 . Ако 01  nn aa

0
 за секое 

 т.е  низата расте, а ако n nn aa 1 1 na na  т.е  
низата опаѓа. 

nn aa 1

 2) Во случај кога  за секој 0na n , го оценуваме 

количникот 
n

n

a

a 1 . Ако 11 

n

n

a

a
a , т.е.  низата расте, во 

спротивно ако 

nan1

11 

n

n

a

a
, низата опаѓа. 
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 3) Неравенството  или nn aa 1 nn aa 1  со еквивалентни 
трансформации го сведуваме до точно или неточно равенство за 
секој . n
 
 Ако  (  ) се замени со  (  ), ги добиваме критериумите за 
монотоност на неопаѓачки и нерастечки низи. 
 

 Пример 2.1.1.2. а) Низата 






n

1
 од пример 2.1.1.1 е 

монотоно опаѓачка бидејќи:  

 
   1

11 1 1 0
1 1n n

n n
a a

n n n n n n

 
1

      
  

. 

 б) Низата со општ член nnan  1  монотоно расте 

бидејќи: 

nn aa 1  nnnn  11  112  nnn 2/ 

11121  nnnn4n   122 2  nn 2/   

122  nn  10  . 

 в) Низата   n1  од примерот 1.3.1.1. не е монотона бидејќи:  

111   т.е. 321 aaa  . 
 
 Дефиниција 2.1.1.3. Низата  na  е ограничена 
(ограничена од горе, ограничена од долу), ако множеството 
вредности на низата е ограничено (ограничено од горе, ограничено 
од долу). 
 
 Значи, низата  е ограничена ако постои реален број  na  M , 

таков што Man  , n ; ограничена од горе ако постои реален 

број M , таков што Man  , n ; и ограничена од долу, ако 

постои реален број M , таков што , nMan   . 
 
 Супремум (инфимум, максимум и минимум) на низа 
ако постојат, се супремумот (инфимумот, максимумот и минимумот) 
на множеството вредности на низата. 
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 Пример 2.1.1.3. а) Низата 






n

1
 е ограничена. Таа има 

максимум и супремум , минимум нема, инфимум .  

б) Низата

 1  0

   n1  
ум 1

е ограничена, има максимум и супремум и 
миниму

 1 
м и инфим  .  

в) Низата  n   ене  ограничена од горе, следува дека нема 
супрем

2.1.2. Граница на низа 
 

Дефиниција 2.1.2.1. Бројот е граница (лимес, 
а

ум и максум . Минимумот и инфимумот се 1. 
 

ум

 

 a  
гранична вредност) на низат   na , а з  секоја околина U  на 

точката a ,  постои природен бро

ко а

ј  Un0n0  , таков што an   за 

сите n  . Означуваме: aan lim a  кога n
U

. 0n
n 

 или: an  

 
 Бидејќи е природен број, дефиницијата не се менува ако 
есто

n  
м   стои   . 

 дефин циОд и јата следува дека бројот е граница на низата 
, а

 a  
 ко и само ако надвор од секоја околина на точката a  се 

аат конечен број членови на низата 
na

наоѓ  na . 

 Притоа, во секоја околина на границата се наоѓаат 

 
бесконечно членови на низата. 

 
Цртеж 2.1.2.1 

 Едно својство важи за скор  сите природни броеви, ако важи 
а сит

 
о

з е освен за конечно многу. Во тој случај ќе постои природен 
број 0n , така што својството ќе важи за сите природни броеви 

погол и од n . Следува дека бројот a  е граница на низата  a  
ако и само ак во во секоја околина  a  се наоѓаат скоро си  
членови на низата. 
 

ем 0

о 
n

тена
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 Вообичаена дефиниција за граница на низа е дефиницијата 
со помош на  -околина на точка: 
 
 Дефиниција 2.1.2.1.’ (    дефиниција за граница на 
низа) Бројот  е граница (лимес) на низата a  na , ако за секое 

0  постои природен број , таков што за сите природни броеви 

, важи 
0n

0nn   aan . 

 
2.1.3. Својства на конвергентни низи 

 
 Следнава теорема дава едно важно својство за граница на 
низа: 
 
 Теорема 2.1.3.1. Ако низата има граница, тогаш таа е 
единствена. 
 Доказ. Нека низата има две граници  и , . Ако 
избереме две дисјунктни околини  на  и U  на , U , 
би добиле противречност, бидејќи е невозможно скоро сите точки 
од низата да се и во  и во .■ 

a

2

b ba 
21 U1U a b Ø

1U 2U
 
 Секоја низа што има граница велиме дека конвергира, во 
спротивно велиме дека низата дивергира. 

 Низата  na
0M

 дивергира во бесконечност, ако за секој 

реален број  постои природен број , таков што за сите 

, важи 
0n

0nn  Man  . Означуваме: 
 n

n
alim . 

 Низата  na

an

 дивергира во плус бесконечност, ако за 

секој реален број  постои природен број , таков што за 

сите , важи . Означуваме: 

0M

M
0n

0nn  
 n

n
alim . 

 Низата  na

a

 дивергира во минус бесконечност, ако за 

секој реален број  постои природен број , таков што за 

сите , важи 

0M

Mn

0n

0nn   . Означуваме: 
 n

n
alim . 

 Низите што дивергираат кон  ,   и  , велиме дека 
дивергираат во потесна смисла, во спротивно дивергираат во 
поширока смисла. 
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 Теорема 2.1.3.2. Секоја конвергентна низа е ограничена. 
 Доказ. Нека  na  е низа таква што  кога . 

Тогаш во околината 

aan  n
 1,1  aa  на  се наоѓааат сите членови на 

низата, освен конечно многу . За сите останати 

членови од околината, важи 

a

,i ia a
1 2

, ...,

1
0ni

a

1 a aan . 
 Ако M  е најголемиот, а  најмалиот од членовите 

 и , тогаш:  
m

1 2 0
1, , ,

ni i ia a a a ..., 1a

Mam n   

за сите , па следува дека низата n  na  е ограничена.■ 
 
 Теорема 2.1.3.3. Монотоно неопаѓачка (растечка) низа 
ограничена од горе конвергира. 
 Доказ. 1) Нека  na  е неопаѓачка низа ограничена од горе. 

Бидејќи  е ограничена од горе, постои  na   sup n
n

M a





0

. Според 

дефиницијата за супремум следува дека за секое   постои 
 таков што: 0n 

0n
M a M   . 

Бидејќи  неопаѓачка, за сите ,  na  0nn  MaaM nn 
0

 . 

Следува дека за сите ,  0nn 

na М   . 

Последното неравенство значи дека  na  конвергира и . lim nn
a M




 2) Специјално, тврдењето е точно и во случајот кога низата е 
растечка.■ 
 
 Аналогно се покажува следнава теорема: 
 
 Теорема 2.1.3.4. Монотоно нерастечка (опаѓачка) низа 
ограничена од долу конвергира.■ 
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 Теорема 2.1.3.5. (Сендвич-теорема). Нека  na

nb

,  и 

 се низи од реални броеви, такви што 

 nb
 nc nn ca   за секој 

. n
 Ако низите  na  и  nb  конвергираат и  

n
n

n
n

bLa


 limlim , 

тогаш и низата  nc  конвергира и Lcn
n




lim . 

 Доказ. Нека е дадено 0 . Бидејќи низите  na  и  

конвергираат и тоа кон иста граница , постои 

 nb
L 1n  , таков што 

за сите ,  1nn 

na L    

и постои 2n  , таков што за сите ,  2nn 

nb L   . 

Нека  210 ,max nnn  . Тогаш, за сите ,  0nn 

 , ,n nа b L L     

и заради условот nnn bca  , следува дека за сите ,  0nn 

 Lcn . 

Од произволноста на 0 , следува дека низата  nc  конвергира и  

Lcn
n




lim  .■ 

 
2.1.4. Операции со низи 

 
 Дефиниција 2.1.4.1. (Операции со низи). Нека се дадени 
низите  и  na  nb  и реалниот број . Производ на низата  со 

бројот ; збир, разлика, производ и количник на низите  и 

, соодветно се низите: 

c  na
 nac 

 nb

 nca ,  nn ba  ,  nn ba  ,  nnba  и 








n

n

b

a
 кога 0nb , . n
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 Теорема 2.1.4.2. (Операции со конвергентни низи). 
Нека  и  na  nb  се конвергентни низи, т.е. aan

n



lim  и  и 

 е константа. Тогаш, низите 

bbn
n




lim

c  nca ,  nbna  ,  nnba  и 








n

n

b

a
 кога 

 за секое 0nb n  и  се конвергентни и 0lim
 n

n
b

 1)   n
n

n
n

acca


 limlim ;  2)   n
n

n
n

nn
n

baba


 limlimlim ; 

 3)   baba n
n

n
n

nn
n 

 limlimlim ; и 4) 
n

n

n
n

n

n

n b

a

b

a








lim

lim
lim . 

 Доказ*. 1) Нека е дадено 0 . Од aan
n




lim  следува дека 

постои , така што за сите , 0n  0nn 
c

aan


 . Тогаш:  




c
caaccaca nn  за сите . 0nn 

Следува дека низата  nca  конвергира и: 

  n
n

n
n

accaca


 limlim . 

 2) Нека е дадено 0 . Заради aan
n




lim  и  ќе 

постојат 

bbn
n




lim

1n   и 2n  , такви што за секој природен број  
важи:  

1nn 

2


 aan , 

и за секој ,  2nn 

2


bbn . 

Нека  210 ,max nnn  . Тогаш, за сите  важи:  0nn 

    


22
bbaabbaababa nnnnnn . 
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 3) Нека е дадено 0 . Од bbn
n




lim  следува дека низата 

 е ограничена, па постои  т.ш.   nb 0M

Mbn  , 

за секој n .  
 Нека lim 0nn

a a


  . Од bbn
n




lim  следува дека постојат 

 и 1n  2n  , такви што за секој природен број  важи:  1nn 

M
aan 2


  

и за секој ,  2nn 

a
bbn 2


 . 

Нека  210 ,max nnn  . Тогаш, за сите  важи:  0nn 

     bbaaababababbaabba nnnnnnnnn 
0




a
a

M
Mbbaaab nnn 22

. 

 ● Ако lim 0nn
a


  тогаш 0n n na b a   кога n  и  

lim lim 0 0n nn n
a b b

 
    . 

Следува дека низата  nnba  конвергира и  

  n
n

n
n

nn
n

baabba


 limlimlim . 

4) Нека е дадено 0 . Од bbn
n




lim  следува дека постои 

, така што за сите ,  1n  1nn 

2
b

bbn  , 

од каде што:  

 
2 2n n n

b b
b b b b b b b b         . 
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Исто така, постои 2n  , така што за сите ,  2nn 

2

2b
bbn  . 

 Нека  210 ,max nnn  . Тогаш за сите , 0nn 

2
1 1 1 1 2 1

2
n

n
n n n

bb b
b b

b b b b b b b b




      . 

Значи, 
bbnn

11lim 


. Сега поради 3) следува:  

b

a
a

b
a

bb

a
n

n
n

n
n

n
n

n

n

n



lim1lim1limlim .■ 

 
2.1.5. Некои карактеристични граници. 

 
 Теорема 2.1.5.1. Важи: 

1) ; 2) 















0,
0,1
0,0

lim
a

a

a

na
n




















1,
1,1
1,0

1,

lim

a

a

a

апостоине

an
n

. 

3) 

 
























lkba

lkba

lk

bnbnbnb

ananana

ll
ll

kk
kk

n

,/sgn
,/

,0

...

...lim

00

00
1

1
10

1
1

10 , . 0 0, 0a b 

 Доказ*. 1) ● Ако 0a
1a

, тогаш секој член од низата има 
вредност 1. Следува: . lim

n
n

 ● Нека . Избираме: . Постои 0a 0M 0n  , такво што за 

сите a a Mn  , важи . Следува: . Mn 


a

n
nlim

 ● Нека 0a . Тогаш, за ab  ,  и . 
Следува:  

bba nnn /1  0b

01
lim

1lim 





 b

n

a

n n
n . 



 
2. Низа. Граница на функција. Непрекинатост 

д-р Зоран Мисајлески 53 

 2) ● Ако 1a , тогаш 



1

1
a , каде што 0 .  

Од биномниот развој следува:  

   nn  ... nn  111 , n 1 ; 

т се позитивни. Следува дека за 
, 

бидејќи сите членови во развојо
1n

   n
a

n

n







11
0  и 

11 0
1

lim 
1
 nn

  

од каде што:  

0lim 


n

n
a , па и .  0li 



n

n
m a

 ● Ако 1a , тогаш и . 

● Ако , тогаш

 1lim 


n

n
a

 1a   , 1a 0  и  

    n1  nan 1  кога n . 

 3) ја означ  границата со Ако пред полиномите 
извлечеме и соодветно, добиваме:

 
Да име L . 
 kn   ln   

1 1
0 1

1 1
0 1 1

...lim
...

k l k
l ln

l

a a n a n
L n

b b n b


  


  1
k k

l

n

n b n

  


 
  

 


 
0

0 0
0

0 0

0,
lim / ,

sgn / ,

k l

n

k l
a

n a b k l
b

a b k l






 
 

, 

бидејќи сите членови во полиномите, освен и тежат  кон 0 
кога , додека втората граница е прес на  1). 
 

0a  
мета

 0b  
во n

 2.1.5.2. Бројот e . Ќе покажеме дека низата  na ,  
n


n 






11  е монотоно растечка низа ограничена од горе . 

дека конвергира. 
 

n 
a , т.е
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 Теорема 2.1.5.2. Низата ,   na
n

n n
a 






 

11  конвергира. 

 Доказ. ● Со примена на Њутновата биномна формула 
добиваме: 

2 3

1 1 1 11 1
1 2 3

n

n n

n n n n
a

nn n n n

                        
         





1
n

           
2 3

1 2 ...2 11 1 21 11 1
2! 3! ! n

n n n n nn n n n n

n n n

      
      1

n
1 1 1 1 2 1 1 2 11 1 1 1 1 1 1 ... 1
2! 3! !

n

n n n n n n n

                            
         

   

и  
1

1
11

1

n

na n




     

 

     2 3

1 1 1 11 1 1 11
1 2 3 11 1 1 n

n n n n

nn n n n


          
                     

 11


 
 

   
 2 3

1 1 11 11 1
2! 3!1 1

n n n n n

n n

  
    

 


     
    1

1 1 ... 1 1
1 ! 1 n

n n n n n

n n


   


 

1 1 1 1 21 1 1 1 1
2! 1 3! 1 1n n n
                     



 
1 1 21 1 ... 1

1 ! 1 1 1
n

n n n n
                 

. 

 
 Ако ги споредиме и забележуваме првиот број има 

, д
na  

2
1na  

1n одека вториот n  соб ка. Првите два собирока им се 
. Заради:  

иро
исти

1
11



n

i

n

i
, 1,...,2,1  ni ; 
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следува дека третиот до 1n

1na

-от собирок на  се помали од 

соодветните собироци на , и 
na

2n -от собирок на  е 

позитивен. Следува дека 
1na

1 nana . 

●
1 2

2 1

1 1 1 1 1 11 1 ... 1 1
2! 3! ! 2 2 2n na

n 

3
            

321

2
11

2
11

1 












n

. 

При што, точноста на првото неравенство (1) следува од развојот на 
. Бидејќи  за секое , следува:  na

1

1

2...32! 



 n

n

nn  1n

12
1

!
1


nn

, 

од каде што точно е второто неравенство (2). Во доказот на 
равенството 3 ја применивме формулата за сума на геометриска 
прогресија  

q

q
qqq

n
n




 

1
1...1 12  за 

2
1

q . 

 Следува дека за низата  важи na 3na , односно е 
ограничена од горе. 

Значи, низата конвенгира бидејќи е монотоно растечка 
ограничена од горе.■ 
 
 Дефиниција 2.1.5.3. (Дефиниција на бројот ). 

Границата на низата 

e

 na , 
n

n n
a 






 

11  се означува со . Значи:  e

e
n

n

n







 



11lim . 

Се покажува дека ако 
 n

n
alim , тогаш e

a

na

n
n













11lim . 
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 Неопределени облици. Ако 0lim 
 n

n
a  и 0lim 

 n
n
b , тогаш 

границата 
n

n

n b

a


lim  ако постои,  ја нарекуваме неопределен облик 
0
0

, 

бидејќи границата не може веднаш да се определи, туку за нејзино 
пресметување потребни се дополнителни средувања на дропката 

. Сите неопределени облици се: nn ba /

0
0

, 



, 0 ,     (     ), , 1 , 0  00  . 

 Неопределени облици не се: 

000  ,  , 00



, 

0

, , 00  0 11  ,  , 

    ,        и.т.н. 

 
2.1.6. Подниза и точка на натрупување. 

 
 Дефиниција 2.1.6.1. Нека  na  е низа и  kn  е растечка 

низа од природни броеви. Тогаш низата  
kn
a  се нарекува подниза 

на низата .  na
 

 Дефиниција 2.1.6.2. Реалниот број  е точка на 
натрупување за низата , ако е точка на натрупување за 

множеството вредности на 

a
 na
 na . 

 
 Значи  е точка на натрупување за низата a  na , ако во 
секоја околина ( -околина) на , се наоѓаат бесконечно членови 
на  . 

a

na

 
 Пример 2.1.6.1. Низата   n1  има две точки на 
натрупување 1  и 1. Ако nkn 2  и 12  nnl  тогаш низите  

 
nk

a , 1
nk

a  и  
nl
a , 1

nl
a  

се конвергентни поднизи од   n1 . 
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 Без доказ ќе ги наведеме следниве теореми за низи: 
 
 Теорема 2.1.6.1.* Ако a   е точка на натрупување за 
низата , тогаш постои подниза  na  

kn
a  од низата , која 

конвергира кон . Ако 

 na
a   (  ) е точка на натрупување за низата 

, тогаш постои подниза  na  
kn

a  од низата  na , таква што 

 (
kn

a 
kn
a ) кога . n

 
 Теорема 2.1.6.2.* (Болцано-Вајерштас). Секоја 
ограничена низа од реални броеви има барем една точка на 
натрупување во . Секоја низа од реални броеви има барем една 
точка на натрупување во 


 ,     . 

 
 Теорема 2.1.7.* (Кошиев критериум за 
конвергенција). Низата  na  конвергира ако и само ако за секое 

0  постои природен број  таков што за сите  и  
важи:  

0n 0nn  p

 npn aa . 
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2.2. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА 

 
2.2.1. Граница на функција 

 
 Нека функцијата  xfy   е дефинирана на  и  е точка 

на натрупување на . 
fD 0x

fD

 
 Дефиниција 2.2.1. (Граница на функција според Коши 
или  

 x
 дефиниција). Бројот  е граница на функцијата 

 кога 
A

fy  x  тежи кон  (во точката )  ако за секој  0x 0x 0  , 

постои 0  , таков што за сите 0xx   за кои  0xx  да 

следува:  
   Axf . 

 Означуваме:   Axf
xx


 0

lim  или   Axf   кога . 0xx

 
 Симболично дефиницијата за граница на функција ја 
запишуваме вака: 

  


Axf
xx 0

lim   00   ,  00 xx     Axf . 

 Границата  
0

lim
x x

f x


A  ја означуваме и со:  

 f x  A  кога 0x x . 

 
 Ако во горната дефиниција, место 0xx  , се додаде 

( ), ја добиваме дефиницијата за лева (десна) граница на 

функцијата 
0xx  0xx 

 xfy   кога x  тежи кон  и се означува со  

( ) . Имено: 

0x  xf
xx  0

lim

 xf
xx  0

lim

 Дефиниција 2.2.2. Бројот A  е лева граница на 
функцијата  xfy   во точката , ознака 0x   Axf

xx


 0

lim , ако за 

секој 0  , постои 0  , таков што за сите  0, x0xx   да 
следува:  

   Axf . 
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 Дефиниција 2.2.3. Бројот  е десна граница на 
функцијата 

A
 xfy   во точката , ознака 0x   Axf

xx


 0

lim , ако за 

секој 0  , постои 0  , таков што за сите   00 , xxx  да 
следува:  

   Axf . 

 
 Теорема 2.2.4. Функцијата  xfy   има граница во точката 

, ако и само ако постојат левата и десната граница во  и се 
еднакви. 

0x 0x

 Доказ. ) Ако функцијата   xfy   има граница во точката 

, тогаш постојат и се еднакви левата и десната граница во . 0x 0x

 ) Нека е дадено  0 . Нека постојат левата и десната 
граница на  во , и се еднакви на . Следува дека постојат 

позитивни броеви 

f 0x

1

A

  и 2 , такви што за сите  

 010 , xxx   и  200 ,  xxx  да следува    Axf . 

За  1 2min ,    од      0000 ,, xxxxx  т.е.  0xx  и 

 следува 0xx     Axf . 

 Значи, функцијата  има граница во .■ f 0x

 
 Дефиницијата за граница на функција кога A  e  ,  и 

 (  e 


 0x  ,   и  ) се добива ако   ( ) се означи со M  (K ) 

и    Af x  (  0xx ) се замени со   Mxf  , , 

 (

  Mxf

  Mxf  K Kx  xx  , , K ) соодветно.  
 

 Низата  nx  е низа во X  ако Xxn   за секое n . 
 

 Дефиниција 2.2.1.’ (Граница на функција според Хајне 
или дефиниција на граница со помош на низи). Бројот  е 
граница на функцијата  кога 

A
 xfy  x  тежи кон  (во точката 

),  ако за секоја низа 
0x

0x  nx  во  0\ xDf   таква што: 

0lim xxn
n




, да следува:   Axf n
n




lim . 
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 Дефиниција 2.2.2.’ Бројот  е лева граница на 
функцијата 

A
 xfy   кога x  тежи кон  (во точката ),  ако за 

секоја низа 
0x 0x

 nx D во , таква што: f 0xxn   за секој n  и  

0lim xxn
n




, да следува   Axf n
n




lim . 

 
 Дефиниција 2.2.3.’ Бројот A  е десна граница на 
функцијата  xfy   кога x  тежи кон  (во точката ),  ако за 

секоја низа 
0x 0x

 nx D во , таква што:  за секој f 0xxn n  и  

0lim xxn
n




, да следува:   Axf n
n




lim . 

 
 Двете дефиниции за граница (лева граница, десна граница) 
на функција се еквивалентни. 
 
 Важат аналогни дефиниции кога   ,,, 0xA , само што 

кога   ,,0x ,  0\ xDf  се заменува со . Така на пример: fD

 ● Бројот  е граница на функцијата A  xfy   кога x  тежи 
кон , ако за секоја низа   nx  во , таква што , да 

следува: 

fD 
 nxn

lim

 xn Af
n




lim . 

 
2.2.2. Својства на граница на функција 

  
 Теорема 2.2.2.1. (Теорема за единственост на 
граница). Ако функцијата  xfy   има гранична вредност во 
точката , тогаш таа е единствена. 0xx 

 Доказ. Нека  и A B  се граници на функцијата  во 
, и  е низа во 

 xfy 

0xx   nx  0xD \f  таква што 0lim xxn
n




. Бидејќи  и A

B  се граници, од дефиницијата за граница на функција според 
Хајне, важи:  xn Af

n



lim  и  xf n B

n



lim


. Но, секоја низа има 

единствена граница, па BA  . 
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 Теорема 2.2.2.2. (Операции со граници на функции). 
Ако постојат границите  и  xf

xx 0

lim


 xg
xx 0

lim


 и c  е константа, 

тогаш постојат и границите: 
 xcf

xx 0

lim


, c ,     xgxf
xx


 0

lim ,      xgxf
xx 0

lim


 и  

 
 xg
xf

xx 0

lim


 кога   0lim
0




xg
xx

, и 

 1)   xfcxcf
xxxx 00

limlim


 ; 

 2)         xgxfxgxf
xxxxxx 000

limlimlim


 ; 

 3)         xgxfxgxf
xxxxxx 000

limlimlim


 ; 

 4) 
 
 

 
 xg
xf

xg

xf

xx

xx

xx

0

0

0 lim

lim
lim






 ,  lim 0g x

0x x
 . 

 Доказ. 1) Нека  nx  е низа во  0\ xDf , таква што . 

Бидејќи постои 

0lim xxn
n




  Axf
xx


 0

lim , следува  xf n
n

A


lim . Тогаш:  

    cAxfcxcf n
n

n
n




limlim . 

Следува дека постои  xcf
xx 0

lim


 и    
0 0

lim lim
x x x x
cf x cA c f x

 
  . 

 2) Нека  nx  е низа во  0\ xDf  таква што  и 

постојат: 

0lim xxn
n




  Axf
xx


 0

lim  и  xg
xx

B
 0

lim . Тогаш постојат:  

 lim n
n

f x


 и  lim n
n
g x


 и 

        lim lim limn n n
n n

n
n

f x g x f x g x
  

   . 

 3) Нека  nx  е низа во  0\ xDf , таква што  и 

постојат 

0lim xxn
n




  Axf
xx


 0

lim  и  xg
xx


 0

lim B , следува постојат: 

 lim n
n

f x A


  и  lim n
n
g x B


  и 
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        lim lim limn n n
n n n

nf x g x f x g x
  

 . 

Значи постои:  

    xgxf
xx 0

lim


 и         n
xx

n
xxxx

xgxfABxgxf
000

limlimlim


 . 

 4) Нека  nx  е низа во  0\ xDf , таква што  и 

постојат: 

0lim xxn
n




  Axf
xx


 0

lim  и  lim
0

0


xg
xx

B . Тогаш постојат:  

 lim n
n

f x A


  и  lim n
n
g x B


  и 

 
 

 
 

 
 

lim lim
lim

lim lim
nn n n

n
n n

n n

f x f xf x A

g x g x B g x
 


 

   . 

 
2.2.3. Некои поважни граници 

 
 Граничната вредност на функцијата по дефиниција се бара 
само од основните елементарни функции. При определувањето на 
границите од останатите елементарни функции се сретнуваме со 
два случаја.  

Ако  
0

lim
x x

f x


 не генерира неопреден облик, тогаш границата 

се добива кога во  f x , x  ќе се замени со 0x . 

Ако  
0

lim
x x

f x


 генерира еден од неопределените облици:  

  0 00, , 0 , ,1 , 0 ,
0


    


; 

функцијата  f x  се трансформира до погоден облик и се 

применуваат правилата за пресметување на граница. 
 

Ќе разгледаме некои поважни граници: 
 

 Теорема 2.2.3.1. 1sinlim
0


 x

x
x

. 

 Доказ. Нека x  е должината на лакот  во 
тригонометриската кружница, односно кружницата со радиус 1. 

BC
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Цртеж 2.2.3.1. 

 

 Должината на лакот се совпаѓа со големината на аголот 
изразена во радијани. Затоа, 

xOA cos , 1OCOB , xAB sin  tgxCD  . 

 ● Нека 







2
,0 

x . Очигледно, xx  sin0 . 

 Од триаголникот , кружниот исечок  и 
триаголникот OCD , следува:  

OAB OCB

OCDOCBOAB PPP   
1 1 1sin cos 1 1
2 2 2

x x x tgx        

x

x
xxx

cos
sincossin  / : sin x 

1 2 1cos
sin cos
x

x
x x

    

2 1sin 1cos
cos

x
x

x x
   (1). 

Последната еквиваленција е точна заради:  

x

x
x

sin
cos  

xx

x

cos
1sin

  и 
xx

x

cos
1

sin
 

x

x
x

sincos  . 
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Од (1), бидејќи 1coslim
0




x
x

 и 1
cos

1lim
0


 xx

, од сендвич-

теоремата следува дека: 1sinlim
0


 x

x
x

 (*). 

 ● Ако 





 0,

2


x , тогаш 







2
,0 

x , па важи:  

   
 xx

x
x








cos

1sincos 
xx

x
x

cos
1sincos 




 

xx

x
x

cos
1sincos  , 

и заради: 1coslim
0




x
x

 и 1
cos

1lim
0


 xx

, следува 1sinlim
0


 x

x
x

 (**). 

 Од (*) и (**) заклучуваме дека: 1sinlim
0


 x

x
x

. 

 

 Теорема 2.2.3.2. 1
sin

lim
0


 x

x
x

. 

 Доказ. 1
1
1

sinlim

1
sin

1lim
sin

lim

0

00






x

x

x

xx

x

x

xx
.■ 

 

 Теорема 2.2.3.3. e
x

x

x







 



11lim . 

 Доказ. ● За секој x ,  постои n1x  , таков што:  

1 2
1n x n   

2 11 1
1n x

1
n

 



nxn

1111
1

11 


   

11111
1

11








 






 











nxn

nxn
. 

Бидејќи:  
1 11 1 1lim 1 lim 1 1 1

1 1 1

n n

n n
e e

n n n

 

 

                       
 и 
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11 1 1lim 1 lim 1 1 1
n n

n n
e e

n n n



 

               
     

 , 

од сендвич-теоремата следува дека:  

1

1 1lim 1 lim 1
x x

n x
n x n

e
x x 

  

        
   

  (*). 

 
 ● Ако 1x  воведуваме смена tx  . Кога x , 

. Следува: t







 



x

x x

11lim 





 





t

t t

11lim 





 





t

t t

t 1lim 








t

t t

t

1
lim  

1lim 1
1

t

t t

    
ee

tt

t

t

























1

1
11

1
11lim

1

 (**). 

Од (*) и (**) следува дека: e
x

x

x







 



11lim .■ 

 

 Теорема 2.2.3.4.   ex x
x




1

0
1lim . 

 Доказ. Воведуваме смена tx /1 . Кога ,  и 0x t

 
1

0

1lim 1 lim 1
t

x
x t

x e
t 

    
 

 .■ 

 
 Да забележиме дека од својствата на функциите  и , 
важи:  

xe xln

0lim 


x

x
e  (означуваме 0e  ), , ,  ( ) 10 e ee 1 



x

x
elim e  

како и  



x

x
lnlim

0
 ( ln 0   ), 01ln  ,  1ln e  и 


x

x
lnlim  (  ln    ). 
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 Теорема 2.2.3.5-7. Точни се следниве граници: 

5) 
 

ax

xa

x ln
11loglim

0





;  6) a
x

a x

x
ln1lim

0





;  7) 
 

a
x

x a

x





11lim
0

; 

од каде што:  

5’) 
  11lnlim

0



 x

x
x

;  6’) 11lim
0




 x

ex

x
;  7’)

 
e

x

x e

x





11lim
0

. 

 Доказ. 5) Имаме: 

 
x

xa

x




1loglim
0









0
0  

21

0

1
1loglim 


x

a
x

x   


x
x

a x
1

0
1limlog

aa

e
ea ln

1
ln
lnlog

3
 , 

при што чекорите 1 и  3 следуваат соодветно од логаритамските 
формули:  

b
aa xxb loglog   и 

a

b
b

c

c
a log

loglog  , 

додека 2 следува од непрекинатоста на логаритмот, па кога:  

00  xx  следува . 0loglog xx aa 

 6) Воведуваме смена:  

ta x 1  1xa t    1log  tx a . 

Кога , тогаш . Следува: 0x 010  at


 x

a
x

1lim
0

x









0
0

   1log
lim

0 t

t

a
t   

t

tat 1log
1lim

0

1 ln1
ln

a

a

 . 

 7) Имаме: 

     

 
 ln 1 ln 1

0 0 0

1 1 ln 11 1lim lim lim 1 1
ln 1

aa x a x

x x x

x xe e
a a

x x a x x

 

  

   
a  


   , 

бидејќи кога , исто така, 0x   01ln1ln  x , па од  2’ следува:  
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 

  1
1ln

1lim
1ln

0





 xa

e xa

x
.■ 

 Очигледна е точноста на следниве граници: 
 
 Теорема 2.2.3.8-11.  Точни се следниве граници: 

8) ;  9) ; 















0,
0,1
0,0

lim
a

a

a

xa
x

















1
11

100
lim

a

a

a

ax
x

10) 
1

0 1 1
0 01

0 1 1

0,
...

lim / ,
...

,

n n
n n

m mx
m m

n m
a x a x a x a

a b n m
b x b x b x b

n m








           

;  0, 00 ba

11) 
 
 

   
   

lim limn n

k

lx a x a
m m l

P x x a P x

Q x
k

x a Q x


 



 


   0 0

0, 0
/ ,
, 0

n k m l

k l

P x Q x n m

l k
 

 
 
   

, 

каде  и  се полиноми од ред  и , додека  е нивна нула од 
ред  и l , соодветно. 

nP

k
mQ n m a

  
 Забелешка. Границата 10, 3) може да се досреди, место  
да биде  или 


  , бидејќи се сведува на:  0 0sgn / lim

x
a b


 n mx  , 

каде што lim
x

n mx 


 е   кога n m  е непарен, во спротивно е  . 

 Во 11) ако 0 kl  е парен , тогаш лимесот се сведува на 
 или   . Ако , , тогаш границата секогаш се 

сведува на е 

 ax  ax
  или  . 

 
2.2.4.* Бесконечно мали големини 

 
 Дефиниција 2.2.4.1. Функцијата  xy   се нарекува 

бесконечно мала големина во точката 0xx   или кога  
ако:  

0xx

  0lim
0




x
xx
 . 
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 Притоа,  може да биде еден од симболите: 0x  ,  и ; 

и место   може да стои:  или . 

 

0x

0x


0x

 
 Дефиниција 2.2.4.2. (Споредување на бесконечно 
мали големини). Нека  x  и  x  се бесконечно мали големини 

кога . 0xx

 Ако
 
  0lim

0


 x

x
xx 


, тогаш велиме дека  x  е бесконечно 

мала големина од повисок ред во однос на  x  кога . 0xx

 Ако 
 
  0lim

0




k
x

x
xx 


, constk  , тогаш велиме дека  x  и 

 x  се бесконечно мали големини од ист ред кога . 

Специјално ако 

0xx
 
  1lim

0


 x

x
xx 


, тогаш велиме дека  x  и  x  се 

еквивалентни бесконечно мали големини кога .  0xx

 Ако 
 
  

 x

x
xx 


0

lim , тогаш велиме дека  x  е бесконечно 

мала големина од понизок ред во однос на  x  кога . 0xx

 Ако не постојат границите 
 
 x
x

xx 


0

lim


 и 
 
 x
x

xx 


0

lim


, тогаш 

велиме дека  x  и  x  се неспоредливи бесконечно мали 
големини кога . 0xx

 
 Ако  x  е бесконечно мала големина од повисок ред во 
однос на  x  кога , тогаш пишуваме:  0xx

    xx    (кога ) 0xx
 
 Задача 2.2.4.3.  Спореди ги следниве бесконечно мали 
големини   122  xxx  и  кога .   xxx  3 1x
 Решение. Имаме: 

 
   x

x
x 


1

lim 



 xx

xx
x 3

2

1

12lim 







0
0  

  


 1
1lim 2

2

1 xx

x
x
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 
  11

1lim
2

1 


 xxx

x
x     0

111
11

1
1lim

1










 xx

x
x

. 

 Следува дека   122  xxx  е бесконечно мала големина 

од повисок ред во однос на  x  xx 3  кога . Бидејќи 1x

 
 0

lim
x x

x

x




  ,   xx 3x   е бесконечно мала големина од понизок 

ред во однос на   2 2 1x x x   . 

 
 Задача 2.2.4.4.  Спореди ги следниве бесконечно мали 

големини  
1
1





x

x
x  и   xx 1  кога . 1x

 Решение. Имаме: 

 
   x

x
x 


1

lim 




 x
x

x

x 1
1
1

lim
1









0
0

 






 x
x

x

x 1
1

1

lim

2

1
 

  







 x
x

xx

x 1
1

11

lim
1 1

1lim
1x

x

x


 


1 . 

 Следува дека  
1
1





x

x
x  и   xx 1  бесконечно мали 

големини од ист ред кога , но не се еквивалентни. Својството 
„бесконечно мали големини од ист ред“ е симетрично, односно ако 

1x

 x  и  x  се бесконечно мали големини од ист ред, тогаш и  x  
и x  се бесконечно мали големини од ист ред. 
 
 Задача 2.2.4.5. Спореди ги следниве бесконечно мали 

големини   xx 3cos1  и   xx 2sin
2
3

  кога . 

 Решение. Користејќи ги идентитетите:  

0x

2
sin2cos1 2 xx   и   xxxx 23 coscos1cos1cos1  ,  

добиваме: 
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 
   x

x
x 


0

lim 



x

x
x 2

3

0
sin3
cos1lim

2









0
0  2 2

20

2 2sin 1 cos cos
2lim

3sinx

x
x x

x

  
  

 2 2

2 20

2

sin 1 cos cos
2lim

sin3
2

x

x
x x

x x
x



 


 
 
 

21 cos 0 cos 0 1 1
3 1

 


. 

 Следува дека  и   xx 3cos1   xx 2sin
2
3

  се 

еквивалентни бесконечно мали големини кога . 0x
 
 

2.3. НЕПРЕКИНАТОСТ НА ФУНКЦИЈА 
 

2.3.1 Дефиниција, основни поими и операции со непрекинати 
функции. Прекини. Превојни точки 

 
 Нека функцијата  xfy   е дефинирана на X  и . Xx 0

 
 Дефиниција 2.3.1. Функцијата  xfy   е непрекината во 
точката Xx 0  ако: 

   0
0

lim xfxf
xx




. 

 
 Значи, функцијата е непрекината во  ако е дефинирана во 
таа точка, постои граничната вредност на функцијата во таа точка и 
двете вредности се еднакви.  

0x

Интуитивно, една функција е непрекината ако нејзиниот 
график може да се нацрта без подигнување на моливот. 

Во изолираните точки сметаме дека функцијата е 
непрекината.  

Функцијата  xfy   е непрекината на X , ако е непрекината 
за секое Xx 0 . 

Секоја елементарна функција е непрекината на својата 
дефинициона област. 
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 Дефиниција 2.3.2.  Функцијата  xfy   е непрекината 
од лево во точката Xx 0  ако:  

   0
0

lim xfxf
xx




. 

 Функцијата  xfy   е непрекината од десно во точката 
 ако:  Xx 0

   0
0

lim xfxf
xx




. 

 
 Теорема 2.3.3. (Операции со непрекинати функции) 
Ако функциите  и  се непрекинати во точката f g gf DDx 0 , 

тогаш и функциите: 

cf , constc  , f g , gf   и 
g

f
, 0g  

се непрекинати во . 0x

 Доказ. Бидејќи функциите  и f g  се непрекинати во 
точката , постојат границите 0x  xf

xx 0

lim


 и  xg
xx 0

lim


  и тие 

соодветно се  0xf  и  0xg . Од својствата за граница на функција 
следува дека постојат границите:  

 xcf
xx 0

lim


, c ,     xgxf
xx


 0

lim ,      xgxf
xx 0

lim


 и  

 
 xg
xf

xx 0

lim


 кога   0lim
0




xg
xx

 и тие соодветно се: 

 0xcf ,    0 0f x g x ,    00 xgxf  и    00 / xgxf .  

Последново значи дека функциите:  

cf , constc  , f g , gf   и 
g

f
 за 0g   

се непрекинати во .■ 0x



 
2. Низа. Граница на функција. Непрекинатост 

д-р Зоран Мисајлески 72 

 
 Дефиниција 2.3.4. Функцијата  xfy   има прекин во 

точката Xx 0  ако не е непрекината во . 0x

  
 Дефиниција 2.3.5. Функцијата  xfy   има прекин од 
прв ред во точката fDx 0  (  е точка на прекин од прв ред за 

), ако постојат левата и десната граница во , но барем една од 

нив е различна од 

0x

f 0x

 0xf . Функцијата  xfy   има отстранлив 

прекин во точката fDx 0  (  е точка на отстранлив прекин за 

), ако постои:  
0x

f

 xf
xx 0

lim


 но    0
0

lim xfxf
xx




. 

Сите останати точки на прекин се точки на прекин од втор ред. 
  
 Отстранливиот прекин е прекин од прв ред. Тогаш можеме 
да го „отстраниме“ прекинот со дефинирање на функцијата 

 
 
 









 0

0

,lim
,

0

xxxf

xxxf
xg

xx

 xf

, која е непрекината во  и се совпаѓа со 

 секаде, освен во . Велиме дека функцијата 

0x

0x  xf  сме ја 

продолжиле по непрекинатост во точката 0xx  . 
 Точки на прекин од втор ред се и точките на натрупување за 
дефиниционата област во кои функцијата не е дефинирана. Во 
некои литератури овие точки не се сметаат за точки на прекин. 

 

 Пример 2.3.6-8. 1) Функцијата  









0,0

0,sin

x

x
x

x
xf  има 

прекин од прв ред во 0x , бидејќи 1sinlim
0


 x

x
x

, но . 

Прекинот е отстранлив.  

  00 f

2) Функцијата  









0,0

0,1

x

x
x

arctgxf  во точката , има 

прекин од прв ред кој не е отстранлив, бидејќи  

0x



 
2. Низа. Граница на функција. Непрекинатост 

д-р Зоран Мисајлески 73 

 
2

1lim
0





arctg

x
arctg

x
 и  

0

1lim
2x

arctg arctg
x




   . 

Ваквиот прекин се нарекува скокачки. 

 3) Функцијата xy ln  има прекин од втор ред во . 0x
 
 Дефиниција 2.3.9. Точката  во која функцијата  е 
непрекината и го менува конкавитетот, се нарекува превојна 
точка на . Ако  е превојна точка на , тогаш 

0x f

 f 0x f  00 , xfxP  е 

превојна точка на графикот на . f
 
 

2.3.2.* Својства на непрекинати функции 
 

Во продолжение без доказ ќе наведеме неколку теореми за 
непрекинати функции. 

 
 Теорема 2.3.4.* (Прва теорема на Вајерштас).  
Ако  е непрекината функција на интервалот f  ba, , тогаш  е 
ограничена на 

f

 ba, . 
 
 Теорема 2.3.5*. (Втора теорема на Вајерштас).  
Ако  е непрекината функција на интервалот f  ba, , тогаш  
достигнува максимум и минимум на 

f

 ba, . 
 
 Теорема 2.3.6.* (Прва теорема на Болцано-Коши)  
Нека функцијата  е непрекината на интервалот  и 

,

f  ba, 
  0af   0bf  (   0af ,   0bf ). Тогаш постои број   таков 

што   0f . 
  
 Теорема 2.3.7*. (Втора теорема на Болцано-Коши) 
Нека  е непрекината функција на интервалот . Тогаш и  е 
интервал. 

f P  Pf
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3. ИЗВОДИ 
 

3.1. Извод на функција 
 
 Дефиниција 3.1.1. Функцијата  xf  определена на , 

има извод во точката 
 ba,

 bax ,0  , ако постои границата (како 
конечен број): 

     
x

xfxxf
xf

x 





00

00 lim  (1). 

Ако горната граница е  , тогаш велиме дека функцијата има 
бесконечен извод. 
 
 Ако ставиме xxx  0 , тогаш кога 0x  следува дека 

, па границата (1) може да се запише и во вид:  0xx

     
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx 





. 

 Функцијата  xf  има извод на  ba, , ако има извод во 

секоја точка x  од интервалот  ba, , ,a b . Тогаш  е 
функција определена на 

 xf 
 ba,  и се нарекува прв извод на  на 

. Ако функцијата има извод во  (на 

 xf
 ba,  0x  ba, ), велиме уште дека 

е диференцијабилна во  (на 0x  ba, ). 

 Ако функцијата  xf  има извод на  ba,  и  ,c d , тогаш 

велиме дека има извод на    ,a b c d , . Ако има извод на 

множество од отворени интервали, велиме дека има извод и на 
нивнaта унија. 
 Ако функцијата  xf   има извод во точката  bax ,0  , тогаш 

тој се означува со  0xf   и се нарекува втор извод на функцијата 

 во . Ако функцијата  има втор извод во секоја точка  xf 0x  xf x  

од интервалот  ba, , тогаш е определена функција  xf   на , 
која се нарекува втор извод на функцијата 

 ba,
 xf  на  ba, . 
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 Аналогно дефинираме, трет извод, четврт извод итн. прво во 
точка, а потоа и на отворено множество (унија од отворени 
интервали). Ако постои изводот на 1n -виот извод на функцијата 

 во  xf  bax ,0  , тогаш тој се нарекува -ти извод на  во 

 и се означува со 

n  xf
0x

   0
nf x . 

 
 Дефиниција 3.1.2. Функцијата  xf  определена на , 

има лев (десен) извод во точката 
 ba,

 ba,x0  , ако постои 
границата: 

     
x

xfxxf
xf

x 






00

0
0 lim    (      0 0

0
0

lim
x

f x x f x
f x

x
 

  



). 

 
 Аналогно, како при претходната дискусија,  

     
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx 





  (      
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx 





 ). 

 
 Теорема 3.1.3. Функцијата  xfy   има извод во точката 

, ако и само ако постојат левиот и десниот извод во  и се 
еднакви, т.е.  

0x 0x

   00 xfxf   . 

 Доказ. Следува непосредно од својство за граница на 
функција. 
 
 Според теорема 3.1.1, ако не постои некој од едностраните 
изводи  0xf  или  0xf , или    00 xfxf   , тогаш функцијата 

 нема извод во .  xf 0x

 
 Теорема 3.1.4. Ако функцијата  xfy   е 
диференцијабилна во точката , тогаш таа е непрекината во . 0x 0x

 Доказ. Нека функцијата  е диференцијабилна во точката 
, т.е. постои границата:  

f

0x

     
0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx 





, 

(како конечен број). Тогаш мора:  
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     0lim 0
0




xfxf
xx

     0lim 0
0




xfxf
xx

    0
0

lim xfxf
xx




. 

 Следува дека функцијата  е непрекината во .■ f 0x

 
 Следниов пример покажува дека обратното тврдење од 
теоремата не мора да важи. 
 
 Пример 3.1.5. Функцијата   xxf   е непрекината, но не е 

диференцијабилна во 0x . Имено, 00lim
0



x

x
, т.е. функцијата е 

непрекината во 0x , но: 
 

 
 

  






 x

x
f

x

00
lim0

0
1lim

0





 x

x
x

 и 

  






 x

x
f

x

00
lim0

0
1lim

0





 x

x
x

. 

 Значи, левиот и десниот извод не се еднакви, па не постои 
изводот во 0x .■ 
 

Интуитивно, една функција е непрекината на даден отворен 
интервал ако нејзиниот график може да се скицира без 
подигнување на моливот, додека има извод ако уште графикот нема 
‘острини’. 
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3.2. Извод од сума, разлика, производ, количник, сложена и 
инверзна функција (правила за наоѓање извод). 

 
 Теорема 3.2.1. (Извод од константа, константа по 
функција, и сума, разлика, производ и количник на 
функции). Нека  е реален број и функциите  и  се 
диференцијабилни на 

c f g

 ba, . Тогаш и функциите , cf gf  , , 

 и 

gf 

fg
g

f
 ако 0g , се диференцијабилни на  ba,  и  

0c ,    fccf  ,  ,    gfgf    gfgf  , 

    gfgffg    и  2g

gfgf

g

f 











. 

 Доказ. Имаме: 

1)    0xc
   





 x

xcxxc
x

00

0
lim 0lim

0





 x

cc
x

. 

2)     
0xcf

   





 x

xcfxxcf
x

00

0
lim  

 
   





 x

xfxxf
c

x

00

0
lim  0xfc  . 

3)      0xgf
     





 x

xgfxxgf
x

00

0
lim  

        





 x

xgxfxxgxxf
x

0000

0
lim

       









 x

xgxxg

x

xfxxf
xx

00

0

00

0
limlim  

     00 xgxf   0xgf  . 
 

 4) Тврдењето   gfgf   следува од 3) ако место 
функцијата g  се земе g .  

Формулата се докажува и директно, аналогно на 3). 
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5)          






 x

xfgxxfg
xfg

x

00

00 lim  

               
0

0 0 0 0 0 0 0 0

0
lim
x

f x x g x x f x g x x f x g x x f x g x

x 

      






 

           0 0 0
0 00

lim
x

f x x f x g x x g x
g x x f x

x x 

       0      
 

           









 x

xgxxg
xfxxg

x

xfxxf
xxx

00

0000

00

0
limlimlim  

         0000 xgxfxgxf   0xgfgf  . 
 

6)  
   

x

x
g

f
xx

g

f

x
g

f
x 
















00

00 lim

 
 

 
 









 x

xg

xf

xxg

xxf

x

0

0

0

0

0
lim  

               
   

0

0 0 0 0 0 0 0 0

0
0 0

lim
x

f x x g x f x g x f x g x f x g x x

xg x g x x 

      


  



 

           

    










 xxgxg
x

xgxxg
xfxg

x

xfxxf

x
00

00
00

00

0
lim

           

    














xxgxg
x

xgxxg
xfxg

x

xfxxf

x

xx

000

00

000
00

0

lim

limlim
 

       
 0

2
0000

xg

xgxfxgxf   02 x
g

gfgf







 
 . 

 
 Пример 3.2.2.* (Формула на Њутн-Лајбниц за -ти 
извод од производ). Ако 

n
     xgxfxy   и функциите  и  

се  пати диференцијабилни, тогаш  
 xf  xg

n

             1 1... ...
1 1

n n n n k k nn n n ny f g f g f g f g fg
k n

                        
. 

 Доказ. Доказот на тврдењето следува од правилото за извод 
од производ и принципот на математичка индукција. 



 
3. Изводи 

 

д-р Зоран Мисајлески 79 

 
 Теорема 3.2.7. (Извод од сложена функција). Нека 
функцијата  xf  е непрекината на  ba,  и  xg  е реална функција, 
таква што композицијата   xfg  е определена на  ba, . Ако 
функцијата  xf  има извод во точката , и функцијата  има 

извод во точката 
0x xg 

 00 xfy  , тогаш и композицијата   xfg  има 

извод во  и 0x     0  0 0g f x g f x f x


   . 

 Доказ. Имаме: 

   0g f x
 

       0 0

0
lim
x

g f x x g f x

x 

  



 

 

     
   

   0 0 0 0

0
0 0

lim
x

g f x x g f x f x x f x

f x x f x x 

     
   

. 

 Нека   00 yxf  . Тогаш може да означиме:  

  yyxxf  00 , од каде што     yxfxxf  00 . 

Бидејќи функцијата  е непрекината, следува дека ако , 
тогаш . Затоа: 

 xf 0x
0y

   0g f x
           








 x

xfxxf

y

xfgyxfg
xy

00

0

00

0
limlim

    00 xfxfg  .■ 
 

 При решавање задачи, функцијата f  од сложената функција 
 не е дадена и треба да се избере така што    xfg  gf  ќе се сведе 

на елементарна функција т.е.  f x  се добива како претпоследна 

операција при пресметувањето на сликата   y g f x  од 

аргументот x  во gf . 
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3.3. Извод од основните елементарни функции 

 
 3.3.1. Извод од експоненцијалната функција , 

, . 

xay 
0a 1a

   






 x

xyxxy
y

x 0
lim 




 x

aa xxx

x 0
lim  

 





 x

aa xx

x

1lim
0

aa
x

a
a x

x

x

x ln1lim
0






. 

 
 3.3.2. Извод од логаритамската функција xy alog , 

, ; дефинирана на 0a 1a  \ 0 .  

Прв начин. Ако , 0x

   






 x

xyxxy
y

x 0
lim  





 x

xxx aa

x

logloglim
0






 x
x

xx
a

x

log
lim

0




 xx a
x 0

xxlog1lim
1
xx  

0
lim log 1ax x 

   




























xx

x

xx
a

x

x

1

/

11limlog

xa elog
1 1 ln 1

ln ln
e

x a x a
 . 

 Ако 0x , според правилото за извод од сложена функција, 

    1 1log
ln lnay x x
x a x a

     


. 

 Втор начин. Изводот на логаритамската функција може да 
го пресметаме користејќи го изводот експоненцијалната која е 
нејзина инверзна функција, и теоремата за инверзна функција. 
Бидејќи за , 0x xy alog  т.е. ,  yax 

  axaaax
y

y

y
yy

x ln
1

ln
111




 . 
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 3.3.3. Извод од степенската функција , , 
.  

axy  0a
0x
Бидејќи , според формулата за извод од 

експоненцијална и правилото за извод од сложена функција, 
добиваме: 

xaxa eexy
a lnln 

  1ln 1ln  aaxa ax
x

axxaey . 

 Коментар.* Функцијата  има дефинициона област  

(

ax 

 \ 0 ), кога 
n

m
a   (

n

m
a  ), ,m n  и    knm ,12,  l2 , 

. И во тие тие случаи, т.е. за ,k l  0x  од  axax  следува:  

      11   aa axxaxyxy . 
 

 Пример 3.3.3. Користејќи ја биномната формула, пресметај 
го по дефиниција изводот на функцијата , nxy  n . 
 Решение. Имаме, 

   
0

lim
x

y x x y x
y

x 

  
  


 

0
lim

n n

x

x x x

x 

  




   1

0

... ...
lim

k nn n n k n

x

n
x nx x x x x x

k

x

 

 

 
         

  


   1 11 2

1

0

... ...
2

lim

k nn n n k

n

x

n n
x nx x x x x x

k
nx

x

   



 

    
            

     


. 

 
 3.3.4-7. Извод од тригонометриските функци: 
 4) xy sin . 

   






 x

xyxxy
y

x 0
lim  

0

sin sin
lim
x

x x x

x 

  



 






 xx

2
cos

2
sin2

lim
0

xxxxxx

x
x

x
x

x

x
cos

2
cos

2

2
sin

lim
0







 







. 
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 Втор начин. Имаме, 

y
 

0

sin sin
lim
x

x x x

x 

  


 0

sin cos cos sin sinlim
x

x x x x x

x 

   



 

   
0

lim cos
x

x
x x 

sin cos 1 sinx x x   
    

 
2

20

2sin
2sin lim cos

4
2

x

x

x x
x

x

 




 
 

  
xcos . 

 5) xy cos . 

 






 x

xxx
y

x

coscoslim
0 0

2sin sin
2 2lim

x

x x x x x x

x 

     





 

0

sin
2lim sin sin

2
2

x

x
x

x x
x 


     

  . 

 Втор начин. Се решава аналогно како вториот начин од 4). 
 Трет начин. Користејќи ги идентитетите:  

xx cos
2

sin 





 


 и xx sin
2

cos 





 


, 

како и правилото за извод од сложена функција, добиваме: 

 cos sin cos sin
2 2 2

y x x x x
  

x
                        

. 

 6) tgxy  . 

 Бидејќи 
x

x
tgx

cos
sin

  според правилото за извод од количник: 

   
2

sin cos sin cossin
cos cos

x x x xx
y

x x

       
  xx

xx
22

22

cos
1

cos
sincos




. 

 
 7) ctgxy  .  
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 Прв начин. На ист начин како претходно, од 
x

x
y

sin
cos

  

добиваме:  

xx

xx

x

x
y 22

22

sin
1

sin
cossin

sin
cos












 . 

 
Втор начин. 

 
xx

x

x
tgx

xtgtgx
ctgxy 22

2

22 sin
1

cos
1

cos
sin

111












 . 

 
 3.3.8-11. Извод од аркус функците:  

 8) xy arcsin  т.е.  за yx sin 







2
,

2


y , т.е. за 1x .  

Со помош на правилото за извод на инверзна функција добиваме: 

 
  22 1

1
sin1
1

cos
1

sin

11
xyyyx

y
yy

x








 . 

 9) xy arccos  т.е. yx cos  за  ,0y , т.е. за 1x  и 

  22 1
1

cos1
1

sin
1

cos

11
xyyyx

y
yy

x











 . 

 10) arctgxy  , x tgy т.е. x   за 







2
,

2


y . 

Заради идентитетот 2
2

1 1
cos

tg y
y
   добиваме: 

  22

2
1

1
1

1

cos
1
111

xytg
y

tgyx
y

yy
x 







 . 

 11) arcctgxy  , x   т.е. ctgyx   за 







2
,

2


y . 

Заради идентитетот 2
2

1 1
sin

ctg y
y
   добиваме: 
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  22

2
1

1
1

1

sin
1

111
xyctg

y
ctgyx

y
yy

x 









 . 

 
 3.3.12. Таблица на изводи. Изводите од основните 
елементарни функции се дадени прегледно во следната табела: 
 

   aaa xx ln


, , 0a 1a , специјално   xx ee 


; 

  
ax

xa ln
1log 


, , , 0a 1a 0x , специјално  

x
x

1ln  ; 

  1
 aa axx , 0a 0x 1, , спец. x ; 2

11
xx









  и  

x
x

2
1




; 

   xx cossin  ;  
x

tgx 2cos
1

 ,  
2

12 
 kx , k ; 

   xx sincos  ;  
x

ctgx 2sin
1

 , kx  , k  ; 

 
21

1arcsin
x

x


 , 1x ;   21
1
x

arctgx


 ; 

 
21

1arccos
x

x


 , 1x ;   21
1
x

arcctgx


 . 

 
 Задача 3.1.6. Определи го по дефиниција изводот на 
функцијата 2 2y x x   . 

     
0

lim
x

y x x y x
y x

x 

  
  



     2 2

0

2 2
lim
x

x x x x x x

x 

        


  
2 2 2

0

2 2lim
x

x x x x x x x x

x 

          2



 

2

0

2lim
x

x x x x

x 

   



 

0

2 1
lim
x

x x x

x 

   



 

 
0

lim 2 1 2 1
x

x x x
 

     .■ 
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 Задача 3.2.3-6. Најди ги изводите на следниве функции: 

  1 2) 3 2y x x   ;  2) 
34

4 2
33

x

x
y

x
  ; 

  3) sinxy e x ;  4) 2

arccos
1

x
y

x



. 

 Решение. 1)      23 2 2 2 2 1y x x x x        ; 

2) 
3
44 2

3 3

x

y x
     

 
 од каде што: 

7
4

74

4 3 2 2 1 2ln ln
3 4 3 3 3 3

x x

y x
x

                
     

2
. 

3)    sin sinx xy e x e x     sin cosx xe x e x   sin cosxe x  x . 

4) 
     

 

2 2

22

arccos 1 arccos 1

1

x x x x
y

x

    
  


 

 
   

2 2

2 22 2

1 arccos 2 2 arccos 1

1 1

x x x x x x

x x

     


 
 

 Изводот постои за секое  1,1x  . 

Задача 3.2.7.1. Најди го изводот на функцијата: 
 
 siny x .  

 Решение. Имаме: Xy X , sinX x  од каде што: 

1 1
2 2 sinXy
X x

   , cosxX x   па 
cos

2 sinX x

x
y y X

x
    . 

Изборот на функцијата X , изводот Xy  и враќањето во првобитната 
на екпроменлива може да се прават дир тно. Тогаш постапката е: 

 1 cossin
2 sin 2 sin

x
y x

x x
   . 

 


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 Задача 3.2.7.2. Најди го изводот на функцијата:  

y arctg ax . 

 Решение. За 0a  , па 0y   0y  . Нека 0a  . Тогаш со 
ва па  фор улата извод женд ти примена на м  за  од сло а функција 
добиваме: 

 
   

 2
1 1 1

1 2 2 11

a
y ax ax

ax ax ax axax

    
 

. 

Со малку рутина пресметувањето може да се изврши во еден чекор: 

   2
1 1 a

2 2 11
y а

ax ax axax
  


. 

 
 Коментар. Дефиниционат област на изводот е определена 
д деф

а 
о иниционата област на функцијата y  и од интеравалите на 
кои изводот постои, и нема да ја запишуваме експлицитно. Во 
задачата 3.2.7.1   2 , 2 1yD k k

k

    , во 3.2.7.2 e   за 0а  , 


  0,  за и 0а    ,0  за 0а  .  

 
Задача 3.2.7.3. Најди го изводот на функцијата:   

3cosy x . 

 Решение. Заради  33cos cosy x x  , 

 2 23cos cos 3sin cosy x x x    x . 
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 Теорема 3.3.13. (Извод од инверзна функција). Нека 
функцијата  xf  е непрекината и строго монотона на . Ако 
функцијата 

 ba, 
 xf  има извод во точката  и 0x  0 0 xf , тогаш и 

инверзната функција  има извод во точката 1f  00 xfy   и притоа:  

   
 0

0
1 1

xf
yf 

 . 

 Доказ. Имаме: 

       
y

yfyyf
yf

y 



 



 0
1

0
1

00
1 lim . 

Нека , од каде што:   00
1 xyf    00 yxf  ;  1

0 0f y y x x      од 

каде што    yfy  
0

1 xyf 
0

1  и  

 0 0f x x y y      т.е.     yxfxxf  00 . 

Заради непрекинатоста на 1f  ,  од 0y  следува: 0x . Затоа: 

         
1

0 0 0
0 0 0

0

1 1lim lim
lim

y x

x

x
f y

y f x x f x
1

y f x
x x



   

 

 
   

    
 

. 

 
 Пример 3.3.14. Инверзната функција на функцијата 3y x  

e 3
yx y , чиј извод е:  23yx y  . Затоа:  

2 3 2

1 1 1
3 3y

y
x y x

   


. 

 
 

3.4. Извод од имплицитно зададена функција. 
 
 Нека функцијата  (1), е зададена имплицитно со 
равенката:  

 xyy 

   0, xyxF  (2). 
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Со диференцирање функцијата (2) по x , имајќи предвид 
дека y  е функција од x , ја добиваме равенката:  

  0,,1  yyx , 

 која е линеарна по  и затоа лесно се изразува y y  преку x  и y ,  

 yxy ,1   (3). 

 За да го најдеме вториот извод на функцијата (1), ја 
диференцираме равенката (3) и добиваме: 

 yyxy  ,,2 , 

од каде што со замена на y  од (3), ja добиваме равенката: 

 yxy ,2 . 

 Продолжувајќи ја постапката, можеме да го изразиме -тиот 
извод ако постои, како функција од 

n
x  и y ,  

   yxy n
n , . 

 
 Пример 3.4.1. Изводот на функцијата:  

2 3 4 22 3 5x x y y x 0    , 

по променливата x  се добива со диференцирање на равенката:  

 2 4 3 32 2 3 4 6 5x x y x y y yy  0      

и изразување на y : 

  3 3 2 42 4 3 5 2 6 x y y y x x y    
3 34 3 0x y y 


 

2 4

3 3

5 2 6
2 4 3

x x y
y

x y y

   


. 

 
 Наоѓање на извод со логаритмирање. Функцијата 

 (4), каде што , ниту е од облик , ниту , па 
затоа нејзиниот извод не можеме да го пресметаме само со помош 
на табличните изводи. Но, со логаритмирање на изразот (4) 
добиваме:  

   xgxfy    0xf ax xa

   xgxfy lnln   т.е.    xfxgy lnln  , 
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од каде што со диференцирање за 0y , добиваме: 

         xf
xf

xgxfxgy
y


1ln1

  

       
  





 


xf

xf
xgxfxgyy ln   

           
 

lng x f x
y f x g x f x g x

f x

 
    

 
. 

 Постапката се нарекува наоѓање на извод со логаритмирање. 
Во некои случаи со логаритмирање се упростува пресметувањето на 
изводите на функциите од облик  xfy  , каде што   0xf . 
 
 

 3.5. Извод од параметарски зададена функција  
 
 Нека се дадени функциите:  

 txx  ,  tyy   (1), 

нека xV  е множеството вредности на  txx   и нека функцијата 

 има инверзна функција  txx   xx 1t  . Тогаш, на xV  е 

дефинирана функција  xyy   со правилото: 

  xxyy 1  (2). 

 Велиме дека функцијата  xyy   е зададена 
параметарски со равенките (1), а  е параметар за функцијата 

 (  е аргумент за функциите 
t

 xyy  t  txx  ,  tyy  ). 
 Ако функциите  txx  ,  tyy   се диференцијабилни во , 
тогаш за да правиме разлика помеѓу изводот по променливата 

t
x  и 

по параметарот , изводите по параметарот ќе ги означуваме со 
точка, т.е. 

t

   x t x t  ,    y t y t . 

 
 Коментар. Да забележиме дека правилата во функциите со 
агументи  и t x  и слика  не се исти, иако заради прегледност 

користиме иста ознака, т.е. наместо на пример 

y

 y t   и  y x  , 

пишуваме:  ty y  и  xyy  . 
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 Теорема 3.5.1. (Извод на параметарски зададена 
функција). Ако функцијата  xyy  , зададена со параметарските 
равенки:  

 txx  ,  tyy  , 

каде што функциите  txx   и  tyy   се диференцијабилни во  и 

, тогаш и функцијата 

t

  0x t   xyy   има извод во  txx   и важи: 

   
 
y t

y x
x t

 



. 

 Доказ. Функцијата  y y t  ја запишуваме во облик: 

  1y y x x , каде што  y y t ,  1t x x . 

Оттука: 
 
 

1
x t x t

t

y t
y y t y

x x t
     






, 

што требаше да се докаже.■ 

 Претходната теорема ни ја задава функцијата , 
параметарски, со равенките:  

 xyy 

 txx  , 
 
 
y t

y
x t





. 

 Ако функцијата  xyy  , зададена со параметарските 
равенки  txx  ,  tyy   има втор извод во  txx   тогаш:  

     
  2 3

1 1y y t yx yx yx yx
y x

x x t x x x x



         
 

    
     

. 

 Ако функцијата  xyy  , зададена со параметарските 
равенки  txx  ,  tyy   е -пати диференцијабилна во , 
тогаш:  

n  txx 

   
    

1n

n
y

y x t
x







. 
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 Задача 3.5.2. Најди го изводот на функцијата: 
3sinx a t ,  3cosy a t . 

 Решение. Имаме:  
23 sin cosx a t t 23 cos sin, y a t  t  од каде:  

 
 

2

2

3 cos sin cos
3 sin cos sin

y t a t t t
y ctgt

x t a t t t

      



. 

 
3.6. Диференцијал на функција 

 
 Производот  на изводот на функцијата  со 
еден ист множител 

 kxf 
0

 xfy 
k  се нарекува диференцијал на  во 

точката 

 xf
x  и се означува со  или dy  xdf . Множителот  се избира 

да е ист за сите функции и се бележи со 
k
dxk  . Тогаш, 

диференцијалот на функцијата  xfy   е:  

 dxxfdy   или dxydy  . 
 

 *Втор диференцијал на функцијата  xf  во x , е 

диференцијалот на  и се бележи со . Важи:  dy yd 2

          22 dxxydxdxydxdxydxyddydyd  . 
 

 Понатаму, -ти диференцијал на функцијата  е 
диференцијалот на 

n  xf
1n -виот диференцијал на fy x  и се 

означува со . Важи: ynd     nnn dxxyyd  . Навистина ако 
    kkk dxxyyd  , тогаш: 

           1 k kk k k kd y d d y d y x dx y x dx dx


     

        1 1k kk ky x dx dx y x dx 


  . 

 
 Правилата за наоѓање на диференцијал од константа, 
константа по функција; и збир, разлика, производ и количник на 
функции се аналогни на правилата за наоѓање на извод. Имено: 

0dC ,    d cf cf dx cf dx cdy
    , c const ; 
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      udvvduvudxuvdxvuvudxuvuvd  dx , 

222 v

udvvdu

v

dxvuvdxu
dx

v

vuvu
dx

v

u

v

u
d












 


















, 0 . 

 Формулата за наоѓање на диференцијал на функцијата 
, 

v

 xfy  dxydy  , важи и кога x  не е независна променлива. 
И  ако мено,  xfy   и  tgx  , т.е.   tgfy  , тогаш:  

 dty  tgfd   и  tgdx  dt ,  

па заради        f g t f x g t

   , добиваме:  

     gxfdy  dxxfdtt  . 
 

 Приближно пресметување. Нека функцијата е 

диференцијабилна во точката . идејќи:  

 xfy   

 0x Б

     
x

xfxx
xf

f
x 






0
0 lim 0

0
, 

за мали вредности на 0x , ќе важи: 

     
x

xf
xfxxf


 0 0

0       00 xfxxfx0xf     

     0 0 0f x x f x f x x     . 

Притоа, последниот израз важи и кога 0x . 
 Затоа, за приближно пресметување н вредностите на а 
диференцијабилната функција  xfy   во то ите што се близу до 

очкат

чк

т а 0x , кога вредностите  0xf  и  0f x  с  познати, се кори ти 

формулата: 
 

е с

   xfxf xxxf    000 . 
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4. ПРИМЕНА НА ИЗВОДИ 
 

4.1. Равенка на тангента и нормала 
 

 4.1.1. Една геометриска интерпретација на поимот 
извод. Тангента и нормала. Нека функцијата  е 
дефинирана во околина на точката  и непрекината во . Нека 

точката 

 xfy 

0x0x

xx 0  припаѓа на таа околина и  0xf  и  xx 0

x 0

f

0x

 се 

соодветно вредностите на функцијата во точките  и . 
Тогаш коефициентот на правец на секантата на графикот што 
минува низ точките: 

x

  000 , xfxM  и   xxfxxM  00 ,  е 

   
x

xfxxf

x

y
tgks 







 00 , 

каде што   е аголот што секантата го образува со x -оската. 
 

 
Цртеж 4.1.1  

 
 Ако 0x , поради непрекинатоста на функцијата  во 
точката , следува дека и 

f

0x 0y , па точката M  тежи кон , 
при што секантите тежат кон една гранична права наречена 
тангента на функцијата 

0M

 xfy   во точката . Нејзиниот 
коефициент на правец е:  

0x
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     0
00

00 lim xf
x

xfxxf
tgk

x
t 







 . 

каде што 0  е аголот што тангентата го образува со x -оската. 

 Значи, првиот извод на функцијата  xfy   во точката  е 
еднаков на коефициентот на правец на тангентата  на графикот на 
функцијата 

0x

t
 xfy   во точката   000 , xfxM . 

 
Правата што е нормална на тангентата и минува низ  се 

нарекува нормала на функцијата 
0x

 xfy   во точката . 0x

 
 4.1.2. Равенка на тангента и нормала. ● Нека функцијата 

 има конечен ненулт извод во точката .   xfy  0x

 
Цртеж 4.1.2.1 

 
Од аналитичка геометрија во рамнина следува дека коефициентот 
на правец на правата зададена во нормален вид y kx n  , е , 
односно бројот пред 

k

x . Ако ставиме  00 xfy   и  00 xfy  , тогаш 

коефициентот на правец на тангентата на функцијата  во 
точката 

 xfy 
 000 , yxM  е: 

0yk  . 

 Од аналитичка геометрија во рамнина имаме дека равенката 
на правата што минува низ точката  е 0M  00 xxkyy  . Оттука, 
равенката на тангентата е: 

:t  000 xxyyy   (1). 
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 Две прави со коефициенти  и  се заемно нормални ако и 

само ако 

1k 2k

121 kk  или 
1

2
1
k

k  . Затоа коефициентот на правец на 

нормалата е: 
0

1
y

 , а нејзината равенка е: 

:n  0
0

0
1

xx
y

yy 


  (2). 

 
Задача 4.1.2.1. Напиши ја равенката на тангентата и 

нормалата на кривата 2y x  во точката со апциса 0 2x  . 

Решение. Ординатата на допирната точка е: 2
0 2y 4  . Од 

2y x   и 0 02y x 4    добиваме: 

t :  000 xxyyy    4 4 2y x    4 4x y 0   ; 

:n  0
0

0
1

xx
y

yy 


  14 2
4

y x       

4 16 2y x    4 18 0x y   . 
 

 ● Ако   00  xf , тогаш тангентата е паралелна со x -оската, 
т.е. хоризонтална, а нормалата е паралелна со -оската, т.е. 
вертикална. Нивните равенки се:  

y

0: yyt  , 0: xxn  . 

 

 
Цртеж 4.1.2.2.   Цртеж 4.1.2.3. 
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  Ако    0xf  или    0xf  или (  0f x    и 

 0f x   ) или (  0f x   ,  0f x   ), тогаш тангентата е 

вертикална, а нормалата хоризонтална. Нивните равенките се:  

0: xxt  , 0: yyn  . 
 

 
Цртеж 4.1.2.4.  0f x      Цртеж 4.1.2.5.  0f x    

 

 
 0f x   ,  0f x   ;     0f x   ,  0f x   . 

Цртеж 4.1.2.6.   Цртеж 4.1.2.7. 
 

 4.1.3. Критериум за пресметување на агол меѓу криви 
со помош на изводи. Од аналитичка геометрија следува дека 
аголот   меѓу кривите  xfy 1  и  xfy 2  во пресечната точка 

, е аголот меѓу нивните тангенти, и се пресметува според 

формулата 

0x

2

1

1

2

1 kk

kk
tg




 , каде што  и  соодветно се 

коефициентите на правец на тангентите на кривите во . Ако 

кривите се диференцијабилни во , следува дека  и 

 од каде што: 

1k

0x

2k

0x

1 xf  01k 
 0x 2f 2k
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   
   0201

0102

1 xfxf

xfxf
tg




 . 

 
 4.1.4. Допирни Големини. Нека тангентата  на 
функцијата 

t
 xfy   во точката  000 , yxM ,  00 xfy  , ја сече x -

оската во точката , а нормалата во точката . Нека  е 

проекција на точката  на 
0

M

T 0N 0P

0 x -оската (види цртеж). 
 

 
Цртеж 4.1.4.1. 

 
 Должината на отсечката  се нарекува должина на 

тангента, должината на  - должина на нормала, 

должината на  - субтангента и должината на  -
субнормала. 

00TM

0N0M

00PT 00NP

 Четирите должини се нарекуваат допирни големини. 
Должината на тангентата, должината на нормалата, субтангентата и 
субнормалата во дадена точка на функцијата  xyy  , соодветно ќе 
ги означиме со T , ,  и . Ако ставиме N tS nS   000 ytg xf   , 
тогаш: 

 Прв начин. Ги разгледуваме сите 4 распореди во зависност 
од знакот функцијата и нејзиниот извод во околина на 0x . 

 
Цртеж 4.1.4.2.    Цртеж 4.1.4.3. 
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Аналогни се цртежите за случаите: 0y  , 0y  ; и 0y  , . Од 
правоаголниот триаголник  имаме: 

0y 

000 MPT

1
0

0sin
y

T
   и 

3
0

0
t

y
tg

S
  ,  

додека од 0 0 0M P N :  
2

0
0cos

y

N
   и 

4

0
0

nStg
y

  . 

 Со помош на тригонометриските идентитети:  

0
2

0
0

1
sin






tg

tg


  и 

0
20

1
1cos




tg
 , 

добиваме: 
21

0 0 20 0
0 0 0

0 0 0

1
1

sin
y tgy y

T M T y
tg y


 


     


,  

2
2 20

0 0 0 0 0 0
0

1 1
cos
y

N M N y tg y y


       , 

3
0 0

0 0
0 0

t

y y
S T P

tg y
  


 и  

4

0 0 0 0 0 0nS P N y tg y y    . 

 
 Значи, должината на тангентата, должината на нормалата, 
субтангентата и субнормалата во произволна точка , 
соодветно се пресметуваат според формулите: 

 yxM ,

21 y
y

y
T 


 , 

y

y
St 
 ,  

21 yyN   и yySn  . 
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4.2. Теореми за средна вредност 

 
 Теорема 4.2.1. (Теорема на Ферма). Нека функцијата 

 е определена на интервалот  xfy   ba,  и има локален екстрем 
во . Ако функцијата е диференцијабилна во таа точка, 
тогаш:  

 ba, x0 

  00  xf . 

 Доказ. Нека функцијата  xfy   има локален максимум во 

. Следува дека постои околина  на  во  bax ,0   U 0x  ba, , таква 

што    0xfxf , т.е.     00  xfxf  за секое Ux . Тогаш,  

за 0xx  , 
   


0

0

0

0

0
f x f x

x x












, од каде што: 

     
0lim

0

0
0

0





f  xx

xfxf
x

xx

0xx 

 и  

за ,
   


0

0

0

0

0
f x f x

x x












, од каде што: 

      0lim
0

0
0

0





f  xx

xfxf
x

xx
. 

Добивме дека:   00  xf  и   00  xf . Бидејќи функцијата има 

извод во , важи: 0x      00 xfx 0xf f  , што е можно само ако  

  00  xf . 

 Доказот е аналоген во случајот кога функцијата има локален 
минимум во .■ 0x

 
Геометриска интерпретација на теоремата на Ферма. 

 
 Теоремата на Ферма вели дека ако функцијата  ги 
исполнува условите од теоремата, тогаш тангентата на графикот на 

 xfy 
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функцијата во точката   0 0 0,M x f x ,  bax ,0  , е паралелна со  

x -оската. 
 

 
Цртеж 4.2.1. 

 
 Следниот пример покажува дека обратното тврдење на 
теоремата: „Ако  0  bax ,0 0 xf , , тогаш  е апциса на локален 

екстрем“, не мора да важи. Значи, условот 
0x

 0  xf

0x

0  е потребен, но 

не и доволен услов за постоење на екстрем во . 
 

 Пример 4.2.1.1. Да ја разгледаме функцијата . 

Важи:  и 

  3xxf 
  23xxf    0 xf  за 0x 0x, но  не е точка на 

екстрем. 

 
Цртеж 4.2.1.1. 
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 Теорема 4.2.2. (Теорема на Рол). Нека функцијата 

, ги исполнува следниве три услови:   xfy 
 1) f  е непрекината на ;   ba,
 2) f  е диференцијабилна на  ba, ; и  

 3)    bfaf  . 
Тогаш постои точка  ba, , таква што   0 f . 
 Доказ. Бидејќи функцијата  е непрекината на затворениот 
интервал 

f

 ba, , според теоремата на Вајерштас за непрекинати 
функции, таа достигнува минимум  1xfm   и максимум .  2xfM 

 1) Ако f  е константна функција, тогаш   0 xf  за секој 

, па тврдењето од теоремата е исполнето.  bax , 
 2) Ако f  не е константна функција, тогаш максимумот и 
минимумот имаат различни вредности, а бидејќи вредностите на 
функцијата во крајните точки се еднакви, барем една од точките  
или  припаѓа на отворениот интервал 

1x

2x  ba, . Да ја означиме таа 

точка со  . Според теоремата на Ферма   0 f .■ 
 
 Геометриска интерпретација на теоремата на Рол. 
Теоремата на Рол вели дека ако функцијата  xfy   ги исполнува 
условите од теоремата, тогаш на нејзиниот график постои точка 

   fM , , во која тангентата на графикот на функцијата е 
хоризонтална, т.е. паралелна со x -оската. 
 

 
Цртеж 4.2.2. 
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 Задача 4.2.2.1. Провери дали функциjата   23 xxxf 
 3,0

 ги 
исполнува условите од теоремата на Рол на интервалот . Во 
потврден случај најди ја вредноста точката  . 
 Решение. Функцијата  е диференцијабилна на . 
Специјално  е непрекината на интервалот 

f 
f  3,0 , има извод 

 на интервалот   xxy 23  3,0  и    0 3f f 0  . 

 Следува дека функцијата ги исполнува условите од 
теоремата на Рол. Точката  3,0   е: 

  0 f  023   
2
3

 . 

 
 Задача 4.2.2.2. Провери дали функциjата: 

 
2 , 0

2 1, 0

xe x
f x

x x

 
 

 
 

ги исполнува условите од теоремата на Рол на интервалот . Во 
потврден случај најди ја соодветната точка 

 3,1 
  од теоремата. 

 Решение. Функцијата е непрекината во точката , 
бидејќи: 

0x

      1000   fff . 

Следува дека функцијата е непрекината на интервалот  3,1 . 

 Функцијата е диференцијабилна во точката 0x , бидејќи  

 
2 0

0
0 lim 2

2

x

x

e e
f

x




 

 2 


 и  

 
0

0

2 10 lim
x

x e
f

x
 

   2 


. 

 Следува дека функцијата е диференцијабилна на интервалот 
. Но:   3,1 

  2
2 11
e

ef    и   71323 f , па    31 ff  . 

 Следува дека функцијата не ги исполнува условите од 
теоремата на Рол. 
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 Теорема 4.2.3. (Теорема на Лагранж). Нека 
функцијата  е: f

  1) непрекината на  ba, ; и  

 2) диференцијабилна на .   ba,

Тогаш постои точка  ba, , таква што:      
ab

afbf
f




  . 

 Доказ. Функцијата  xff pp   чиј график е правата што 

минува низ точките   afaA ,  и   bfbB ,  има равенка: 

 0
12

12
0 xx

xx

yy
yy 




           ax
ab

afbf
afxf p  




   

         ax
ab

afbf
afxf p 




 . 

 Ја разгледуваме функцијата:      xfxfxF p , т.е. 

           ax
ab

afbf
afxfxF 




 , 

која е разлика од функцијата  и линеарната функција . f pf

 
Цртеж 4.2.3. 

 
 Функцијата  ги исполнува условите од теоремата на Рол. 
Имено: 

F

 1) F  е непрекината на , како разлика од непрекинатите 
функции  и ; 

 ba, 
f pf

 2) F  е диференцијабилна на  ba, , како разлика на 
диференцијабилните функции  и , при што:  f pf
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       
ab

afbf
xfxF




 ; 

 3)   0aF  и   0bF . 

Следува постои точка точка  ba,  , таква што:  

  0 F        0




ab

afbf
f        

ab

afbf
f




  , 

што требаше да се докаже.■ 
 

 Геометриска интерпретација на теоремата на 
Лагранж. Теоремата на Лагранж  вели дека ако функцијата  ги 
исполнува условите од теоремата, тогаш на нејзиниот график 
постои точка 

f

   fM , ,  ba,  во која тангентата на графикот 
на функцијата е паралелна со правата што минува низ точките 

 и   afaA ,   bfbB ,  (цртеж 4.2.3). Имено,  fkt   е 
коефициентот на правец на тангентата во точката M , 

   
ab

bf
k p 




af
 е коефицинетот на правец на правата низ A  и B , 

додека равенството pt kk   значи дека правите се паралелни. 

 
 Задача 4.2.3.1. Провери дали функцијата   xxf ln

,1
 ги 

исполнува условите од теоремата на Лагранж на интервалот . 
Во потврден случај најди ја вредноста на точката 

 e
 . 

 Решение. Функцијата   xxf ln  е диференцијабилна за 
секое , па ги исполнува условите од теоремата на Лагранж. 

Притоа, 

0x

  1
f x

x
   и 

     
ab

afbf
f




        
1

1




e

fef
f    

1
1lnln1





e

e




1
11



e

 1 e . 

Значи, бараната точка е: 1 e . 
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 Задача 4.2.3.2. Со помош на теоремата на Лагранж, докажи 
го неравенството: 

  xx 1ln , . 0x

 Решение. Ја разгледуваме функцијата:  

  ln 1 f x x   на интервалот  x,0 , . 0x

Функцијaта е непрекината и диференцијалбилна на . Од 
теоремата на Лагранж следува дека постои точка 

 x,0 
 x,0  ( 0  

(1)), таква што:  

     
x

fxf
f

0
        ln 1 ln1 ln 1x x

f
x x


  

   . 

 Бидејќи   1
1

f x
x

 


 од каде  
11 1

1
f 


  


, добиваме: 

 ln 1
1

x

x




0x
   xx 1ln , 

што требаше да се докаже. 
 

 Теорема 4.2.4. (Теорема на Коши). Нека функциите  
и  ги исполнуваат следниве услови: 

 xf
 xg

 1)  и  се непрекинати на f g  ba, ;  
 2)  и f g  се диференцијабилни на  ba, ; и  
 3)   0 xg  за сите  bax , . 

Тогаш постои точка  ba, , таква што: 
   
   

 
 


g

f

agbg

afbf







 (1). 

 Да забележиме дека (1) е добро дефинирана бидејќи од 
 за секое   0 xg  bax ,  следува дека     0 agbg . Имено ако 

, тогаш според теоремата на Рол би постоела точка   gbg 
 ba,

a
 , таква што:   0 g . 

 Доказ. Ја разгледуваме функцијата: 

                     afxfagbgagxgafbfxF  . 

Функцијата  ги исполнува условите од теоремата на Лагранж, т.е.  F
 1) F  е непрекината на ;   ba,
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 2) F  е диференцијабилна на  ba, , при што:  

               xfagbgxgafbfxF  ; и 

 3)   0aF  и   0bF . 
Следува дека постои точка  ba,  , таква што:   0 F  т.е. 

              0  fagbggafbf 
   
   

 
 


g

f

agbg

afbf







.■ 

 
 Задача 4.2.4.1. Провери дали функциите   762 3  xxxf  

и  ги исполнуваат условите од теоремата на Коши 
на интервалот 

  23  xxxg

 2,0 . Во потврден случај најди ја вредноста нa 
точката  . 
 Решение. Функциите  и  се непрекинати и 
диференцијабилни за секој 

f g
x   и 

  26 6f x x    и   013 2  xxg . 

Следува дека функциите  и f g , ги исполнуваат условите од 
теоремата на Коши на интервалот  2,0 . Притоа:  

  70 f ,   112 f ,  ,   20 g   122 g  и   66 2  xxf , 

од каде што важи:  

   
   

 
 


g

f

gg

ff







02
02


13
66

212
711

2

2












13
66

5
2

2

2










22

 

303026    3224  2 
3
42  

3
2

 . 

Од двете вредности, точката 
3

2
  е внатрешна точка за  . 2,0

 Да забележиме дека ако во теоремата на Коши ставиме 
, ја добиваме теоремата на Лагранж, а ако во Лагранжовата 

теорема ставиме 
  xxg 

   bfaf   ја добиваме Роловата теорема. Значи, 
Роловата теорема е специјален случај на Лагранжовата, која, пак е 
специјален случај на Кошиевата теорема.  
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 Условите во теоремите се доволни, но не и потребни, што 
значи дека ако се исполнети условите сигурно постои точката  , но 
таа може да постои и ако некој од условите не е исполнет. 
  
Две последици од теоремите за средна вредност се: 
 
 Теорема 4.2.5. Нека функцијата  е диференцијабилна на 
интервалот 

f

 ba, . Ако   0 xf  за секое  bax , , тогаш  е 
константна функција на 

f

 ba, . 

 Доказ. Нека  baxx ,, 21   и 21 xx  . Функцијата  ги 

исполнува условите од теоремата на Лагранж на интервалот  , 
бидејќи  е диференцијабилна, па и непрекината на . 
Следува дека постои точка 

f

1,x

1,x
2x

 2xf

 2x1,x , таква што 

     
12

12

x

x

x

xff
f




  . Но од условот на задачата   0 f  па:  

    0
12

12 


xx

xfxf
     012  xfxf     21 xfxf  . 

 Од произволниот избор на точките  и  следува дека 

вредноста на функцијата во секоја точка од 
1x 2x

 ba,  е иста т.е  е 
константна функција на 

f

 ba, .■ 
 
 Теорема 4.2.6. Нека функциите  и  се 
диференцијабилни на 

f g

 ba, . Ако    xgxf   за секое , 
тогаш  и  се разликуваат за константа. 

 bax ,
f g

 Доказ. Да ја разгледаме функцијата     xgxfxh   , 
. Бидејќи  bax ,     xgxf  ,  важи: 

      0 xgxfxh  за секое  bax , . 

Според претходната теорема h c  е константна функција, т.е.  

    cxgxf  ,  или constc     f x g x c  .■ 

 
 Претходните две теореми важат и кога  и (или)  се еден 
од симболите 

a b
 ,  . 
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4.3. ЛОПИТАЛОВО ПРАВИЛО 

 
 Теорема 4.3.1. (Лопиталово правило). Нека функциите 

 и  ги исполнуваат следниве услови во некоја околина на 
точката : 

 xf  xg
0x

 1. Диференцијабилни, освен можеби во точката ; 0x

 2.     0limlim
00




xgxf
xxxx

 (облик 
0
0

) или  

    


xgxf
xxxx 00

limlim  (облик 



); 

 3.   0 xg  за сите 0xx  . 

Тогаш, ако постои 
 
 xg

xf
xx 


 0

lim  (како реален број,  ,   или ), 

постои и 



 
 xg
xf

xx 0

lim


 и  

 
 

 
 xg
xf

xg

xf
xxxx 




 00

limlim . 

 Коментар. Аналогно тврдење важи кога бројот  е еден од 
симболите 

0x

 ,   или  . 

 Доказ. Ќе го докажеме случајот кога:  

    0limlim
00




xgxf
xxxx

 (облик 
0
0

). 

 ● Нека     000  xgxf . 

 1) Нека точката  припаѓа во околина на  во која се 
исполнети условите од теоремата. Функциите  и  ги 
исполнуваат условите од теоремата на Коши на интервалот , 

т.е. се непрекинати на 

0xx  0x

f g

x0 x,
 xx ,0  и диференцијабилни на  и 

 на 

 x x,0

  0 xg  xx ,0 .  Следува дека постои точка  xx0 , , таква 
што:  

   
   

 
 

     
 

 
 





g

f

xg

xf

g

f

xgxg

xfxf xgxf










  0

0

0
00

 (1).  
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 Ако во последното равенство ставиме , , имаме:  0xx 0xx 

 
 

 
 

 
 xg
xf

g

f

xg

xf
xx

b

x

a

xx 







 

000

limlimlim




 (2), 

каде што, бидејќи постои третиот лимес и xx  0 , постои и 
вториот лимес и важи равенството . Додека заради (1) постои и 
првиот лимес и важи равенството . 

b
a

 2) Аналогно се покажува случајот кога 0xx  , при што се 
добива:  

 
 

 
 xg
xf

xg

xf
xxxx 




 
00

limlim  (3). 

Од (2) и (3) следува дека левата и десната граница се еднакви, па 
постои:  

 
 xg
xf

xx 0

lim


 и 
 
 

 
 0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x 





. 

 ● Нека не важи     000  xgxf . Ги разгледуваме 
функциите:  

   








0

0

,0
,
xx

xxxf
xF  и    









0

0

,0
,
xx

xxxg
xG  

за кои важи:  

    000  xGxF  и 
 
 

 
 xG
xF

xg

xf
xxxx 00

limlim


  и 
 
 

 
 xG

xF

xg

xf
xxxx 







 00

limlim  (4). 

Функциите  и  ги исполнуваат условите од теоремата и за нив 
важи заклучокот од претходниот случај, па заради (4) тој ќе важи и 
за  и .■ 

F

f g

G

 Ако 0x , тогаш теоремата на Лопитал (облик 
0
0

) гласи: 

Нека функциите  xf  и  се: 1) диференцијабилни за секое 
, 2) 

 xg
Mx      0limlim 


xg


xf

x x
 и 3)   0 xg  за сите . 

Тогаш ако постои 

Mx 

 
 x
x

g

f
x




lim  (како реален број,  ,   или ), 

постои и  


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 
 xg
xf

x 
lim  и 

 
 

 
 xg
xf

xg

xf
xx 





limlim . 

 Доказ. Воведуваме смена 
t

x
1

 . Кога x ,   и   0t

01lim1lim
00
















  t
g

t
f

tt
. 

Според Лопиталовото правило кога се тежи кон коненечен број, 
имаме: 

 
 

 
 xg
xf

t
g

t
f

t
g

t

t
f

t

t
g

t
f

xg

xf
xtt

ЛП

tx 






















































 

lim
1

1

lim
11

11

lim
1

1

limlim
0

2

2

00
. 

 Аналогно се покажува случајот кога 0x  или .■ 0x

 

 Теоремата на Лопитал (облик 



) нема да ја докажеме. Ќе 

спомнеме дека понекогаш (но не секогаш) границата што генерира 

облик 



, може да реши со сведување на облик 
0
0

 со 

трансформацијата 
 
 

 
 xf
xg

xg

xf

1
1

 . Важи и обратното. 

 Лопиталовото правило често се користи при пресметување 
на граници, бидејќи обично границата од количникот на две 
функции потешко се наоѓа отколку границата од количникот на 
нивните изводи. 
 
 Лопиталовото правило може да се примени и на функциите 

 и    xf n    xg n , ,...2,1n , доколку ги исполнуваат условите од 
теоремата. Тогаш: 

 
 

 
 

   
   xg

xf

xg

xf

xg

xf
n

n

xxxxxx 000

lim...limlim






 , 

т.е. Лопиталовото правило се применува повеќекратно додека не се 
најде граничната вредност. 
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 Задача 4.3.2.1-4. Пресметај ги границите: 

  1) 
12

1lim 3

5

1 


 xx

x
x

; 2) 30
lim

x

arctgxx
x




;  

  3) 
x

xx
x 2

13coslim
0




; 4) 
1

lim
1 


 x

aa x

x
. 

 Решение. 1) Ако побараме граница кога x  тежи кон 1, 

добиваме неопределеност од облик 
0
0

. Бидејќи постојат изводите 

на членот во броител   45 51 xx 


  и   112 23  6
 xx x , можеме 

да го примениме Лопиталовото правило, според кое: 





 12

1lim 3

5

1 xx

x
x

ЛП









0
0 1

16
5

16
5lim 2

4

1





 x

x
x

. 

 2) 


 30
lim

x

arctgxx
x

ЛП









0
0







 2

2

2

02

2

0 3
1

11

lim
3
1

11
lim

x
x

x

x
x

xx
 

  3
1

13
1lim 20


 xx

. 

 3) 


 x

xx
x 2

13coslim
0

ЛП









0
0

2
3

2
3sinlim

0





x
x

. 

 4) 



 1
lim

1 x

aa x

x

ЛП









0
0

aa
aax

x
ln

1
lnlim

1



.■ 

 
 Задача 4.3.3.1-2. Пресметај ги границите: 

1) 
12

1lim 3

5




 xx

x
x

; 2) 
ctgx

x
x

lnlim
0

. 

 Решение.  

1) 
ЛП

x xx

x















 12

1lim 3

5 ЛП

x x

x












 16

5lim 2

4

 




2
3

3
5lim

12
20lim x
x

x
xx

. 
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 2) 
ЛПx  ln

x ctgx




 




lim
0

ЛП

xx x

x

x

x 












 

2

0
2

0

sinlim

sin
1

1

lim  

0cossin2lim
0




xx
x

.■ 

 

 Сите неопределени облици   00 ,0,1,,0,
0
0, 


   се 

сведуваат на 
0
0,




 или на определен израз. Имено:  

 1. Неопределениот облик 0  се појавува во случајот: 
, каде што    xgxf

xx 0

lim


 lim
0




xf
xx

0  и   


xg
x0

lim
x

. Тогаш изразот 

се сведува на 
 
 xg
xf

xx 1
lim

0
 (облик 

0
0

), или 
 
 xf
xg

xx 1
lim

0
(облик 




); 

 2. Неопределениот облик    се јавува во случајот:  
    xgxf

xx


 0

lim , каде што   


xf
xx 0

lim  и   


xg
xx 0

lim . 

Тогаш лимесот се рационализира или се сведува на 

   
 








 xf

xg
xf

xx
1lim

0

. Ако 
 
  1lim

0


 xf

xg
xx

 се добива неопределен облик 

. Ако 0  
  1lim

0


 xf

xg
xx

, тогаш граничната вредност е  . 

 3. Неопределените облици  и 00,1 0  се јавуваат во 

случајот    xg
xx

xf
0

lim


, каде што  

0

xf  1 



 тежи кон ,  или , а 

 тежи кон  или , кога . Тогаш:  

0

 xg 0 xx

           xfxg
xf

xx

xg

xx

xx
xg

eexf
lnlim

ln 0

00

limlim 


 

се сведува на обликот 0 . За да не ги вршиме операциите во 
степенот, во пракса, наместо лимесот    xg

xx
xfL

0

lim


 , го 

пресметуваме:  

    AxfxgL
xx




lnlimln
0

, од каде . AeL 
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 Во решенијата на задачите ќе биде означено за кој вид на 
неопределеност се работи и кога е применето Лопиталовото 
правило. На читателот ќе му биде оставено да провери дали се 
исполнети условите за примена на Лопиталовото правило. 
 
 Задача 4.3.4.1-2 Пресметај ги границите: 

1) 










1lim

1
x

x
ex ; 2) 






 

 x

a
x

x
1lnlim . 

 Решение.  

 1) 










1lim

1
x

x
ex   0 






x

e x

x 1
1lim

1
ЛП 0




 0

 




















2

2

1

1

1

lim

x

x
e x

x

x

1

x
elim


 10

1

  ee . 

 2) 






 x
x

x
1lnlim  a   0 







 




x

x
a

x 1

1ln
lim

ЛП 0




 0

 
















2

2

1

1

1

lim

x

x

a

x

a

x
a

x

a
a
x




 1

1lim . 

 
 Задача 4.3.5.1-2. Пресметај ги границите: 

1) 





 

 xxx ln
1

1
1lim

1
;  2) 










 xctgx

x

x cos2
lim

2




. 

 Решение.  

 1) 





 

 xxx ln
1

1
1lim

1
    xx

xx
x ln1

1lnlim
1 






ЛП









0
0
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 









x
xx

x
x 11ln

11

lim
1

ЛП 0




 0 2

1
11
1

11

1

lim
2

2

1












xx

x
x

. 

 2) 









 xctgx

x

x cos2
lim

2




   





 

 xx

xx

x cos2cos
sinlim

2




 

ЛП

x x

xx










 0

0
cos2

sin2lim
2









 x

xxx

x sin2
cos2sin2lim

2


 

 
2

lim 1
x

xctgx



   1 c

2 2
tg

      
 

1 . 

 
 Задача 4.3.6.1-2. Пресметај ги границите:  

1) tgx

x

xsinlim
2



;  2)  xx

x
xe

1

0
lim 


. 

  Решение. 1) Имаме: 

tgx

x

xsinlim
2




  1
tgxx

x

e sinln

2

lim



 2

lim lnsin
0 1x

tgx x

e e



     

бидејќи: 

2 2

ln sin 0lim ln sin lim
0x x

x
tgx x

ctgx 
 

    
 

2 22

cos
sinlim lim sin cos 01
sin

x x

x
x x x

x

 
 

  


. 

 2)   


xx

x
xe

1

0
lim   1     2ln1limln

0
0

1

lim eee
xe

xxe

x

x

xxx






 ,  

бидејќи: 

 










 0

0lnlim
0 x

xex

x

 
0

1 1
lim

1

x
x

x

e
e x




  2

01
11lim

0

0












e

xe

e
x

x

x
. 

 
 Задача 4.3.7.1-2. Пресметај ги границите: 

1) ;  2) . x

x
x

0
lim tgx

x
xsinlim

0



 
4. Примена на изводи 

д-р Зоран Мисајлески 115 

 Решение. 1) Претходно имаме пресметано дека:  

0lnlim
0




xx
x

. 

Затоа: 
x

x
x

0
lim   00 1lim 0

lnlim
ln

0

0  


eee

xx
x

x

x
x

. 

 
 2) Нека tgx

x
xL sinlim

0
  00 . Тогаш: 




tgx

x
xL sinlnlimln

0
  


0sinlnlim

0
xtgx

x


 ctgx

x
x

sinlnlim
0

 

0
2

1 cos
sinlim 1

sin
x

x
x

x




 0x +
lim sin cos sin 0cos0 0x x- = = . 

Следува: . 10  eL
 

 Задача 4.3.8.1-2. Пресметај ги границите: 

1) 
x

x x










1lnlim
0

 ; 2) 
x

x x

sin

0

1lim 








. 

 Решение. 1) Нека  0

0

1lim ln
x

x
L

x

     
 

. Тогаш: 
















 

x

x

x

x xx
L

1lnlnlim1lnlimlnln
00









 x
x

x

1lnlnlim
0

 

0

1ln ln
lim 1x

x

x



 
  


    

2

0
2

1 1
1ln

lim 1x

x
x

x

x



  
 




 

 0

0 0lim 01 lnlnx

x

x


  

 
. 

Следува . 10  eL
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 2) 
x

x x

sin

0

1lim 








 0



















 


x

x

x
e

sin1ln

0
lim x

x

x
e

1lnsin

0
lim


 10  e , 

бидејќи:  

x
x

x
lnsinlim

0

1

x

x
x

sin
1

1ln
lim

0
 














x
x

x
x

x cos
sin

1

1

lim
2

2

0
 

xx

x
x cos

sinlim
2

0


x

x

x

x
xx cos
limsinlim

02

2

0  
 0

0cos
01  . 

 
 

4.4. Екстремни вредности, интервали на монотоност, превојни 
точки, интервали на конкавитет и асимптоти на функции 

 
4.4.1 Точки на локален екстрем и интервали на монотоност. 
Поимот монотоност на функции е даден во првата глава. Во овој 
дел ќе воведеме критериуми за монотоност на диференцијабилни 
функции. 
 
 Теорема 4.4.1.1. (Критериум за строга монотоност на 
функции). Нека функцијата  е диференцијабилна на . Ако 

 (

f  ba, 
  0 xf   0 xf ) за секое  bax , , тогаш функцијата  

монотоно расте (опаѓа) на 
f

 ba, .  

 Доказ. 1) Нека   0 xf  на  ba,  и  baxx ,, 21   т.ш. . 
Функцијата  ги исполнува условите од теоремата на Лагранж на 
интервалот 

21 xx 
f

 2x1,x . Следува дека постои  21, xx , таква што:  

     
12

12

xx

xfxf
f




  . 

Од условот   0 f , добиваме: 

   2 1

2 1

0

0
f x f x

x x






     012  xfxf     2 1f x f x . 

Следува дека функцијата  монотоно расте на f  ba, . 
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 2) Аналогно се покажува тврдењето во случајот кога 
 на   0 xf  ba, .■ 

 
 Обратното тврдење не мора да важи. Значи, ако функцијата 

 монотоно расте (опаѓа) и е диференцијабилна на некој интервал, 
тогаш нејзиниот прв извод не мора да е поголем (помал) од , туку 

 (

f

f
0

  0x   0 xf ). Да го покажеме последново тврдење.  

 1) Нека  bax ,0   и  монотоно расте на f  ba, . 

За  следува дека 0xx     0xfxf   т.е.     00  xfxf , па: 

   
0

0

0 


xx

xfxf
 и 

за  следува 0xx     0xfxf   т.е.     00  xfxf , па:  

   0

0

0
f x f x

x x





. 

Ако побараме граница кога , добиваме:  0xx

     
0

0
0

0

lim 0
x x

f x f x
f x

x x


 


. 

 2) Аналогно, ако  bax ,0   и  монотоно опаѓа на , 

добиваме: 

f  ba,
  00  xf . 

 
 Пример 4.4.1.1. Функцијата  расте на , 

. Имено, во 

3xy  
03 2  xy 0x , не важи   00y , туку   00 y . 

 
 Дефиниција 4.4.1.2. Стационарни точки на функцијата 

 се точките f fDx 0  во кои првиот извод постои и . 

Критични точки на функцијата  се точките 

  00  xf

f fDx 0  во кои:  

  00  xf  или  0xf   не постои. 

 
 Тангентата на графикот на  во f   000 , xfxM , во 

стационарната точка  е хоризонтална.  0x
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Цртеж 4.4.1.1.1. Локален максимум Цртеж 4.4.1.2. Локален минимум 

 

 
Цртеж 4.4.1.1.3. Нема лок. екс.     Цртеж 4.4.1.1.4. Нема лок. екс. 

 
 Теорема 4.4.1.2. (Потребен услов за постоење на 
екстрем). Нека функцијата  е непрекината на f  ba,  и има 
екстрем во  bax ,0  . Тогаш, или   00  xf  или  0xf   не постои. 

 Доказ. Нека  има екстрем во f  bax ,0  . Ако постои , 

тогаш според теоремата на Ферма 

 0xf 

  00  xf . Затоа,  0 0 xf  или 

 не постои.■  0xf  
 
 Обратното тврдење од теоремата не важи, т.е. може 

 или   00  xf  0xf   да не постои, но функцијата да нема локален 

екстрем во . Затоа, за да се најде екстремот се потребни 
дополнителни услови, наречени 

0x

доволни услови што треба да ги 
исполнува функцијата за да има локален екстрем во . Секоја од 
следниве теореми дава доволни услови за постоење на екстрем. 

0x

 



 
4. Примена на изводи 

д-р Зоран Мисајлески 119 

 
   0 1 0, 2f x tg f x tg     ;     0 0,f x f x      ; 

Цртеж 4.4.1.2.1.     Цртеж 4.4.1.2.2.  
 

 
   0 1 0, 2f x tg f x tg     ;     0 0,f x f x      . 

Цртеж 4.4.1.2.3.     Цртеж 4.4.1.2.4.  
 

 Дефиниција 4.4.1.2. Велиме дека функцијата  го 
менува знакот од + кон – (од - кон +) во точката , ако постои 

околина на , таква што за сите точки 

f

0x

0x x  од околината важи: 

 за   0xf 0xx   (   0xf  за ) и 0xx    0xf  за  (  

за ). 
0xx   xf 0

0xx 
 Ако функцијата  го менува знакот од + кон –, или од – кон 
+ во , велиме дека  го менува знакот во . 

f

f0x 0x

 
 Теорема 4.4.1.3. (Прв критериум за постоење на 
екстрем). Нека функцијата  е диференцијабилна на f  ba, , освен 

можеби во точката  bax ,0   во која е непрекината и  0  0 xf  или 

 не постои. Тогаш:  0xf 
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 1. Ако функцијата f   го менува знакот од + кон - во , 

тогаш  има локален максимум во ; 
0x

f 0x

 2. Ако функцијата f   го менува знакот од - кон + во , 

тогаш  има локален минимум во ; 
0x

f 0x

 3. Ако функцијата  не го менува знакот во , тогаш  

нема локален екстрем во . 

f 

0x
0x f

 Доказ. Тврдењата од теоремата следуваат директно од 
теоремата 4.4.1.1. Имено, постои околина на  во која: 0x

 1) Функцијата  лево од  расте, а десно од  опаѓа, па 

во  има локален максимум. 

f 0x 0x

0x

 2) Функцијата  лево од  опаѓа, а десно од  расте, па 

во  има локален минимум. 

f 0x 0x

0x

 3) Функцијата  на целата околина расте ако f   00  xf  или 

опаѓа ако   00  xf . Следува дека  нема локален екстрем во .■ f 0x

 
 Теорема 4.4.1.4. (Втор критериум за постоење на 
екстрем). Нека функцијата  има прв извод на f  ba,  и втор извод 
во  . Тогаш:  bax ,0  
 1) Ако   00  xf  и   00  xf  тогаш  има локален максимум 

во ; 

f

0x

 2) Ако   00  xf  и   00  xf  тогаш  има локален минимум 

во . 

f

0x

 Доказ. 1) Нека   00  xf  и   00  xf . Бидејќи 

      0lim
0

0
0

0







 xx

xfxf
xf

xx
, следува дека постои околина  на 

, таква што за секое 

U

0x x  од таа околина: 

   
0

0

0 



xx

xfxf   00  xf


  0

0




xx

xf
. 

 Оттука за 0xx     0 xf , а за  0xx    0 xf . Според 

теоремата 4.4.1.1. следува дека  има локален максимум во . f 0x
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 2) Второто тврдење се докажува аналогно.■ 
 
 Пример 4.4.1.1. За функцијата:  

  2xxf  ,   xxf 2 ,   2 xf . 

Притоа,   0 xf  за 0x . Значи,   00 f  и   020 f .  
 Следува дека  има локален минимум во 0 . f
 
 Теорема 4.4.1.5. (Обопштен втор критериум за 
постоење на екстрем). Нека функцијата  има непрекинати 
изводи од -ти ред на 

f

n  ba, , . Нека  и 2n  bax ,0  
     0... 00  xfxf 1n , но . Тогаш:     0x

n 0f

 1. Ако n  е парен број, тогаш  има локален екстрем во  
при што: 

f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  има локален максимум во ; f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  има локален минимум во ; f 0x

  2. Ако n  е непарен , тогаш  нема локален екстрем во . f 0x

 Доказ. Види прилог. 
 
 Задача 4.4.1.6. Најди ги локалните екстреми и интервалите 
на монотоност на функцијата  32  xxy . 

 Решение. Бидејќи:  

      xxxxxxy sgn33sgn 32  ,  

следува дека за 0x : 

       2 23 3 sgn 3 1 sgny x x x     x  и  

0y  2 1 0x    12 x  1x . 

 Во 0x , функцијата е непрекината и нема извод бидејќи:  

     








 x

yxy
y

x

0lim0
0

  303lim
2

0





 x

xx
x

 и 

     
0

0
0 lim

x

y x y
y

x
 

 
  


 2

0

3 0
lim 3
x

x x

x 

   
 


. 

 Значи, критични точки се: 1 ,  и 1. Заради: 0
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  02 y , 0
2
1







y , 0

2
1







y  и   02 y , 

функцијата опаѓа за    1,01, x , а расте за 
    ,10,1x . Притоа,  2,11 E  и  2,13 E  се локални 

минимуми, а  0,02E  е локален максимум на графикот на . 
Добиените заклучоци прегледно може да се претстават со табела. 

f

1 0 1
y

y


    
   

. 

 
 Задача 4.4.1.7. Најди ги локалните екстреми и интервалите 
на монотоност на функцијата   223  xxy . 

 Решение. Заради:  

     
     








0223,223

0223,223
xxxx

xxxx
y , 

графикот на , лесно се црта, преку y   223  xx , чии графици 
се параболи. Притоа:  

023 x 
3
2

x  и 02 x  2x , 

па  и  0,21 E 





 0,

3
2

3E  се локални минимуми. Од својствата на 

параболите следува дека координатите на локалниот максимум , 
се: 

2E

 2 2 23
2 3

x
 

    и  

2 2 23 2 2
3 3 3

y
       16

3
                  

  

од каде што:  

2
2 16,
3 3

E
  
 

. 
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Цртеж 4.4.1.7. 

 
Функциите од претходните задачи не се монотони функции, 

но се монотони на конечен број интервали што ја сочинуваат 
дефиниционата област. Функцијата во нареднава задача е 
монотона. 

 
Задача 4.4.1.8.* Испитај ја монотоноста на функцијата  

x

xe
y

x cos
2


 . 

 Решение. Имаме: 

   
2

2

2

cossin12cossin2
222

x

xxxex

x

xexxxe
y

xxx 



 . 

 Нека:   xxxexK x cossin12
22  . Важи:   00 K  и: 

   xxxxxexxeK xx sincossin2124
22 2  

  xxexx x cos122
22  . 

 Следува дека 0K  за , од каде што 0x K  монотоно 
расте на  ,0 , па  за  односно 0K 0x 0y  за .  0x
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 Значи  монотоно расте на y  ,0 . Бидејќи  е непарна 
функција следува дека 

y

y  монотоно расте и на  0, . Притоа, 

 за  и 1
2

xe 0x 1cos x  па  на 0y  ,0  и 0y  на   . 0,
 Следува дека y  е монотона функција. 
 

4.4.2. Интервали на конкавитет и превојни точки 
 

 Поимот конкавитет на функција е даден во првата глава. Во 
овој пасус ќе воведеме критериум за конкавитет на 
диференцијабилни функции. 

 Ако една функција е диференцијабилна на  ba, , тогаш таа 

има тангенти во секоја точка од  ba, , па конкавноста и 
конвексноста можеме да ги дефинираме со помош на положбите на 
тангентите во произволна точка и графикот на функцијата. 
 
 Дефиниција 4.4.2.1.’ Нека функцијата  е 
диференцијабилна на 

f

 ba,  и нека  е равенката на тангентата на 

 во точката 

t

f  t,tM x y . Функцијата  е конкавна (конвексна) 

на  ако за секое 

f

 ba,   ,tx a b , 

   xtxf   (    xtxf  ) 

за секое tx x  од  ba, .■ 

 
 Дефиницијата 3.5.2.1, всушност, претставува теорема, која 
дава еквивалентно тврдење за поимите конкавност (конвексност) на 
интервал, но на потесна класа на функции, т.е. на 
диференцијабилни функции.  
 

  
Цртеж 4.4.2.1. Конкавна   Цртеж 4.4.2.2. Конвексна 

функција    функција 
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Геометриски интерпретирано, функцијата е конкавна 

е    

Теорема 4.4.2.2. Нека функцијата има втор извод на 
. 

 1. 

 
(конв ксна), ако сите точки од графикот на функцијата се над (под) 
тангентата на графикот во произволна точка, освен допирната 
точка која е на тангентата. 
 
 f  
  Тогаш: 

Ако 

ba,
  0 xf  на  ba, , тогаш е конвексна на f    ba, ; 

 2. Ако   0 xf  на  ba, , тогаш  е конкавна на f  ba, . 

 Доказ. 2)  Нека   0 x
 на f  во

f  и 0x  е роизволна точк   п а од . ba,
Равенката на тангентата    00 , xfxM  е: 0

:t     000 xxxfxfy       000 xxxfxfy  . 

 Ќе покажеме дека разликата меѓу вредноста на функцијата 
f xy  и  xty   е позитивна за секое 0xx   од  ba, . Имено: 

               000 xxxfxfxfxtxfxr  

      000 xxxfxfxf  . 

Според теоремата на Лагранж, постои точка  xx ,0 , таква што: 

      00 xxfxfxf   . 
Затоа  

  xr            00000 xxxffxxxfxxf   . 

 Од   0 xf , следува дека  xf   е растечка функција па: 
аз  xx  0 ,  

    00  xff   и 00  xx ,  

од каде што следува дека   0xr ; и 
за 0xx   ,  

    00  xff   и 00  xx ,  

од каде што исто така следува дека   0xr . 
а. 

 

Следува функцијата е конкавн

1) Случајот кога   0 xf  се докажува аналогно.■ 
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 Функцијата го менува конкавитетот во , ако постои 

колин

f   0x

о а    00

валот 

, xx  на x , таква што функцијата  е конкавна 

на интер
0 f

 , x00x  ,  конвексна на а  00 , xx ; или f  е 

конвексна на  00 , xx  , а конкавна на  00 , xx

 
. 

 Дефиниција 4.4.2.3. Точката во која функцијата е 0x  
от

f  
јннепрекината и го менува конкавитет , се нарекува прево а 

точка на f . Ако 0x  е превојна точка на f , тогаш   0 , xfxP  е 
превојна то  на гр фикот на f . 

0

чка а
 
 Тангентата на графикот на функцијата во превојната точка, 
ко поа стои, го сече графикот во истата точка. На последниот 
график долу е дадена превојна точка во која не постои тангента на 
графикот. На третиот график е е дадена превојна точка во која 
тангентата е вертикална т.е.  0xf  , па и  0xf   не постојат. 
 

 
Цртеж 4.4.2.3.1.  Цртеж 4.4.2.3.2. 

 

 
Цртеж 4.4.2.3.3.  Цртеж 4.4.2.3.4. 
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 Теорема 4.4.2.4. (Потребен услов за постоење на 
превојна точка). Нека функцијата  има непрекинат втор извод 
во . Ако  е превојна точка на , тогаш 

f

0x 0x f   00  xf . 

 Доказ. Да претпоставиме спротивно дека   00  xf . 

 Нека   00  xf . Поради непрекинатоста на f   следува дека 
постои околина на  во која 0x   0 xf

f

. Но, тогаш според 

претходната теорема следува дека  е конвексна на таа околина, 
па  не е превојна точка. 0x

 Аналогно, ако   00  xf

0x

, би добиле дека  е конкавна во 

некоја околина на , па  не би била превојна точка.■ 

f

0x

 
 Обратното тврдење на теоремата не важи, т.е. ако 

, тогаш  не мора да е превојна точка. Исто така, 
постојат функции што немаат втор извод во нивните превојни 
точки. Следниве теореми ги даваат доволните услови за постоење 
на превојна точка во . 

  00  xf 0x

x0

 
 Пример 4.4.2.5. За функцијата   4xxf   важи  
и , но 0 не е превојна точка. 

  212xxf 
  00 f

 
 Теорема 4.4.2.6. (Прв критериум за постоење на 
превојна точка), Нека функцијата  има втор извод на , 
освен можеби во точката 

f  ba,
 bax ,0   во која е непрекината и 

 или   00  xf  0xf   не постои.  

 Ако функцијата f   го менува знакот во , тогаш  е 

превојна точка на . 
0x 0x

f

 Доказ. Нека f   го менува знакот во . Од теорема 4.4.2.2. 

и дефиниција 4.4.2.3.,  следува дека  е превојна точка на .■ 
0x

0x f
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 Теорема 4.4.2.4. (Втор критериум за постоење на 
превојна точка). Нека функцијата  има втор извод на  и 
трет извод во 

f  ba, 
 bax ,0  . 

 Ако   00  xf  и   00  xf , етогаш 0x  превојна точка на f .  

 Доказ. Нека   00  xf . Од      
0lim

0

0
0

0







 xx

xfxf
xf

xx
, 

следува дека постои на , таква што за секоеоколина U   0x  x  од таа 
околина 

   
0

0

0 



xx

xfxf   00  xf


  0

0




xx

xf
. 

 Оттука, за 0xx     0 xf , а за 0xx     0 xf

за f . 

. Според 

еорем
о

Теорема 4.4.2.5. (Обопштен втор критериум за 
и

т а 4.4.2.2. сл д ревојна  
 2) Второто тврдење се д кажува аналогно.■ 

едува ека 0x  е п  точка

 
 
постоење на превојна точка). Нека функцијата f  ма 
непрекинати изводи од n -ти ред на  ba, , 2n . Нека bax ,0  и 

 


   0... 0
1

0   xfxf n но    0 xf n

 број, има локал

, 0 . Тогаш:  

 1. Ако е парен тогаш ен екстрем во

о

 n   f   0x  
при што: 
 -Ак      00 xf n , тогаш е конвексна во околина на ;  f   0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  конкавна во околина на 0x ;f  

е непа , к .   2. Ако рен број тогаш f  има превојна точ а воn   0x

 Доказ. иди прилог. В

Пример 4.4.2.2. За функцијата
 
    3xxf  , важи:  

  23xxf  ,   xxf 6  и   6 xf . 

Притоа,   0 xf  за 0x . :  Но

   00 0  ff  и   060 f . 

Следува дека 0 е превојна точка з ункцијатаа ф .  f
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4.4.3 Aсимптоти на функција. 

 
Дефиниција 4.4.3.1. Нека функцијата е 

ефини т св а
  xfy   

 a . д рана во околина на точка а a , о ен во точкат
 Правата ax   е вертикалн  асимптота, ако е иса  полнето 
арем етириб едно од ч те равенства: 

  
ax
xflim ,   

ax
xflim ,   


xf

ax
 lim или   


xf

ax
lim . 

 
Дефиниција 4.4.3.2. Нека функцијата е 

ефини
  xfy   
д рана во околина на   и и л  .  
 Правата by   е хор нталн асимптотаизо а , ако:  

  bxf или 
x




lim    bxf
x




lim . 

 
Ако    bxf

x



lim , тогаш правата by   се нарекува лева 

птотахоризонтална , а ако  асим  xf b
x




lim  тогаш by   е 

десна хоризонтална асимптота. 
 
 Дефиниција 4.4.3.3. Нека функцијата е 
ефини

 xfy   
д рана во околина на   и и л  .  
 Правата nkxy  , 0k  е ко асиса мптота, ако:  

 
x

xf
k

x 
 lim  и   kxxfn

x



lim ; или  

 
x

xf
k

x 
 lim  и   kxxfn

x



lim . 

 
 Ако и се добиваат кога k  n  x , тогаш nkxy   се 
нарекува ле а коса асимптота, додев ка кога x  десна коса 
асимптота. 
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 Задача 4.4.3.4. Најди ги косите асимптоти на функцијата:  

 
3

21





x

xx
y . 

Решение. Имаме:  
1 ,1 0 . . 1

1
1 ,1 0 . .
x x те x

x
x x те x

   
   1    

. 

 За 1x  : 

    
 

2

2

1 2 2lim lim lim 1
3 3x x x

y x x x x x
k

x x x x x  

   
  

 
   и 

     1 2
lim lim

3x x

x x
n y x kx x

x 

  
     

  

2 2

2 2

2 2 3 2 4lim lim 0
3 3x x

x x x x x x

x x x x 

     
 

 
 (1), 

Следува дека левата коса асимптота е: y kx n   y x  .  
 За 1x  :  

    
 

2

2

1 2 2lim lim lim 1
3 3x x x

y x x x x x
k

x x x x x  

     
  

 
  и 

     1 2
lim lim

3x x

x x
n y x kx x

x 

   
     

  

   11 2
lim 0 0

3x

x x
x

x

  
     

. 

Следува дека десната коса асимптота е: y kx n   y x . 
 
 Задача 4.4.3.5. Најди ги косите асимптоти на функцијата:  

1
4



 xexy . 

Решение. Важи: x x   за 0x   и x x  за .  0x 
 За 0x  ,  

 
4

4 41
01lim lim lim 1

x
x

x x x

y x xe
k e

x x


  

 
  


         e e  
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и  

    
4 4

1 1lim lim lim 1 0x x

x x x
n y x kx xe x x e

 
 

  

   
           

   
   

 
 

4
14

2 421
01

2

2

4
11 4lim lim lim lim 4 41 1 1

x

x LP
x

x x x x

e
xe x

e e
x

x x





 



   




  


  . 

Следува дека левата коса асимптота е y kx n   4y x   .  

Аналогно, десната коса асимптота е: 4y x  . До заклучокот 

се стигнува и директно, бидејќи кога x , 
4

1xy xe


 , од каде 
што изразите во лимесите се со спротивен знак од соодветните 
лимеси во претходниот случај, и заради:  

4 4lim lim 0
1 1x xx x 
 

 
, 

коефициентите  и n  ќе бидат со спротивен знак. k
 

 Геометриска интерпретација на асимптота.* I. 
Растојанието од графикот на функцијата  xfy   до вертикалната 

асимптота ax   е axd  , при што  кога 0d ax . Значи, 

графикот на функцијата неограничено се доближува до 
вертикалната асимптота кога x  се доближува кон .  a
 II. Нека x . Од дефиницијата за коса асимптота 

  kxxfn
x




lim , следува дека: 

    kxxfxn   и   0lim 


x
x

   

  xnkxxf   и   0lim 


x
x

 . 

Нека точката P  е подножје на нормалата спуштена од точката M  
на асимптотата и   е аголот што го зафаќа асимптотата со 

позитивната насока на x -оската. Тогаш, заради  cos cos   , 

растојанието меѓу графикот на  точката f M е: 

cosd MP MN   , 
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бидејќи  xMN  ,    0x  кога x  и 1cos   следува:  

0d  кога x . 

 Значи, графикот на функцијата неограничено се доближува 
до правата nkxy  , кога x  тежи кон  .  

Аналогно, истиот заклучок следува за случајот x . 

 Својството го поседува и хоризонталната асимптота y n
0k
. 

Тврдењето се докажува, ако во претходната анализа ставиме  
(тогаш 0   од каде 1cos  ). 

 

 
Цртеж 4.4.3. 

 
 Коментар 4.4.3.6. Графикот на функцијата може да ја сече 
косата или хоризонталната асимптота. Ако функцијата има лева 
(десна) хоризонтална асимптота, тогаш таа не може да има лева 
(десна) коса асимптота и обратно. Кај графиците од рационални 
функции, левите и десните асимптоти се совпаѓаат. Вертикалните 
асипмптоти се бараат во точките од работ на дефиниционата 
област. 
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4.5. Испитување тек и цртање график на функција 

 
 Испитувњето на текот и цртањето на графикот на функцијата 

 го спроведуваме според следниов редослед:   xfy 
 
 1. Дефинициона област. Определуваме дефинициона 
област  на функцијата . fD f

 2. Пресеци со оски. Координатите на пресечните точки со 
y -оската, ако постојат, се решение на системот 0x , . 
Координатите на пресечните точки со 

 xfy 
x -оската, ако постојат, се 

решенија на системот 0y ,  xfy  . 
 3. Симетрија (парност, непарност, периодичност). 
 Утврдуваме дали функцијата, парна, непарна или ниту парна 
ниту непарна. Ако функцијата е парна или непарна, доволно е 
испитувањето да го направиме на еден од интервалите:  

 0,  или  ,0 . 

 Ако функцијата е периодична, го определуваме периодот T  
и испитувањето го вршиме само на интервалот  T,0 . 
 4. Екстреми. Интервали на монотоност. Го користиме 
критериумот за определување на екстреми и интервали на 
монотоност со помош на изводи. Го пресметуваме  xf  , ако постои, 
и ги наоѓаме критичните точки и интервалите во кои  xf   има ист 

знак. Ако   00  xf  или  0f x  не постои и f   го менува знакот 

при премин низ , тогаш 0x   0x

f
0 , fx  е локален екстрем на графикот 

на . На интервалите на кои f 0 
0

,  монотоно расте ( ); 

додека на интервалите на кои 

f 
f   ,  монотоно опаѓа . 

Заради прегледност интервалите на монотоност и локалните 
екстреми ги запишуваме во табела. 

f ( )

 5. Превојни точки. Интервали на конкавитет. Го 
користиме критериумот за определување на превојни точки и 
интервали на конкавитет со помош на изводи. Го пресметуваме 

, ако постои, ги наоѓаме точките во кои  xf   xf   го менува 

знакот, и ги означуваме интервалите во кои  xf   има ист знак. Ако 
, тогаш   xf 0  xf  е конкавна ( ). Ако   0 xf , тогаш  е  xf
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конвексна ( ). Ако   00  xf  или  0xf   не постои и f   го менува 
знакот при премин низ , тогаш 0x   0x0 , fx  е превојна точка на 

графикот на . Интервалите на конкавитет и превојните точки ги 
запишуваме во табела. 

f

 6. Асимптоти. Ги определуваме асимптотите на графикот на 
. Ги определуваме едностраните лимеси на  во точките во кои 
 има вертикални асимптоти. 
f
f

f

 7. Цртање график. Го цртаме графикот на  според 
добиените податоци. Ако тие не се доволни да се нацрта графикот, 
задаваме одреден број на точки од графикот. 

f

 
 Задача 4.5.1. Испитај го текот и нацртај го графикот на 

функцијата:  
1

2 xy x e  . 

 Решение. 1. Дефинициона област. Имаме:  \ 0fD   . 

 2. Пресеци со оски. Бидејќи 0x  , графикот нема пресек со 
-оската. Заради: y

0y    
1

2 0xx e   2 0x    2x   .  

 2,0П   е пресечна точка со x -оската. 

 3. Парност, непарност. Важи:  

    
1
x 2y x x e y x


     . 

Следува дека  е ниту парна ниту непарна функција. y
 4. Екстреми. Монотоност. Првиот извод е: 

 
1 1

2 2

1 1 22 1x x

1
xy e x e e

x x x
             
   

  

  1 12

2 2

2 12 x x
x xx x

e e
x x

 


 
. 

Екстреми на функцијата се 2x   и 1x  

 
. Други точки на промена 

на знак (ТПЗ) нема. Бидејќи 11y  1
e

e
    и  

1
22 4 4y e e  , 

екстремите на графикот на функцијата се:  
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1
11,E
e

   
 и  2 2, 4E e . 

Заради  1 0y  , y  опаѓа на интервалите  1,0  и  0, 2  и расте за 

 \ 1, 2 x  . Следува дека  е локален максимум, а  локален 

минимум. 
1E 2E

 5. Превојни точки. Конкавитет. Вториот извод е: 
1 1

2 3 2 2

1 4 1 2 11x xy e e
x x x x x

              
    




 

1 12 2

4 4

4 2 5 2x xx x x x x
e e

x x

    
 . 

Притоа,  

0y    5 2 0x   
2
5

x    и 

5
2

5

2 2 82 0
5 5 5

y e
e

              
,1. 

  Значи, 
5

2 8,
5 5

P
e

 
 

 е превојна точка на графикот на 

функцијата. Други ТПЗ за y нема. Заради  0 0y   кога 
2
5

x>- ,  

y  е конкавна на 
2 ,0
5

 
 

  и на  0, , и конвексна на 
2,
5

   
 

. 

 
  6. Асимптоти. а) Имаме: 

 
1

0
lim 2 2 0x

x
x e e






    и  

1

0
lim 2 2x

x
x e e






    . 

Следува дека 0x   е вертикална асимптота и графикот се 
доближува до 0 од лево. 

 б) Заради: 

 
1

lim 2 1x

x
y x e


      , 

Следува дека y  нема хоризонтална асимптота. 
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 в) Имаме:  

   
1

12 2lim lim lim 1 1 1 1
x

x

x x x

y x x e
k e

x x x  

    
 

     и 

      
1

lim lim 2 x

x x
n y x kx x e x

 

 
        

 
  

12lim 1 1x

x
x e

x

      
  

121 1
lim 1

x

x

e
x

x



    


0 LP 
0

 
 

 

1 1

2 2

2

2 2 11
lim 1

x x

x

e e
x x x

x



         
    


12lim 2 1 3x

x
e

x

    
 

. 

 Следува 3y x   е коса асимптота.  

7. График (види цртеж 4.5.1.). 
 

 
цртеж 4.5.1. 
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4.6. ТЕЈЛОРОВА ФОРМУЛА 
 
 Тејлоровата формула овозможува да се апроксимираат 
функциите со помош на полином, и има широка примена во 
математичката анализа и пошироко во техничките науки. 
 
 Дефиниција 4.6.1. Нека функцијата  xf  е  пати 

диференцијабилна во околина на . Полиномот:  

n

0x

       
     n
n

n xx
n

xf
xx

xf
xfxT 0

0
0

0
0 !

...
!1




 . 

се нарекува Тејлоров полином за функцијата  xf  од ред . n
 
 Теорема 4.6.1. (Тејлорова формула) Нека функцијата 

 е  пати непрекинато диференцијабилна и има -ви 

извод во околина  на точката . Тогаш, за секое 

 xf n  1n
U


U 0x x  постои 

точка , таква што:  xu ,0 x

       
      xRxx
n

xf
xx

xf
xfxf n

n
n




 0
0

0
0

0 !
...

!1
, 

 
   
    1

0

1

!1







 n
n

n xx
n

uf
xR . 

 Доказ. Види прилог. 
 
 Последниот член во Тејлоровата формула,  

 
   
    1

0

1

!1







 n
n

n xx
n

uf
xR , 

се нарекува остаток или остаточен член. Ако 1n -от извод на 
функцијата  xf  е ограничен во околина на точката , тогаш: 0x

 
 

   
   

 
  
  0

!1
lim

!1
limlim

1

0
0

1
0

1

0
000


















 n

uf
xx

nxx

xxuf

xx

xR n

xxn

nn

xxn
n

xx
. 
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 Следува дека остатокот  xRn

nx0

 е бесконечно мала големина 

од повисок ред во однос на , кога . x  0xx
 
 Бидејќи точката  се наоѓа меѓу точките  и u 0x x , таа може 
да се запише во облик: 

 00 xxxu    за некое  1,0 . 
 

 Ако во Тејлоровата формула ставиме 00 x , ја добиваме 
формулата:  

             
 

1
1

2

!1!
0...

!2
0

!1
00 










 n

n
n

n

x
n

xf
x

n

f
x

f
x

f
fxf

 ,  1,0  

која се нарекува Маклоренова формула. 

 За функцијата претставена со Тејлоровата (Маклореновата) 
формула, велиме дека е развиена во Тејлоров (Маклоренов) 
полином. 
 
 Задача 5.* Апроксимирај ја функцијата   xxxf 2sin  со 
Маклоренов полином од петти степен, а потоа оцени ја грешката на 

апроксимацијата за 





8
1,

8
1

x . 

 Решение. Имаме:  

  00 f ;   xxxxf 2cos22sin  ,   00 f ; 
  xxxxxxxxf 2sin42cos42sin42cos22cos2  , ;   40 f
  xxxxxxxxf 2cos82sin122cos82sin42sin8 

 
, ;   00 f
   xxxxxxxxf 2sin162cos322sin162cos82cos244 

 
, ;   324 xf

  xxxxxxxxf 2cos322sin802sin322cos162sin645 
 

, ;    05 xf

  xxxxxxxxf 2sin642cos1922sin642cos322cos1606  . 

 Бидејќи    05 xf , Маклореновиот полином од петти степен 
е, всушност полином од четврт степен, односно:  

                   xRx
f

x
f

x
f

x
f

x
f

fxf 5
5

5
4

4
32

!5
0

!4
0

!3
0

!2
0

!1
00 










    xRxxxf 5
42

3
42  , 
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каде што:  

 
    66
6

5 !6
2sin642cos192

!6
x
xxx

x
xf

xR
 

 ,  1,0 ; 

и бидејќи 
8
1

x , следува: 

  6
66

6
5 101,1

8
1

18
5

8
1

720
200

!6
64192 


 x

x
xR . 

чи, за метаме вредноста на функцијата на 
интервалот
 Зна  да ја прес f  

  125,0;125,0  со приближната формула:  

  42

3
42 xxxf  , 

  грешката би била помала од 6101,1  .■ 
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5. НЕОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 
 

5.1. НЕОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 
 
 Ако во претходните две поглавја го проучувавме проблемот 
на наоѓање извод на функција, во ова поглавје ќе разгледаме 
обратен проблем односно наоѓање функција чиј извод е познат. 
 

5.1.1. Дефиниција на неопределен интеграл 
 
 Во ова поглавје под интервали , ќе подразбираме 
отворени интервали. 

, ,...P Q

 
 Дефиниција 5.1.1.1. Нека функцијата  е дефинирана на 
интервалот . Функцијата  е примитивна функција на  на 
интервалот  ако важи:  

f
P
P

F f

   xfxF   на . P

 
 Дефиниција 5.1.1.2. Множеството од сите примитивни 
функции за функцијата  на f P , се нарекува неопределен 
интеграл за функцијата  на f P  и се означува со:  

  dxxf . 

 
 Ако  xF  е примитивна функција на , тогаш и , 
каде што  е произволна константа, е примитивна функција на . 
Имено,  

f   CxF 
fC

      xfCxFCxF  , x P . 

 Други примитивни функции на  на  нема. Имено, ако  
и  се примитвни функции на  на , тогаш според теоремата 

4.2.6. следува дека  и  се разликуваат за константа. 

f

P

P 1F

2F f

1F 2F

 Функцијата  се нарекува подинтегрална функција. 
Постапката за наоѓање примитивна функција, односно неопределен 
интеграл на  се нарекува интегрирање или интеграција. 

f

f
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Коментар. Операциите со неопределени интеграли се 

операции со множества од функции. На пример: sin xdx  е 

множеството функции  cos x C C    кое се означува со 

cos x C  . sin sinxdx xdx   е множеството од сите функции што 

се добиваат со собирање на функција од првиот со функција од 
вториот интеграл, односно  C C , кое се означува со . Затоа 

пишуваме: 

C

sin sinxdx xdx C   . 

Имајќи предвид дека сите примитивни функции се 
разликуваат за константа, во пракса оперираме со една примитивна 
функција и на крај додаваме константа, пишуваме:  

sin sin cos cosxdx xdx x x C C       . 

 
5.1.2. Основни својства на неопределен интеграл 

 
 Теорема 5.1.2.1. Ако  е една примитивна функција на  
на интервалот , тогаш: 

F f
P

    CxFdxxF  ,     xfdxxf 


 . 

 Доказ. Следува директно од дефиницијата за неопределен 
интеграл. 
 
 Теорема 5.1.2.2. (Линеарност на неопределениот 
интеграл). Ако функциите  и  имаат примитивни функциии на 
интервалот 

f g
P , тогаш и gf   и gf   и , каде што  е 

константа, имаат примитивни функции на 
af a

P , и 

1)         f x g x dx f x dx g x dx     ; и  

2)      dxxfadxxaf . 

 Доказ. 1) Бидејќи          xgxfdxxgxf 


  и  

              xgxfdxxgdxxfdxxgdxxf 








  , 
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следува:  
          dxxfdxxfdxxgxf . 

 2) Заради:  

   afdxxaf  x
  и        xafdxxfadxxfa 





 ,  ,x a b , 

следува:  
     dxxfadxxaf . 

 
5.1.3 Таблица на основни интеграли. 

 Бидејќи  операцијата 
иференцирање, од таблицата за изводи на елементарните функции 
е доб

 
операцијата интеграција е инверзна од

д
с ива следнава таблица на неопределени интеграли: 
 

1.  





C
x

dxx
a

a
1

, 
a 1

1a , ; 3.0x   Cx
x

dx
, ln . 0x

(   C 0xdx
x2

1
, x ,   C

x
dx

x

11
2 , 0x ); 

2.   C
a

a
dxa

x
x

ln
, , 0a 1a . (   Cedxex x ); 

4. ; 5.   Cxxd cossin x   Cxsinco xdxs ; 

6.   Ctgx
x

dx
2cos

, 
kx  

2
, k  ; 

7.   Cctgx
x

dx
2sin

, kx  , k  ; 

8.  

 a




C
ax

x

aax

dx ln
2
1

22 , ax   

(  






C
x

x

x

dx

1
1ln

2
1

12 , 1x ); 

9. 













 C
a

x
arcctg
a

C
a

x
arctg
a

xa

dx
1

1

22  ( 







 Carcctgx

Carctgx

x

dx
21


); 
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10. 













 C
a

x

C
a

x

xa

dx

arccos

arcsin

22
,  aax ,   

( 








 Cx

Cx

x

dx

arccos
arcsin

1 2
,  1,1x ); 

11. Ckxx
kx

dx



 2

2
ln , x   за 0k , kx 2  за 0k . 

 
 Коментар 5.1.3.1. 1) Равенствата на интегралите во 
таблицата се точни на секо од ин е содр  во

ниционата област. Но, ако ефин бласт ија о
повеќе дисјунктни максимални интервали, тогаш интеграционата 
онстанта  нив, но не мора да е иста на нивната 

е

ј тервалит жани  
дефи  д иционата о е ун д 

к  е иста на секој од

унија. На прим р, за подинтегралната функција  
x

f
1

  чијашто 

дефинициона област е множеството 

x

    ,00,x , второто 
равенство на целата дефинициона област е:  

 
 

   
 2

,0
0,x


    

. 

венство (1) е точно во 
општ случај, додека за  вредности на може да биде и 

пошироко. На пример, ако

11

2

lnln ,0
lnln 0,

x C xx C x

x Cx C x

      
    

 2) Ограничувањето 0x  во првото ра
одредени

 

a  

n

m
a  , , каде што  n  се риродни m  и  п

броеви,   1, nmНЗД  и n епарен, тогаш x е н  . Ако 
n

m
a  , 

n


каде шт  ни броеви и непарен, тогаш о m  и n  се природ  е 

\ 0x .  

 3)  за изводи и таблицата вод од и 

е, исто та , е ментарна функција. Обра ното не важи т.е. 
е о

 Од правилата  за из  основн
елементарни функции, следува дека извод од елементарна функција 

ка ле т
интералит д некои елементарни функции како: 

dxe x  2

, dxx 2sin , dxx 2cos ,  
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dx
x ln

1
, 0x , 1x ; dx

x

x


sin
, 0x , dx

x

x


cos
, 0x , dx

x

ex

 ; 

не се елементарни функци
 
 Интегралите 1) се нарекува  таблич  интеграли. о 
трансформ   подинтегра ата нкција и п мена а 

интеграл, интегралите од останатите 
тираме ќе ги сведеме на таблични 

нтегра

и. 

-11) ат ни С
ација на лн фу  ри н

својствата на неопределен 
функции што ќе ги презен
и ли. 
 
 Задача 5.1.3.2-3. Најди ги интегралите: 

2) 72x dx ; 3) 23 2x xdx  

 Решение. 
8

7 7 812 2 2 x
8 4

x dx x dx C x C      ; 

 2 123 2x x 3 4 12
ln12

x xdx dx dx C      .■ 

 
 

5.2. Смена на променливи 
 

Интеграли од некои посложени функции со замена на 
роменливата со друга променлива може да се сведат на интеграл 
ој е табличен или може да се реши со некоја позната постапка. 
Следнава теорема г може да се воведе 

а на

x

 
п
к

и дава условите под кои 
смен  променливи. 
 
 Теорема 5.2.1. (Смена на променливи). Нека функцијата 
f  непрекината на интервалот  ,a b  и  tx   е строго монотона 

функција со непрекинат извод интервна алот  ,c d , и ранг  ,a b . 
огаш:  Т

      dtttfdxxf    . 

 Доказ. Според условите од теорем дефинира е 
сложенат

ата на 
а функција   tf  , која е непрекината како композиција 

на непрекинати функц  ии. Нека  xF  е прими на функција за 

на . Бидејќи

тив f  

 P      tFxF  , Qt  следува: 
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             f x F x F t t f t t            

      f x f t t         dtttfdxxf    .■ 

 
 Ако се пр  есмета интегралот        CtFdtttf   , тогаш 

лесно се пресметува интегралот      CxFdxxf   1 ,

кцијата 

 каде што 

функцијата постои, бидејќи 1  фун   е строго монотона, 
дносно има инверзна. 

најчесто се користи
звод на две функции 

о

 Смената на променливи  кога 
подинтегралната функција е прои   h f x  и 

 g x  такви то g  се разликува за конс нта од изводот на 

функцијата f . Тогаш

 ш та

 воведуваме смена   txf  . на 
н к с

 р
тога ла ата за
може рема од 

Смена 
п ливи се ори ти и за запишување на  п динтегралната 
функција во поелементарен вид. 

Ако интегри ањето се гледа како обратна операција од 
изводување, ш во некоја смис  теорем  смена на 
променливи  да се смета за обратна тео теоремата за 
извод од сложена функција. 
 

роме о

 Задача 5.2.2-5. Најди ги интегралите: 

2) sin 7xdx ; 3) cos sinxe xdx ; 4) 
2

sin
1 cos

x
dx
x

 ; 5) 
ln
dx

x x . 

 Решение. Заради прегледност, смената и диференцијалот ќе 
 запи

2

ги шуваме во загради. 

) 
7

si
x t

  n 7 sin
7 7

dt
xdx t

dx dt

 
      

 1 1cos cos 7
7

t C x C     ; 
7



 
5. Неопределен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 146 

 Ако  е примитивна функција за F f , тогаш: 

   dxnkxf   
k

dt
tf  

  CtF
k

1  F kx n
C

k


 , 

Затоа интегралите од ваков облик може да ги пресметаме директно, 
како што правиме кај извод од сложена функција. Записот би бил: 

cos 7 1sin 7 cos 7
7 7
x

xdx C x C


     . 

3) cos cos
sin

sin
x x t

e xdx
xdx dt

 
       

  cost t xe dt e C e C       ; 

Интеграцијата има пократок запис ако sin xdx  се запише како 
диференцијал  cosd x : 

 

cos cos

cos

sinx x

d x

e xdx e


C    . 

 Иако постапката е пократка, бара поголема концентрација и 
ретко ќе ја користиме. 

4) 
2

cossin
sin1 cos

x tx
dx

xdx dtx

 
     

  

21
dt

t





 2ln 1t t C      

2ln cos cos 1x x C    . 

5) 
ln

1ln

x t
dx

x x dx dt
x

 
  

  
 . 

ln ln lndt
t C x C

t
     
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5.3. Парцијална интеграција 
 
 Теорема 5.3.1. (Парцијална интеграција). Ако  и 

 се диференцијабилни функции на 

 xuu 

 v v x  ,a b  и  има 

примитивна функција на 

uv 

 ,a b , тогаш и vu   има примитивна 
функција и:  

           dxxuxvxvxudxxvxu   , т.е.   vduuvdvu . 

 Доказ. Од формулата за извод од производ  

            xvxuxvxuxvxu    
следува: 

               dxxvxuxvxudxxvxu 

             dxxvxudxxvxuCxvxu 

             dxxuxvxvxudxxvxu . 

 Бидејќи  dxxvdv   dxxudu   последната формула има 

облик:   uvdvu  vdu ■ 

 Парцијална интеграција се користи ако подинтегралната 
функција може да се претстави како производ од две функции  и 

, така што производот од изводот на  и интегралот на , да е 
подинтегрална функција на поедноставен интеграл, или на интеграл 
којшто е пропорционален и различен од првобитниот. Ако тоа е 
случај со -тиот извод на  и -тиот интеграл на , тогаш 
парцијалната интеграција се применува -пати. 

u
v u

n

v

n u n v

 На пример со парцијална интеграција се пресметуваат 

интегралите од видот: , 
dv

u

циклометриска
dx

функција

 
  


 n
dvu

 sinP x axdx , каде 

што  е полином од  -ти ред,  xPn n   cosn

u

P x
dv

axdx ,  ln
n

n
udv

P x x dx , 

 
ax

dvu

P x en dx , sinax  e xdx , cosaxe xd .  x Кај последните две
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подинтегрални функции сеедно е која функц е
а која . 

ирање по делови. Во одредена смисла формулата  
 

ија ќе избереме да  u , 

 Методот на парцијална интеграција уште се нарекува 
интегр

 v

2) 

за
парцијална интеграција може да се смета за обратна теорема од 
формулата за извод од производ. 
 
 Задача 5.3.2-5. Најди ги интегралите: 

cosx xdx ; 3) xxe dx ; 4) arctgxdx ; 5) xsinxe xd . 

 Решение. Зар ди прег ост, чекор  во парцијал  
 ќе ги пи аме во ди. 

а ледн ите
шув  загра

ната
интеграција

2) 
cos

cos
u x dv xdx

x xdx
du dx

  
sinv x

     
sin sinx x xdx  sin cosx x x C  ; 

  изразите во заградата , , и ги ме  
елеме  на квадратна шема е изводот  
ијаго

 . 

Ако
нти
н

 u
, 

dv
тога

du  
ш 
лн

 v  
 

 разгледа
про

како
наuv

д алните елементи, а подинтегра ата функција vdu  е 
производ на елементите од втората редица

3) 
x

x x x

x

u x dv e dx
xe dx xe e dx

du dx v e

  
   

   
 

 1x x xxe e x e   ; 

 4)

 
 Функцијата ја разгледуваме како производ arctgx  

1arctgx 

ал

. Тогаш може  примени методот на парцијалн  

 и
рацион н

 да се а

интеграција, кој дадениот нтеграл го сведува н интеграл од 
а функција што се решава со смена. Имаме: 

2

1
u arct

1

gx dv dx
arctgxdx

  
 
du dx v x

x

     
 

1

21
I

x
xarctgx dx

x
  

; 

каде : што
2

1I
1 1

22
x t dt

txdx dt

  
      

1 ln
2

t C   21 ln 1
2

x C  . 

Следува: 
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 21 ln 1
2

arctgxdx xarctgx x C    . 

 5) Интегралот се решава со два пати примена на парцијална 

ли
интеграција, при што во двата случаја за u  и dv  треба да се земе 
иста класа на функции, или тригонометриска и  експоненцијална. 
Во спротивно би се вратиле на почетниот интеграл. 

sinxe xdx 
sinx

cosx

u e dv xdx

du e dx v x

  
 

   
 cos cosx xe x e xdx    

cos
sin

x

x

u e dv xdx

du e dx v x

  
 

  
cos sin sinx x xe x e x e xdx     

 sin cos sinx xe x x e x   dx . 

 Од првиот и од последниот израз на равенствата, имаме:  

sine xdxx   sin cos sine x x e x  x x dx   

  Cxxexdxe xx  cossinsin2   

  Cxxexdxe xx  cossin
2
1sin . 

 

5.4. Интеграли од линеарен бином и квадратен трином 
 

Интеграли од линеарен бином

 
 

 . Ќе ги разгледаме 

1) 

интегралите: 

Cax
ax

dx


 ln  и 2) 
    

C
axnax

dx
nn





  11

1
, 1n  . 

 
Интеграли од квадратен трином . Во овој пасус ќе ги 

:разгледаме интегралите  

 



dx

cbxax
n2

, n
NMx

 , 02  cbxax ; 

  dtcbxax


 2
1

2 ,  (1). 

што содржат квадратен трином, односно трином со степен 2. 

04,0
04

2

2



acba

илиacb
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 Прво се трансформира триномот cbxax 2  во интегралот, 
одека ном, прекуд  да се стигне до квадратен би  следниве два 
чекора: 
 1. Се вади членот a  пред трин т (може и ако триномот омо

 д

a  

. не е под корен). Триномот обива облик baxx  2

 2. Се воведува смена 
2
a

xt  . д Триномот обива облик: 

 Следува дека интегралите (1) се сведуваат на: 

1) 

at 2 , 2ta  . 

 
dt

kt

NMt
n




2

, n ; и 2) dtta  22  или dtkt 2 . 

         1а) Ќе ја опишеме постапката за пресметување на: 
 


n

kx

dx
2

. 

За 0k ,   C
xnx

dx
I

nnn 


  122 12
1

. Нека 0k .  

За ,  1n




























0,,1

0,,ln
2
1

2
22

2
22

21

akaxC
a

x
arctg
aax

dx

akaxC
ax

ax

aax

dx

kx

dx
I . 

За ,   1n

 



nn

kx

dx
I

2  
2 2

2

1
n

x k x
dx

k x k

 
 


  

    12 2

1
n n

u

dv

dx x
x dx

k x k x k


 
 
  
  
  

 


 

 

  


























12

2

112
1

1

n

n

xn
vdxdu

dx
x

x
dvxu
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      





























  1121 12

1
12

11
nnn I

nkx

x

n
I

k
 

  














  112 22

32
22

11
nn
I

n

n

kx

x

nk
. 

 Следува дека интегралот  се изразува преку , кој се 

изразува преку , ..., кој се изразува преку решениот интеграл 

. 

nI 1nI

2nI

1I

1б) 
     










nnn

kt

dt
Ndt

kt

t
Mdt

kt

NMt
222

. 

Интегралот 
 

dt
kt

t
n

2
 со смената  се сведува на:  

dxtdt

xkt




2

2

  1

1 1
2 2 1n n

dx
C

x n x   
 , 

додека постапката за решавање на интегралот 
 2 n

dt

t k
  ја 

опишавме претходно. 

2а) 



  dt

kt

kt
dtkt

2

2
2

2 2

t d
t dt k
t k t k

t
 

 
   























ktvdtdu

dt
kt

t
dvtu

2

2  

2 2 2lnt t k t k dt k t t k      . 

Ако ги изедначиме најлевиот и најдесниот израз во равенствата 
добиваме:  

2 2 2ln
2 2
t k

t kdt t k t t k C       . 

 

2б) 









  dt

ta

t
t

ta

dt
adt

ta

ta
dtta

2222

2

22

22
22  
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





















22

22

tavdtdu
ta

tdt
dvtu

 

   dttatat
a

t
a 22222 arcsin  

  dttatat
a

t
a 22222 arcsin . 

 Ако ги изедначиме најлевиот и најдесниот израз во равен-
ствата добиваме:  

2
2 2 2 2arcsin

2 2
a t t

a t dt a t C
a

     . 

 

 Задача 5.4.1. Најди гo интегралoт: 2

2 3
4 1
x

I dx
x x




  . 

 Решение. Имаме: 

 
 

1 2

2 2 2

22 2 4 3 2 1
5 52 4 1

I I

x tx t
I dx dt dt

dx dt t tx

     
          
  

 
. 

Првиот интеграл се решава со смена: 
2

1
5

ln
2
t k dk

I k
ktdt dk

  
      

 


2ln 2 5x    2ln 4 1x x  . 

Вториот интеграл е табличен: 

2
1 5 1 5ln ln

2 5 5 2 5 5
t t

I
t t

 
  

 
. 

1 2ln
2 5 2 5

x

x

 
 

5
 

Значи: 

2 1 2 5ln 4 1 ln
2 5 2 5

x
I x x

x

 
C    

 
. 
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5.5. Интеграли од рационални функции 

 

 Интегрирањето на рационални функции 
 
 dxxQ

xP
  се сведува 

на сума од интеграли од облик  dxxP , каде што P  е полином, 

   nax

dx
 и 

 



dx

baxx

NMx
n2

, n  кои претходно ги изучивме. 

Постапката за интегрирање на рационална функција се сведува на 
следниве чекори: 

 . Ако 1    xQxP degdeg  , каде што  xPdeg  и   се 

степените на полиномите  и 

 degQ x

 xP  Q x , тогаш полиномите се делат, 

од каде според Евклидовиот алгоритам за полиноми  

 
     

 xQ
xP

xP
xQ

xP 2
1   и    xQxP degdeg 2  .  

Следува: 
 
   dx
xQ

xP    
 dxxQ

xP
dxxP   2

1  и    xQxP degdeg 2  . 

 Рационалната функција 
 
 xQ
xP2  за која   xQxP degdeg 2   се 

нарекува правилна.  

 . Според основната теорема на алгебрата секој полином 
 може еднозначо да се претстави како производ од константа, 

степени на различни биноми од облик 

2
 xQ

ax   и триноми  
што немаат реални решенија. Во тој случај велиме  е 
факторизиран или претставен во каноничен облик, додека 
множителите се нарекуваат прости множители. 

baxx 2

 xQ

 . Нека на секој множител на 3  xQ  му соодветствува 
сумата:  

 n  ax
   

1 2
2 ... n

n

AA A

x a x a x
  

   a
 или 
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   baxx2 k

     k
kk

baxx

BxA

baxx

BxA

baxx

BxA














222
22

2
11 ...  

Од теоријата на алгебрата следува дека секоја правилна 

рационална функција 
 
 xQ
xP2  може еднозначно да се претстави како 

збир од горните суми. Ваквото претставување се нарекува 
декомпозиција на рационалната функција, додека членовите во 
сумата се нарекуваат прости дропки. 

 . На крајот се интегрира сумата од прости дропки. 4
 

 Задача 5.5.1. Најди гo интегралoт: 
2

3 2

3 5
2 2
x x

I dx
x x x

 


   . 

 Решение. Со групирање на именителот добиваме: 

    3 2 2 22 2 2 2 1x x x x x x x x 2          . 

Следува: 
2

3 2 2

3 5
2 2 1 2
x x Ax B C

x x x x x

  
 

    
  

    2 23 5 2x x Ax B x C x 1       . 

 За 2x  , имаме 5 5C , т.е. 1C  . За 0x  , 5 2 1B     т.е. 
 и за 3B  1x  ,  3 А 3 2     т.е. 2А  . Следува дека: 

2

2

12 3 1 3 ln
1 2 2

x tx dt
I dx arctgx

x x txdx dt

                
  2x   

2ln 1 3 ln 2x arctgx x C     . 

 Коментар. Факторизацијата на полиномот може да се 
направи и со помош на теоремата на Њутн со наоѓање на еден 
корен на соодветната кубна равенка. Можните целобројни решенија 
се делители на 2 , од каде што со проверка се утврдува дека  
е решение. Потоа, полиномот се дели со 

2x 
2x   и се добива количник 

. Коефициентите може да се најдат и со развивање на (1): 2 1x 
2 23 5 2 2 2x x Ax Ax Bx B Cx C         

 Последното равенство е точно за секоја вредност на x  ако: 

3A C   (2), , 2 1A B    2 5B C    . 
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 Од првата и од третата равенка 3C А   и 2C B 5   од 
каде што 3 2А B 5    т.е. 8 2А B  . Со замена во втората 
равенка: 

16 4 1B B      5 1B 5  3B  . 

Оттука  и 8 6 2А    3 2 1C    . 
 
 

5.6. Интеграли од ирационални функции 
 

 Интегрирањето на некои класи на ирационални функции со 
помош на соодветна смена може да се сведе на интегрирање на 
рационални функции. Ќе разгледаме една таква класа. 

 Интегралите од облик dxxxxxR s

r
q

p

n

m

 





,...,,, , каде што R  е 

рационална функција од sqn xxxx ,...,,,
rpm

 и 
s

r

q

p

n

m ,...,,  се рационални 

броеви, со смената , ktx   sqnНЗСk ,...,, , се сведуваат на 
интеграл од рационална функција. 

 Поопшта класа интеграли од претходната е:  

dx
dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xR

s

r

q

p

n

m

 





































 ,...,,, , bcad  , 

кои со смената kt
dcx

bax





,  sqnНЗСk ,...,,  се сведуваат на 

интеграл од рационална функција. 
 

 Задача 5.6.1. Најди гo интегралoт: 
3

3 1
3 1 1
x

I dx
x




  . 

 Решение. Бидејќи  2,3 6НЗС  , воведуваме смена:  

6 3t x 1 1 т.е. 6 3t x    од каде што  т.е. . 56 3t dt dx 52dx t dt

Следува: 
3 8

5
2 22 2

1 1
t t

I t dt dt
t t

 
   . 
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Заради:  

   8 8 4 41 1 1 1 1t t t t         

     2 2 41 1 1t t t 1     

добиваме: 

   
8

2 4
2 2

11 1
1 1

t
t t

t t
   

 
  

6 4 2
2

11
1

t t t
t

   


. 

Со почлено интегрирање на подинтегралната функција, добиваме: 

7 5 3

2
7 5 3
t t t

I t arctgt C
 

       
 

 

     7 5 36 6 6
6 6

3 1 3 1 3 1
2 3 1

7 5 3
x x x

3 1x arctg x C
         
 
 

 . 

 
 

5.7. Интеграли од тригонометриски функции 
 

Интеграли од облик   dxxxR cos,sin  

 
 Интегралите од тригонометриските функции:  

  dxxxR cos,sin , 

каде што R  е рационална функција од  и xsin cos x , се сведуваат 
на интеграли од рационални функции со смената: 

t
x

tg 
2

,  ,x k k       , k .  

Притоа,  

21
2sin
t

t
x


 , 2

2

1
1cos
t

t
x




 , 21
2
t

dt
dx


 .  

Навистина од: arctgt
x


2
 следува: 21

2
t

dt
dx


  и од  
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2
1

2
cos

2
cos

2
sin

cos
1 2

2

22

2

x
tg

x

xx

x



   

следува:  

2
cos

2
2

2
cos

2
sin2sin 2tgx 

xxxx





2
1

2
2

2 xtg

x
tg

21 t
2t

 и 







 

2
1

2
cos

2
sin

2
coscos 2222 x

tg
xxx

x 2

2

1
1
t

t




 (5.7.1). 

 

 Смената t
x

tg 
2

 некогаш доведува до сложена рационална 

функција. Кај некои подинтегрални функции со одредени својства 
на симетрија, со други смени може да се добијат поедноставни 
рационални функции. 

 ● Ако важи:  
    xxRxxR cos,sincos,sin   

т.е подинтегралната функцијата е парна во однос на  и xsin xcos , 
се воведува смената:  

ttgx  , ,
2 2

x k k
       

 
, k . 

Следува: arctgtx   и 21 t

dt
dx


 . Тогаш: 

2

2

22

22

2

111
sin

cossin
sin

1
t

t

tx

xx

x





  од каде 

21
sin

t

t
x


  и 

1
cos

cossin
cos

1 2
2

22

2 


 t
x

xx

x
 од каде што 

21
1cos
t

x


  (5.7.2). 

 ● Ако важи:  
   xxRxxR cos,sincos,sin  , 

т.е подинтегралната функцијата е непарна во однос на , се 
воведува смената:  

xsin



 
5. Неопределен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 158 

tx cos ,   , 1x k k   , k . 

 ● Ако важи:  
   xxRxxR cos,sincos,sin  , 

т.е подинтегралната функцијата е непарна во однос на xcos , се 
воведува смената:  

tx sin , ,
2 2

x k k
       

 
, k . 

 

 Задача 5.7.1. Најди го интегралот I   xx

dx

cos7sin48
. 

 Решение. Ја воведуваме смената:  

t
x

tg 
2

, за      fIkkx   12,12 , каде што k   и  fI

е произволен интервал на дефинираност на подинтегралната 
функција. Оттука,  

21
2sin
t

t
x


 , 2

2

1
1cos
t

t
x




  и 21
2
t

dt
dx


 , па 

I 





 dt

t

t

t

tt
2

2

2

2

1
17

1
248

1
1

2



 dt

t

tttt
2

222

1
77888

1
1

2
 


 158

2 2 tt

dt

 


 14
2 2t

dt















 1
2

4
2k

dk

dkdt

kt
 




C
k 1

ln
2

2 k 11
C

x
tg

x
tg

C
t

t










3
2

5
2ln

3
5ln . 

Бидејќи:  

  kk
kx

CC
x

tg

x
tg






 3
2

5
2lnlim

12 
 и 

  11
12 3

2

5
2lnlim 








 kk
kx

CC
x

tg

x
tg


, 

важи , 1 kk CC k  . Следува, интегралот на fD  е: 
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     CxFdxxf , каде што    

 

5
2ln , 2 1

3
2
0, 2 1

x
tg

x k
xF x tg

x k








 
  

  

. 

 Задача 5.7.2. Најди го интегралот: I   x

dx
2sin2

. 

 Решение. Прв начин. Со помош на смената: 

ttgx  , 
21

sin
t

t
x


 , 

21
1cos
t

x


  и 21 t

dt
dx


 , 

,
2 2 kx k k
   

I      
,  

добиваме: 

I 





2

22

1
2

1
1

t

tt

dt





 
2

222

1
22

1
1

t

ttt

dt
22 t

dt


  

1 1
2 2 2 2k k

t t
arct

gx
g C arctg C

    
 

. 

 *Во задачата се најдени неопределените интеграли на секој 
од интервалите kI , но не е најден интервалот на кој е дефинирана 
подинтегралната функција, т.е. на . За да се најде 
неопределениот интервал на  треба да се додефинираат 
примитивните функции во точките 




 2 1 / 2x k    и да се 
опредедели единствена константа C :  

1

2 2

1 1lim lim
2 2 2 2k k

x k x k

tgx tgx
arctg C arctg C

  
  

            

   
        

  

12 2 2 2k kC C
 

     1 2k kC C


   .  

Ако , следува: 0C C
2k

k
C C


  , па:  I F x C  , каде што:  
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 

 

   

2 11 , \
22 2 2

2 1 2 1
,

22 2

ktgx k
arctg x

F x
k k

x



 

   
        

  


. 

 Во понатамошните задачи определувањето на константата  
нема да го вршиме. 

C

 
Интеграли од облик ,cossin xdxx nm  ,m n . 

 
 Интегралите  ,cossin xdxx nm ,m n  се сведуваат на 

следниве случаи: 
 
 1) Ако степенот на косинусот, , е непарен, тогаш се 
воведува смената 

n
tx sin . Ако , тогаш се извршува 

трансформацијата 

0n

  dxcosx
n

cos2xdxncos  2
1

, а ако 0n  тогаш 

  2
1

2cos

cos
cos 


 

nn

x

xdx

x

dx
 и се заменува . x2sincos x2 1

 
 2) Ако степенот на синусот, , е непарен, тогаш се воведува 
смена 

m
tx cos  и се продолжува аналогно како во 1) при што се 

користи идентитетот . x2x2 cos1sin 
 
 3)  Ако степените на синусот и косинусот,  и , се парни, 
тогаш се смалува редот на n  или  со помош на формулите:  

n m
m

xxx 2sin
2
1cossin  , 

2
2cos1sin2 x

x


  и 
2

2cos1cos2 x
x


 . 

 
 4) Ако степените на синусот и косинусот,  и , се непарни 
и негативни, тогаш со смената 

n m
ttgx   може да се добие 

поедноставна рационална функција (5.7.3). 
 
 Интегралите:  

  dxxdxx
dvu

nn sinsinsin 1
   и , ,   dxxdxx

dvu

nn coscoscos 1
 n
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можат да се пресметаат и со помош на парцијална интеграција, при 
што се добиваат рекурентните релации: 

  
 xdx
n

n
xx

n
xdx nnn 21 sin1sincos1sin  (4.7.4); 

  
 xdx
n

n
xx

n
xdx nnn 21 cos1cossin1cos  (4.7.5). 

 
Задача 5.7.3. Најди го интегралот I 2 2sin cosx xdx . 

 Решение. Заради: 

 
2 2

2 2 sin 2 sin 2 1 1 cos 4 1sin cos 1 cos 4
2 4 4 2 4
x x x

x x x
      

 
, 

интегралот е: 
1 sin 4 sin 4
4 4 4 16

x x x
I x C

 
C     

 
 . 

 
Интеграли од облик  

 ,cossin bxdxax   ,sinsin bxdxax   bxdxaxcoscos  

 
 Интегралите  ,cossin bxdxax sin sinax bxdx  и  bxdxaxcoscos  

се решаваат со помош на тригонометриските идентитети: 

    xbaxbabxax  coscos
2
1coscos   (5.7.6); 

    xbaxbabxax  sinsin
2
1cossin   (5.7.7); 

    xbaxbabxax  coscos
2
1sinsin   (5.7.8). 

 
 Задача 5.7.4. Најди го интегралот I cos3 cos 7x xdx . 

 Решение. Заради: 

    1 1cos3 cos 7 cos10 cos 4 cos10 cos 4
2 2

x x x x x     x , 

интегралот е: 
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1 sin10 sin 4 sin10 sin 4
2 10 4 20 8

x x x x
I C C

      
 

 . 

 
5.8. Интеграли што се решаваат со тригонометриски смени 

 
 Интегралите од обликот: 

   dxxaxR 22, ,    dxaxxR 22,  и    dxaxxR 22, , 

можат да се решат со тригонометриски смени, при што: 

 1)    dxxaxR 22,  се решава со смената: 

tax sin , 







2
,

2


t  (или tax cos ,  ,0t ) (4.8.1); 

 2)    dxaxxR 22,  се решава со смената: 

atgtx  , 







2
,

2


t  ( tactgx  ,  ,0t ) (4.8.2); 

 3)    dxaxxR 22,  се решава со смената: 

t

a
x

cos
 , 















2
3,

2
,0 

t  (
t

a
x

sin
 ,

3, ,
2 2

t
  2        




)  

(4.8.3). 

 
Во следниве три задачи на уште еден начин со користење на  

тригонометриски смени ќе ги најдеме интегралите од квадратните 

триноми 2 2a x d x  и 2x kdx  и низ коментари ќе покажеме 

дека множествата неопределени интеграли се еднакви, иако се 
претставени преку различни примитивни функции. Да напоменеме 
дека со тригонометриски смени се решаваат и други класи на 
интеграли. 
  

 Задача 5.8.1. Најди го интегралот I 2 2a x dx . 

 Решение. Прв начин. Воведуваме смена  
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sinx a t , ,
2 2

t
     

,  

Следува:  
cosdx a tdt   

и 

 2 2 2 2 2 2 2 2sin 1 sin cos cos cosa x a a t a t a t a t a        t



  

од каде што: 

I 2 2cosa tdt  2 1 cos 2
2

t
a dt




2 sin 2
2 2
a t

t C
     

 

2 sin 2arcsin
arcsin

2 2

x
a x a C

a

 
   
  

. 

 
 Коментар. Последниот израз може да го доведеме до облик 
5.4.2. Имено заради: 

2sin 2 2sin cos sin 1 sin
2 2
t t t

t t


     

2sin arcsin 1 sin arcsinx x

a a
 

2
2 2

2 21x x x
a x

a a a
   , 

добиваме:  
2

2 2arcsin
2 2
a x x

I a x C
a

    . 

 
Втор начин. Интегралот аналогно се решава и со смената:  

cosx a t ,  ,0t .■ 
 

 Задача 5.8.2. Најди го интегралот I 2 2x a dx . 

 Решение. Воведуваме смена  

x atgt , 







2
,

2


t . Следува: 2cos
adt

dx
t

   

и 

t

dt
dx 2cos

2
  и  2 2 2 2 2

2

11
cos cos cos

a a
x a a tg t a

t t
     

t
,  
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па: 
2

2 3cos cos cos
a a dt

I dt a
t t

   t
. 

Бидејќи: 

3 2

1 sin 1 sin 1ln
cos 2 cos 4 sin 1
dt t t

C
t t t


 

  ( 4.7.6.3 [1]), 

ако воведеме смена:  

2
sin

1
tgt

t
tg t




, 
2

1cos
1

t
tg t




  

добиваме: 
22 2

2

2

1
1 ln

2 4 1

tgt tg ta a
I tgt tg t C

tgt tg t

 
   

 
  

2 2 2
2 2

2 2
ln

2 4
x a x a x
a x C

x a x

 
  

 
. 

 
 Коментар. Заради: 

 
 2

2 2
2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2
ln ln ln

x a xx a x x a x x a x
C C

ax a x x a x x a x

      
   

     
   

   2 2 2 22 ln 2ln 2lnx a x a C x a x C        , 

следува дека:  
2

2 2 2 2ln
2 2
x a

I x a x x a C      .■ 

 

 Задача 5.8.3. Најди го интегралот I 2 2x a dx . 

 Решение. Воведуваме смена:  

t

a
x

cos
 , 

30, ,
2 2

t
        




. 

Следува дека: 

2

sin
cos
a t

dx
t

   

и  
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2
2 2 2

2cos
a

x a a
t

   
 2 2

2

1 cos
cos

a t

t




2 2

2

sin
cos
a t

t
  

2 2a tg t atgt atgt  .  
Оттука 

 
2 2

2 2
23 2

sin sin cos
cos 1 sin

t t
I a dt a t

t t
dt  


   

 
2

22

sin
cos 1

t k k
a k dk

tdt dk k

 
     

  

 

 
 

22
2

22

2

1 1 1
2 12 11

2 1

k
u k dv dk

k k
a d

kk
du dk v

k

       k         
  

   

2 2

2

1 1ln
2 1 2 2 1
a k a k

C
k k


   

 

sin

arccos

k t

a
t

x

 
  
  
 

 

2 2

2

sin arccos sin arccos 1
2 2ln

2 4sin arccos 1 sin arccos 1
2 2

x x
a a

C
x x


  

 
.■ 

 
 Коментар. Бидејќи: 

2 2
2

21 cos 1 a x a
k t

x x


    

2

, 

добиваме: 
2 2 2 2

2
2

2 2 2 2

2

1
ln

4
2 1 1

x a x a
a ax xI C
x a x a
x x

 


  
     

   

2 2 2
2 2

2 2
ln

2 4
x a x a x
x a C

x a x

 
  

 
. 

Заради: 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
ln lnx a x x a x x a x

C C
x a x x a x x a x

     
  

     
   

 
2

2
2 2

ln a
C

x a x
 

 
 

2 2 2 22 ln 2ln 2lna x a x C x x a C         ,  

интегралот се сведува на: 
2

2 2 2 2ln
2 2
x a

I x a x x a C      . 

 
 

5.9. Интеграли од останати трансцедентни функции 
 

 Интегралите   dxxR
x

ln1
 со сменатa tx ln , а интегралите 

 со смената , се сведуваат на интеграли од 

рационални функции (5.9.1.). 

  dxeR x tex 
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6.1. ОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 
 

6.1.1. Дефиниција на определен интеграл 
 

 Проблем на пресметување плоштина на фигура. 
Проблемот на наоѓање плоштини на рамнински ликови, доведува до 
воведување на поимот определен интеграл. 
 Нека функцијата  е дефинирана на f  ba, . Криволиниски 
трапез на  над f  ba,  е множеството точки:  

    , , 0x y a x b y f x    . 

Значи, криволинискиот трапез на  над f  ba,  е фигурата 
ограничена со отсечката  ba, , правите ax   и bx   и графикот на 
функцијата . f
 

 
Цртеж 6.1.1.1. 

 
 Конечното множество точки  nxxxP ,..., 10 , такви што:  

bxxxa n  ...10 ; 

се нарекува поделба P  на интервалот  ba, . 
 
 Во продолжение ќе дадеме начин како да ја пресметаме 
плоштината на криволинискиот трапез.  
 Нека  е ненегативна непрекината функција на f  ba, .   

 Со помош на поделбата  nxxxP ,..., 10 , интервалот  го 
делиме на  подинтервали:  

 ba, 
n
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     nn xxxxxx ,...,,,,, 12110  . 

 Нека должината на секој од подинтервалите е:  

1 iii xxx , ni ,...,2,1 . 

Од секој подинтервал избираме точки: 

     nnn xxxxxx ,...,,,,, 1212101   , 

и ја формираме сумата:  

       



n

i
iinnP xfxfxfxf

1
2211 ...  . 

 
Цртеж 6.1.1.2. 

 
 Сумата P  се нарекува Риманова или интегрална сума 

на функцијата  на f  ba,  која одговара на поделбата P  и изборот 

на точки  ii xix ,1 , n,...,2,i 1 . Бројот 
ni
ixP




1
max  се нарекува 

должина на поделбата . P

 Бројот I  е граница на интегралните суми P  кога 

0P  или определен интеграл од  до  на , ознака a b f

 
b

a

f x dx , ако за секое 0  постои 0 , така што за секоја 

поделба на интервалот  ba,  и секој избор на точки од 

подинтервалите, од P  да следува  IP . Значи,  

 
0

lim
b

PP
a

I f x dx


   . 

 Kога f  е непрекината функција реалниот број I  постои. 
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Геометриската интерпретација на интегралната сума и 
определениот интеграл. Римановата сума ја дава плоштината на 
скалестата фигура, т.е на фигурата што е унија од правоаголниците 

со страни  if   и ix , ni ,...,2,1 . Определениот интеграл  

е плоштината на криволинискиот трапез на  над 

 
b

a

dxxf

f  b,a , која 
претставува граница на плоштините на скалестите фигури. 
 
 На ист начин, определен интеграл на затворен интервал 
може да се дефинира во поопшт случај, така што, покрај за 
ненегативни и непрекинати функции, ќе важи и за негативни 
непрекинати функции, како и за други класи функции (види во 
прилог за класи на интеграбилни функции). 
 
 Дефиниција 6.1.1.1. (Дефиниција на определен 
интеграл). Нека функцијата  е дефинирана на интервалот . 

Ако за секоја поделба 

f  ba,
 nxxP ,...0 x, 1  на  ba, , каде што: 

bxxxa n  ...10 , 1 iii xxx , ni ,...,2,1  и 
ni
ixP




1
max , 

и секој избор на точки  iii xx ,1 , ni ,...,2,1 , секогаш постои иста 
конечна граница:  

 





n

i
ii

P
xfI

10
lim  , 

тогаш бројот I  се нарекува определен интеграл од  до  на  и 

се означува со . Значи:  

a b f

 dxxf
b

a

   





n

i
ii

P

b

a

xfdxxf
10

lim  . 

 
 Функцијата  се нарекува подинтегрална функција, а 
броевите  и  соодветно долна и горна граница на 
определениот интеграл на  на 

f
ba

f  ba, . Ако постои определениот 
интеграл на  на f  ba, , велиме дека  е интеграбилна на  . f ba,
 



 
6. Определен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 170 

 Од претходната дефиниција следува дека кога 0P  

следува , n n ; но обратното не мора да важи и затоа 
членот од формулата  0P  не може да се замени со . n
 Се покажува дека ако функцијата  е интеграбилна на 

, тогаш за да се пресмета определениот интеграл доволно е да 

се избере низа поделби 

f

 ba, 
 0 1, ,...

n

n n n
nP x x x k , такви што: 0nP   

(следува ), фиксни точки: n 1
n n
i i , n

ix x     и да се пресмета 

границата:  

   
0

1

lim
n

n

b k
n
i iP

ia

f x dx f x




  . 

 
 Теорема 6.1.1.2. Ако  е интеграбилна на f  ba, , тогаш  
е ограничена 

f

 ba, . 

 Доказ. Ако  не е ограничена f  ba, , тогаш за секоја 
поделба би постоела низа од интегрални суми чија граница е 
бесконечност.  

Навистина ако  не е ограничена на f  ba,  и  nxxxP ,..., 10  

е поделба на  ba, , тогаш  не е ограничена на барем еден 

подинтервал 

f

 kk xx ,1 . Следува дека постои низа точки  nk , 

 1,
n
k k kx x  , n , такви што:  

 nkf     кога , n

па и  низата интегрални суми:  

   
1,

n
n n
P i i k k

i i k

f x f x  
 

       кога n . 

Следува дека не постои конечната граница P
P


0

lim


, т.е.  не е 

интеграбилна на 

f

 ba, .■ 
  

Затоа понатаму ќе ги разгледуваме само ограничените 
функции.  
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6.1.2. Својства на определениот интеграл 

 
Нека f  е интеграбилна на  ,a b . Дефиницијата на 

определен интеграл ја прошируваме и во случај кога долната 
граница е поголема или еднаква на горната, со: 

   
a bdef

b а

f x dx f x dx    и   0
a def

а

f x dx  . 

 
 Последица 6.1.2.1. Ако  е интеграбилна на f  ba, , тогаш:  

    
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

 
 Теорема 6.1.2.2. Ако  интеграбилна на секој интервал 
што ги содржи точките , b  и c , тогаш:  

f
a

      
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

 Доказ.* Нека bca  . Да забележиме дека секоја поделба 
на  и  ca,   bc, , дефинира една поделба на  ba,  и обратно. Имено, 
ако  и  kxxx ,..., 10P1   nk xx ,..., 1kxP2   соодветно се поделби на 

 и , тогаш a, c  b,c 21 PPP   е поделба на  b,a . Обратно, ако 

 0 1,P x ,... nx x е поделба на , таква што  ba,  0 1, ,... ,kx x x a c  и 

 1 1, ,k k ... ,nx x x  c b  , тогаш  1 0 1, ,...P x x ,kx c  и   2 1, ,...k nP c x  x  

соодветно се поделби на   ca,  и  bc, .  

 Избираме а  и b  од  ca,  и  bc, , соодветно. Нека 

 и 1а kc x    1b kx c   . Заради , b 0а    кога 0P   

        







 





 i

n

ki
ii

k

i
i

P
i

n

i
i

b

a
P

def

xfxfxfdxxf
11010

limlim   

        
0 01 1

lim lim
k n def

i i a a b b i iP P
i i k

f x f x f x f x   
 

  

           
  
  


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   
c b

a c

f x dx f x dx  . 

 2) Ако cba   тогаш од 1) имаме: 

     
1c b c

a a b

f x dx f x dx f x dx    , 

од каде што: 

      
c

b

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf    
6.1.2.1 c b

a c

f x dx f x dx   . 

Аналогно, како 2), останатите 4 случаи се сведуваат на 1).■ 
 

 Теорема 6.1.2.3. (Својство на линеарност на 
определениот интеграл). Ако  и  се интеграбилни на  и 

, тогаш 
f g  ba, 

c gf   и cf  се интеграбилни на  ba,  и  

1) ;          
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf

2) .     
b

a

b

a

dxxfcdxxcf

 Доказ. Од дефиницијата на определен интеграл и својството 
на линеарност на сума имаме, 

 1)      
b

a

def

dxxgxf      




n

i
iii

P
xgf

10
lim   

   
defn

i
ii

P

n

i
ii

P
xgxf  





 1010

limlim   

    
b

a

b

a

dxxgdxxf . 

2)   
b

a

def

dxxcf  
0

1

lim
n

i iP
i

cf x




   

 
0

1

lim
n def

i iP
i

c f x




   
b

a

dxxfc .■ 
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 Теорема 6.1.2.4. Ако  и f g  се интеграбилни функции на 
, тогаш:   ba, 

0 1) Ако f  на  

g

ba, , тогаш ;   
b

a

dxxf 0

 2) Ако f   на  ba, , тогаш ;     
b

a

b

a

dxxgdxxf

 3)     
b

a

b

a

dxxfdxxf . 

 Доказ.* 1) Бидејќи  за секое   0xf  bax ,  и , 

следува интегралната сума:  од каде што и:  

0 ix

 
1




n

i
if  0ix

    0lim
10

 




n

i
ii

P

b

a

xfdxxf  . 

          2) Бидејќи    xgxf   за секое  bax ,  и 0 ix , следува и:  

   



n

i
ii

n

i
ii xgxf

11
   

   








n

i
ii

P

n

i
ii

P
xgxf

1010
limlim       

b

a

b

a

dxxgdxxf . 

 3) Ако f  е интеграбилна, тогаш и f  е интеграбилна. Од 

fff   и 2) следува:  

       
b b b b

a a a a

f x dx f x dx f x dx f x dx
 
     
 
     т.е.  

    
b

a

b

a

dxxfdxxf .■ 

  
 Теорема 6.1.2.5.* (Теорема за средна вредност). Нека 
функцијата  е непрекината на f  ba, , ba  . Тогаш постои точка 

 ba, , таква што .    
b

a

fdxxf   ab 
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 Доказ.* Нека 
 

 xfm
bax ,

min


  и 
 

 xfM
bax ,

max


 . Бидејќи 

 следува дека:   Mxfm 

   
b

a

b

a

b

a

Mdxdxxfmdx     
b

a

b

a

b

a

dxMdxxfdxm  

     abMdxxfabm
b

a

    / : b a
ba

   Mdxxf
ab

m
b

a




 
1

. 

 Бидејќи  е непрекината, следува дека за секое , 

постои 

f  Mma ,
 ba, , такво што   af  . Специјално постои  ba, , 

такво што:  

   


b

a

dxxf
ab

f
1       

b

a

abfdxxf  . 

 Ќе покажеме дека точката   може да ја избереме од 
интервалот  ba, . Ако Mm  , тогаш  е константна функција, па 

тврдењето важи. Ако 

f

Mm   тогаш   Mfm   . 

 (Ако  f M   тогаш би добиле: 

      
b b

a a

f x dx f b a m b a m dx       т.е.    0
b

a

f x m dx  . 

Бидејќи f m  е непрекината, би добиле   f x m М  ,  ,x a b  ) 

 Нека  1xfm   и  2xfM   за некои  baxx ,, 21  . Бидејќи 
 е непрекината, f   може да се избере така што:  

   baxx ,, 21  .■ 
 
 Бројот  f  се нарекува средна вредност на  на  . f ba,
 
 Геометриска интерпретација на теоремата за средна 
вредност. Ако  е ненегативна непрекината функција на , 
тогаш теоремата за средна вредност вели дека плоштината на 
криволинискиот трапез е еднаква на плоштината на правоаголникот 
со страни 

f  ba,

ab   и  f . 
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Цртеж 6.1.2.5. 

 
6.1.3. Формула на Њутн-Лајбниц 

 
 Теорема 6.1.3.1. Нека  е интеграбилна на f  ba, . Тогаш, 

функцијата ,    
x

a

dttfxF  ba,x  е непрекината на  ba, . 

 Доказ. Нека  baxxx ,,  . Бидејќи  е интеграбилна на 

, постои 

f

 ba, 
 

 xfM
bax ,

sup


 . Оттука, имаме: 

           
 xx

x

x

a

xx

a

dttfdttfdttfxFxxF  

0


xMMdt
xx

x

, кога 0x . 

 Следува дека  е непрекината на F  ba, .■ 
 
 Теорема 6.1.3.2. Ако  е непрекината на f  ba, , тогаш  
е диференцијабилна на 

 xF
 b,a , при што    xF xf  за секое 

.  bax ,
 Доказ. Нека  baxxx ,,  . Со примена на теоремата за 
средна вредност имаме: 

     
 

ТСВ

xx

x

xx x

dttf

x

xFxxF
xF 











 00
limlim  

0
lim
x

f x

x


 





 

0
lim
x
f 

 
, 
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за некоја точка  xxx   , . Притоа, бидејќи  xxx  ,  од 
, следува 0x x  , а заради непрекинатоста на , f

 f   xf  кога x  , т.е. 

     
0

lim lim
x x
f f f x


 

  
  .■ 

 *Од доказот следува дека на краевите на интервалот десниот 
извод во точката ax   е    afaF  , додека левиот извод во  

е 

bx 

   F b f b  . 

 
 Теорема 6.1.3.3. (Формула на Њутн-Лајбниц). Нека  е 
непрекината на 

f

 ba,  и  е една нејзина примитивна функција, 
тогаш:  

F

      
b

a

aFbFdxxf . 

 Доказ. Според претходната теорема и својство на 
примитивната функција, секоја примитивна функција на  има 

облик , каде  е константа. Затоа: 

f

    CdttfxF
x

a

  C

    CCdttfaF
a

a

   и ,     CdttfbF
b

a

 

од каде следува дека: .■      
b

a

dxxfaFbF

 
6.1.4.1. Смена на променливи 

 
 Теорема 6.1.4.1. (Смена на променливи). Нека 
функцијата  непрекината на затворениот интервал , f  dc,

   b,adc,:   е строго монотона функција со непрекинат извод на 
 и  dc,  ca   и  db  . Тогаш: 

       
d

c

b

a

dtttfdxxf  . 
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 Доказ. Од условот на задачата следува дека постои 
сложената функција   tf   и дека подинтегралните функции  

и 

 xf
    ttf    се непрекинати  и  ba,   dc,  соодветно. Бидејќи   е 

монотона, постои функцијата    db ,, ca:1 . 

 Нека  xF  е примитивна функција на  xf . Тогаш, 
функцијата   tF   е примитивна функција на     ttf    на  

бидејќи 

 dc,
   t          ttfttFF     , од каде што:  

    
ЛЊd

c

dtttf
.
          d

c
F t F d F c      

   
.Њ Л

F b F a   
b

a

f x dx .■ 

 
 Теорема 6.1.4.2. Нека  е интеграбилна функција на 

. Тогаш:  
f

 aa, 

     
 










 
 aaf

aafdxxf
dxxf

a
a

a ,  на непарна е   ако,0

,  на парна е   ако,2
0

. 

 Доказ. 1) Ако функцијата е парна    xfxf  , додека ако 

е непарна    xfxf   за секое  aa,x  . Користејќи го 
својството 6.1.2.1. добиваме: 

      













 
 axat

xt

dxdt

xt
dxxfdttfdxxf

a

a

a

a

00

0

0

  

      
a

a

dxxfdxxf
0

0

 

       

     
















aafdxxfdxxf

aafdxxfdxxfdxxf

aa

aaa

,  на непарна е   ако,0

,   на парна е   ако,2

00

000 . 
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6.1.4.2. Парцијална интеграција 

 
 Теорема 6.1.4.3. (Парцијална интеграција) Ако 
функциите  xuu   и  xvv   имаат непрекинат извод на , 
тогаш:  

 ba,

            
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu  т.е.  
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  (1). 

 Доказ. Од             xvxuxvxuxvxu   добиваме: 

            dxxvxudxxvxudxxvxu
b

a

b

a

b

a
    

            
b

a

b

a

b

a
dxxvxudxxuxvxvxu   

            
b

a

b

a

b

a

dxxuxvxvxudxxvxu .■ 

 
 

6.2. НЕСВОЈСТВЕН ИНТЕГРАЛ  
 

 6.2.1. Несвојствен интеграл од прв тип. 1. Ако постои 

 за секое  
x

a

dttf ax 

 

bx

, и постои конечната граница , 

тогаш границата се нарекува неправ интеграл на функцијата  

на  и се означува со . Значи:  

 

x

a
x

dttflim

f

,a  


a

dxxf

    




x

a
x

a

dttfdxxf lim  (6.2.1). 

 2. Ако постои  за секое  
b

x

dttf  , и постои конечната 

граница , тогаш границата се нарекува неправ 

интеграл  

 

b

x
x

dttflim
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на функцијата  на f  b,  и се означува со . Значи,   


b

dxxf

    



b

x
x

b

dttfdxxf lim  (6.2.2). 

 
 Ако постои конечната граница, тогаш интегралите се 
нарекуваат конвергенти. Ако границата не постои, интегралите се 
нарекуваат дивергентни. 
 

 3. Ако за а  интегралите  и  

конвергираат, тогаш по дефиниција:  

 


a

dxxf  


a

dxxf

     









a

a

dxxfdxxfdxxf  (6.2.3). 

 
 6.2.2. Несвојствен интеграл од втор тип. 1. Ако 
функцијата  е определена на f  ba, , е интеграбилна на секој 
затворен интервал содржан во  ba,  и постои конечен лимес 

, тогаш лимесот се нарекува несвојствен интеграл на 

 на интервалот 

 

x

a
bx

dttflim

f  ba,  и се означува со . Значи:   
b

a

dxxf

    


x

a
bx

b

a

dttfdxxf lim  (6.2.4). 

 2. Ако функцијата  е определена на f  ba, , е интеграбилна 
на секој затворен интервал содржан во  b,a  и постои конечен 

лимес , тогаш лимесот се нарекува несвојствен инте-

грал на  на интервалот  и се означува со 

 

b

x
ax

dttflim

f  ba,  
b

a

f x dx . 

Значи: 



 
6. Определен интеграл 

   lim
b b

x a
a x

f x dx f t dt


   (6.2.5). 

 
 Ако постои конечната граница тогаш интегралите се 
нарекуваат конвергенти. Ако границата не постои (тука спаѓаат и 
случаите кога границата е  ,   или  ), тогаш интегралите се 
нарекуваат дивергентни. 
 
 3. Ако функцијата  е определена на f  ba,  и за , 

интегралите  и  конвергираат, тогаш по 

дефиниција:  

 bac ,

 
c

a

dxxf  dxxf
b

c

     
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     (6.2.6). 

 
 За неправите интеграли важат аналогни формули за смена 
на променливи и интегрирање по делови. 
 
 Геометриска интерпретација на несвојствените 
интеграли. Нека  е непрекината ненегативна функција на 
интервалите на кои постојат определените интеграли чија граница е 
несвојствениот интеграл. Секој од определените интеграли 
претставува плоштина на соодвениот криволиниски трапез. Затоа 
несвојствениот интеграл може да се интерпретира како плоштина 
на неограничениот криволиниски трапез, кој е граница на 
криволиниски трапези. 

f
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Цртежи 6.2.2.1-3. Несвојствени интеграли од II тип 

 
 

3-6.6. ПРИМЕНА НА ОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ 
 

6.3. ПЛОШТИНА НА РАМНИНСКА ФИГУРА 
 
 Нека функциите  xf  и  xg

a
 се непрекинати на . 

Фигурата ограничена со правите 
 ba,

x  , bx  , 0y  и графикот на 
функцијата  xfy   e криволиниски трапез. Фигура меѓу 
функциите  xf  и  xg  на  ba, , е фигурата ограничена со 

правите ax   и bx   и графиците на функциите  xf  и .  xg
 

 
Цртеж 6.3. 

 
Теорема 6.3.1. 1) Нека функцијата  xf  е непрекината на . 

Плоштината на криволинискиот трапез на 

 ba,
f  на  ba,  е:  

 
b

a

dxxfP . Притоа: 

 
b

a

dxxfP , кога   0xf  на  ba, , и 
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 
b

a

dxxfP  кога   0xf  на  ba, . 

 2) Нека функциите f  и  се непрекинати на . 
Плоштината на фигурата ограничена со  правите 

g  ba,
ax  ,  и 

графиците на функциите 
bx

f  и g  на  ba,  е:  

    
b

a

dxxgxfP . Притоа: 

     
b

a

dxxgxfP  ако    xgxf   на  ba,  и 

     
b

a

dxxfxgP  ако    xgxf   на  ba, . 

 Доказ. При дефинирањето на определен интеграл 
утврдивме дека плоштината на криволинискиот трапез на 

непрекината функција  е . Ако 0f 0 
b

a

dxxfP f , тогаш 

скалестите фигури чиишто плоштини конвергираат кон плоштината 
на криволинискиот трапез се состојат од правоаголници со страни 

 if   и . Затоа,  ix

      
0 01 1

lim lim
bn n

i i i i
P P

i i a

P f x f x f x dx 
 

 

          . 

 2) Нека функциите  и  се непрекинати на  и 

, т.е. 

f g  ba, 
   xgxf      0 xgxf  на  ba, . Бидејќи непрекинатите 

функции на затворен интервал се ограничени, постои реален број 
, таков што C     0 CxgCxf . Тогаш, плоштината P  на 

фигурата ограничена со графиците на  и  е: f g

 
Цртеж 6.3.1.1.   Цртеж 6.3.1.2. 
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     
b b

a a

P f x C dx g x C dx      . 

          
b b

a a

f x C g x C dx f x g x dx       

 Слично ако    xgxf   на  ba, , тогаш    xfxg   па:  

     
b

a

dxxfxgP .■ 

 Во пракса, кога ја пресметуваме плоштината, прво ги 
наоѓаме пресечните точки на функциите  xf  и  xg , а потоа на 
секој подинтервал, што тие го формираат истите, се ослободуваме 
од апсолутната вредност и го пресметуваме интегралот. 
 
 Во следнава теорема ќе утврдиме формула за пресметување 
на плоштина кога функцијата  xfy   е зададена со параметарски 
равенки. Формулата следува од формулата за плоштина 

 и формулата за смена на променливи:   
b

a

dxxfP

       
d

c

b

a

dttxtxfdxxf . 

 
 Теорема 6.3.2. Плоштината на фигурата ограничена со 
кривата зададена со параметарските равенки  txx  , , 

; каде што  и 

 tyy 
 bat ,  y x  се непрекинати и ненегативни на   е  ba,

   
b b

a a

P y t x t dt yxdt    . 

 
 Следнава теорема се однесува на фигури ограничени со 
криви зададени во поларни координати со равенките    , 

 ba, , 20  ab , каде што   е ненегативна и непрекината 
на  . Овие фигури ќе ги наречеме криволиниски исечоци. ba,



 
6. Определен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 184 

 
 Теорема 6.3.3. Плоштината на фигурата ограничена со 
кривата зададена со поларната равенка    ,  ba, , 

20  ab  каде   е ненегативна и непрекината на  b,a , е  

 21
2

b

a

P d     т.е. 21
2

b

a

P d   . 

 Доказ. Интервалот , со помош на поделбата  ba,
 0 1, ,..., nP    , таква што 0 1 ... na b      , го делиме на  

подинтервали:  

n

 1,i i  , ni ,...,2,1 ; 

на секој подинтервал избираме точки  
 1,i i i   , ni ,...,2,1 ; 

 и формираме кружни исечоци со радиуси  i  и агли i , 
.  ni ,...,2,1

 
Цртеж 6.3.3. 

 

Бидејќи формулата за плоштина на кружен исечок е: 2
2
1
rP  , 

каде што   е централниот агол изразен во радијани, плоштината 
на кружните исечоци е:  

 21
2i i iP     , ni ,...,2,1 . 

Нивната сума: 
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 2

1

1
2

n

P i i
i

   


  . 

е интегрална сума за интегралот 
b

a

d 2

2
1

. Следува: 
b

a

dP  2

2
1

. 

 
 Задача 6.3.4. Пресметај ја плоштината на фигурата 
ограничена со графиците на функциите:  

2 4 5y x x    и 1y x  . 

 Решение. Апцисите на пресечните точки се решение на 
равенката: 

2 4 5 1x x x     2 5 4x x 0     
  4 1x x 0    1 4x x   . 

 Равенката  22 4 5 2y x x x 1       е равенка на парабола 

со теме  2,1Т  отворена нагоре, додека 1y x   е равенка на 

права чиј график на интервалот  1, 4  е над параболата. Затоа: 

      
4 4

2 2
2 1

1 1

1 4 5 5 4
b

a

P y y dx x x x dx x x dx               

     
43 2

1

1 55 4 64 1 16 1 4 4 1
3 2 3 2
x x

x
 
          
 

  

63 75 126 225 72 27 912
3 2 6 6 2

  
      . 

 

 
Цртеж 6.3.4. 
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6.4. Должина на лак на крива 
  
 Теорема 6.4.1. Нека функцијата  xfy   има непрекинат 
извод на  . Тогаш должината на графикот на ba,  xfy  ,  

од  до 

 bax ,
  afaA ,   bfbB ,  е:  

 21
b

a

l f x dx   т.е. 21
b

a

l y dx   (1). 

 Доказ. Нека функцијата  е непрекината и има непрекинат 
извод на .  

f

 ba,
 Нека  nxxxP ,..., 10  е поделба на  ba, , таква што 

bxnxxa  10 ... . Поделбата P  определува точки 

 од лакот 0 1, ,...,A M M nM B  AB  чиишто апциси соодветно се 

.  nxxx ,...,, 10

    
Цртеж 6.4.1.1 .   Цртеж 6.4.1.2. 

 
Искршената линија со темиња во точките  iii yxM , , , 

; го апроксимира лакот 

 ii xfy 

ni ,...,2,1 AB
 ,...,2

. Ќе ја определиме нејзината 

должина. Отсечките ,  имаат должина:  ii MM 1 ni ,1

      2
1

2
11   iiiiii xfxfxxMM . 

Според теоремата на Лагранж, постои точка  iii xx ,1 , таква 

што:          iiiiiii xfxxfxfxf    11 . 
 Следува:  
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    iiiiiii xfxfxMM   2222
1 1 , 

од каде должината на искршената линија е: 

 2

1

1
n

P i i
i

f x 


   , 

и претставува интегрална сума за функцијата  xf 21  , која е 

непрекината, па и интеграбилна на  ba, . Затоа должината на лакот 
AB  е:  

   2 2

0 1
lim 1 1

bn

i iP
i a

l f x f x dx




       .■ 

 
 Ако функцијата  xfy   е зададена со параметарските 
равенки  txx  ,  tyy  ,  bat , ; каде што x  и y  се непрекинати 
на  и , тогаш според правилото за извод од параметарски 

зададена функција 

 ba,  0x 
     y x y t x t    и  dx dt x t  добиваме: 

   
       

   
2 2 2

2
2 21 1
y t x t y t

y x dx x t dt x t dt
x t x t


   

  
 

 
  

   
   

2 2x t y t
x t dt

x t

 




 
   

0
2 2

x t

x t y t dt


 


  . 

 Со тоа е докажана следнава теорема: 
  
 Теорема 6.4.2. Должината на графикот на функцијата 

 зададена со параметарските равенки  xfy   txx  , , 
; каде што  и 

 tyy 
 bat , 0x  y  се непрекинати на  ba,  е:  

   2 2
b

a

l x t y t dt     т.е. 2 2
b

a

l x y dt    . 

 
 Ако   0x t  , за  bat ,  , тогаш    x t x   t , но, бидејќи 

  0x t  , функцијата  x x t  монотоно опаѓа, па границите се 
движат од поголема кон помала вредност ( 0dt  ), па ако се 
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доведат до нормален облик ќе се појави уште еден минус во 
производот. Затоа и во овој случај: 

     2 2 21 y x dx x t y t dt     , 

односно формулата има ист облик. Формулата може да се примени 
и кога  на затворен интервал а 0x   tyy   уште е монотона. 
 
 Ако графикот на функцијата  xfy   е зададен со поларната 
равенка:  

    ,  ,a b   

каде што 0  и   и  се непрекинати на  ba, , тогаш користејќи 
ја врската меѓу декартовите и поларните координати,  

cosx   , siny   , 

ако се земе t   за параметар, добиваме параметарски равенки на 
кривата: 

 cosx    ,  siny    . 

 Со диференцирање на равенките добиваме: 

   cos sinx        ,    sin cosy        , 

од каде што: 

   2 22 2 cos sin sin cosx y                 
2 2 2 2cos 2 sin cos sin           
2 2 2 2sin 2 sin cos cos           

   2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 2            . 

 Следува дека е докажана е следнава теорема: 
 
 Теорема 6.4.3. Должината на графикот на функцијата  

 зададен со поларната равенка  xfy      , ,  ,a b 
20  ab ; каде што   е ненегативна и има непрекинат извод 

на   е:  ba,

   2 2
b

a

l d       т.е. 2 2
b

a

l d    . 
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 Задача 6.4.4. Пресметај ја ната на астроидата:   должи
3sinx a t , 3cosy a t . 

 Решение. Должината на строидата  4 пати поголема од 

квадрант, односно за

 а е
должината на делот од астроидата што се наоѓа во првиот 

 
 




2
,0t . Затоа, 

/2
2 2

0

4l x y dt    . Притоа, 

 



 
Цртеж 6.4.4. 

 
23 sin cosx a t t 23 cos sin, y a t  t ; и 

2 2x y   2 4 2 2 4 2in9 sin cos 9 cos sa t t a t t   

 2 2 2 23 sin cos sin cosa t t t t  3 sin cos 3 sin cosa t t a t t ; 

од каде што: 

2

0

4 3 sin cosl a t tdt



 
2

0

sin 212
2
t

a dt



 












  2

02
2cos6



t
a  







 2

0
2cos3



ta   aa 60coscos3   .■ 

 
 Задача 6.4.5. Пресметај ја ната на кардиоидата:   должи

 1 cosa   , 0a  . 

 Решение. Должината на лакот на кардиоидата се добива за 
 0, 2   

наоѓа во 

и е 2 пати поголема од делот на кардиоидата што се 

горната полурамнина, односно за   ,0 . Следува:  
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Цртеж 6.4.5. 

 

2 2

0

2l d


     , каде што: 

2 2    22 2 21 cos sina a d      

   2 2 21 2cos cos sin 2 2cos 2 1 cosa a a            

22 2sin 2 sin 2 sin
2 2

a a  
2

a
  

.  

 Оттука, 

0

2 2 sin
2

l a d  
  

0

4 2cos
2

a
 
     
 



 8 cos cos0 8 0 1 8
2

a a
 

a      
 

. 

 
 

6.5. Волумен на ротационо тело 
 
 Под волуменот на тело што се добива со ротирање околу  x -
оската на графикот на функцијата  xfy   на  ba,  

рота
ќе  

одразбираме во со ција  
го
нап луменот на телото добиено 

фигурата ограничена со графикот на функцијата  xfy   на  ba,  
рамнините a

 и
x   и bx  . 

 



 
6. Определен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 191 

 Теорема 6.5.1. Нека функцијата  xfy   
ва со ро

е непр ата 
ено  телото што се доби тирање околу 

екин на 
 ba, . Волум т на x -

оската на графикот на функцијата  xfy   на   ba, е:  

 2
b

x

a

V f x dx   т.е. 2
b

a

Vx y dx  . 

 Доказ. Нека функцијата  xfy   е непрекината на . 

Нека 

 ba,
 0 1, ,..., nP x x x  е на поделба  ba, , таква  што

bxxxa n  ... 0 1 . Нека i , 1,2,...,i n ; се произволно избран  

точки

и

 од интервалите  1,i ix x 1,2,...,i n ; соод . , ветно

 

 
Цртеж 6.5.1. 

 
 На секој подинтервал ,  ii xx ,1 ni ,...,2,1 ; со отација на 

правоаголникот со страни 

р

 if   и ix  околу x -оската, се добива 
цилиндар со волумен: 

 fHr 22
iix xV   . 

Унијата од сите цилиндри формира тело со волумен: 

i 2
n

P i
1i

f x  


  , 

кое го апроксимира ротационото тело. Следува: ■  dxxfV
b

a

x  2 .
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 Нека  xfy   е строго монотона непрек ја нината функци а 

. Следува има инверзна на  ba,  дека f      bfaf , . Ротационото 
шт то се со ротирање околу y -оската на графикот на 

цијата 

ело 

функ

добива 
 xfy   а н  ba, , се совпаѓа о добиено со 

ротација околу 
 со телот

x -оската на нејзината ин рзна функција  xgy   
на  

ве
  . На ов

 
 bfaf , ој на може да пресметуваме волумени на 

ротациони тела што ротираат околу 
чин 

y -оската. За да  
свед ументот и вредноста на функцијата во стандардниот 
запис 

 не ги
уваме арг
x  и y , соодветно, претходната теорема ќе ја запишеме во 

следниов вид: 
 
 еор ма 6.5.2. Нека функцијата Т е  ygx   е непрекината на 
 ba, . Волуменот на телото што се доби тирање околу ва со ро y -

о  на графикот на функцијата ската  ygx   на  b  е: 

 2
b

y

a

V

a,

g y dy   т 2
b

x.е. dy

a

V y  . 

 
 Нека функцијата   е  xfy   зададена со параметарските 
равенки:  

 txx  ,  tyy  ,  bat , ; 

и се непрекинати накаде што y   0x     ba, . Ако воведеме смена: 

 txx  , о де штд ка о  dx x t dt   

во формул та ретходната теорема е ги докажале следнива од п , см е 
теореми: 
 
 Теорема 6.5.3. Нека функцијата  xfy   е зададена со 
параметарските равенки ,  txx   tyy  ,  bat , ; каде што и 

с
y  

0  x е непрекинати на  ba, . Тогаш вол а телото што се 

добива со ротација на гр  н и

уменот н

јата афикот а функц  xfy   околу x -
оската е:  
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   2
b

x

a

V y t x t dt    т.е. 2
b

x

a

V y xdt   . 

 
Теорема 6.5.4. Нека функцијата   xfy   е зададена со 

арамеп тарските равенки  txx  ,  tyy  ,  bat , ; каде што x  и 
0y   се непрекинати на  ba, . 

фико

Тогаш а телото шт се 

а со ротација на гра т на функцијата 

 волуменот н о 

добив  xfy   околу y -
оската е:  

   2
b

y

a

V x t y t dt    т.е. 2
b

y

a

V x ydt   . 

 
 Задача 6.5.5. Пресметај го волуменот на ротационото тело 

добиено со ротација на елипсaта 12

22


yx

 околу 2 ba
x -оската. 

 Решение. Волуменот на ро  тело етационото :  

2

a

V
a

y dx


  . 

 
Цртеж 6.5.5. 

Од

 

 12

2

2

2


b

y

a

x
 добиваме 

2
2 2

21 x
y b

a

 
  

 
. Значи:  

2
2

21
a

a

x
V b dx

a

 
   

 
  

3
2

23

a

a

x
b x

a


         
 

  
2

32 3 2 2
2

1 22
3 3

a a a
b a a a a b a b

a
             
   

4 4
3 3

b    . 
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6.6. Плоштина на ротациона површина 
 
 Теорема 6.6.1. Нека функцијата  xfy   е ненегативна и 
има непрекинат извод на  ba,

 
. Плоштината шината што се 

добива со ротирање околу
 на повр

x -оската на  на функцијата 
на

 графикот
 xfy     ba,  е:  

   22 1 '
b

x

a

P f x f x dx   т.е. 22 1 '
b

x

a

P y y dx  . 

 Доказ. Нека функцијата  xfy   
 

е непрекината на . 
Нека е поделба на

 ba,
  nxxxP ,..., 10   ba,  таква што:  

bxxxa n  ...10 . 
 

 
Цртеж 6.6.1. 

 
 Поделбата определува точки од графикот 

на чии апциси соодветно се: ротација на 

иск та линија  темиња во то околу 

P  

 

 со

nMMM ,...,, 10  

nxx ,...,, 10 . Со 

те MM ,...,, 10

f  

ршена

x

чки nM  x -
оската се добива површина ја што апроксимира бараната површина. 
Таа претставува унија од пресечени кружни конуси со плоштини:  

         iiiiii
ii

i MMxfxfMM
xfxf

P 111
1

2
2 

 


  , ni ,...,2,1 . 

каде што:  

      2
1

2
11   iiiiii xfxfxxMM . 
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Според теоремата на Лагранж, по ои точкаст   iii xx ,1 , таква што  

         iiiiiii xfxxfxfxf    11 . 
Следува: 

    iiiiiii xxfxMM   222
1   

и  

f  21

      2
i 1 1i i i iP f x f x f x   

 
Затоа плоштината на апрокс ната површина е: 

 . 

имира

      2
1

1
P i i i

i

1
n

if x f x f x  


      

           2
1

1

1
n

i i i i i i
i

f x f f x f f x 


        

   2

1
2 1

n

i i
i

if f x  


   . 

 Ќе покажеме дека првата сума тежи кон нула кога 0P  . 

Функцијата  21 f x   е непрекината на  ba, , па достигнува 

максимум M . Од рамномерната непрекин на атост f  на 
следува де  секое

 ba,  
ка за  0   постои 0  , так :  во што

         1 , 2i i i if x f f x f M b a         

кога P  . Оттука: 

           2
1

1
i i i i i

i

1
n

if x f f x f f x  


       

 



1
2

2 i
i

M x
M b a

 n

 
 

  . 
 

 Следува дека плоштината на апроксимативната површина е: 

   2

1

2 1
n

P i
i

i if f x   


    . 
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и претставува интегрална сума за функцијата    xf 21  . xf2

Затоа,    22 1 '
b

xP
a

f x f x dx  .■ 

 
Друг запис на теоремата е теоремата 6.6.1 е: 

 Теорема 6.6.2. Нека 

 
 

 ygx   е нене  и има 
непрекинат извод на 

гативна
 ba, . Пл  на површината што се 

добива
оштината

 со ротирање околу y -оската на графикот на функцијата 
на ygx     ba,  е:  

   22 1 '
b

y

a

P g y g y dy   т.е. 22 1 '
b

y

a

P x x dy  . 

 

 Ако во интегралот dxyy
b

a
  2'1  ставиме смена   txx  , како 

о поглв авјето за должина на лак на крива, добиваме: 

2 2 21 'y dx x y dt   

нава : 
 
 Теорема 6.6.3. Нека графикот на функцијата 

 , 

со што е покажана след  теорема

 y y x  е 

ен со рските равенки задад парамета  txx  ,  tyy  , bat , ; 
каде, y  е ненегативна и и 0x   y

би
 се непр
ва со 

екинат
ротирање 

и на ba,
на графикот

 . 
Плош  на површината  до  
на ата околу

тината
функциј

што се
 x -оската на  ba, , е:  

     2 22
b

x

a

P y t x t y t dt     т.е. 2 22
b

x

a

P y x y dt    . 
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 Со замена на x  и y , докажана е точн а 

 

оста на следнав
теорема: 

 Теорема 6.6.4. Нека графикот на функцијата  y y x  е 

ададенз  со параметарските равенки  txx  ,  tyy  ,  ba,t ; каде 
то ш x  е ненегативна и 0y   и x  се непрекинати на ba, . 
лош  П ната на површината што о отирање на графикот 
околу 

ти се добива с р
y -оската на  ba,

   

, е:  

 2 22
b

y t
a

P x x t y t dt     т.е. 2 2
b

2y

a

P x x y dt    . 

 
 На крајот ќе напоменеме условот дека 0x 

движи од
ако x

, зна  дека 
кривата е испишана точно еднаш додека се до . Ако  

кривата се исцртува од лево кон , а 

чи
 t  
десно

 a  
0

 b
0  x 

шти 

нтерва
к

 
случ

 
лит
от 

кри  се 
тува од десно кон лево. Затоа одред ни пооп аи  се 
в  задачи, л све
едените. Имено, се определуваа поди е кои 

на

вата
 кои
д
во 
 

исцр
реќа
горенав

е

т 
с аат при решавањето есно може да се ат на 

0x   и на секој подинтервал во зависност од зна x  се 
сведуваат на горенаведените формули со ист ли спротивен знак. 
 

плоштината на површината 
обиена со ротација на првиот лак на циклоидата:  

 и

 Задача 6.6.5. Пресметај ја 
д

 1 cosx a t  ,  siny a t t  , 0а  ; 

околу y -оската. 
ешение. Плоштина  р ационата површина а 

пресметаме според формулата: 

Р та на от ќе ј

2 22
b

P x x
a

y dt  . Првиот свод од 

циклоидата се испишува ако параме

  

тарот  2,0t .  
Изводите на параметарските равенки на кривата по параметарот

 
 t  

се sinx a t  и  1 cosy a t  . Имајќи предвид дека за  2,0t , 

0
2

sin 
t

, добиваме: 

2 2x y    2 2 2 2sin 1 2cos cosa t a t t    
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 2 2 2sin 1 2cos cot t2sa t     2 2cos 2 1 cosa t a t     

22 2sin 2 sin 2 sin
2 2 2

a a a    и  
t t t

 2 2 1 co sin
2

x x y a s 2 t
t a      

2 2 2 32 2sin sin 4 sin
2 2
t t t

a a
2

2 24 1 cos sint t
a
    . 

2 2 
 

 
1а   цртеж 6.6.5 

Следува: 
2

2 2 t t 

0

2 4 1 cos sin
2 2

P a dt      

cos 0 1
2

1 sin 2 1

t 

2 2

k t k

t
dt dk t k

   
 

   
 

   

  2 28 1 2a k dk   k
1

1



  
1

2 2

1

16 1a k d


   

13k  2
216

3
a k

1

  
 

216 2
3 3

a
2 64a     

. 
 
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7. ПРИЛОГ 

 
1. ФУНКЦИИ 

 
Геометриските места на точки, симетрични на графиците на 

, xy sin xy cos , tgxy   и ctgxy  , во однос на правата xy  , 
соодветно се: 

  xkxArcy k arcsin1sin   , k  ; 
xkxArcy arccos2cos   , k  ; 

arctgxkArctgxy   , k  ; и  
arcctgxkArcctgxy   , k  . 

 
2.1.5. Некои карактеристични граници 

 
 Теорема 2.1.5.1.2 Точни се следниве граници: 

 1) 1lim 


n

n
a ;   2) 1lim 



n

n
n ; 

 3) 0
!

lim 
 n

an

n
, ;  4) 0a 0

!
lim 

 n

na

n
, a  . 

 Доказ. 1) ● Нека 1a , тогаш секој член од низата има 
вредност 1, па и границата е 1.  

 ● Нека . Тогаш, 1a 1n a , па важи n
n a 1 , каде што 

0n  за секое n . Следува дека 

  n
n
nn

n
n nna   1...11 , 

бидејќи членовите во развиениот облик на биномот се позитивни, 
па:  

nna 1  1 an n 
n

a
n

1
 . 

Заради 01



n

a
 кога n , следува дека 0n  кога .  n

Оттука,   1lim11limlim 
 n

n
n

n

n

n
a  . 

 ● Нека 10  a . Следува дека ba /1 , . Тогаш, од 
претходниот случај: 

1b
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1
1
1

lim
11limlim 


 n

n

nn

n

n bb
a . 

 
 2) Бидејќи 1n n  за , следува 1n n

n n 1 , 0n  за 

секое . Следува:  1n

      22

2
1...

2
111 n

n
nnn

n
n

nnnn
nn  




 ,  

од каде што: 
  2

2
1

n

nn
n 
 

1
22



nn 

1
2



nn . 

Бидејќи 
1

20



nn  и 0

1
2lim 
 nn

, следува дека 0lim 
 n

n
 . 

Од сендвич-теоремата следува дека 0lim 
 n

n
 , од каде што:  

  11limlim 
 n

n

n

n
n  . 

 3) ● Ако 10  a , тогаш јасно: 0
!

lim 
 n

an

n
. 

 ● Ако 1a , тогаш постои k  , таков што: 1 kak  од 

каде што: 1
1


k

a
. Тогаш: 

knkkn

k

a

k

a

n

a

k

a

k

a

k

a

n

a



















1!
...

21!!
0 . 

Бидејќи 0
1

lim 
















kn

n k

a
, следува дека 0

!
lim 

 n

a
n

n
, па и 0

!
lim 

 n

an

n
. 

 4) 0
!

lim 
 n

na

n
. За  и 0a  1,0a

k

 тврдењето е очигледно. 

Нека . Постои природен број , таков што: 1a kak 1 . Тогаш,  

     !
1

1...1!!
0

knknnn

n

n

n

n

n kka


 . 
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Границата:  

    1
1

11...
2

21
1

11
1...1

































 kn

k

nnknnn

nk
, 

кога , додека втората граница n   0!/1  kn , кога . 

 Следува: 

n

0
!

lim 
 n

nk

n
, од каде што: 0

!
lim 

 n

na

n
. 

 
 2.1.5.2.1. Приближно пресметување на бројот e . Ако:  

1 1 11 1 ...
2! 3! !nb n

      , 

важи:  за секое nn ba  n .  
 Нека е дадено k  .  За секое n ,  важи:  kn 

1 1 1 1 21 1 1 1 1 ...
2! 3!na n n n
                       

1 1 2 11 1 ... 1
!

k

k n n n

                 
. 

 При што важи равенство за k n  (*).  
Ако побараме лимес кога n , добиваме: 

1 1 11 1 ...
2! 3! ! ke b

k
        за секое k  .  

Бидејќи  kb  е монотоно растечка, следува дека за k n ,  за 

секое . Од друга страна од (*) 

ebn 

n 1 1 1
!n na b
n

1 1
2! 3

...
!

       . 

 Значи, eba nn   и ean
n




lim . Од сендвич-теоремата 

следува: ebn
n




lim . Понатаму:  

     
1 1 10 ...

1 ! 2 ! !n k nb b
n n n k      
  

 

             
1 1 1 11 ...

1 ! 2 2 3 2 3 ...n n n n n n n k

 
           

  

       2 1

1 1 1 11 ...
1 ! 2 2 2 kn n n n



 
       

  
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 
 

11
21

11 ! 1
2

k
n

n
n





 


  !1!1 nnnn




121 n 


. 

 Ако пуштиме лимес кога k , добиваме: 
!

10
nn

be n  . 

На овој начин добиваме приближна формула за пресметување на 

бројот 
1 1 11 1 ...
2! 3! !

e
n

      , со точност помала од .  !/1 nn

 Така,  за  и кога 410!/1 nn 7n 7n   важи: 

1 11 1 ... 2,71825
2! 7!

     , па 718,2e . 

 
 2.1.5.2.2. Бројот e  е ирационален број. Доказ. Имаме:  

1 1 1 10 1 1 ...
2! 3! ! !

e
n nn

          
  

! ! !0 ! ! ! ...
2! 3! !
n n n

n e n n
n n

  1
         

  

за секое n . 
 Ако  не е ирационален број, тогаш: e qpe / , p  , и 
бидејќи , важи . За 

q 
2 e 3  1q  qn   имаме: 

1 1 1 10 ! ! 1 1 ...
2! 3! !

p
q q
q q

 
q

         


  ! ! !0 1 ! ! ! ...
2! 3! !
q q q

p q q q
q q

  1
          

, 

добивме цел број да е поголем од 0 и помал од 1, што не е можно. 
 
 Теорема 2.3.7.3. (Штолцова теорема). Ако  и 

ако  за скоро секој 


 n

n
blim

nn bb 1 n , тогаш: 
1

1








nn

nn

bb

aalimlim



n

n

n

n b

a
, под 

услов да постои границата на десната страна. 
 Доказ. Види на пример [12] 
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2.2. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА 

 
 -Бројот  е граница на функцијата A  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број   , постои позитивен број K , 
таков што за сите Kx   да следува:    Axf . Означуваме:  

  Axf
x




lim . 

 -Бројот A  е граница на функцијата  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број   , постои позитивен број K , 
таков што за сите  да следува: Kx     Axf . Означуваме:  

  Axf
x




lim . 

 -Бројот  е граница на функцијата A  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број   , постои позитивен број K , 
таков што за сите Kx   да следува:    Axf . Означуваме:  

  Axf
x




lim . 

 -Бројот   е граница на функцијата  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број  M , постои позитивен број K , 
таков што за сите Kx   да следува:   Mxf  . Означуваме:  

  


xf
x
lim . 

 Аналогно дефинираме:  

  


xf
xx 0

lim ,   


xf
x
lim  и   


xf

x
lim . 

 -Бројот   е граница на функцијата  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број  M , постои позитивен број K , 
таков што за сите  да следува: Kx   Mxf . Означуваме:  

  


xf
x
lim . 

 Аналогно дефинираме:  

  


xf
xx 0

lim ,   


xf
x
lim ,   


xf

x
lim . 
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 - Бројот   е граница на функцијата  xfy   кога x  тежи 
кон  ако за секој позитивен број 0x M , постои позитивен број  , 

таков што за сите  00 xx  да следува: . 

Означуваме:  

   Mxf 

  


xf
xx 0

lim . 

 Аналогно дефинираме:  

  


xf
x
lim ,   


xf

x
lim  и   


xf

x
lim . 

 Сите дефиниции се добиваат од општата дефиниција за 
граница на функција: Функцијата  xfy   има граница A  во 
точката 0x , ако за секоја околина  на  постои околина  на V A U

 0\fD x  таква што:  f U V . Притоа, за околини на , , 

,  доволно е да се земат 
0x  

   00 ,x x   ,   ; ; 

 и 

 , K

 ,K     , ,K K   K, ; соодветно. 
 

4.1.4. ДОПИРНИ ГОЛЕМИНИ 
 

 4.1.4. Втор начин (на изведување на формулите на 
допирните големини). Апцисата на точката  е пресек на 
тангентата  со 

0T

x -оската, т.е.:  

 000 xxyyy  , 0y   000 xxyy  
0

0
0 y

y
xx


 . 

 
Цртеж 4.1.4 

 

Следува: 









 0,
0

0
00 y

y
xT . Јасно  0,00 xP .  
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За апцисата на точката  добиваме: 0N

 0
0

0
1

xx
y

yy 


 , 0y   0
0

0
1

xx
y

y 


  000 yyxx  . 

Следува:  0,00 yyxN  . Оттука:  











 0
0

0
00 , y

y

y
MT  и 

2 2
2 20 0 0

0 0 0 0 02 2
0 0 0

1 1y y y
T T M y y y

y y y

      
  


, 

 00000 , yyyNM   и 2
00

2
0

2
0

2
000 1 yyyyyNMN  , 











 0,
0

0
00 y

y
PT  и 

0

0
00 y

y
PTSt 

 ,  

 0,0000 yyNP   и 0000 yyNPSt  .■ 

 
4.6. ТЕЈЛОРОВА ФОРМУЛА 

 
 Теорема 4.6.1. (Тејлорова формула). Нека функцијата 

 е  пати непрекинато диференцијабилна и има -ви 

извод во околина  на точката . Тогаш, за секое 

 xf n  1n
U


U 0x x  постои 

точка , таква што:  xu ,0 x

       
      xRxx
n

xf
xx

xf
xfxf n

n
n




 0
0

0
0

0 !
...

!1
,  

 
   
    1

0

1

!1







 n
n

n xx
n

uf
xR . 

 Доказ. Доволно е да  покажеме дека членот:  

     xTxfxR nn  , 

може да се запише како во формулата од теоремата. 
 1) Нека . На интервалот 0xx   xx ,0  ги разгледуваме 
функциите по променливата , t
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         
     











 n

n

tx
n

tf
tx

tf
tfxftF

!
...

!1
 и    

 !1

1







n

tx
tG

n

. 

 Функциите  и  ги исполнуваат условите од теоремата на 
Коши на интервалот 

F G
 xx ,0 , следува дека постои точка  

таква што:  
 xxu ,0

   
   

 
 uG

uF

xGxG

xFxF







0

0 . 

Заради:  

       xRxTxfxF nn 0 ,    
 !1

1
0

0 





n

xx
xG

n

 и     0 xGxF , 

важи: 
 







 
 1

0

1 !

n
n

R x F

G ux x

n



u 





 (1). 

Притоа, 

                  2

2!
f t

F t f t f t x t f t x t f t x t
 

               
         
4

3 2 ...
3! 2!

f t f t
x t x t

 
      

 
     

   
   

1
1

! 1 !

n n
n nf t f t

x t x t
n n


 

      

    n
n

tx
n

tf




!

1

 

и 

   
!

n
x t

G t
n


  .  

Од (1) добиваме:  

 
 
 

    
 

!

!

!1

1

1
0

n

ux

ux
n

uf

n

xx

xR
n

n
n

n
n
















   
  
   0!1




n xx
n

xR 1
1




n
n uf

, 

што требаше да се докаже. 

 2) Аналогно се покажува случајот кога 0xx  .■ 
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 Ако во Тејлоровата формула го замениме  со 0x x , а x  со 
, го добиваме следниот нејзин облик:  hx 

            
 

1
1

!1!
...

!1










 n
n

n
n

h
n

hxf
h

n

xf
h

xf
xfhxf


. 

 
 Во продолжение ќе ги определиме развоите на позначајните 
елементарни функции во Маклоренов полином. 
 
 1) Нека   xexf  . Заради     xn exf  , n ; и  

  10 f ,     10 nf ,  и nn ,...,2,1   xn exf  1 ,  
важи: 

 
1

2

!1!
...

!2
1 


 n

xn
x x

n

e

n

xx
xe



,  1,0 . 

 

 2) Нека   xxf sin . Од     





 

2
sin n

xxf n , n , и  

  00 f ,   10 f ,   00 f ,     103 f ,     004 f , ..., 
     10  n 112 nf  ,    02 nf 0 ,  

        x
n

xxf nn  cos1
2

12sin22 





 

 ,  

следува дека: 

       
12

12
1

53

!12
cos1

!12
1...

!5!3
sin 








 nn

n
n x

n

x

n

xxx
xx


,  1,0 . 

 

 3) Нека   xxf cos . Имаме:     





 

2
cos n

xxf n , , и  n

  10 f ,   00 f ,   10 f ,     003 f ,     104 f , ..., 
     n10 nf 2 ,     0012 nf , 

       n 1 1



xcosn
x

2
22 

x cos

f n 22  . Затоа:  

       
221

242

!22
cos1

!2
1...

!4!2
1cos 


 nn

n
n x

n

x

n

xxx
x


,  1,0  
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 4) За функцијата    xxf  1ln  важи:  

       
 n

nn

x

n
xf

1
!11 1




  , n ;  

  00 f ,   10 f ,   10 f ,   !20 f ,     !304 f , ..., 

       !1n10 1 nf n  и      
  1

1 n x
1

!1  n

n

x

n


f .  

Затоа: 

     
   1

1
1

32

11
11...

32
1ln 







n

n
n

n
n

xn

x

n

xxx
xx


,  1,0  и 

 
5) За функцијата    axxf  1 , a  ;  

важи:  
         nan xnaaaxf  11...1 , n ; 

  10 f ,   af  0 ,    10  aaf , ...,        1...10  naaaf n  и 
          111  nax1nf ...1 aaax  n .  

Затоа: 

 
  an

n
na

x

x

n

a
x

n

a
x

a
x

a
x 







































 1

1
2

11
...

21
11


,   1,0 . 

 
4.4. ЕКСТРЕМНИ ВРЕДНОСТИ, ИНТЕРВАЛИ НА МОНОТОНОСТ, 

ПРЕВОЈНИ ТОЧКИ, ИНТЕРВАЛИ НА КОНКАВИТЕТ И АСИМПТОТИ НА 
ФУНКЦИИ 

 
 Теорема 4.4.1.5. (Обопштен втор критериум за 
постоење на екстрем). Нека функцијата  има непрекинати 
изводи од -ти ред на 

f

n  ba, , . Нека  и 2n  bax ,0  
     0... 00  xfxf 1n , но . Тогаш:     0x

n 0f

 1. Ако n  е парен број, тогаш  има локален екстрем во  
при што: 

f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  има локален максимум во , f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  има локален минимум во . f 0x

  2. Ако n  е непарен број, тогаш  нема локален екстрем во 
. 

f

0x
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 Доказ. Нека функцијата  има непрекинат -ти извод во  f n

 bax ,0  ,  и 2n       0... 0
1

0   xfxf n . 

Тогаш Тајлоровата формула има облик: 

         uf
n

xx
xfxf n

n

!
0

0


 ,  xxu ,0  т.е.  

        uf
n

xx
xfxf n

n

!
0

0


 . 

 Од непрекинатоста на    xf n

x

 во , следува дека постои 

околина  на  во која за сите 
0x

U 0x U ,    xnf  има ист знак со 
   0xf n . Нека Ux , следува дека Uu . 

 1) Нека n  е парен број.  
 За     00 xf n , следува дека     0uf n  и   00  nxx , од 

каде што: 

    00  xfxf  т.е.    0xfxf  , 

па  е точка на локален максимум. 0x

 За     00 xf n , следува дека     0uf n  и   00  nxx , од 
каде што: 

    00  xfxf  т.е.    0xfxf  , 

па  е точка на локален минимум. 0x

 2) Нека n  е непарен број. 
 За     00 xf n , следува дека     0uf n , додека   00  nxx  

за  и 0xx   0  nxx 0  за . Следува дека:  0xx 

   0xfxf   за 0xx   и    0xfxf   за , 0xx 

што значи дека  не е точка на локален екстрем. 0x

 Аналогно за     00 xf n  заклучуваме исто така дека  не е 
точка на локален екстрем.■ 

0x
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 Теорема 4.4.2.5. (Обопштен втор критериум за 
постоење на превојна точка). Нека функцијата  има 
непрекинати изводи од -ти ред на 

f

n  ba, , . Нека 2n  ba, x0   и  

      0... 0
1

0   xfxf n , но     00 xf n . 

Тогаш:  
 1. Ако n  е парен број, тогаш  има локален екстрем во  
при што 

f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  е конвексна во околина на ; f 0x

 -Ако     00 xf n , тогаш  конкавна во околина на . f 0x

  2. Ако n  е непарен број, тогаш  има превојна точка во . f 0x

 Доказ. Нека функцијата  има непрекинат -ти извод во  f n

 bax ,0  ,  и 2n       0... 0
1

0   xfxf n . 

Тогаш Тејлоровата формула има облик: 

            uf
n

xx
xxxfxfxf n

n

!
0

000


 ,  xxu ,0  т.е.  

             uf
n

xx
xxxfxfxf n

n

!
0

000


  

 Од непрекинатоста на    xf n

x

 во , следува дека постои 

околина  на  во која за сите 
0x

U 0x U ,    xnf  има ист знак со 

. Нека    0xf n Ux , следува дека Uu . 

 1) Нека n  е парен број.  
 За     00 xf n , следува дека     0uf n  и   00  nxx , од 
каде што: 

      000 xxxfxfxf  , 

па  е конвексна во околина на . f 0x

 За     00 xf n , следува дека     0uf n  и   00  nxx , од 
каде што: 

      000 xxxfxfxf   

па  е конкавна во околина на . f 0x
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 2) Нека n  е непарен број. 
 За     00 xf n , следува дека     0uf n ,  додека   00  nxx  

за  и 0xx   0  nxx 0  за . Следува:  0xx 

      000 xxxfxfxf   за 0xx   и 

      000 xxxfxfxf   за , 0xx 

што значи дека  е превојна точка на . 0x f

 Аналогно за     00 xf n  заклучуваме, исто така, дека  е 

превојна точка на .■ 
0x

f
 
 На крајот ќе искоментираме дека, ако функцијата  е 
непрекината на 

f

 ba, , тогаш таа достигнува апсолутен минимум и 
апсолутен максимум на  ba, . Притоа, апсолутните екстреми можат 
да се постигнат во крајните точки, или во локалните екстреми. 
 
 

4.7. КРИВИНА НА КРИВА 
 
 Нека  е рамнинска крива која има тангента во секоја 
нејзина точка. Нека  и  соодветно се тангентите на кривата  
во точките 

C
t Nt C

M  и . Нека N   е аголот што го зафаќаат тангентите, 
т.е. аголот што покажува за колку се променил правецот на 
тангентата , кога точката t M  движејќи се по кривата  се 
поместила во точката . Нека 

C
N l  е должината на лакот . 

Средна кривина на лакот  е количникот 

MN

MN
l

Ks 





, каде што 

аголот   е даден во радијани. 

 
Цртеж 4.7 
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 Како што се гледа средната кривина зависи од должината на 
лакот, но и од формата на самиот лак. Притоа, два лака со иста 
должина можат да имаат различни средни кривини. Ако промената 
на аголот   е поголема и средната кривина има поголема 
вредност.  
 
 Дефиниција 4.7.1 Кривина на кривата  во точката C M , 
ако постои, е бројот:  

l
K

l 






0

lim . 

 
 Поимот кривина на крива е мерка за утврдување на степенот 
на закривеност на кривата. Од дефиницијата на кривина на крива 
следува: . 0K
 
 Својство 4.7.2 Кривината на права е 0. Кривината на 

кружница е 
R

K
1

 , каде што R  е радиус на кружницата. 

 1) На правата за кои било две точки M  и , промената на 
аголот 

N
0 . Следува дека во секоја нејзина точка  и 

. 
0sK

0K
 
 2) Кај кружницата со радиус R , средната кривина на лакот 

 на кој одговара централниот агол MN   е:  

RRl
Ks

1













, 

па кривината во точката M  е 
R

K
1

 .■ 

 
 За кружницата важи уште едно својство, граничната 

вредност на количникот од должината на лакот MN  и должината 
на тетивата  е 1, кога должината на тетивата тежи кон 0, т.е. 
кога точката  по кружницата тежи кон 

MN
N M , односно централниот 

агол 0 . Имено:  
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
0 0 0

2lim lim lim 1
2 sin sin

2 2

MN R
K

MN R
  



      




  
 





. 

 Ова својство, под одредени услови, важи за произволна 
крива, но ние нема да го докажуваме, само ќе го користиме. 
  
 Нека  е рамнинска крива зададена со равенката , 
нека  е фиксна, додека 

C

 0, y
 xfy 

00 xM  yxM ,  променлива точка на 

кривата. Нека  е должината на лакот l 
0M M . Нека  е точка од 

кривата со апциса 

N

xx  . Нека l  е должината на лакот MN  и 

MN  е тетивата што одговара на лакот MN . Од триаголникот  
имаме:  

MPN

   yxMN  222
       222

2

yxl
l

MN











  

222

1 




























 x

y

x

l

l

MN
. 

 

 
Цртеж 4.7.2. 

 
 Ако побараме граница кога 0x , имајќи предвид дека  

1lim
0


 l

MN
MN

, 

 добиваме: 
22 1 yl   21 yl   (1). 
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 Теорема 4.7.3. Ако кривата  е зададена со равенката 

, каде што 
C

 xyy   xyy   е двапати диференцијабилна функција, 
тогаш равенката на кривината на кривата C  во точката  е:   yxM , 

 2
3

21 y

y
K




 . 

 Доказ. Нека тангентата на кривата  во C M  формира агол 
 , а во  N    со позитивната насока на x -оската. Тогаш,  

l
l l

K  




 0

lim  (2). 

 За определување на l  може да се користи формулата за 

извод од параметарски зададена функција 
x

x
l l





  (3), каде што 

параметарот е x . 

 Бидејќи ytg   т.е. yarctg  , следува: y
yx 


 21
1  (4). 

Од 1-4 имаме:  

 2
3

222

11
1

1
1

y

y

y
y

ylx

x
l


















 , па 
 2

3
21 y

y
K l




  , 

што требаше да се докаже.■ 
 
 Теорема 4.7.4. Ако кривата  е зададена со 
параметарските равенки 

C
 txx   и  tyy  , при што x  и y  се 

двапати непрекинато диференцијабилни функции и , 
тогаш равенката на кривина на кривата C  во точката 

2 2 0x y  
 yx,M  е:  

 
3

2 2 2

yx yx
K

x y






 

 
. 

 Доказ. Со замена на 
y

y
x





 и 3

yx yx
y

x



 


 во равенката од 

теорема 4.7.3. добиваме:  
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     
3 3 3 33

22 22 2 2

2 3

1 1

1 1

3
2 2 2 2

y yx yx yx yxyx yx
K

x xyy x y x y
x x

  
   

  
  

    
     

 


.■ 

 Дефиниција 4.7.5. Радиус на кривина на кривата  во 

точката 

C

M  е бројот 
K

R
1

 . 

 
 Дефиниција 4.7.6. Кружница на кривина на кривата 

 во точката  xyy   yxM ,  е кружницата која минува низ M  и:  
 1. има заедничка тангента со кривата во M ; 
 2. се наоѓа од иста страна од тангентата во околина на M , 
со лакот кривата;  
 3. има иста кривина со кривината на кривата во M . 
 
 Центарот на кружницата на кривина се нарекува центар на 
кривината, а радиусот на кружницата на кривина се нарекува 
радиус на кривината. 

 

 
Цртеж 4.7.6. 

 
 Теорема 4.7.7. Координатите на центарот на кривината 

 на кружницата на кривина  00 , yxC      22
0

2
0 Ryyxx  , 

K
R

1
 , на кривата , што ги исполнува условите од теорема 4.7.3 

за 1) или 4.7.4 за 2) се: 

C

 1. За :C  xyy  ,  

 
y

yy
xx





2

0
1

 и 
y

y
yy





2

0
1

 (1); 
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 2. За :C   txx  ,  tyy  ,  

 2 2

0

y x y
x x

yx yx


 



  
 

 и 
 2 2

0

x x y
y y

yx yx


 



  
 

 (2). 

 Доказ. 1) Нека кривата  е зададена со равенката  

и нека точката 

C  xfy 
 YXC ,  е центар на кривата C  во точката .  yxM ,

 Нека 0y . Ако 0y  ( yy  ), имајќи предвид дека: 

22 11
sin

y

y

tg

tg











  и 
22 1

1
1

1cos
ytg 







  и  

 
y

y
R





2
3

21
, 

според ознаките на првиот цртеж, добиваме: 

   2
2

2
3

2

1
1

1sin y
y

y
x

y

y

y

y
xRxX 











    

и  

   2
2

2
3

2

11
1

11cos y
y

x
yy

y
yRyY 







  . 

 

 
Цртеж 4.7.7.1.   Цртеж 4.7.7.2. 
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 Ако 0y  ( yy  ), тогаш според ознаките на вториот 

цртеж, добиваме:  

 21sin y
y

y
xRxX 




   и  211cos y
y

xRyY 


  . 

 Случајот 0y  се разгледува аналогно, при што се добиваат 
истите формули (1). 

 2) Ако кривата  е зададена со параметарските равенки 
 и 

C
 txx   tyy   ги исполнува условите од теорема 4.7.4 тогаш 

заради 
y

y
x





 и 3

yx yx
y

x




 





, со замена во 1) ги добиваме 

релациите (2).■ 
 

 Дефиниција 4.7.8. Геометриското место на центри на 
кривина на кривата  се нарекува еволута на , додека кривата 

 се нарекува еволвента на својата еволута. 
C C

C
 Равенките (1) и (2) од теорема 4.7.7 се параметарски 
равенки по x , односно по , на еволутата на . Се покажува дека 
нормалата на кривата  во произволна точка е тангента на 
еволутата на .  

t C
C

C
 

6.1.2.6. Суми на Дарбу 
 

 Нека функцијата  е дефинирана и ограничена на 
интервалот 

f

 ba, . Нека  nxxxP ,..., 10  е поделба на  ba, , таква 

што bxxa nx  ...0 1 . Поделбата го дели  ba,  на  

подинтервали 

n

 ix,1 iix  , n,...,2,1 . Нека  

 
 ii xxx

i xfm
,1

inf


  и  
 ii xxx

i xfM
,1

sup


  

се инфимумот и супремумот на  на f  ba, . Тогаш:  

  



n

i
iinn xmxmxmxmPs

1
2211 ...

  



n

i
inn MxMxMxMPS

1
2211 ...

 и 

 ix
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соодвено се нарекуваат долна и горна сума на Дарбу на  на 
 во однос на поделбата 

f

 ba,  P . 
 Ако  е ненегативна непрекината функција на f  ba, , тогаш 
долната и горната сума на Дарбу даваат плоштини на скалестите 
фигури се содржат и го содржат криволинискиот трапез (види 
цртеж).  

 

 
Цртеж 6.1.2.6.1.    Цртеж 6.1.2.6.2. 

 
 Бидејќи   iii Mfm   ,  секоја интегрална сума P  е 

ограничена со  и , т.е. s S    PSPPs   (3). 
 Нека  

 bax
xfm

,
inf


  и  

 bax
xfM

,
sup


 , тогаш:  

       abMPSPsabm  . 

 Притоа, за фиксна поделба P  на  ba,  важи: 

   PPs inf  и    PPS sup  (1). 

 Ако за поделбите  и  на P Q  ba,  важи , тогаш велиме 
дека поделбата  е раситнување на 

QP 
Q P . Во тој случај: 

   QsPs   и    PSQS  . 

 Ако P  и  се две поделби на Q  ba, , тогаш важи: 

   QSPs  . 

Имено, за поделбата QPR   важи       QSRSRsPs  . 
 Од претходните тврдења следува дека постојат конечните 
броеви:  

  PsI sup  и   PSI inf   
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и за секои поделби  и  на , P Q  ba,

   QSIIPs   (2). 

За конкретна поделба , Римановите суми P P  се наоѓаат меѓу 

долната сума на Дарбу  s P и горната,  S P , т.е.  

   Ps P S P  . 

 
 Теорема 6.1.2.6.1. Нека  е ограничена на . 
Функцијата  е интеграбилна на 

f  ba,
f  ba,  ако и само ако за секое 

0  постои 0 , такво што  
     PsPS , 

за секоја поделба  на P  ba,  со својство P . 

 Доказ. ) Нека функцијата  е интеграбилна на  и 

. Следува дека за секое 

 f



 ba, 

0 
b

a

dxxfI   постои 0 , така што за 

секоја поделба на интервалот  и секој избор на точки од 

подинтервалите, од 

a, b
P  да следува:  

3
  IP  т.е. 

33


 II P . 

 Од (1) следува дека за:  

P ,  PsI 
3


 (   IPs 
3


) и  
3


 IPS  

од каде што имаме: 

    2
3

S P s P
    . 

 ) Нека за секое 0  постои 0 , такво што за сите поделби на  
 за кои  ba,  P  да следува      PsPS . Заради (2) следува 

дека III  . Тогаш неравенството (2) има облик: 

   PSIPs  . 
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Заради (3)    PSPs P  , од последните три неравенства 
следува:  

  PI  кога P  

Од произволноста 0  следува дека P
P

I 
0

lim


 , т.е.  е 

интеграбилна на 

f

 ba, .■ 
 

6.1.2.7. Класи на интеграбилни функции 
  

Сумите на Дарбу даваат подобра визуелизација на поимот 
определен интеграл, во однос на Римановите суми. За функциите за 
кои имаме утврдено дека се интеграбилни се работи со Римановите 
суми. Во продолжение се дадени класите на интеграбилни функции. 
 
 Теорема 6.1.2.6. Ако  е непрекината на f  ba, , тогаш  е 
интеграбилна на 

f

 ba, . 

 Доказ. Ако  е непрекината на f  ba, , тогаш  е 
рамномерно непрекината на . Следува дека за секое 

f

 ba,  0  

постои 0  и поделба  nxxP x ,..., 10  на  ba,  таква што:  

ab
mM ii 




,  кога ni ,...,2,1 P . 

Следува:  

      



 



n

i
i

n

i
iii x

ab
xmMPsPS

11
 кога P . 

 Според теорема 5.1.1.2., следува дека  е интеграбилна на  .■ f ba,
 
 Теорема 6.1.2.7. Ако  е монотона на f  ba, , тогаш  е 
интеграбилна на 

f

 ba, . 

 Доказ. Нека  е монотоно растечка на f  ba, . Следува дека 

за која било поделба на  ba,  : 

    afbfmM
i

ii 
1

 

0

n

. 

 Нека е дадено  . Постои    afbf 


 , такво што за 

поделбите  nxxxP ,..., 10  на  ba,  за кои P , т.е.  
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   afbf
xi 



 за секое ni ,...,2,1 , важи:  

            



 



n

i
ii

n

i
iii mM

afbf
xmMPsPS

11
. 

 Следува  е интеграбилна на f  ba, .■ 
 
  Теорема 6.1.2.8. Ако  е интеграбилна на f  ba, , тогаш  
е интеграбилна и на секој интервал 

f

  ,  што се содржи во . 
Обратно, ако 

 ba,
 ba,  е поделен на  подинтервали и во секој од нив 

 е интеграбилна, тогаш  е интеграбилна на 

n

f f  ba, .  

 Доказ. ) За секоја поделба   P  на   ,  постои поделба 

P  на  што ги содржи  ba,    и   и се совпаѓа со P  на   , . 

Бидејќи  е интеграбилна на f  ba, ,     0 PsPS  кога 0P . 

Тогаш и        P 0 sPSPsPS  кога 0P . Следува дека  

е интеграбилна на 

f

  , . 
 ) Доволно е да покажеме дека ако  е интеграбилна на 

 и , 

c,

f

 ca,   b bca   следува дека  е интеграбилна на . 

Поделбите 

f  ba,
 kx1 xx ,..., 10P   и  nxkk x,xP ,...12   на  ca,  и  

соодветно, дефинираат поделба 

 bc,
 cPPP  21  на  b,a . Притоа  

    011  PsPS  кога 01 P  и     022  PsPS  кога 02 P . 

 Следува дека 0P  и     0 PsPS  кога 0P  т.е.  

е интеграбилна на 

f

 ba, .■ 
 
 Од последната теорема следува дека ако една функција е 
интеграбилна на конечен број подинтервали на кои е поделен  , 
тогаш функцијата е интеграбилна на 

ba,
 ba, . 

 Ако функциите  и  се разликуваат во конечен број точки 

на , тогаш сумите 

f g

 ba,     Ps ff PS   и    PsPS gg   се разликуваат 

во најмногу  члена од сумата  која тежи кон нула 

кога 

k   ii xm


n

i 1
iM

0P . Со тоа докажана е следнава теорема: 
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 Теорема 6.1.2.9. Ако  и f g  се разликуваат само во 
конечен број на точки на  ba,  и  е интеграбилна на f  ba, , тогаш 
и g  е интеграбилна на  b,a . 

 
 Од последните две теореми следуваат следниве теореми: 

 1) Ако f  е ограничена и по делови непрекината на , 
тогаш  е интеграбилна на 

 ba,
f  ba, .  

 2) Ако  е ограничена и по делови монотона на f  ba, , тогаш 
 е интеграбилна на  . f ba,

 Како што со помош на сумите на Дарбу пресметавме 
плоштина на криволиниски трапез, така може да пресметаме и 
плоштина и волумен на ротационо тело. 
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1.1. Функции 

1.1.1. Операции со функции.  

Имплицитна функција. Сложена функција 

 Задача 1. За функцијата   13xf x   најди: 

a) , б)  2f   1f  , в)  1f x  , г)    2 1f x f x   и д) 
 
 

1f x

f x


. 

 Задача 2. За функцијата    
, 1

0, 1,0
ln , 0

x x

f x x

x x

 
  
 

 најди: 

a) 







2


f , б) 







2
1

f  и  в)  f e . 

 Задача 3. Ако  
2

x xа a
f x


 , a ; тогаш:  0

       2f x y f x y f x f y    .  

Докажи. 

 Задача 4. Најди го  xf  ако 32 3 1 sin
4 1
x

f x
x

     
. 

 Задача 5. Најди ја функцијата   3 2f x ax bx cx d     ако  

  61 f ,   10 f ,   01 f  и  2 0f  . 

 Задача 6. Напиши го аналитичкиот израз на функцијата 
  2 1f x x x     без користење на знакот за апсолутна 

вредност. 

 Задача 7. Најди функција што ја исполнува релацијата: 
2 3x y . 

 Задача 8. Изрази го y  како функција од x  ако:  

1x t  , 3 2 5y t t   . 
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 Задача 9. Кога две функции се еднакви? Дали се еднакви 
функциите:  

а)  
3x

f x
x

  и   2g x x ; б)      
3

1 1
x

f x
x x


 

 и  
3

2 1
x

g x
x




. 

 Прашање 10. Зошто не постои сложената функција gf , 

 f x x  и   lng x x . 

На која рестрикција на f  сложената функција постои? 

 Задача 11. Најди ја сложената функција fg  ако: 

  2 3
1

x
f x

x





 и   4g x x  . 

 Задача 12. Најди две функции од кои се состои сложената 

функција:   1
1

x
h x tg

x





. Дали изборот може да се направи на 

повеќе начини? 

1.1.2. Формирање  функции 

 Задача 1-2. Една страна на правоаголен триаголник има 
должина 7. Изрази ја/го: 

 1) дијагоналата на правоаголникот;   

 2) периметарот на правоаголникот; 

како функција од другата страна x . 

 Задача 3. Кракот на рамнокрак правоаголен триаголник има 
должина 3. На страната AC и точката D  одд ечена леж ал x  едини  
од темето C . Низ очката D  е п влечена права паралелна на 
хипотенузата 

ци
т о

AB оја ја сече страната , к BC  точка  во E . зрази го 
периметарот на трапезот 

И
AB ко функција од DE  ка x . 

 Задача 4. Права правилна четиристрана пирамида со 
основен раб 2 2  и висина x  е впишана во топка. Изрази го 
радиусот на топката како функција од x .  

 Коментар. Да се земат предвид случаите x R  и x R  кои 
потоа се сведуваат на еден случај (Зошто?). 



 
8. Поставени задачи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

225 

 Задaча 5. Во прав конус со радиус  и изводница r x  е 
впишана топка. Изрази го радиусот на топката како функција од x . 

 Задача 6. Околу цилиндар со радиус x  и висина  е 
опишана топка. Изрази го радиусот на топката као функција од 

H
x . 

1.1.3. Дефинициона област 

 Задача 1. Која е дефиниционата област на елементарните 
функции: 

 a) y x ; б) 3y x ; в) xy a , ;  г) 0a  logay x ; 

 д) siny x ; ѓ) cosy x ; е) y tgx ; и  ж) cy tgx .  

 Задача 2-4. Најди ја дефиниционата област на функцијата: 

 2) 
1

1
y

x



;        3) 

3

2

3
7 12

x
y

x




 
;  4) 3 5

3
5 6
x

y
x x




 
. 

 Задача 5-8. Најди ја дефиниционата област на функциjата: 

  5) 24 1y x  ;    6) 5 2 6y x x   ; 

7) 
2

1
4 3

y
x x


 

;   8) 
1
1

x
y

x





. 

 Задача 9-10. Најди ја дефиниционата област на 
функциjата: 

  9) 1
3

2 1log
7

x
y

x





; 10)  2ln 3 3 lgy x x    x ; 

 Задача 11-12. Најди ја дефиниционата област на 
функциjата: 

 11)  arcsin 6 1y x  ; 12) 
3 2arccos

2
x

y
x


 . 



 
8. Поставени задачи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

226 

1.1.4. Парност, непарност и периодичност на функција 

 Задача 1-6. Определи кои од следниве функции:  

 1)   2f x x  ;  2)   x xf x e e  ; 

 3)    2ln 1f x x x   ; 4)   sin
2 cos

x
f x

x



; 

 5)  
2

2 3 2
x x

f x
x x




 
; 6)   sin 2cosf x x  x . 

се парни, непарни, ниту парни ниту непарни или периодични. 

Функцијата цел дел од x , ознака    f x x  го пресликува x  во 

најголемиот цел број што не го надминува x . Функцијата дробен 
дел од  x , ознака    f x x , е определена со:  

   x x x  . 

 Задача 7. Докажи дека функцијата    f x x  е периодична 

со основен период 1.  

 Задача 8. Најди функција со основен период , ? k 0k 

Упатство. Ако функцијата  е периодична со период f T , тогаш 
функцијата F  дефинирана со  baxfxF )( ,  е периодична 

со период 

0a

a

T
. 

 Задача 9. Најди го основниот период на функцијата:  

  2cosf x x . 

 Задача 10. Koja функција истовремено е парна и непарна. 
Образложи. 

 Задача 11. Докажи дека константната функција  f x c , 

; нема најмал период. c

 Задача 12. Докажи дека функцијата   1cosf x
x

  не е 

периодична функција. 
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1.1.5. Нули, множество вредности, ограниченост,  

монотоност и локални екстреми на функција 

 Задача 1-4. Најди ги нулите на следниве функции:  

 1)  
2 3

2

5 4
2 3
x x x

f x
x

 



;  2)   2lg 6 15f x x x   . 

 4)   22sin sin 1f x x x   ;  4)   cos 2
3

f x x
   

 
. 

 Задача 5. Зошто функцијата 
1

y
x

  не е монотона? 

Определи ги интервалите на монотоност на функцијата. 

 Задача 6-8. Определи ги интервалите на монотоност на 
функциите: 

6)   2 2 1f x x x   ; 7)   1f x x  ;  8)   23 xf x  . 

Утврди дали на дадените интервали функциите растат или опаѓаат. 

 Задача 9-12. Кои од наведените функции се ограничени од 
горе, од долу или ограничени, а кои  не се ограничени? 

 9)   2 1f x x  ;  10)   5cosf x x ; 

 11)    f x x ;  12)   2xf x  . 

1.1.6. Инверзна функција 

 Задача 1. Најди инверзна функција на функцијата:  

  sin 1f x x  , 

на еден максимален интервал на кој инверзната функција постои. 

 Задача 2-5. Докажи дека функциите : y yy D V  се 

инверзни сами на себе, ако: 

  2) 
1

y
x

 ;    3) 1y x  ; 4) 
1
2

x
y

x





 

 Задача 6. Какви треба да бидат константите  и  за да 
функцијата 

a b

 f x ax b   биде инверзна сама на себе.  
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1.2. Скицирање  криви 

1.2.1. Скицирање  графици на функции 

зададени со експлицитни равенки 

 Задача 1-2. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  1) y x2 1  ;        2) 
2

2 1
3
x

y x   . 

 Задача 3-4. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  3)  1y x 3  ;        4)  31 1 2
3

y x   . 

 Задача 5-6. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  5) cosy x x  ; 2) sin cosy x x  . 

 Задача 7-8. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  7) cosy x  ;  8) y x  . 

 Задача 9-10. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  9) siny x ;  10) 2 3 4y x x   . 

 Задача 11-12. Скицирај го графикот на функцијата:  

  11) 
1

y
x

 ;   12) 
3 1

2
x

y
x





. 

 Задача 13-14. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  13) 
12

3

x

y


   
 

; 14) y e 2 1x  ;  

 Задача 15-18. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  15)  1
2

log 2y x  ;  16)  lo 2g 2 3y x  ; 

  17)  ln 2xy   ; 18)  1
4

log 1y x   . 

 Задача 19-22. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  19) cos
2
x

y  ;  20)   2y ctg x  . 
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  21)   1 sin 3 1
2

y x  ; 22) 2
2 4
x

y tg
   

 
. 

 Задача 23-26. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  23)  arcsin 1y x  ; 24)  arccos 2y x  . 

  25) 2 1y arctg x   ; 26) 
2
x

y arcctg . 

 Задача 27-28. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  27) 2 3y x  ; 28) 3 1y x  ;   

 Задача 29-32. Скицирај гo графикот на функцијата: 

  29) 21
1

y
x




; 30) 
 2

1
1 1
2

y
x


 

; 

  31) 
 

1
sin x

y


 


; 32) 
1

3cos 2
2

y

x



      

. 

1.2.2. Скицирање  криви зададени со параметарски равенки 

 Задача 1-4. Скицирај ги кривите: 

  1) 3cosx t , 3siny t ;  

  2)  2 sinx t t  ,  2 1 cosy t  ; 

  3) x t , 3y t ; 

  4) 1x t  , 21y t  . 

1.2.3. Скицирање  криви зададени со поларни равенки 

 Задача 1-2. Скицирај ја кривата: 

   1) a  ;  2) 
3
  ; 

  3) coa s  ; 4) 
sin
a


 . 
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 Задача 5-6. Скицирај ја кривата: 

  5) 1 sinа    ; 6)  1 cosa   . 

 Задача 7-8. Скицирај ја кривата: 

  7)  2sina ; 8) cos3a  . 

 Задача 9-10. Скицирај ја кривата: 

  9) 2 cos 2а  ; 10) 2 sin 2а  . 

 Задача 11-14. Трансформирај ги во поларни координати 
равенките: 

  11) y x ;  12) 2 2 2x y a  . 

  13) 2 2x y ax  ; 14)    22 2 2 2 2x y a x y   . 

 

1.3. Низи 

1.3.1. Дефиниција и основни поими на низа 

 Задача 1. Напиши ги првите неколку члена на низите: 

 а) 
2 1

n

n
a

n


 ;  б)   81 n

na n
   ; в) cos

2n

n
a


 . 

 Задача 2.  Напиши една од можните формули за општ член 
на низите: 

а) 
1 1 11, , , , . . .
4 7 10

     б) 
1 1 11, , , , . . .
8 27 64

     в) 2, 2 2 , 2 2 2 , . . .  

 Задача 3-5. Испитај ја монотоноста на низата: 

 3) 
1
!na n

 ;       4) 
2 1

3n

n
a

n


 ; 5) 

1 sin
1 2n

n
a

n





. 

 Задача 6-8. Испитај ја ограниченоста (од долу, од горе) на 
низата: 

 6) 
2n

n
a

n



;    7) cos

2n

n
a


 ; 8) .  1na n  n
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 Задача 9-11. Пополни ја следнава табела:  

Низа 
Множесто 

вредности 

Макси- 

мум 

Мини-

мум 

Супре- 

мум 

Инфи- 

мум 

Точка на  

натрупување 

9) 3

1
n

       

10)
1
1

n

n




       

11)  ( )7 1 n-       

1.3.2. Граница на низа 

 Задача 1-2.  Со помош на теоремата за конвергенција на 
монотони низи, докажи ја конвергенцијата на низите:  

  1) 
1n

n
a

n



;  2) 

1
na n
 . 

 Задача 3-4. Со помош на дефиницијата за граница на низа 
докажи ги равенствата: 

  3) 
1 2 2lim
3 2 3n

n

n


 


; 4) 

3 1lim
1n

n

n


 


. 

 Задача 5.  Пресметај 
3 2lim
2 1n

n

n




, а потоа најди го најмалиот 

природен број , таков што за сите  да е исполнето 0n 0nn 

 aan , кога: 

 а) 1,0 ;    б) 05,0 ; в) 0,01  ; г) 0,005  . 

1.3.3. Пресметување на граница на низа 

 Задача 1-4.  Пресметај ги границите на низите:  

 1) 
2 3 2lim
2 1n

n n
L

n

 



; 2) 

2

3

3 2lim
2 1n

n n
L

n

 



; 

 3) 
2

2

3 2lim
2 1n

n n
L

n

 



; 4) 

  
2

1 2 3
lim
n

n n
L

n

 
 . 
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 Задача 5-6.  Пресметај ги границите на низите:  

 5) 
 

   
1 ! !

lim
1 ! 1 !n

n n
L

n n

 


  
;  6) 

2 2 2 2

3

1 2 3 . . .lim
n

n
L

n

   
 . 

 Задача 7-8. Пресметај ги границите на низите:  

 7) 
3 3 1 2lim

1n

n
L

n

 



; 8) 

2

3 5 4 3

4lim
2 1n

n
L

n n n




  
. 

 Задача 9-10.  Пресметај ги границите на низите:  

 9)  2 2lim 1 1
n

L n n


    ;  10)  3 3 2lim
n

L n n


n   . 

 Задача 11-12.  Пресметај ги границите на низите:  

11)     lim ln 1 ln 1
n

L n n n


   ;  12) 
22

2

3lim
1

n

n

n n
L

n n





  
    

. 

 Задача 13-14.  Пресметај ги границите на низите:  

13) 1

2 3lim
1 3nn

L
n n







;  14) 

73 2

3 2

2lim
2 3n

n n
L

n n n

 
     

. 

1.4.1-4. Граница на функција 

1.4.1. Граница на функција по дефиниција 

 Задача 1-2. Користејќи ја дефиницијата за гранична 
вредност на функција докажи ја границата:  

  1)  
1

lim 1 0
x

x


   ;  2) 
2

2

4lim 4
2x

x

x





. 

 Задача 3-6. Користејќи ја дефиницијата за гранична 
вредност на функција докажи ја границата:  

  3) 
1lim 1
1x

x

x





; 4) 

1lim 1
1x

x

x





. 

 5) 
21lim

x

x

x


  ;  6) 

21lim
x

x

x


  . 
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1.4.2. Пресметување на граница на функција 

 Задача 1-2. Пресметај ја границата: 

 1)  2

2
lim 2 7
x

x x


  ;   2) 
2

7

7lim
2x

x

x


. 

 Задача 3-4. Пресметај ја границата: 

 3)  2lim 1
x

x x x


  ;   4) 2

1lim
1x x 

. 

 Задача 5-6. Пресметај ја границата:  

 5) 
2

1

2 3lim
1x

x x

x

 


;   6) 30

1lim
x

x

x x




. 

 Задача 7-10. Пресметај ја границата: 

 7) 
3 2

3 2

5 10lim
2 9x

x x x

x x x 7
  
  

; 8) 
  2

3

3 2 1
lim

5x

x x

x

 


. 

 9) 
4

3

4 5 1lim
3 9 6x

x x

x x-¥

- +
- +

0
; 10) 

2

3

4 5 1lim
3 9 6x

x x

x x

0 
 

. 

 Задача 11-12. Пресметај ја границата: 

 11) 
2

21

4 2lim
1 1x

x

x x

 
   

; 12) 
2

2lim
1 1x

x x

x x

 
   

. 

 Задача 13-14. Пресметај ја границата: 

 13) 
2 2 3lim

1x

x x

x

 


; 14) 
2 2 1lim

1x

x x

x

 


. 

 Задача 15-16. Пресметај ја границата: 

 15)  2 2lim 2 1
x

x x x


   ; 16)  2lim 2
x

x x x


   . 

 Задача 17-18. Пресметај ја границата: 

 17) 27

2 3lim
49x

x

x

 


;  18) 
3 31 1lim

1 1x

x x

x x

  
  

. 

 Задача 19-20. Пресметај ја границата: 
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 19) 
4

30

1 1lim
1 1x

x

x

 
 

;  20) 
1

1lim
1

m

nx

x

x




, ,m n . 

1.4.3. Некои поважни граници 

 Задача 1-4. Определи ja границaта: 

 1) 
0

sin 2lim
x

x
L

x
 ;  2) 

2

20

sinlim
2x

x
L

x
 ; 

 3) 
0

sin 3lim
sin 5x

x
L

x
 ;  4) 

2

0

2lim
cosx

x
tg

L
x x

 . 

 Задача 5-6. Пресметај ја границата: 

 5) 
0

sin 2lim
1 1x

x
L

x


 
;  6)    3

1
lim 1 1
x

L x ctg x


   . 

 Задача 7-8. Пресметај ја границата: 

 7) 
 
21

sin 1
lim

1x

x

x




;  8) 
1lim cos

2x
x

x




  
 

. 

 Задача 9-10. Пресметај ја границата:  

 9) 
0

arcsin 3lim
2x

x
L

x
 ;  10) 

0

arclim
2x

tgx
L

x
 . 

 Задача 11-14. Пресметај ја границата: 

 11) 
2lim 1

x

x x

  
 

;   12) 

1
22lim

1

x

x

x

x





 
  

. 

 13) 

2
2

2

2lim
1

x

x

x
L

x

 
   

;  14) 

2 2
2 3

2

2 3 1lim
2 2

x x

x

x

x x
L

x x






  
    

. 

 Задача 15-16. Пресметај ја границата: 

 15)   lim ln 1 ln
x
x x


  x ;  16) 

3lim lg
5x

x
x

x

 
  

. 

 Задача 17-18. Пресметај ја границата: 
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 17)  
1

1
0

lim 1 3 x
x

x 


 ;   18) ( ) 2
1

sin
0

lim 1 sin x
x

x
-

+ . 

 Задача 19-23. Определи ја границата: 

 19) 

1
22lim

2 1

x

x

x

x





 
  

;   20) 

2 2
2 3

2

2 3 1lim
2

x x

x

x

x x
L

x x






  
    

; 

 21) 

1
22lim

1

x

x

x

x

x






 
  

;   22) 

2

2
2

2 3

2

2 3 1lim
2

x x

x

x

x x
L

x x






  
    

. 

 Задача 24-26. Определи ја границата: 

24) 
2 1x

0

2lim
x

L
x


 ;  25) 

1

lim 1x

x
L x а



 
 

 
  ;     26) 

log 1lim a

x e

x
L

x a





. 

 Задача 28. Докажи дека 
xx

1coslim
0

 не постои. 

1.5. Непрекинатост на функција 

1.5. Дефиниција, основни поими и операции со непрекинати 
функции. Прекини 

 Задача 0. Дефинирај непрекината функција. Како 
геометриски се интерпретира графикот на непрекинатата функција. 
Нацртај график на непрекината функција на интервалот  0, 2 . 

 Задача 1-2. Докажи дека функцијата: 

1)   3 22 1f x x x x    ;  2)   2f x tg x ; 

е непрекината. 

 Задача 3-4. Со помош на „   “ - дефиницијата за 
непрекинатост на функцијата, покажи ја непрекинатоста на 
функцијата:  

3)   3f x x ;  4)   2f x x ; 

 Задача 5-6. Испитај ја непрекинатоста на функцијата:  

5)    
 

2 , 0,1
3 , 1, 2
x x

f x
x x

    
, во точката 0 1x  ; 
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6)  

1sin , 0

0, 0
1sin , 0

x
x

f x x

x x
x

 


 

 


, во точката 0 0x  . 

 Задача 7-9. Најди ги и испитај ги точките на прекин за 
функцијата: 

7)  
2 1 1

1
1 1

x
x

f x x
x

 
 

 

; 8)    sgnf x x ; 9)  
1 0

1 0

x
f x x

x

  
 

. 

 Задача 10. Додефинирај ја функцијата:   sin x
f x

x
  во 

точката 0 1x  , така што да биде непрекината. 

 Задача 11-12. Определи ги вредностите на параметарот , 
така што функцијата:  

a

11)  
23 1,
, 1

x x x
f x

ax x

 1   


;  12)   , 0
, 0

xе x
f x

a x x

 
 

 
; 

да биде непрекината. 

 Задача 13. Определи ги вредностите на параметрите  и 

, така што функцијата: 

a

b

1
 

, 1
5, 1

4 ,

ax b x

f x x

ax b x

 
 
  

да биде непрекината. 

 Задача 14. Испитај ја непрекинатоста на функцијата:  

  cos , 0

0, 0

x
f x x

x

  
 

 во 00 x . 
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2. Изводи 

2.1. Извод на функција по дефиниција 

 Задача 1-4. Определи го по дефиниција изводот на 
следниве функции: 

  1) 3y x 1   ;  2) 2 3y x  ; 

  3) 
4 1
x

y
x




;   4) y x3 2x   . 

 Задача 5-6. Најди по дефиниција: 

 5)  1y , ако 23y x 2  ; 6)  2y  , ако 3 4 1y x x   ; 

 Задача 7-8. Најди го изводот по дефиниција, од следниве 
функции: 

  7) 1y x  ;  8) cosy x x . 

 Задача 9-10. Најди ги левиот и десниот извод на 
функциjaта:  

  9) 1y x  ;  10) lny x ; 

во точката 1x  . Дали функцијата има извод во дадената точка? 

 Задача 11-12. Најди ги левиот и десниот извод на 
функцијата: 

  11) 22y x 3  , во точката 1x  ;   

  12)  
2 3, 0

0, 0
x x

y x
x

 
  

 во точката 0x ; 

Дали функциите се диференцијабилни во дадените точки? 

 Задача 13. Дали функцијата  
2 , 1

, 1

x x
y x

x x

  


 е 

диференцијабилна во точката ? 1x

 Задача 14. Определи го параметарот , така што 

функцијата 

a

  2

cos , 0
1, 0

x x
y x

x ax x


    

, да е диференцијабилна. 
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 Задача 15. Определи ги параметрите  и , за кои 

функцијата: 

a b

 
2

2

3, 1
, 1

x ax x
y x

x b x

   
 

 
 е диференцијабилна. 

 Задача 16.* Покажи дека функцијата:  

 
0,
1,
ако x e рационален

y x
ако x e ирационален


 


, 

нема извод во ниту една точка. 

2.2. Извод од сума, разлика, производ и количник 

 Задача 1-10. Користејќи ги табличните изводи и правилата 
на диференцирање, најди ги изводите на следниве функции: 

  1) y=- ;  2) 7 5
3

1 1
7 5

y x x
1
x

=- + + ; 

  3) 34 3 xy x=  ; 4) 
( )

2

3

1 x
y

x

+
= ; 

 5) 2arcsin 3arccosy x= - x ;  6) y arctgx arcctgx= - ; 

 7) 4 3 2 4x x xy a= ⋅ - ⋅ + ;  8) 2lny x= ; 

 9) 3sin 2cosy x x= - + x ;  10) ( )2y a tgx ctgx= + . 

 Задача 11-16. Најди ги изводите на следниве функции: 

  11) cosy x= x ;  12)   xexxy 132 2  ; 

 13)    2 32 7y x x x 5    ;  14) ( )lny x tgx= ; 

  15) arcsiny x= x ;  16) 3 siny x x= . 

 Задача 17-22. Најди ги изводите на следниве функции: 

  17) 
3 2
2 5
x

y
x

-
=

+
;  18) 

2 4 2
2 2

x x
y

x

- +
=

+
; 

  19) 
1 sin
1 sin

x
y

x

-
=

+
;  20) 

sin
1 cos
x x

y
x

=
-

; 
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  21) 
ln x

y
x

= ;   22) 
2

x xe e
y

-+
= . 

 Задача 23-24. Најди:  

 23) y   ако 
cos

1 cos
x

y
x

=
+

;  24) y   ако sinxy e x=

x

.  

 Задача 25-26. Најди ги -тите изводи на функциите:  n

  25) logay  ;   26) xy xe . 

 Задача 27. Провери дали функцијата  1 xy x e 
0

 ја 

исполнува диференцијалната равенка  yyyy . 

 Задача 28. Докажи дека функцијата  ја 

задоволува равенката: 

sin cosy x= + x
(4) 0y y y y     . 

 Задача 29. Докажи дека функцијата 
1
2

x
y

x





  ја исполнува 

равенката:  1 2x y yy 0    . 

2.3. Извод од сложена функција 

 Задача 1-12. Пресметај ги изводите на следниве функции: 

  1) ( )22sin 3 1y x= + ; 2) lny tgx= ; 

  3) ; 4) ( )2arccos 1y x= - 2 5y x= - ; 

  5) 
1

x
y

x
=

+
 ; 6) y x x x= + +

)

; 

  7) ( 1873 3y x= - ; 8) ( ) ( )7 52 41 3y x x= + -2 ; 

 9) 
2

2

1 1ln
4 1

x
y

x

-
=

+
; 10) ( )2 211 ln 1

2 2
x

y x x x= + + + +  ;

  11) 2siny x= ;  12) 
3cos2 xy= . 

  13) 
x x

x x

e e
y

e e

-

-

-
=

+
;  14) . 2x3y=

 Задача 15-16. Пресметај: 
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 15) y   ако ; 16) y3 23 5 7y x x x= - + -   ако 21
x

y
x

=
+

; 

 Задача 17-18. Пресметај ги -тите изводи на функциите: n

  17) sin 2y x= ;   18) sinxy e x= ; 

 Задача 19. Докажи ја следнава формула:  

  cos cos
2

n n n
x x

    
 


 0n, . 

 Задача 20. Докажи дека функцијата arcsiny x  ја 

исполнува равенката:  21 0x y xy    . 

 Задача 21. Покажи дека функцијата:  
arcsin xy e , 

ја исполнува диференцијалната равенка:  21 0x y xy y     . 

 Задача 22. Провери дали функцијата:   

   2cos ln 3sin lny x  x , 

 ја задоволува диференцијалната равенка: . 02  yyxyx

2.4. Извод од параметарски зададена функција 

 Задача 1-4. Пресметај ги изводите: 

  1) cos 2x a t , cos3y a t , ; 0a 

  2) 
2

t te e
x a t

 
   

, 1
2

t te e
y a

 
   

, a ; 0

  3) 4cosx t , 4siny t ; 

  4) 3cos
a

x
t

 , 3y atg t 0a 

2

, . 

 Задача 5-8. Пресметај ги изводите: 

 5) x t , 
3

3
t

y t  ;  6) 
2

21
t

x
t




, 2

1
1

y
t




; 
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 7) tx t e  22 t, y t e  ln;  8) x t t , 
ln t

y
t

 ; 

 Задача 9-12. Пресметај:  

 9) y   ако 42 , 4 3x t y t t   ; 10) y   ако 2cosx t , siny t ; 

 11) y   ако 2tx e , 3ty e ; 12) y   ако 3cosx t , 3siny t . 

 Задача 15. Покажи дека функцијата:  
22 3x t t  , 2 32y t t  ; 

ја исполнува равенката 3 22 0y y y    . 

2.5. Извод од имплицитно зададена функција 

 Задача 1-4. Пресметај ги изводите: 

  1) 3 22 4x xy y y   ; 2) 0y xe e xy   ; 

  3) 
2 2

2 2 1x y

a b
  ;  4) x y arctgy  . 

 Задача 5-8. Пресметај ги изводите: 

 5)  2sin 3cos cos 0y x y y xy   ; 6) arccos sin 0x
y

y
  ; 

 7) sin sin 0x ye y e x  ;   8)    2 21 2x y 9    . 

 Задача 9-10. Најди го изводот на следниве функции: 

9) 2xy x ; 10) 3 0x x ye   . 

 Задача 11-12. Пресметај ги изводите:  

11) 
 

   

42

2

1
1 2
x x

y
x x




  3 ;   12) 
 

 

33 2 2

2

1

2 1

x x
y

x





. 

 Задача 13-16. Пресметај: 

 13) y   ако arctgy x y  ;  14) y   ако 2

1
x

y
x

 ; 

 15) y   ако 2 2 2x xy y a   ; 16) y   ако 2 2y px . 
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 Задача 19. Покажи дека функцијата 0y arctgy x    го 

исполнува равенството: . 023  yyy

2.6. Диференцијал на функција. Приближно пресметување 

 Задача 1-4. Најди ги диференцијалите на функциите: 

  1) 
cos x

y
x

 ;   2) 3 3x 3y e x x  ; 

  3)  arcsin lny tgx ; 4)  23 arcc 2x xy tg   . 

 Задача 5-6. Најди ги вторите диференцијали на функциите: 

  5) 
21 x

x
y


 ; 6) 

2

sin 1
2
x

y x
æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷çè ø

. 

 Задача 7-9. Пресметај приближно:  

  7) 3 26,19 ;  8) ;    9) ln . sin 31 0,9

3. Примена на изводи 

3.1. Равенка на тангента и нормала на график на функција. Агол 
меѓу криви. Допирни големини 

 Задача 1. Напиши ја равенката на тангентата и нормалата 
на графикот на функцијата 2 3 2y x x    во точкaта  2, 2М . 

 Задача 2. Напиши ја равенката на тангентата и нормалата 
на графикот на функцијата lny x  во точкaта  1,?М . 

 Задача 3. Напиши ја равенката на тангентата и нормалата 

на елипсата 
2 2

1
4 9
x y

+ =  во точката:  

 1)  2,0A  ; 2)  2,0B ; 3)  0,3C ; 4)  0, 3D  . 

 Задача 4. Напиши ја равенката на тангентата и нормалата 
на графикот на функцијата  2 1 2y x x    во точката:  

 1)  2,?A  ; 2)  2,?B ; 3)  1,?C ; 4) 
7 ,?
3

D 
 
 

. 
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 Задача 5. Напиши ја равенката на тангентата на кривата 
 во точката 2 2 3 5x y xy    0  4,1М . 

 Задача 6. Напиши ја равенката на тангентата и нормалата 
на кривата  sinx a t t  ,  1 cosy a  t  во точката во која t  . 

 Задача 7. Во која точка се сечат тангентите на графикот на 

функцијата 
2 1

3
x

у
x





 повлечени во точки со апциси:  

1 4x =  и . 2 2x =-

 Задача 8. Под кој агол се сечат тангентите на графикот на 
функцијата sin 3у x  повлечени во точки со апциси:  

1 18
x


  и 2

5
18

x


 . 

 Задача 9. Пресметај ја плоштината на триаголникот 
ограничен со координатните оски и тангентата на графикот на 

функцијата 22у x 4   повлечена во точката со апциса . 0 2x 

 Задача 10. Најди го коефициентот на правец и тангентата 
на графикот на функцијата arctgxy  , во точката со апциса . 0 3x =

 Задача 11. Во коja точкa тангентата на графикот на 
функцијата  е паралелна со правата  3 23 3y x x x= - + +3

03 4x y+ - = ? 

 Задача 12. Напиши ги равенките на тангентите на елипсата 
2 2

1
4 3
x y

+ =  нормални на правата . 4 14y x= -

 Задача 13. Состави ја равенката на нормалата на графикот 
на функцијата xxy ln   која е нормална на правата 0332  yx . 

 Задача 14. Состави ја равенката на нормалата на графикот 
на функцијата  која е нормална на симетралата на 
првиот и третиот квадрант. 

23 2y x x= - +5

2
 Задача 15. Најди ги точките во кои тангентите на графикот 
на функцијата  и  се паралелни. 3 22y x x= - 22 3y x x= + -
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 Задача 16. Тетивата на графикот на функцијата 
3 1y x x= + -  поврзува две точки со апциси  и . Состави 

ја равенката на тангентата на кривата која е паралелна на тетивата. 
1x=- 1x=

 Задача 17. Најди ги аглите под кои се сечат графиците на 
функциите: 22y x=  и 22 8y x= - . 

 Задача 18. Најди ги равенките на тангентите на графикот 
на функцијата  повлечени од точката . 3 3y x= + ( )2,3A

 Задача 19. Најди ги равенките на тангентите на графикот 

на функцијата 
x

x
y

1
  повлечени од точката . ( )3,0A

 Задача 20. Најди ги точките во кои тангентите на графикот 

на функцијата 
2
2

x
y

x





 зафаќаат агол 

3
4
   со позитивната 

насока на x -оската. 

 Задача 21-22. Најди ја должината на субтангентата, 
субнормалата, тангентата и нормалата на графикот на функцијата:  

  21) y x  во точката со апциса 1x ; 

  22) y tgx  во точката со апциса 
4

x


 . 

3.2. Теореми за средна вредност  

(Ферма, Рол, Лагранж и Коши) 

 Задача 1. Најди ја најголемата и најмалата вредност на 
функцијата:    2 1f x x x   интервалот  1,1 . 

 Задача 2. Провери дали функциjaта:   24 2f x x x  


 ги 

исполнува условите од теоремата на Рол на интервалот 1,3 . Во 

потврден случај најди ја вредноста на точката  . 

 Задача 3. Покажи дека меѓу нулите на функцијата 
  22 3f x x x    се наоѓа корен на нејзиниот извод. 

 Задача 4-5. Провери дали функциите: 

  4)   1f x   x  на интервалот  0,3 ; 
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  5)   1
2

f x
x




 на интервалот  1,3 ; 

ги исполнуваат условите од теоремата на Лагранж. Во потврден 
случај, најди ја вредноста на точката  . 

 Задача 6. Во која точка од графикот на функцијата 
, тангентата е паралелна со отсечката што ги поврзува 

точките   и 

  2xxf 
A0,0  2, 4B . 

 Задача 7-8. Со помош на теоремата на Лагранж, покажи ги 
неравенствата: 

 7) , ;  8) 1e x x 0x   ln 1 x x  , . 0x 

 Задача 9. Провери дали функциите:  

  3 1f x x   и   23g x x  , 

ги исполнуваат условите од теоремата на Коши на интервалот 
 0, 2 . Во потврден случај најди ја вредноста точката  . 

3.3. Тејлорова формула 

 Задача 1. Разложи го по степените на 1x   полиномот:  

  3 22 5 3 1f x x x x     . 

 Задача 2. Пресметај , ако:  2,3f 

  4 32 1f x x x x    . 

 Задача 3. Aпроксимираj ja функцијата   xf x e  со 

Маклоренов полином од втор степен. 

 Задача 4. Апроксимирај ја функцијата   lnf x x
2x 
x  со 

Тајлоров полином од трет степен во околина на точката . 

3.4. Лопиталово правило 

 Задача 1-2. Пресметај ги границите: 

 1) 
2

22

6lim
4х

x х

x

 


;   2) 
2

0
lim

1xx

x

e 
; 
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 3) 
2

20

1 coslim
sinx

x

x


;  4) 

0

ln sinlim
ln sinx

ax

bx
; 

 5) 
0

lim
sin

ax bx

x

e e

x


, ,а b ; 6) 3 2lim

2x

x arctgx

x x x


 

; 

 7) lim
x

аx

e

x
, а ;  8) 

0

sinlim
sin 3x

x

x
; 

 9) 
1

lim 1x

x
x e



 
 

 
;   10)  

0
lim arcsin
x

x ctgx


; 

 11) 20

1 1lim
sinx x x x

 
 

 ; 12) 
2

lim
2cosx

x

ctgx x




 
 

 
; 

 13) 
0

lim x

x
x


;   14) 

0

lnlim
x

x

ctgx
; 

 15) 

1
ln

lim
2

x

x
arctgx




 
 

 ; 16) 

1

0

2lim arccos
x

x
x



 
 
 

; 

 17) 
0

limsin tgx

x
x


;  18) 

1
ln

0
lim x

x
ctgx


. 

3.5. Екстремни вредности, интервали на монотоност, превојни 
точки, интервали на конкавитет и асимптоти на функции 

 Задача 1. Претстави го бројот  како збир на два броја, 
така што нивниот производ да биде најголем. 

18

 Задача 2. Претстави го бројот  како збир на два броја, 
така што збирот на нивните кубови да биде најмал. 

18

 Задача 3. Од сите правоаголници со периметар  одреди го 
правоаголникот што има најголема плоштина. 

а

 Задача 4. Од сите правоаголници со периметар  одреди го 
правоаголникот што има најмала дијагонала. 

а

 Задача 5. Низ точката  1, 4A  повлечи права која со 

координатните оски гради триаголник во прв квадрант со најмала 
плоштина. 
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 Задача 6. Точка се движи по x -оската по равенката 
  sin cosx t t  t . Која е максималната оддалеченост на точката од 

координатниот почеток? 

 Задача 7. Определи ги димезиите на базен со квадратно дно 
и волумен  единици, така што за обложување на ѕидовите и подот 
на базенот да се потроши најмалку материјал. 

8

 Задача 8. Во топка со радиус R  впиши цилиндер со 
најголем волумен. 

 Задача 9. Во топка со радиус R  впиши цилиндер со 
најголема плоштина. 

 Задача 10. Во прав кружен конус со радиус R  и висина  
впиши превртен конус чие теме е во центарот на основата на 
првиот конус, така што волуменот да му биде максимален. 

H

 Задача 11. Во прав кружен конус со радиус R  и висина  
впиши цилиндар со најголем волумен. 

H

 Задача 12. Околу полутопка со радиус R  опиши конус со 
минимален волумен, така што основата на конусот да лежи во 
рамнината определена од основата на полутопката. 

 Задача 13. Во киносала најдобра позиција има оној гледач 
кој екранот го гледа под најголем агол. Одреди на кое растојание од 
екранот треба се седне гледачот, ако екранот е на висина од 1 до  
метри од окото на гледачот. 

7

 Задача 14. Од картон во форма на круг со радиус  е 
исечена фигура во форма на крст од која со превиткување и лепење 
може да се состави кутија без капак во форма на квадар. Определи 
ги димензиите на кутијата, така што нејзината плоштина да биде 
најголема. 

r

 3.7. Испитување тек и цртање график на функција  

Задача 1-2. Испитај го текот и нацртај го графикот на функцијата: 

1) 3 2y x x  ;  2) 4 25 4y x x   . 

Задача 3-10. Испитај го текот и нацртај го графикот на 
функцијата: 

3) 
1

2
x

y
x





;  4) 

2

2

1
2
x

y
x





;  5) 

2

2 3 2
x

y
x x


 

;  6) 2

3
1
x

y
x




; 
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7) 
22

1
x x

y
x

 



;  8) 

1
1

y x
x

 


;  9) 
 

3

21
x

y
x




;  10) 
4

2 3
x

y
x




. 

Задача 11-12. Испитај го текот и нацртај го графикот на 
функцијата: 

 11) 
2

1
2 2

x
y

x x




 
;  12) 

2

1
2

x
y

x





. 

Задача 13-14. Испитај го текот и нацртај го графикот на 
функцијата: 

 13) 2sin siny x x ;  14) 
1cos sin 2
2

y x x  . 

Задача 15-18. Испитај го текот и нацртај го графикот на 
функцијата:  

15) 
x

x
y
e

 ;  16)  1 2 xy x  e ;  17) 
2

2

2
5

x

e
y

x



; 18) 

 2

1
3 x

y
x e




. 

 Задача 19-22. Испитај го текот и нацртај го графикот на 
функцијата:  

19) 
ln x

y
x

 ;  20) lny x x ln;  21) y x x  ;  22) 
2 1 ln

4 2
x

y x  . 

4. Неопределен интеграл 

4.1. Основни правила и операциии со таблични интеграли 

 Задача 1-4. Најди ги интегралите: 

 1) 3I x dx  ;   2) 7 72I x d
x

   
  x ; 

 3)   3 2 1I x x   dx ; 4)  22 3I x d  x . 

 Задача 5-8. Најди ги интегралите: 

  5) 5 2I x dx  ; 6) 
3 4 34

2 x
dx

x x

 
 

 
 ; 
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  7)  4 34 2x x dx ; 8)
 3

2

2

1x
I dx

x


  . 

  Задача 9-12. Најди ги интегралите: 

  9) 3sinI xdx  ;  10) 2cos
2
x

I dx  ; 

11) 
2

sin cos
2 2
x x

I dx   
  ;  12) 

2cos
1 sin

x
I dx

x


 . 

 Задача 13-16. Најди ги интегралите: 

 13)   2 2sin 1I x tg x d x ; 14) 
sin 2
sin

x
I dx

x
  ; 

 15)   2 2cos 1I x tg x d x ; 16) 2

cos 2
sin

x
I dx

x
  ; 

 Задача 17-20. Најди ги интегралите: 

  17) 
23 9
dx

I
x




 ; 18) 
2

1 1
1
x x

dx
x

  


 ; 

  19) 
2

2 1
x

I dx
x


 ;    20) 

 
 

2

2

1
1
x

dx
x x



 . 

 Задача 21-24. Најди ги интегралите: 

  21) 
2 1

1

x

x

e
I dx

e




 ; 22) 2 3x xI dx  ;  

  23) 3 xI dx  ; 24) 
13 4

12

x x

x
I dx


  . 

4.2. Смена на променливи 

 Задача 1-8. Најди ги интегралите: 

 1) sin 3xdx ; 2) 3 1xe dx ; 3) 2 7x dx ;  4) 
dx

x a ; 

 5)  112x dx ; 6) 
 71
dx

x  ;  7) 2 53 x dx ;  8) 
2

1
5

dx
x

 . 
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 Задача 9-14. Најди ги интегралите: 

 9) 
3

4 2

2
4

x
dx

x x


 ; 10) 

2

34

3
7

x
dx

x 
 ; 11) 

2xxe dx ; 

12) 
32 15xx dx ; 13) 

 2 2arccos 1
dx

x x
 ; 14) 

sin cos
sin cos
x x

dx
x x


 . 

 Задача 15-20. Најди ги интегралите: 

15) 
2 1

1
x

dx
x


 ; 16) 

2

1
x
dx
x ;            17)   1 7 12

x x d  x ; 

18) 2 3 1x x dx ; 19) 4 5x x dx ; 20) 31 xdx . 

4.3. Парцијална интеграција 

 Задача 1-2. Најди ги интегралите:  

  1) xtgxdx ;   2) 2sin
x
dx
x . 

 Задача 3-4. Најди ги интегралите:  

  3) 3 2xx e dx ;   4)  3ln 1x dx . 

 Задача 5-6. Најди ги интегралите: 

  5) x
axlog dx  ;  6)    3 ln 2x x d  x . 

 Задача 7-10. Со помош на парцијалната интеграција најди 
ги следниве интеграли: 

 7) arccosI xdx  ;  8)  arcsin lnI x dx  ; 

 9) 2I arctg xdx  ;  10) I arcctg xdx  . 

 Задача 13-16. Со помош на парцијалната интеграција најди 
ги следниве интеграли: 

 13) cosxI e xd x ;  14) sin 2xI e x dx ; 

 15)  cos lnI x dx  ;  16)  sin ln 2I x dx  . 
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 4.4. Интеграли од линеарен бином и квадратен трином 

 Задача 1-2. Сведи ги во облик   cxtbta  ,2  изразите: 

1) 22 7 1x x  ; 2) 22x x  . 

 Задача 3-4. Сведи ги во облик  bta 2  или  22 tba  , 

cxt  ; изразите: 

3) 22 3 3x x  ; 4) 23 9x x 7   . 

 Задача 5-7. Најди ги интегралите:  

 5) 22 2
dx

x x 3  ;    6) 2 2 1
dx

x x  ;  7) 23 2
dx

x x  . 

 Задача 8-9. Најди ги интегралите:  

8) 
 2ln ln 1

dx

x x x  ; 9) 
 

2

1 cos sin
8cos 2cos 8

x xdx

x x


  . 

 Задача 10-11. Најди ги интегралите: 

 10) 
 321

dx
I

x



 ;   11) I

 221

x
dx

x
 . 

 Задача 12-13. Најди ги интегралите: 

 12) I 2

4
2 3
x

dx
x x


  ;  13) I 2

3
2 3 1
x

dx
x x


  . 

 Задача 14-16. Најди ги интегралите: 

 14) 
24

dx

x
 ; 15) 

2 3
dx

x 
 ;  16) 

21 9
dx

x
 . 

 Задача 17-18. Најди ги интегралите:   

 17) I
2 2 3
dx

x x 
 ;  18) I

23 4
dx

x x 
 . 

 Задача 19. Најди го интегралот: I
2

cos
sin 2sin 2

x
dx

x x 
 . 

 Задача 20-21. Најди ги интегралите:  
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  20) I 2 1t d t ; 21) I 24 t dt . 

 Задача 22-23. Најди ги интегралите:   

 22) I 2 4 3x x d  x ; 23) I 2 2 3x x dx   . 

 Задача 24. Најди го интегралот: I
 32 2 3

dx

x x 
 . 

4.5. Интеграли од рационални функции 

 Задача 1-2. Подели ги полиномите:  

 1) 3 23 2x x 6   со 2 2 3x x  ;  2) 22 3 1x x   со 1x  . 

 Задача 3-5. Разложи ги на множители следниве полиноми: 

 3) 2 32x x  ; 4)   22 6x x x   ; 5) 3 1x  . 

 Задача 6-8. Декомпонирај ги подинтегралните функции, без 
наоѓање на коефициентите: 

6) 22 10 1x x  2
dx

;      7) 
   

3

23 2

1

1 1

x x
dx

x x x

 

  
 ;      8) 4 dx

1
x x . 

 Задача 9-10. Најди ги интегралите:   

 9) 
 1
dx

x x  ;   10) 
3

1
x dx

I
x


 . 

 Задача 11-14. Најди ги интегралите:   

 11) I
2

3

4 16 8
4

x x
dx

x x

 
 ;  12) I

4

3 1
x
dx

x  ; 

 13) I
 22 21

dx

x x
 ;  14) I

5 4 
4 2

2
4 4

x x
dx

x x  . 
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4.6. Интеграли од ирационални функции 

 Задача 1-4. Најди ги интегралите:   

  1) I
1

xdx

x  ;  2) I
31
x
dx
x ;  

  3)   3 xx

dx
;  4) 

3

3 1

x
dx

x 
 . 

 Задача 5-8. Најди ги интегралите:   

  5) I 
4 2 1
dx

x   ; 6) I
3

1 1
1 1

x
dx

x

 
  ; 

  7) I
2
x
dx
x ; 8) I  

3

3

2
2

x x
dx

x x


  . 

4.7. Интеграли од тригонометриски функции 

 Задача 1-2. Најди ги интегралите: 

 1) 
5

5 4

sin
cos
x
dx
x

 ;  2) 
3cos

2 sin
x
dx
x  

 Задача 3-4. Најди ги интегралите: 

 3) I
1

2 cos
dx
x ;   4) I

cos
1 cos

x
dx
x . 

 5) I
5 4sin 3cos

dx

x x  ; 6) I
sin

sin cos
x

dx
x x . 

 Задача 7-8. Најди ги интегралите:   

 7) I 2 3

sin 2cos
sin cos 3cos

x x
dx

x x x


 ;  8) I

2

2

sin
1 cos

x
dx
x . 

 Задача 9-12. Најди ги интегралите: 

 9) I  cos 2 cosx xdx ; 10) I  sin 2 cosx xdx ; 

 11) I  sin cos 2x x dx ; 12) I  sin 5 cos3 cosx x xd x . 
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 Забелешка. Во записите функцијата  f kx  ја запишуваме 

без заграда, fkx . На пример записот  2sin cosx x  означува:  

   sin cos 2x x , а не   sin cos 2x x . 

 Задача 13-16. Најди ги интегралите:   

 13) I 2 3sin cosx xdx ;  14) I 3sin cos
dx

x x ; 

 15) I 2 2sin cosx xdx ;  16) I 4 2sin cosx xdx ; 

 Задача 17-18. Со користење рекурентна формула, Најди ги 
интегралите:  

 17) 7cosI xdx  ;  18) 5sin
dx

I
x

  . 

4.8. Интеграли што се решаваат со тригонометриски смени 

 Задача 1-3. Најди ги интегралите:   

 1) I 24x x dx ;  2) I
 321

dx

x
 ;  3) 

 22 axx

dx
. 

5. Определен интеграл и примена 

5.1. Определен интеграл 

Пресметување на определен интеграл по дефиниција 

 Задача 1. Дадена е поделбата: 
3 50, , , , , ,

6 4 2 4 6
P

       
 

. 

Најди ја нормата на поделбата и горната и долната сума на Дарбу 

за функцијата:   cosf x x , 





2
,0 

x . 

 Задача 2. Докажи дека константната функција  е 

интеграбилна и: 

  1f x 

 
1

0

1f x dx  . 

 Задача 3. Испитај ја интеграбилноста на функцијата:  
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   1 0,1

1 0

x
f x x

x

  
 

  на  1,0 . 

 Задача 4. Испитај ја интеграбилноста на функцијата: 

 
1
0

x е рационален број
f x

x е ирационален број


 


 на  1,0 . 

 Задача 5-6. Пресметај по дефиниција:  

  5) I
3

2

xdx ;   6) I  
1

2

0

1x dx ; 

Формула на Њутн Лајбниц 

за пресметување на определен интеграл 

 Задача 1-2. Пресметај ги интегралите:  

  1) 
1

ln
e

xdx ;  2) 2

0

sin xdx


 . 

 Задача 3. Пресметај го интегралот: I
1

2

1x dx


 . 

 Задача 4. Пресметај го интегралот: I
2

0

sinx x dx


 . 

 Задача 5.* Пресметај го интегралот: I
2

0

1
2 cos

dx
x



 . 

Неравенства со интеграли 

 Задача 1. Докажи дека:  

 
2

1 1 1 3 1 ln 2
1 1

e

x x x
        . 
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5.2. Несвојствен интеграл 

 Задача 1. Испитај ја конверенцијата на интегралите, во 
случај интегралот да конвергира пресметај ја неговата вредност: 

 1)  2lne

dx
I dx

x x



  ;  2) 
1

cosI xdx


  ;  3) 
0

ln
e

I x xd  x ; 

 4) 
1

0

1
I dx

x
  ;  5) 

 

1

2
0 3

1

1

x
I dx

x





 ;  6) 

2

2
0 3 2

dx
I

x x


  . 

 Задача 7. Пресметај го интегралот 
1

2
1 1
dx

x 
 . 

5.3-5.6. Примена на определен интеграл 

5.3. Плоштина на рамнински лик 

 Задача 1. Пресметај ја плоштината на криволинискиот 
трапез ограничен со: x -оската и  графикот на функцијата 21y x  . 

 Задача 2. Пресметај ја плоштината на ликот ограничен со 
кривите: 4xy  , 1x  , 4x   и . 0y 

 Задача 3. Пресметај ја плоштината на фигурата ограничена 
со параболата 22y x x   и правата 0x y  . 

 Задача 4. Пресметај ја плоштината на делот од рамнината 
ограничен со кривите 2y x  и 22y x  . 

 Задача 5. Пресметај го односот на фигурите ограничени со 
параболата  и кружницата . xy 22  822  yx

 Задача 6. Пресметај ја плоштината на делот од рамнината 
ограничен со кривите: 3xy   и 2y x x  , 0x   и 1x  . 

 Задача 7. Пресметај ја плоштината на ликот ограничен со 
кривата x y a   и координатните оски. 

 Задача 8. Пресметај ја плоштината на ликот ограничен со 
еден лак на циклоидата  2 sinx t t  ,  2 1 cosy   t  и x  - оската. 

 Задача 9. Пресметај ја плоштината на делот од рамнината  
ограничен со кривата: 22x t t  , 2 32y t t  . 
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 Задача 10. Пресметај ја плоштината на делот од рамнинaта 

ограничен со астроидата: 
2 2
3 3 2 2x y  . 

 Задача 11. Пресметај ја плоштината на делот од рамнината 
ограничен со кривата: 2 2 sin 2a   . 

 Задача 12. Пресметај ја плоштината на делот од рамнината 
ограничен со кардиоидата:  1 sina    . 

 Задача 13. Пресметај ја плоштината на ликот ограничен со 
трилисната детелина: cos3a  . 

 Задача 14. Пресметај ја плоштината на ликот ограничен со 
четирилисната детелина: sin 2a  . 

5.4. Должина на лак на крива 

 Задача 1. Пресметај ја должината на лакот на кривата:  

 21 1 ln , 1,
4 2

y x x x е   . 

 Задача 2. Пресметај ја должината на лакот од кривата 

  меѓу точките со апциси xy sinln
4

x


  и 
3

x


 . 

 Задача 3. Пресметај ја должината на лакот на кривата:  

 32 1y x   

што го отсекува правата 4x  . 

 Задача 4. Пресметај ја должината на лакот на кривата:   

ln cosy x 0 меѓу точките со апциси x  до 
4

x


 . 

Задача 5. Пресметај ја должината на лакот на кривата:  

lny x , 
3 12,
4 5

x
    

. 

 Задача 6. Пресметај ја должината на лакот на кривата:  

 cos sinx a t t t  ,  sin cosx a t t t  ,  0, 2t  . 
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 Задача 7. Пресметај ја должината на лакот на кривата: 

2x t ,  2 3
3
t

y t  ; 

меѓу пресечните точки со x -оската. 

 Задача 8. Пресметај ја должината на лакот на астроидата:  
3cosx t , 3siny t . 

 Задача 9. Пресметај ја должината на лакoт на циклоидата: 

 2 sinx t t  ,  2 1 cosy t  . 

 Задача 10. Пресметај ја должината на елипсата:  
2 2

2 2 1x y

a b
  . 

 Задача 11. Пресметај ја должината на лакот на 
кардиоидата:  1 sina   , . 0a 

 Задача 12. Пресметај ја должината на кривата: 3sin
3

а
  . 

5.5. Волумен на ротационо тело 

 Задача 1. Пресметај го волуменот на телото добиено со 
ротација околу х -оската на фигурата ограничена со графикот на 
функцијата lny x  правата x е  и х -оската. 

 Задача 2. Пресметај го волуменот на телото добиено со 
ротација околу y -оската на делот од рамнината ограничен со 

кривите: 2y x , 0y  , 1x   и 4x  . 

 Задача 3. Користејќи равенка на кружница со радиус R , 
изведи ја формулата за волумен на топка со радиус R . 

 Задача 4. Пресметај го волуменот на ротационото тело 

добиено со ротација на елипсaта 
2 2

1
4 9
x y

   околу x -оската. 

 Задача 5. Пресметај го волуменот на телото добиено со 
ротација околу x -оската на фигурата ограничена со кривите:  

21
1
x

y


 и 0y . 
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 Задача 6. Пресметај го волуменот на телото добиено со 
ротација околу x -оската на фигура огра чена со кривите:  та ни

3y x  и 22y x  . 

 Задача 5. Пресметај г ено на телото добиено со 
ротација околу

о волум т 
 x -оската на ликот меѓу крив :    ите

 2 21y x x   и 0y  . 

 Задача 7. Пресметај го вол енот а телото добиено со 
ротација на фигурата околу

ум  н
 x -оската ани на со кривите:   огр че

2xy   и 2y x . 

 Задача 8. Кривата  22 2 1x y  ,   ротира околу x -оската. 

Пресметај го волуменот на тационо тело.  добиеното ро

 Задача 9. Астроидата 
2 2
3 3 4x y    ротира околу оската. 

Пресметај го волуменот на добиеното ротационо тело. 

го волуме о

y -

 Задача 10. Пресметај нот на ротацион то тело 
што се добива со ротирање околу x -оската на циклоидата:  

 3 sinx t t  ,  3 1 cosy t  ,  2,0t . 

 

5.6. Плоштина на ротациона површина 

 Задача 1. Пресметај ја плоштината на површината што се 

добива со ротирање на елипсата:  
2 2x y
2 2 1
а b

   околу x -оската. 

 Задача 2. Кривата cosy x ,  ,0x , ротира околу x -
оската. Пресметај ја плоштин ротациона површина

ја плоштината на п н

ата на добиената . 

 Задача 3. Пресметај овршината добие а 
со ротација околу y -оската на ликот определен со кривите:  

2

4
x

y   и 
3

y
2

 . 

 Задача 4. Пресметај плоштината на површината 
образувана со ротација околу

ја 
 x -оската на кривата: 
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3

3
t

x  , 
2

4
2
t

y   ; 

 x -меѓу пресечните точки со оск . 

 Задача 5. Пресметај ја плоштината на површината добиена 

ата

со ротација околу y -оскат  на криваа та:  

 2 sinx t t  ,  2 1 cosy t  . 

 Задача 6. Пресметај ја плоштината на површината добиена 
со ротација околу x -оската на кр ата:  ив

32cosx t , 32siny t . 
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