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Предговор 
 

 Учебникот „Диференцијално и интегрално сметање II (на 
функции од повеќе променливи)“ целосно ја покрива содржината по 
предметот Математика 2 (3+3). 
 Учебникот можат да го користат и студентите од останатите 
технички факултети, бидејќи во нивните предмети од областа 
математика се изучува ист или сличен материјал. 

 Материјалот во првиот дел од учебникот е поделен на 11 
глави, без предговор, литература и содржина: 1. Функции од повеќе 
променливи; 2. Парцијални изводи; 3. Примена на парцијални 
изводи; 4. Диференцијални равенки од прв ред; 5. Линеарни 
диференцијални равенки; 6. Двоен интеграл; 7. Троен интеграл; 8. 
Криволиниски интеграл, 9. Површински интеграл; 10. Векторска 
анализа; 11. Диференцијална геометрија.  
 Вториот дел од учебникот содржи решени задачи од 
претходно наведените теми. 

 Теорискиот дел од материјалот е напишан во периодот 2014-
2017-та година, кога се обработени на компјутер (освен цртежите 
кои се скенирани во ракопис и нацртани во 2023-та) предавањата 
коишто ги држи авторот на предметот Математика 2 (3+3) и 
сродниот предмет Одбрани поглавја од математиката (4+4) во 
последните 10 години (2014-2023). Во периодот 2018-2023-та 
година, материјалот е досредуван и проширен до сегашната форма 
со цртежи и содржини кои ги поврзуваат и дообјаснуваат целините 
што се обработуваат на предавањата. Најголем дел од решените 
задачи се напишани во ракопис во периодот 2004-2006-тата година, 
преработени во 2009-тата, а обработени на компјутер и 
финализирани во периодот 2021-2023-та година. Најголем дел од 
задачите авторот ги користеше за држење на вежбите во периодот 
2004-2023-та година, како и за држење на предавањата 2014-2023. 
Задачите со исти или сменети цифри се зададени на писмените 
испити во периодот од 2004-2023-та, а се користени и од 
демонстраторите за држење на вежбите во периодот 2014-2023. 

 Ова е прво издание на учебникот и авторот ќе им биде 
благодарен на читателите кои со своите забелешки ќе придонесат 
во подобрувањето на квалитетот во наредните изданија. 

 
 
 

     Проф. д-р Зоран Мисајлески 

  



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Учебникот e посветен на мојот татко Силјан (1937-2024), 
наставник по математика, 

затоа што ме поттикна да ја проучувам математиката 
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I ДЕЛ. ТЕОРИЈА 

 
1. ФУНКЦИИ ОД ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ  

 
1.0. ОСНОВНИ ПОИМИ 

ЗА МНОЖЕСТВАТА ОД РЕАЛНАТА РАМНИНА 
 

Растојание меѓу точките  11, yxM  и  22 , yxN  е бројот:  

     212
2

12, yyxxNMd  . 

 Нека 0 .  -околина на точката  0 0 ,M 0М x y  е 

множеството:  

        00 ,, MMdyxMT , каде што:  ,M М x y . 

 Множеството  е отворено, ако за секоја точка 2А 
M А , постои  -околина на M  што се содржи во А .  

Множеството  е затворено, ако 2А  2 \ А  е отворено. 
 Околина на точката M  е секое отворено множество што ја 
содржи M . 

Околината е унија од  -околини. Бидејќи  -околината е 
околина, често под поимот околина ќе подразбираме  -околина. 
 Множеството: 

  2
0 ,M d M M R  , 

се нарекува отворена (дводимензионална) топка со радиус R  и 

центар . Множеството 0M   2
0 ,M d M M R   , се нарекува 

затворена (дводимензионална) топка со радиус R  и центар . 0M

 Множеството  е ограничено, ако постои отворена 
топка , таква што: . 

2А 
А 0MT   0T M

 Раб на множеството , ознака 2А  А , е множеството за 
кое секоја  -околина на произволна точка M А  содржи точки од 

 и . А 2 \ А
 Затворач на множеството , ознака А А , е најмалото 
затворено множество што го содржи А . 
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 Множеството  е сврзано ако не може да се претстави 
како како унија од две непразни множества 

2C  
А  и B , такви што 

А B A BÇ = Ç =Æ . 
 Пат во  што ги поврзува точките 2А  M  и  е 

непрекинато пресликување , такво што 

N

[ ]1 2: ,k t t A ( )1k t М=  и 

. Множеството  е пат-сврзано, ако за кои било 

две точки 

( )2k t N= 2 А

M  и  постои пат во  што ги поврзува N А M  и . 
Секое пат-сврзано множество е сврзано.  Отворено и сврзано 
множество се нарекува област. Затворена област е областа 
заедно со нејзиниот раб. Понекогаш затворената област ќе се 
нарекува само област.  

N

 Точката M  е точка на натрупување (точка на 
акумулација) за множеството , ако секоја нејзина А  -околина 
содржи точка од  \ MА . Множеството точки на натрупување на 

, ознака , се нарекува изводно множество на . Важи:  А А¢ А

А А А  . 

 
1.1. ДЕФИНИЦИЈА НА ФУНКЦИЈА ОД ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ 

  
 Дефиниција на функција со две променливи. 
Функцијата:  

YXf : , , , 2X   Y  

се нарекува реална функција со две променливи.  

 Означуваме:  yxfz ,  или  Mfz   каде што:  ,M M x y . 

 Променливите x  и  се независни променливи, додека 
променливата  е зависна променлива. Множеството 

y
z X  се 

нарекува домен или дефинициона област (се означува и со ), fD

Y  се нарекува кодомен, и  правило на пресликување. 
Понекогаш  дефиниционата област кратко се нарекува „област“ 
(кога е јасно дека поимот се однесува на дефинициона област). Во 
општ случај дефиниционата област не мора да е област, т.е. 
отворено и сврзано множество. Множеството:  

f

( ) ( ){ }, , ff x y x y DÎ  

е множество вредности на функцијата  и се означува со f fV . 

д-р Зоран Мисајлески 
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 График на функцијата  е множеството:  f

     , , , , fx y f x y x y D . 

 Една функција може да биде зададена табеларно, 
графички и аналитички. 
 При табеларното задавање на функцијата се формира табела 
во која се зададени независните и зависната променлива. Најчесто 
се користи за функции што имаат конечна дефинициона област. 

     

1 2

1 2

1 1 2 2

...

...
, , ... ,

n

n

n n

x x x

y y y

f x y f x y f x y

 

Цртеж 1.1.1. Табеларно задавање на функција од две променливи. 
 

 Ако фунцијата е зададена преку нејзинитот график, велиме 
дека е зададена графички. 

 
Цртеж 1.1.2. Домен и график на функција од две променливи 

 
Аналитичкото задавање функција е задавање преку формула 

и може да биде експлицитно, односно со равенката:  

 yxfz ,  (  ,x g y z ,  ,y h x z ); 

имплицитно, односно со равенката:  

  0,, zyxF ; 

параметарски, односно со равенките:  

 txx  ,  tyy  ,  tzz  , t ;  TÎ

итн. Најчесто ќе работиме со функции зададени аналитички. 
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1.2. СКИЦИРАЊЕ ПОВРШИНИ 

 
Површините се множества точки во простор и може да се 

скицираат на лист хартија. За да се визуелизира нивниот 
тродимензионален лик се користат повеќе техники. Една од нив е 
методот на пресеци, според кој површините се скицираат со 
помош на кривите кои се пресек на површината со координатните 
рамнини или рамнините паралелни на нив. 

Ниво линии во однос на xOy -рамнината се пресеците на 
површината со рамнините , каде што  е константа. 
Аналогно се дефинираат ниво линиите во однос на другите 
рамнини. Под ниво линии ќе ги подразбираме ниво линиите во 
однос на 

z C= C

xOy -рамнината, додека за останатите рамнини ќе биде 
нагласено. 

 

 
      22

0
2

0
2

0 Rzzyyxx   
Сфера 

 

 

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

Елипсоид 

 

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

Еднокрилен хиперболоид 

 

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

Двокрилен хиперболоид 
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2

2

2

2

b

y

a

x
z   

Елиптичен параболоид 

 

2

2

2

2

b

y

a

x
z   

Хиперболичен параболоид 

 

02

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

Конус 

 

12

2

2

2


b

y

a

x
 

Елиптичен цилиндар 

 

12

2

2

2


b

y

a

x
 

Хиперболичен цилиндар 

 
ayx 2 ,  
0a  

Параболичен цилиндар 

Цртеж 1.2.1-10. Површини од втор ред 
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Пресеците на површината со координатните рамнини се 
викаат главни пресеци. 

Во продолжение се скицирани и аналитички се опишани 
сферата (со нејзината општа равенка), како и најзначајните 
површини од втор ред сместени во координатен систем кој одговара 
на нивните канонски равенки.  

Површината од втор ред може да се претстави како унија од 
најмногу два графика на функции од две променливи. 

Равенкатата на површината од втор ред, сместена во 
произволен координатен систем, може да се определи ако се најде 
врската меѓу координатите на точката и координатите на точката од 
координатниот систем во кој површината има канонска равенка.  

Постапката се нарекува трансформација на координати. 
 

 Задача 1.2.2.  Да се скицира површината 221
1
yx

z


  со 

помош на ниво линии и главни пресеци. 

 Решение. Главни пресеци се:  

0x , 21
1
y

z


 ; и 0y , 21
1
x

z


  (цртеж 1.2.2.1-2.). 

 

 
Цртеж 1.2.2.1. 

 

 
Цртеж 1.2.2.2. 

 
Не постои пресек со -рамнината бидејќи xOy 0z . 

 Ниво линии се:  

Cz    C
yx


 221

1
 

C
yx

11 22   1122 
C

yx . 
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Притоа:  

011


C
 11


C

 0C , 1C   1,0C . 

Значи, ниво линиите се кружниците:  

1122 
C

yx ,  1,0C . 

 Ги скицираме ниво линиите и главните пресеци во тридимен-
зионален координатен систем, со што се визуелизира површината. 

 
Цртеж 1.2.2.3. 

 
 

1.3. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА  
 
 Нека функцијата  yxfz ,   е дефинирана во околина на 

точката  0 0 , 0M M x y , освен можеби во точката 0M  (  00 , yx ). 

 
 Дефиниција 1.3.1. (Коши). Бројот  е граница (лимес) 
на функцијата 

L
 yxfz ,  во точката  00 , yx  (кога    0 0, , x y x y ), 

ако за секое 0 , постои 0 , така што од:  

     2
0

2
00 yyxx  да следува:  ,f x y L   . 

Во тој случај пишуваме:  

 
0
0

lim ,
x x
y y

f x y L



 , 
   

 
0 0, ,

lim ,
x y x y

f x y L


   или  
0

lim
M M

f M


 L .■ 
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Цртеж 1.3.1. 

 
Да забележиме дека бројот  е точка од рамнината, т.е. 

може да се запише во обликот 
L

 ,L Lx y , каде што Lx  и Ly  се реални 

броеви.  
Значи, бројот  е граница ако колку и да земеме мала 

околина 
L

 ,L L     на , секогаш ќе постои L  -околина на 

, таква што сликите на сите точки од околината, освен 

, се во интервалот 

 00 , yx

 00 , yx


  ,L L   .  

Тогаш, ако избереме низа од точки од , што неограничено 

се доближуваат до 
fD

 00 , yx , сликите неограничено ќе се 
доближуваат до . Затоа точно е следново тврдење: L
 
 Дефиниција 1.3.2. (Хајне). Бројот  е граница на 
функцијата 

L
 yxfz ,  во точката  00 , yx , ако за секоја низа 

 ,n n x y  во   0 0\ ,fD x y  која конвергира кон , 

соодветната низа 

 00 , yx

   ,n nyf x  конвергира кон . L

 Дефинициите 1.1.2. и 1.1.3. се еквивалентни. Всушност, 
1.1.3. е теорема, но бидејќи во многу литератури се зема за 
дефиниција, и двете еквивалентни тврдења се означени како 
дефиниции.  Границата на функцијата од две променливи поседува 
аналогни својства како во еднодимензионалниот случај. Нивните 
докази, исто така, се аналогни.  
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 Теорема 1.3.3. (Збир, разлика, производ и количник 
на граници и смена на променливи за граница). Нека 
функциите f  и  g  се дефинирани во околина на  00 , yx  и постојат 

 
0
0

lim ,
x x
y y

f x y



 и  li ,
0
0

m
x x
y y

g x y



. Тогаш: 

1.         
0 0
0 0

lim , , lim , lim ,
x x x x x x
y y y y y y

0
0

f x y g x y f x y g x y
 
 

  



; 

2.         
0 0
0 0

lim , , lim , lim ,
x x x x x x
y y y y y y

0
0

f x y g x y f x y g x y
 
 

 



; 

3. 
 
 

 

 
0
0

0
0 0

0

lim ,
,

lim
, lim ,

x x
y y

x x
y y x x

y y

f x y
f x y

g x y g x y





 



 
  

 
  ако  

0
0

lim , 0
x x
y y

g x y



 . 

4. (Смена на променливи). Ако  
0
0

lim , g
x x
y y

f x y A D



   каде што g  

е непрекината функција од една променлива, тогаш:  

    
0
0

lim ,
x x
y y

g f x y g A



 . 

 
 Задача 1.3.1-2. Пресметај ги границите, ако постојат:  

1) 
3 3

20
0

lim
x
y

2

x y
L

x y






; 2) 2 20

0

lim
x
y

xy
L

x y





. 

 Решение. 1) Ако во границата воведеме смена (поларни 
координати):  cosx ,  siny ; тогаш кога  и  
следува дека 

0x 0y
0  , па добиваме:  

3 3 3 3cos sinlimL 2 2 2 20 cos sin

   
    


 

 3 3 3

0
2 2 2

1

cos sin
lim

cos sin


  

  





 
  

 


 

 3 3

0
lim cos sin 0


  


  . 

Границата е  бидејќи 0 0   и 3cos sin3   е ограничена. 
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 2) Прв начин. Воведуваме смена  cosx ,  siny ; па: 

2

20

sin coslim sin cosL


    


  . 

Заради произволноста на   следува дека границата не постои. 
 Втор начин. Ако земеме axy  , тогаш:  

2

2 2 2 2 20 0
0

lim lim
1x x

y

2

xy ax a

x y x a x a 


 
  

. 

 Заради произволноста на параметарот , следува дека 
границата не постои.■ 

a

 
 Теорема 1.3.4. Функцијата  yxfz ,  има граница  во 
точката  ако и само ако може да се претстави во обликот:  

L

 00 , yx 

   , ,f x y L x y  , каде што:  
0
0

lim , 0
x
y

x y



 . 

Доказ. Нека функцијата има граница . Дефинираме:  L

   , ,x y f x y L   . 

Тогаш:  
  , , f x y L x y    и  

0
0

lim , 0
x
y

x y



 .■ 

 
За фиксно  функцијата y  yxfz ,  може да се разгледа 

како функција од една променлива    ,y x f x y   за која е 

дефиниран, ако постои,    
0 0

lim ,
x x

lim yx x
x f x y

 
 . За произволно y , 

лимесите дефинираат функција    ,
0

lim
x xx y f x y


  која 

определува, ако постои,    
0

,
0 0

lim lim
y y x x

lim xy y
y f x y

 



 (1). 

Слично е определен, ако постои,  lim lim ,
x x y y0 0

f x y
 

 (2). 

Границите (1) и (2) се нарекуваат повторени граници.  
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Следниве примери покажуваат дека ако постои границата на 

функцијата, не мора да постојат повторените граници во дадена 
точка, и обратно ако постојат повторените граници дури и ако се 
совпаѓаат, не мора да постои границата на функцијата. 
 
 Пример 1.3.3. Повторените гранични вредности на 

функцијата  , x y
f x y

x y





 во точката  0,0  постојат и се различни, 

додека граничната вредност во истата точка не постои. Имено: 

а) 
0 0 0

lim lim lim 1
x y

y x y

x y y

x y y



  

 
     

 и  

б) 
0 0 0

lim lim lim 1
x y

x y x

x y x

x y x



  


 


. 

в) 
0
0

lim
x
y

x y

x y





 не постои бидејќи 
2 1,
n n

 
 
 

 и 
3 1,
n n

 
 
 

, ; 

тежат кон 

n

 0,0  кога , но низите од нивните вредности 

тежат кон различни граници: 

n

2 1 3
2 1, 3 32 1 1

n n nf
n n

n n n

      
  

 и 

3 1 4
3 1, 23 1 2

n n nf
n n

n n n

  2    
  

, 

кога . n
 
 Пример 1.3.4. Повторените гранични вредности на 
функцијата од задачата 1.3.2. во точката  0,0  се еднакви, додека 

граничната вредност на функцијата не постои. Имено: 

2 2 20 0 0 0

0lim lim lim lim 0 0
y x y y

xy

x y y   
  


 и  

2 2 20 0 0 0

0lim lim lim lim 0 0
x y x x

xy

x y x   
  


. 
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 Пример 1.3.5. За функцијата   1, sinf x y y
x

  постои 

граничната вредност и една од повторените гранични вредности во 
, додека другата повторена гранична вредност не постои. 

Имено: 

0,0

а) 
0 0 0 0

1lim lim sin lim limsin
y x y x

y y
1

x x   
  не постои бидејќи 

0

1limsin
x x

 не 

постои (види збирка диференцијално и интегрално сметање 1); 
 

б) 
0 0 0

1lim lim sin lim 0 0
x y x

y
x  
  ; и 

 

в) Заради 
1siny y y
x

   , имаме: 

0 0 0
0 0 0

1lim lim sin lim
x x x
y y y

y y y
x  

  

   
0
0

10 lim sin 0
x
y

y
x



  , 

од каде што следува дека:  

0
0

1lim sin 0
x
y

y
x



  т.е. 
0
0

1lim sin 0
x
y

y
x



 . 

Забелешка*. Следнава теорема ги определува условите 
кога постојат и се еднакви границата и повторената граница на 
функцијата, но бидејќи не е предмет на овој курс, само ќе ја 
наведеме. 

 
Теорема 1.3.5. Ако постои границата на функцијата 

 во точката  yxfz ,   00 , yx  и ако за секое    0 \ 0y T y y  постои 

границата    ,
0

lim
x x

g y f x y


 , тогаш постои повторената граница:  

   
0 0 0

lim lim lim ,
y y y y x x

g y f x y
  

  и    
0 0 0

0

lim lim , lim ,
y y x x x

y

f x y f x y
  



 . 
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1.4. НЕПРЕКИНАТОСТ 

 
 Нека функцијата  yxfz ,   е дефинирана во околина на 
точката  00 , yx . 

 Дефиниција 1.4.1. Функцијата  yxfz ,  е непрекината 

во точката  00 , yx , ако:  

   0 00
0

lim , ,
x
y

f x y f x y



 . 

Функцијата  yxfz ,  е непрекината (на X ), ако е 
непрекината во секоја точка од  (fD X ). 

 За да  yx,fz   биде непрекината во точката  00 , yx , треба 
да постојат:  

1)  
0
0

lim ,
x
y

f x y



;  

2)  00 , yxf ; и  

3) двете вредности да се еднакви. 

 Значи, непрекинатоста, всушност, е граница на функција во 
случај кога границата е еднаква на вредноста на функцијата во 
дадената точка. Затоа дефиницијата можеме да ја искажеме во 
следниот вид:  

Функцијата  yxfz ,  е непрекината во точката  0 0 0,М x y  

ако за секој позитивен број   постои позитивен број  , така што за 
сите точки  ,М x y  за кои:  

   2 2
0 0x x y y      т.е.  0,d M M  , 

да следува:  

   0f М f М   . 

 Интуитивно, функциите што ги изучуваме се непрекинати ако 
нивните графици може да се скицираат без подигнување на 
моливот, т.е. личат на збир од истегнати со вдлабнатини и 
испакнатини ограничени или неограничени листови. 
 Ако функцијата не е непрекината во точката  00 , yx , велиме 
дека има прекин во таа точка. 
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 Пример 1.4.1. Испитај ја непрекинатоста на функцијата: 

 
2 2

2 2

2 2

, 0
,

0, 0

xy
x y

x yf x y

x y

    
  

 . 

 Решение. Заради непрекинатоста на гранките,  функцијата 
е непрекината во секоја точка различна од  0,0 . Од: 

  2 20 0
0 0

lim , lim
x x
y y

xy
f x y

x y 
 

 


cos
sin

x

y

 
 

 
  

2

20

sin coslim sin cos


    


 , 

следува дека не постои границата, т.е. функцијата има прекин во 
точката .  0,0

 Коментар. Поимите граница на функција и непрекинатост се 
дефинираат аналогно и за точките на натрупување на 
дефиниционата област на функцијата кои не се внатрешни точки. 
 

Нека функцијата  yxfz ,   е дефинирана во околина на 
точката  00 , yx . 

 
 Дефиниција 1.4.2*. Нека x  и y  соодветно се 
прирастите на независните променливи x  и  и точката:  y

 0 0, fM x x y y D     . 

Разликата: 
   0 0 0, ,z 0f x x y y f x y        

се нарекува тотален прираст (нарастување) на функцијата 
 во точката  yxfz ,   0 0,М x y . Разликите: 

   0 0 0, ,x z 0f x x y f x y       

и  
   0 0 0 0, ,y z f x y y f x y      

се нарекуваат парцијални прирасти на функцијата  yxfz ,   во 

точката  0 0,М x y . 
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2. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 
 

2.1. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 
 

 Дефиниција на парцијален извод. Нека функцијата 
 е дефинирана во околина на точката  yxfz ,  00 , yx . 

 
 Дефиниција 2.1.1. Парцијален извод на функцијата 

 по променливата  yxfz ,  x  во точката  0 0 , 0M M x y  е бројот: 

     
x

yxfyxxf
yx

x

f
x 









0000

000
,,lim, , 

ако границата постои. 
 

 Освен  00 , yx 
x

f




, ги користиме ознаките,  0Mx

f




, ,  

; или 

 00 , yxfx

 0Mfx   0 0,z
x y

x




,  0
z
M

x




,  00 , yxzx ,  0Mzx  ако  ,z z x y . 

Ако функцијата  има извод во секоја точка од 

дефиниционата област , тогаш добиваме функција 

f

D
x

f




, 

определена на  . D
 
 Дефиниција 2.1.2. Парцијален извод на функцијата 

 по променливата  yxfz ,  y  во точката  0 0 , 0M M x y  е бројот: 

     
y

yxfyyxf
yx

y

f
y 









0000

000
,,lim, , 

ако границата постои.  
 

 00 , yx
y

f


   го означуваме и со:  0My

f




,  00 , yxf y ,  ;  0Mf y

 0 0,z
x y

y




 со:  0
z
M

y




,  00 , yxzy ;  0Mzy , ако  0 0 , 0M M x y . 
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Ако функцијата  има извод во секоја точка од , тогаш 

добиваме функција 

f D

y

f




, определена на . D

 

 Функциите 
x

f




 и 
y

f




 ги нарекуваме парцијални изводи од 

прв ред или само парцијални изводи на функцијата . f
 
 Задача 2.1.3. Да се најдат парцијалните изводи на 

функцијата: 
y

z arctg
x

= . 

 Решение. Имаме: 

2 2 2 2 2

2

1 1

1 x

z y y

x y 2

1
x x xy

xx

            x y       
 

; 

2 2 2 2 2

2

1 1 1

1 y

z y

x yy x x xy
xx

         
x

y       
 

. 

 

Парцијалните изводи на 
x

f




 и 
y

f




 по x  и , ако постојат, ги 

нарекуваме парцијални изводи од втор ред и ги означуваме 
соодветно со: 

y

2

2

x

f




 ( xxf  ), 
yx

f


 2

 ( xyf  ),  
xy

f


 2

 ( yxf  ) и 2

2

y

f




 ( yyf  ). 

Парцијалните изводи:  


















x

f

yyx

f2

 и 

















y

f

xxy

f2

, 

се нарекуваат мешани парцијални изводи од втор ред. 
 
 Аналогно се дефинираат и означуваат парцијални изводи 
од n -ти ред. 
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 Следнава теорема ги определува условите под кои мешаните 
парцијални изводи на дадена функција се еднакви. Функциите кои 
ги користиме обично ги исполнуваат тие услови. 
 
 Теорема 2.1.4. (Теорема за еднаквост на мешаните 
изводи). Нека функцијата   yxfz ,  и нејзините парцијални 
изводи:  

x

f




, 
y

f




, 
2 f

x y


 

 и 
2 f

y x


 

, 

се дефинирани во околина на точката  00 , yx . Ако мешаните изводи 
2 f

x y


 

 и 
2 f

y x


 

 се непрекинати во таа точка, тогаш:  

   
2 2

0 0 0 0, ,f f
x y x y

x y y x

 


   
.■ 

 
Аналогно тврдење важи за парцијалните изводи од ред -ти 

ред. 
n

 
Задача 2.1.5.  Да се најдат парцијалните изводи од втор 

ред за функцијата: 
x y

z
x y

-
=

+
. 

 Решение. Прво ги пресметуваме парцијалните изводи од 
прв ред: 

      
 2

x x
x y x y x y x yz

x x y

     
 

 

 
   2 2

2x y x y y

x y x y

  


 
  

и 

      y y
x y x y x y x yz

y x y

     
 

 
   

 2

x y x y

x y

   


  2
2x
x y




 

од каде што: 

   
 

 

2

2 32

2 22
x

x

z
3

4y y
y x y

x x y x y x y

            
         

; 
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 
    

 

2
2

2 4

2
2 2 y

y

x y y x y x yz y

x y x y x y

      
   

     
 

 
 
 3 3

222
x yx y y

x y x y

 


 
; 

   
 

 

2

2 32

2 22
y

y

z x
x x y

y 3
4x

x y x y x y

         
     

. 

Коментар: Пресметавме само еден мешан парцијален извод 
бидејќи мешаните парцијални изводи се еднакви. Навистина: 

 
    

 

22

2 4

2
2 2 x

x

x y x x y x yz x

y x x y x y

      
    

     

 



 
 3 3

222
x yx y x

x y x y

 
 

 
 т.е. 

2 2z z

x y y x

 


   
. 

 
 2.1.6. Геометриска интерпретација на парцијалните 
изводи. Нека равенката  yxfz ,  дефинира површина . Нека 

 e пресечна крива на  со рамнината 

S

1C S 0y y , а  со рамнината 2C

0x x . Тогаш,  0 0,f
x y tg

x





 каде што   е аголот што тангентата 

 на кривата  во точката 1t 1C  T T0 0 0, ,x 0y z , го образува со 

позитивниот дел на x -оската, и  0 0,f
x y tg

y





 каде што   е 

аголот што тангентата  на кривата  во точката , го образува 
со позитивниот дел на 

2t 2C 0T

y -оската. 

Значи, парцијалниот извод  00 , yx
x

f 



, е коефициентот на 

правец на тангентата  на кривата : 1t 1C  ,z f x y , 0y y . 

Парцијалниот извод  00 , yx
y

f




, е коефициентот на правец на 

тангентата , на кривата : 2t 2C  ,z f x y , 0x x . 
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Цртеж 2.1.6. Геометриска интерпретација на парцијалните изводи 
 
 

2.2. ДИФЕРЕНЦИЈАБИЛНОСТ НА ФУНКЦИЈА И 
ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ 

 
Забелешка. Функцијата од една променлива  y f x , 

дефинирана во околина на точката 0x , е диференцијабилна во 0x  
ако и само ако: 

y A x x      (    0 0y f x x f x     ) (1) , 

каде што  е константа и А   0x     кога 0x  . Се покажува 

дека  0А f x . Диференцијабилноста на функциите од две 

променливи ќе ја дефинираме на аналоген начин. 
 
 Дефиниција 2.2.1. Функцијата  ,z f x y , дефинирана на 

(отворена) област D , e диференцијабилна во  0 0,x y D , ако: 

z A x B y x y           (    0 0 0, ,z 0f x x y y f x y       ) (2) 

каде што  и А B  се константи, и:  
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  0x     кога 0x  ; и   0y     кога 0у  . 

 Ако функцијата  ,z f x y  е диференцијабилна во секоја 

точка од областа D , велиме дека е диференцијабилна на D . 
 
 Теорема 2.2.2. Ако функцијата  ,z f x y , дефинирана на 

(отворена) област , e диференцијабилна во D  0 0,x y D , тогаш 

постојат парцијалните изводи во  0 , 0x y  и  

 0 0,xА f x y  и  0 0,yB f x y . 

 Доказ. Ако во (2) ставиме 0x   и 0y  , добиваме: 

   0 0 0 0, ,z f x x y y f x y A x x           , 

од каде што следува дека постои: 

     0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
, lim limx

x x

f x x y f x y A x x
f x y А

x x


   

        
 

 . 

Ако во (2) ставиме 0x   и 0y  , добиваме:  

   0 0 0 0, ,z f x x y y f x y B x x           , 

од каде што:  

     0 0 0 0
0 0 0 0

, ,
, lim limy

x x

f x y y f x y B y y
f x y B

y y


   

        
 

 .■ 

 
 Значи, ако функцијата  ,z f x y  е диференцијабилна во 

точката  0 0, x y , тогаш нараснувањето е: 

   0 0 0 0, ,x yz f x y x f x y y x y           , 

каде што: 0   кога 0x   и 0   кога 0у  . 
 

Ако функција од една променлива е диференцијабилна, 
тогаш таа е непрекината. Следната теорема покажува дека истото 
својство важи и за функции од две променливи. 
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Теорема 2.2.3. (Потребен услов за диференцијабил-
ност на функција). Ако функцијата  ,z f x y  e 

диференцијабилна во точката  0 0,x y , тогаш таа е непрекината во 

 0 0,x y . 

Доказ. Ако побараме лимес во 2 (стр.23), добиваме: 

0
0

lim 0
x x
y y

z



       
0
0

0 0 0 0lim , , 0
x x
y y

f x x y y f x y



      

   0 0 0 0, ,
0
0

lim
x x
y y

f x x y y f x y



     , 

од каде што следува дека f  е непрекината во  0 0,x y .■ 

 
Следниот пример покажува дека обратното тврдење не мора 

да важи. 
 
 Пример 2.2.4. Функцијата z x y   е непрекината во 

, но не постојат парцијалните изводи, т.е.  не е 

диференцијабилна во таа точка. 

 0,0 z

-2
-1

0
1

2

x

-2 -1 0 1
2

y

0

1

2

3

4

z

-2
-1

0
1 x

0 1
2

 
Цртеж 2.2.4. График на функцијата z x y   
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 Функцијата може да има парцијални изводи, но да не е 
диференцијабилна или непрекината. 
 
 Пример 2.2.5. Функцијата:  

( )
0, 0

,
1, 0
xy

f x y
xy

ì ¹ïï=íï =ïî
 

има парцијални изводи    0,0 0,0 0x yf f    (Зошто?), но има 

прекин во  0,0  (Зошто?), т.е. според теорема 2.2.3 не е 

диференцијабилна во  0,0 . 

 
 Следната теорема ги утврдува условите под кои функцијата е 
диференцијабилна. Да напоменеме дека постојат диференцијабилни 
функции што не ги исполнуваат дадените услови. 
 
 Теорема 2.2.6. (Доволен услов за диференцијабилност 
на функција). Ако функцијата  ,z f x y  има непрекинати 

парцијални изводи во околина на точката  0 0,x y , тогаш таа е 

диференцијабилна во  0 0,x y . 

 Доказ*. Ги избираме ненултите нараснувања x  и y , така 

што точката  ,x y  каде што 0x x x    и 0y y y    e во 

околината на  0 0,x y . Нараснувањето z  го претставуваме во вид: 

         0 0 0, , , ,z f x y f x y f x y f x y     0 .  

Со примена на теоремата на Лагранж за функциите:  

   ,g x f x y  и    0 ,h y f x y , 

добиваме: 
     0, , ,xf x y f x y f y x    и 

     0 0 0 0, , ,yf x y f x y f x y   , 

каде што  0 ,x x   и  0 ,y y  . Јасно, , 0    кога , 0x y   . 

Бидејќи парцијалните изводи се непрекинати важи: 
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   
0
0

0 0lim , ,x x
x x
y y

f y f x y



   т.е.    0 0, ,x xf y f x y     и 

   
0
0

0 0lim , ,y yx x
y y

0f x f x y



   т.е.    0 0, ,y yf x f x y0    , 

каде што 0   кога  и 0x  0   кога 0у  . Оттука: 

     0 0 0 0, ,x yz f x y x f x y y         

   0 0 0 0, ,x yf x y x f x y y x y         . 

Следува дека функцијата е диференцијабилна во точката  0 0,x y .■ 

 
Значи, множеството на диференцијбилни функции во 

околина на дадена точка е подмножество од непрекинатите 
функции, а надмножество од функциите што имаат непрекинати 
парцијални изводи. 

 
Тотален диференцијал. Нека функцијата  ,z f x y  е 

диференцијабилна во точката  0 0,x y . 

 
 Дефиниција 2.2.7. Тотален диференцијал на 
функцијата  ,z f x y , ознака , е главната вредност на 

нарастувањето, т.е.: 

dz

dz A x B y    , 

каде што  и А B  се константите од дефиницијата 2.2.1. 
 
 Тоталниот диференцијал на функцијата  ,z z x y  во 

произволна точка, 
z z

dz x y
x y

 
   
 

, 

е функција од четири променливи x , , y x  и y . Ако 
нараснувањата x  и y  ги наречеме за диференцијали на x  и y  
соодветно, т.е. ги сметаме за константи x dx   и y dy  , тогаш 
тоталниот диференцијал e: 

z z
dz dx dy

x y

 
 
 

 или x ydz z dx z dy   . 
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 Може да дефинираме тотален диференцијал од тоталниот 
диференцијал, ако постои, кој се нарекува тотален 
диференцијал од втор ред и се означува со  итн. 

Тотален диференцијал од -ти ред, 

2d z d dz 
n n ; ако постои, на 

функцијата:  ,z f x y  е:  

 1n nd z d d z . 

Ако функцијата  ,z f x y  е диференцијабилна и има 

непрекинати парцијални изводи од -ти ред, n n , во точката 
 0 0, x y , тогаш мешаните изводи се еднакви и: 

   2
x yd z d dz d z dx z dy        x y x yx y

z dx z dy dx z dx z dy dy      
2 2

yy



xx xy yxz dx z dydx z dxdy z dy       2 22xx xy yyz dx z dxdy z dy    , 

или со други ознаки: 
2 2 2

2 2
2 22z z

d z dx dxd 2z
y dy

x x y y

  
  
   

. Аналогно: 

3 3 3 3
3 3 2 2

3 2 2 33 3z z z
d z dx dx d 3z

y dxdy dy
x x y x y y

   
   
     

. 

Со помош на принципот на математичка индукција се 
покажува дека записот на тоталниот диференцијал: 

0

nn
n n

n k k
k

n z
d z dx dk ky

k x y





  
     
  

е аналоген на биномната формула, а за полесно паметење 
симболично се запишува во обликот: 

 n
nd z dx dy z

x y

  
    

, n . 

 
 2.2.8. Геометриска интерпретација на тоталниот 
диференцијал. Дадена е во лекцијата „Тангентна рамнина и 
нормала“. 
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2.3. ПАРЦИЈАЛЕН ИЗВОД ОД СЛОЖЕНА ФУНКЦИЈА  

 
 Дефиниција 2.3.1. Нека  vufz ,  е функција од 
променливите  и v . Ако:  u

 yxuu ,  и  yxvv , ; 

се функции од променливите x  и , тогаш:  y

      yxgyxvyxufz ,,,,  , 

може да се разгледа како функција од x  и  и се нарекува 
сложена функција од 

y
x  и y . 

 
Без доказ ќе ја презентираме следнава теорема: 

 
 Теорема 2.3.2. (Теорема за парцијален извод на 
сложена функција). Нека функцијата  vufz ,  има непрекинати 

парцијални изводи по ( ),u u x y=  и ( ),v v x y= , и нека  и v  имаат, 

исто така, непрекинати парцијални изводи по 

u

x  и y . Тогаш, 
постојат парцијалните изводи на функцијата  

      yxgyxvyxufz ,,,,   по x  и y  и: 

z g f u f v

x x u x v x

     
  

     
, 
z g f u f v

y y u y v y

     
  

     
. 

 
 Специјално: 1) ако  и  vuzz ,   xuu   и  xvv  , тогаш:  

z f u f v f f
z u v

x u x v x u v

            
      

. 

 2) Ако  ufz   е диференцијалбилна, а  yxuu ,   има 
непрекинати парцијални изводи, тогаш:  

z f u u
f

x u x x

    
   

 и 
z f u u

f
y u y y

    
   

. 

Aналогно се дефинира извод од сложена функција од 3 и 
повеќе променливи. 
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 Задача 2.3.3. Да се најдат парцијалните изводи на 
функцијата:  

,lnvuz  2  
y

x
u  , yxv 23   по x  и . y

 Решение. Прв начин. Важи:  

uLnv
u

z 2



, 
2z u

v v





, 

yx

u 1





, 2

u x

y y


 


, 3


x

v
, 2


y

v
,  

од каде што: 

 
212 ln 3z z u z v u

u v
x u x v x y v

    
    

    
 

 yxy

x

y

yxx

23
323ln2

2

2

2 



 и 

  























 2ln2

2

2 v

u

y

x
vu

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z

 
 yxy

x

y

yxx

23
223ln2

2

2

3

2





 . 

 Втор начин. Имаме:  

   yx
y

x
yx

y

x
z 23ln23ln 2

22









  , 

од каде што: 

   
 yxy

x

y

yxx

yxy

x
yx

y

x

x

z

23
323ln23

23
133ln2

2

2

22

2

2 











 и  

    












 2

23
123ln2

2

2

3
2

yxy

x
yx

y
x

y

z
 

 
 yxy

x

y

yxx

23
223ln2

2

2

3

2





 . 

 
 Задача 2.3.4. Да се најдат парцијалните изводи на 
функцијата:  

yxez 2 , ,  по  tx sin 3ty  .t

Решение. Прв начин. Бидејќи     tytxzz , , важи:
 
















t

y

y

z

t

x

x

z

dt

dz
z    32cos tete  222 yxyx  3sin 2 2cos 6t te t  t . 
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 Втор начин. Имаме: ,  
32sin ttez 

   22sin32sin 6cos2sin
33

ttettez tttt 


  . 
 
 

2.4. ПАРЦИЈАЛЕН ИЗВОД ОД  
ИМПЛИЦИТНО ЗАДАДЕНА ФУНКЦИЈА  

 
 ● 2.4.1. Нека со равенката:  

  0,, zyxF  (2), 

е зададена имплицитно функцијата  yxzz , . Со диференцирање 
на   0,,,  yxzyxF  по x  и y , добиваме: 

0










xzx

zFF


xxz

FzF













z
F
x
F

x

z










  

и 

0










yzy

zFF


yyz 
FzF 







z
F
y
F

y

z










. 

 
 Задача 2.4.2. Да се најдат парцијалните изводи на 
имплицитно зададената функција . 222 Rzyx 
 Решение. Прв начин, директно. 

2 2 2 2 /x y z R
x


  


 022 





x

z
zx  0





x

z
zx 

z

x

x

z





;

y
Rzyx




 /222  022 




y

z
zy  0





y

z
zy 

z

y

y

z





. 

 Втор начин, со користење на формулата за парцијален 
извод од имплицитна функција. Бидејќи:  

  2222,, RzyxzyxF  , 
важи: 

x
x

F 2



, y
y

F 2



 и z
z

F 2



;  
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од каде што: 

z

x

z

x

z

F
x

F

x

z











2
2

 и 
z

y

z

y

z

F
y

F

y

z











2
2

. 

 
 ● *2.4.3. Забелешка. Функцијата:  

  0, yxF  (1), 

под одредени услови, меѓу кои 0


y

F
, може да дефинира функција 

. Иако функцијата  постои, секогаш не е можно 
експлицитно да се изрази. Но, со помош на правилата за извод од 
сложена функција, можеме да го најдеме изводот на функцијата 

, без да ја изразиме експлицитно. 

 xyy 

 xyy 

y

 Имено, со диференцирање на равенката    0, xyxF  по x , 
добиваме: 



y
F
x
F

y






 . 0







y
yx

FF


x
y

y 
FF 




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3. ПРИМЕНА НА ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 
 

3.1. ТАНГЕНТНА РАМНИНА И НОРМАЛА НА ПОВРШИНА 
 
 ● Нека со равенката  yxfz ,  е дефинирана површина  
во простор. 

S

 
 Равенката на тангентата  на кривата 1t   01 ,,: yyyxfzC  ; 
е:  

 














0

0000 ,

yy

xxyx
x

z
zz  

 00

000

,01 yx
x

z
zzyyxx











. 

 
Цртеж 3.1.1. 

 
          Равенката на тангетнтата  на кривата 2t   02 ,,: xxyxfzC  ; 
е:  

 














0

0000 ,

xx

yyyx
y

z
zz 


 00

000

,10 yx
y

z
zzyyxx











. 
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 Рамнината што ги содржи тангентите  и  и нивната 

допирна точка  се нарекува тангентна рамнина 

на површината 

1t 2t

0 0 0, ,T T x y z

 yxfz ,
0

  во точката . Нејзината равенка ќе ја 
определиме според формулата за равенка на рамнина што содржи 
дадена точка и е нормална на даден вектор. Еден нормален вектор 
на тангентната рамнина е: 

0T

 

 

1 0 0

1 2

2 0 0

1, 0, ,

0,1, ,

z
t x y

x
t t

z
t x y

y

           
     


 



 

 

 

 






























10
01

,
0,

1,
,

,1

,0

00

00

00

00

yx
y

z

yx
x

z

yx
y

z

yx
x

z

        






























 1,,,,1,,,, 00000000 yx
y

z
yx

x

z
yx

y

z
yx

x

z
 (1). 

Оттука, нејзината равенка е: 

      0000  zzCyyBxxA 

        z z0 0 0 0 0 0 0, , 0z z
x y x x x y y y

x y

 
    

 
 

     0y 000000 ,, yyx
y

z
xxyx

x

z
zz








  (2). 

 Правата што минува низ точката  и е нормална на 
тангентната рамнина на површината во таа точка се нарекува 
нормала на површината 

0T

 yxfz ,  во точката . Бидејќи 
нормалниот вектор на тангентната рамнина е паралелен со 
нормалата, равенката на нормалата во точката  ќе ја определиме 
според формулата за равенка на права што содржи дадена точка и 
е паралелна со даден вектор, 

0T

0T

3

0

2

0

1

0

ppp


zzyyxx 


    1,,

0

00

0

00

0















 zz

yx
y

z
yy

yx
x

z
xx

 (3). 
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 ● Нека површината  е зададена имплицитно со равенката:  S

  0,, zyxF . 

Тогаш со замена на парцијалните изводи: 

   
 000

000
00 ,,

,,,
zyxF

zyxF
yx

x

z

z

x








 и    
 000

000
00 ,,

,,
,

zyxF

zyxF
yx

y

z

z

y









, 

нормалниот вектор на тангентната рамнина во точката, (1),  е: 0T

    














 1,,,, 0000 yx
y

z
yx

x

z  
 

 
  















1,
,,
,,

,
,,
,,

000

000

000

000

zyxF

zyxF

zyxF

zyxF

z

y

z

x  

      000000000 ,,,,,,,, zyxFzyxFzyxF zyx  . 

 Следува дека равенката на тангентната рамнина е: 

         0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx , 

додека равенката на нормалата е: 

     000

0

000

0

000

0

,,,,,, zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx 











. 

 
 Задача 3.1.1. Најди ја равенката на тангентната рамнина и 

нормала на површината xyyxz  22  во точката  7,4,3 T . 

 Решение. Парцијалните изводи во точката  4,3M  се: 

y
yx

x

x

z








22
,  

5
174

5
34

43
34,3

22







x

z
;  

и 

 x
yx

y

y

z








22
,  

5
113

5
43

43

44,3
22







y

z
. 

Следува дека равенките на тангентната рамнина и нормала се: 

:T      0000000 ,, yyyx
y

z
xxyx

x

z
zz 








   

   4
5

113
5

177  yxz    
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44115117355  yxz  06051117  zyx ; 
и 

:n
    1,,

0

00

0

00

0















 zz

yx
y

z
yy

yx
x

z
xx

  

1
7

5
11

4

5
17

3











 zyx


51117
743 





 zyx

. 

 
 Задача 3.1.2. Најди ја равенката на тангентната рамнина и 
нормала на површината  во точката 

. 
06333  xyzzyx

 1,2,1 T
 Решение. Парцијалните изводи на функцијата:  

  6,, 333  xyzzyxzyxF  се: 

yzxFx  23 ,  и ; xzyFy  23 xyzFz  23
од каде што:  

  1231,2,1 xF ,   111121,2,1 yF  и   5231,2,1 zF . 

 Оттука, равенките на тангентната рамнина и нормала во 
точката  1,2,1 T  се: 

:T          0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx  

     0152111  zyx   
05522111  zyx   

018511  zyx . 

:  n    000

0

000

0

000

0

,,,,,, zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx 











  

5
1

11
2

1
1 





 zyx

. 
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 3.1.3. Геометриска интерпретација на тоталниот 
диференцијал. Со помош на равенката на тангентна рамнина 
може да дадеме геометриска интерпретација на тоталниот 
диференцијал на функцијата  yxfz , . 

 
Цртеж 3.1.3. 

 
 Ако во равенката на тангентната рамнина (2) ставиме: 

dxxxx  0  и dyyyy  0 , добиваме: 

   dyyx
y

z
dxyx

x

z
zz 00000 ,,








  dzzz  0 . 

 Следува дека тоталниот диференцијал на функцијата 
 чијшто график е површината S во точката M а 

кој одговара на прирастувањето 

 yxfz ,  , 
x

 000 , yx , 
  и y  на независните 

променливи x  и y , претставува прираст на функцијата: 

     0000000 ,, yyyx
y

z
xxyx

x

z
zz 








  

чијшто график е тангентната рамнина на  во S  0 0 0, ,T Т x 0y z . 
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3.2. ТЕЈЛОРОВА ФОРМУЛА  

 
 Теорема 3.2.1 (Тејлорова формула). Нека функцијата 

 е непрекината заедно со своите парцијални изводи до 

-ви ред во некоја околина на точката 

 yxfz ,
 1n


)0(0 0 ,M M x y= , тогаш 

за секоја точка ( , )M M x y=  од таа околина важи формулата:  

           00000000 ,,
!1

1,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx  

          2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 , 2 , ,
2! xx xy yyf x y x x f x y x x y y f x y y y         ...   

   yxRyxd
n n

n ,,
!

1
00  ,  

каде што: 

       1
0 0 0

1, ,
1 !

n
n 0R x y d x x x y y y

n
    


 ,  

за некој  1,0  (1).■ 
 
 Формулата (1) се нарекува Тејлорова формула за 
функцијата  yxfz ,  во точката 0M . Последниот собирок  
се нарекува остаток на Тајлоровата формула. 

 yxRn ,

 Ако 00 x  и 00 y , тогаш Тејлоровата формула се нарекува 
Маклоренова формула. 

 Ако функцијата  yxfz ,   е претставена со помош на 
Тејлоровата (Маклореновата) формула велиме дека е развиена во 
Тејлоров (Маклоренов) полином од -ти степен или дека е 
развиена во Тејлоров (Маклоренов) ред заклучно со членовите од 

-ти ред). 

n

n
 
 Задача 3.2.2. Функцијата:  

  5362, 22  yxyxyxyxf  

развиј ја во Тејлоров полином во околина на точката  2,1 A . 
 Решение. Ги пресметуваме членовите на Тејлоровиот ред: 

  55664222,1 f , 
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64  yxf x ,   06242,1 xf ,  

32  yxf y ,   03412,1 yf , 

4xxf , 1xyf , 2yyf ; 

и , бидејќи сите изводи од трет и повисок ред се нули;   0,2 yxR
од каде што со замена во Тејлоровата формула добиваме: 

           00000000 ,,
!1

1,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx

           yxRyyfyyxxyxfxxyxf yyxyxx ,,2,
!2

1
2

2
00000

2
000 

             22 22211214
2
15, yyxxyxf

      22 221125  yyxx . 
 
 

3.3. ЕКСТРЕМНИ ВРЕДНОСТИ 
 
 Дефиниција 3.3.1. Нека функцијата  yxfz ,  е 
дефинирана на . D
 Функцијата  yxfz ,  има локален максимум во точката 

, ако постои околина U  на точката   Dyx 00 ,  00 , yx , таква што:  

   yxfyxf ,, 00  , 

за секоја точка   DUyx , . 
 Функцијата  yxfz ,  има локален минимум во точката 

, ако постои околина U  на точката   Dyx 00 ,  00 , yx , таква што:  

   yxfyxf ,, 00  , 

за секоја точка   DUyx , . 
 
 Ако  yxfz ,  има локален максимум (минимум) во точката 

, тогаш вредноста  00 , yx   00 , yxf  се нарекува локален максимум 

(минимум) на  yxf ,z  , додека точката  00  , yx а на локален 

максимум (минимум) на 

е точк

 yxfz , . Локалниот максимум и минимум 
се нарекуваат локални екстреми. 
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Цртеж 3.3.1.1. Локален максимум  Цртеж 3.3.1.2. Локален минимум 
 

 Функцијата  yxfz ,  има апсолутен максимум 

(максимум) во точката  yx 00 , D , ако    yxfyxf ,, 00   за сите 

.   Dyx ,
 Функцијата  yxfz ,  има апсолутен минимум 
(минимум) во точката  yx 00 , D , ако    yxfyxf ,, 00   за сите 

.   Dyx ,
 
 Ако  yxfz ,  има апсолутен максимум (минимум) во 
точката , тогаш вредноста  0x 0, y  00 , yxf  се нарекува апсолутен 

максимум (минимум) на  yxfz , , додека точката  00 , yx  е точка 

на апсолутен максимум (минимум) на  yxf ,z  . Апсолутниот 
максимум и минимум се нарекуваат апсолутни екстреми или само 
екстреми. 
 
 Ние дефиниравме локални (апсолутни) екстреми коишто 
уште се нарекуваат строги локални (апсолутни) екстреми. Ако во 
равенствата, место  (  ), ставиме:  (  ), тогаш говориме за 
локални (апсолутни) екстреми што не се строги. 
 
 Дефиниција 3.3.2. Точката   Dyx 00 ,  е стационарна 

точка за функцијата  yxfz , , ако:  

  0, 00 



yx
x

z
 и   0, 00 




yx
y

z
.■ 
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 Теорема 3.3.3. (Потребни услови за постоење локален 
екстрем). Нека функцијата  yxfz ,  е дефинирана во околина на 

точката (0 0 , )0М M x y=  и има непрекинати парцијални изводи од 

прв ред во таа точка.  
 Ако f  има локален екстрем во 0M , тогаш 0M  е стационарна 
точка, т.е.: 

 0 0, 0f
x y

x





 и  0 0, 0f

x y
y





. 

 Доказ. Ја разгледуваме функцијата    0,g x f x y . Бидејќи 

f  има локален екстрем во 0M , следува дека g  има локален 

екстрем во 0x , па според теоремата на Ферма:  

 0 0g x   т.е.  0 0, 0f
x y

x





. 

Слично за    0 ,h y f x y  се добива:  

 0 0h y   т.е.  0 0, 0f
x y

y





.■ 

 
 Обратното тврдење не мора да важи, односно секоја 
стационарна точка не мора да биде точка на локален екстрем. 
Стационарната точка која не е екстрем се нарекува седлеста точка. 
 
 Дефиниција 3.3.4. Точката   Dyx 00 ,  е критична точка 

за функцијата  yxfz ,  , ако  00 , yx  е стационарна точка за 

функцијата  yxf ,z   или еден од парцијалните изводи не постои.  
 
 Следната теорема ги дава доволните услови за 
егзистенција на екстрем на функција. 
 
 Теорема 3.3.5. (Критериум за наоѓање локални 
екстреми со парцијални изводи). Нека ( )0 0 , 0M M x y=  е 

критична точка за функцијата  yxfz , , и f  има непрекинати 

парцијални изводи од втор ред во некоја околина на точката 0M . 
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Нека:  

 002

2

, yx
x

f
A




 ,  00

2

, yx
yx

f
B




  и  002

2

, yx
y

f
C




 . 

едниве тврд :  

 и тогаш 

Тогаш важат сл ења

 1. Ако B 02 AC  0A ;  yxfz ,  има локален 
минимум во  0, yx ; 0

 2. Ако B и тогаш 02 AC  0A ;  yxfz ,  има локален 
максимум за  00 , yx ; 

 Ак3. о тогаш 02  BAC ;  yxfz ,  нема локален екстрем 
во .   0 , yx 0

 Доказ*. Во Тајлоровата формула: 

           0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,x yf x y f x y f x y x x f x y y y      

       2 2
0 0 0 0 0 0, 2 ,xx xy yyf x y x x f x y x x y y f y y    1

2! 0 0        

 ,2R x y . Ако ставиме:  

0x x x    и 0y y y   , за 0y   и    0 0 0 0, ,x yf x y f x y 0   , 

добиваме: 
   0 0, ,z f x y f x y     

   2 2
2

1 2 ,
2
A x B x y C y R x y        

 
22

22 ,
2
y x x

A B C R x y
y y

    
       

 Притоа, 

. 

 2 ,R x y  
2 2

е бесконечно мала ина о   голем д повисок ред 

во однос на x y    а 0y    (ког ,x  2 ,R x y  е хомогена 

функција од трет ред по x  и y , додека разот пр  од 

втор). Следува дека з али вредн  

 ед негоиз  

а м ости на x  и y ,  2 ,R x y  не 

влијае на знакот н zа  . Заради 2 0y  , знакот на z  за мали 
вредности на x  и y , зависи омот:  само од трин

2 2At Bt C  , 
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каде што: 
x

t
y





. Затоа: 

 1) Ако  и , тогаш равенката 
 нема реални решенија и бидејќи  графикот 

на параболата: 

02  BAC
0

2 2

0A
2 2At Bt C   0A

y At Bt C    е над x -оската, т.е. 

, односно  за секое 2 2At Bt C   0 z  0 x  и 0y   во некоја 
околина на  00 , yx , па f  има локален минимум во  00 , yx ; 

 2) Ако  и , тогаш равенката 
 нема реални решенија и бидејќи  графикот 

на параболата: 

02  BAC
0

2 2

0A<
2 2At Bt C   0A<

y At Bt C    е под x -оската, т.е. 

, односно , па 2 2At Bt C   0 z  0 f  има локален максимум во 
;  00 , yx

 3) Ако , тогаш равенката 02  BAC 2 2 0At Bt C    има 
две реални решенија, т.е.  го менува знакот, па 2 2At Bt C  f  
нема локален екстрем во  00 , yx .■ 
 
 Ако  не може со помош на парцијални изводи од 
втор ред да се утврди дали 

02  BAC
 yxfz ,  има локален екстрем во 

.  00 , yx

 
 Задача 3.3.6. Да се најдат екстремните вредности на 
функцијата:   2069, 22  yxyxyxyxf . 

 Решение. Ги наоѓаме парцијалните изводи и ги 
прирамнуваме на нула:  

092  yxfx  92  xy ;  

062  yxf y  62  yx . 

 Следува дека: 

  1246922  xxx  123 x  4x .  
Оттука:  

  1942 y . 

 Значи, единствена стационарна точка е  1,4E . Притоа: 
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2 xxfA , 1 xyfB  и 2 yyfC . 

Бидејќи:  
03142  BAC  и 02 A , 

функцијата има локален минимум во E . 
 
 Пресметување апсолутни екстреми на непрекината 
функција на затворено и ограничено множество.* Постапката 
за пресметување на овие екстреми е одредена од следнава теорема: 
 
 Теорема 3.3.7*. (Теорема за постоење максимум и 
минимум на функција). Нека  yxfz ,  е непрекината функција 
дефинирана на затворено и ограничено множество . Тогаш  
има максимум и минимум. ■ 

D f

 
 Значи, ако  yxfz ,  е непрекината функција на затворено 
и ограничено множество , апсолутните екстреми може да ги 
најдеме така што ќе ги пресметаме локалните екстреми на  на 
внатрешноста на , ќе ги најдеме екстремите на 

D

D
f

D  и меѓу тие 
точки ќе ја определиме најмалата и најголемата вредност 
функцијата . f

 
 

3.4. УСЛОВЕН ЕКСТРЕМ 
 
 Функцијата  1 1 2, ,..., ny F x x x  има условен локален 

максимум во точката  0 0 0
1 2, ,..., nx x x  при услови:  

 2 1 2, ,..., 0nF x x x  ,  3 1 2, ,..., 0nF x x x  , …,  1 2, ,..., 0k nF x x x   (1);  

ако:  
1)  0 0 0

1 2, ,..., 0i nF x x x  , 2,3,...,i k ; 

2) постои околина U  на  0 0 0
1 2, ,..., nx x x  таква што за секоја точка: 

 
11 2, ,..., n Fx x x U D    

за којашто:  
 1 2, ,..., 0i nF x x x  , 2,3,...,i k ;  

важи:  
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   0 0 0
1 1 2 1 1 2, ,..., , ,...,n nF x x x F x x x .■ 

 Условниот локален максимум е дефиниран во силна форма. 
Ако „ “ се замени со „ “ говориме за условен локален максимум во 
слаба форма. 

 Аналогно се дефинира поимот условен локален минимум. 
Условниот локален максимум и минимум се нарекуваат условни 
локални екстреми.  

 За разлика од условните, безусловните екстреми ги викаме 
слободни. Слободните екстреми се бараат на целата дефинициона 
област , додека условните ги бараме на точките од 
дефиниционата област што ги исполнуваат равенките (1). 

D

 Еден од начините на одредување на условните екстреми е да 
се изразат k n  променливи од  -те услови и проблемот да се 
сведе на наоѓање екстремна вредност на функција од  
променливи. Постапката е аналогна на наоѓање екстремна вредност 
на функција од две променливи. 

k
n k

 Ако условите не е можно да се запишат експлицитно или 
изразите што се добиваат во постапката се комплицирани, тогаш се  
потребни други методи за барање на условниот екстрем.  

 Еден од нив е Лагранжовиот метод на множител, кој се 
состои во барање слободен екстрем на функцијата на Лагранж, која 
е збир од функцијата од која се бара екстрем и линеарната 
комбинација на условите (условните функции). 
 
 ● Треба да најдеме екстремна вредност на функцијата:  

 zyxF ,,1  при услов   0,,2 zyxF . 

Ја формираме функцијата на Лагранж: 

     zyxFzyxFzyxF ,,,,,,, 21   . 

 Со диференцирање на равенката по x , y ,  и z  , и 
прирамнување на 0, го добиваме системот равенки: 

021 











x

F

x

F

x

F  ,    

021 











y

F

y

F

y

F  ,   

д-р Зоран Мисајлески 
 

45 



 
3. Примена на парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

46 

021 











z

F

z

F

z

F  ,  

и 2 0F
F




 


 (2); 

чиишто решенија  0000 ,,, zyx  се стационарни точки на .  F

 Се покажува дека ако функцијата    0, , , , ,F x y z F x y z   

има екстрем во точката , тогаш функцијата  има 

условен екстрем при условот 

 000 ,, zyx

2 0F

 1F

  во точката  000 ,, zyx . Значи, 
условите (2) се потребни услови за постоење условен екстрем. 

 При решавање текстуални задачи најчесто ќе бараме условен 
екстрем. Притоа, ќе ги одредуваме само стационарните точки, 
бидејќи најчесто се добива една стационарна точка, а во текстот е 
нагласено или од геометриската интерпретација на задачата се 
заклучува кој вид на екстрем е точката. 
 
 Ако треба да најдеме екстремна вредност на функцијата 

 при услови  zyxF ,,1    0,,2 zyxF  и  3 , , 0F x y z  , ја формираме 

функцијата:  

       1 2 3, , , , , , , , , ,F x y z F x y z F x y z F x y z       

и ги наоѓаме нејзините стационарни точки, меѓу кои аналогно како 
во претходниот случај се бараат можните условни екстреми. 

 
 Задача 3.4.1. Да се најдат димензиите на отворен базен во 
форма на квадар со даден волумен , така што да има најмала 
плоштина. 

V

Решение. Плоштината и волуменот на квадарот се: 

2 2P xy xz yz   , V xyz . 

Функцијата на Лагранж според условите од задачата е: 

 2 2F xy xz yz V xyz     . 

Со пресметување на парцијалните изводи и прирамнување на нула, 
ги определуваме стационарните точки како решение на систем од 
четири равенки со четири непознати. Системот наједноставно се 
решава ако го изразиме параметарот   од првите три равенки:  
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Цртеж 3.4.1. 


2= y z

yz



; 2 0F

y z yz
x


   


 2y z yz 

2 0F
x z xz

y


   


 2x z xz 
2= x z

xz
 

;  


2 2= x y

xy
 

. 2 2 0F
x y xy

z


   


 2 2x y xy 

Потоа, со прирамнување на десните страни ги изразуваме 
променливите преку една од нив: 

2 2y z x z

yz xz

 
  2 2xy xz xy yz   x y ; 

2 2 2x y y z

xy yz

 
  2 2 2xz yz xy xz   

2
x

z  ; 

и ги заменуваме во четвртата равенка: 

31
2

V xyz x   32V x  3 2x V ;  

од каде што:  

3 2y V  и 
3 2

2
V

z  . 

 Значи, димензиите на базенот се: 3 2V , 3 2V  и 
3 2

2
V

. 
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4. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 
 

4.0. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 
 

 При изучувањето на појавите во природата, често не е 
можно да се утврди законитоста која ги поврзува големините што ја 
карактeризираат дадената појава, но е можно да се утврди 
законитоста меѓу тие големини и нивните изводи. 

 
 Дефиниција 4.1. Обична диференцијална равенка е 
равенката:  

   0,...,,,  nyyyxF  (1); 

која ја содржи независната променлива x , непознатата функција 

 и нејзините изводи  xyy   ,..., ny y .■ 

 Равенката (1) е зададена во имплицитен или општ вид. Ако 
таа може да се запише експлицитно     1,...,,,  nn yyyxfy , тогаш 
велиме дека е зададена во експлицитен (нормален) вид. 
 
 Диференцијалната равенка која ја дава врската меѓу една 
функција од две и повеќе променливи и нејзините парцијални 
изводи се нарекува парцијална диференцијална равенка. Ние 
ќе разгледуваме само обични диференцијални равенки, кои ќе ги 
нарекуваме диференцијални равенки. 

 
 Ред на диференцијална равенка е редот на највисокиот 
извод кој се појавува во равенката.■ 
 
 Решенија на диференцијалните равенки. Решение или 
интеграл на диференцијалната равенка од -ти ред на интервалот 

 е секоја -пати диференцијабилна функција  
n

 ba,  n

 xyy  , 

на  која идентички ја задоволува равенката.■  ba, 
 Постапката за наоѓање на решението на диференцијалната 
равенка, се нарекува интеграција на дадената равенка. 



 
4. Диференцијални равенки од прв ред 

 Графикот на секое решение  xyy   се нарекува 
интегрална крива на диференцијалната равенка.■ 

 Да се реши (интегрира) диференцијалната равенка, 
значи да се најдат сите нејзини решенија. Во општ случај 
решенијата на диференцијалната равенка -ти ред, претставуваат 
фамилија криви: 

n

  nCCCxy ,...,,, 21  или   0,...,,,, 21  nCCCyx , 

каде што  xyy   идентично ја задоволува функцијата и 
 се произволни независни константи, и се нарекуваат 

општи решенија.■ 
nCCC ,...,, 21

 Притоа под произволни вредности на  се мисли 

на оние вредности за кои 
nCCC ,...,, 21

 ..., n1 2, , ,y x C C

nC

C  е дефинирана, 

додека константите  се независни ако ниедна од нив не 
може да се изрази преку останатите. 

CC ,...,, 21

 Решението во кое сите константи  се заменети со 
конкретни броеви, се нарекува партикуларно решение.■ 

nCCC ,...,, 21

 Постојат решенија кои не зависат од произволни константи 
(не се општи), нити се добиваат од нив за конкретни вредности (не 
се партикуларни). Ваквите решнија се нарекуваат сингуларни 
(посебни) решенија.■ 

 Кошиев проблем е проблемот на определување решение 
на равенката: 

    1,...,,,  nn yyyxfy , 

кое ги исполнува условите: 

         1
00

1
0000 ...,,,   nn yxyyxyyxy , 

наречени почетни услови.■ 

 При решавањето на задачите, партикуларните решенија 
најчесто ги добиваме од општото, во кое треба да се исполнети 
конкретни почетни услови. Задачите во материјалов во кои се бара 
да се интегрира диференцијална равенка што содржи почетни 
услови, имаат единствено решение. 
 
 Формирање диференцијални равенки. Нека е дадена 
равенката:  
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 1 2, , , ,..., 0nF x y C C C  . 

Диференцирајќи ја равенката -пати по n x , добиваме систем од 
 равенка. Со елиминација на константите  од 

системот добиваме диференцијална равенка: 

1n nCCC ,...,, 21

  , , ,..., 0nF x y y y  . 

 
 Задача 4.1.1. Да се формира диференцијалната равенка на 
фамилијата криви: 1 2sin cosy C x C x  . 

 Решение. Ги бараме првиот и вториот извод на y . 

1 2cos siny C x C x    и 1 2sin cosy C x C x   (1). 

 Прв начин. Ако забележиме дека вториот извод е спротивен 
на функцијата, директно заклучуваме дека y y  . 

 Втор начин. Го решаваме системот од првите две равенки: 

1 2sin cosy C x C x  ,  

1 2cos siny C x C x   ; 

по непознатите  и : 1C 2C

2 2sin cos
sin cos 1

cos sin
x x

D x
x x

x     


; 

1

cos
sin cos

sinC

y x
D y x y x

y x
    

 
; 

2

sin
sin cos

cosC

x y
D y x y x

x y
   


;  

од каде што: 

1
1 sin cosCDC y x y x

D
     и  

2
2 cos sinCDC y x y x

D
    . 

Ако замениме во (1), добиваме: 

   sin cos sin cos sin cosy y x y x x y x y x        x   
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2 2sin sin cos cos sin cosy y x y x x y x y x x          

 2 2sin cosy y x x     y y  . 

 Значи, диференцијалната равенка е: y y  . 
 
 

4.1-7. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ПРВ РЕД 
 

4.1. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ПРВ РЕД 
 
 Имплицитен (општ) облик на диференцијална равенка од I 
ред е   0,, yyxF . Ако од диференцијалната равенка може 
екслицитно да се изрази  yxfy , , тогаш велиме дека е во 
експлицитен (нормален) облик. 

 Општото решение или интеграл на диференцијалната 
равенка од I ред може да биде изразено експлицитно  
или имплицитно 

 Cxyy ,
  0,, CyxF . 

 Одговорот на прашањето под кои услови постои единствено 
решение на равенката  yxfy ,  го дава следнава теорема. 
 
 Теорема 4.1.2*. (Теорема на Коши). Ако функцијата 

 и нејзиниот парцијален извод  yxfz ,   yxf y , , се непрекинати 

на некоја област  од -рамнината, тогаш постои интервал D


xOy

 xx D  00 ,  на кој постои единствено решение  на 

равенката 

 xyy 
 yx,fy  , кое го исполнува почетниот услов 

.■   00 yxy 
 
 Геометриски интерпретирано, теоремата кажува дека низ 
секоја внатрешна точка   00 , yx  на областа , минува само една 

интегрална крива на равенката: 

D

 yxf ,y  . 
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4.2. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ СО РАЗДВОИВИ ПРОМЕНЛИВИ 

 
 Дефиниција 4.2.1. Диференцијалната равенка:  

        02211  dyyQxPdxyQxP , 

каде што  xP1 ,  xP2 ,  yQ1  и  yQ2  се дадени функции, се 
нарекува диференцијална равенка со раздвоиви 
променливи.■ 
 
 Интеграција. Нека е дадена равенката:  

        02211  dyyQxPdxyQxP (1). 

 ● Нека   01 yQ  и   02 xP . Тогаш: 

        02211  dyyQxPdxyQxP   
       dyyQxPdxyQxP 2211    

 
 

 
  dyyQ

yQ
dx

xP

xP

1

2

2

1    

 
 

 
 dyyQ

yQ
dx
xP

xP
 

1

2

2

1  (2). 

 Последнава равенка го дава општиот интеграл на 
диференцијална равенка со раздвоиви променливи. Ако интегралот 
од релацијата (2) не може да се добие со помош на елементарните 
функции, тогаш велиме дека решението е изразено во квадратури. 

 ● Нека   01 yQ  или   02 xP , т.е.     021 xPyQ . Равенката 
 само во нејзините корени (решенија на равенката) . 

Тогаш, 

  01 yQ

dy
0yy 

0 , па (1) е исполнета. Слично, равенката 2  во 

нејзините корени 0

 x 0P

xx  , но тогаш 0dx   и повторно важи (1). 
Значи, корените на равенките го исполнуваат (1). Ако тие решенија 
не може да се добијат од (2), тогаш тие се сингуларни решенија.■ 

 
 Диференцијалната равенка со раздвоиви променливи 
најчесто се среќава во обликот:  

   yQxPy  . 
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 Задача 4.2.1. Да се реши диференцијалната равенка:  

3 2y x y  . 

 Решение. Заради 
dy

y
dx

  , имаме: 

3 2dy
x y

dx
=

0y

 32dy dx

y x
=  32dy dx

y x
=ò ò 

2

ln 2 ln
2
x

y C
-

= +
-

  

2

1ln
y

C x
=-  2

1
x

y
e

C

-
=  2

1
xy

e
C

-
= , 0C>  2

1
xy Ce

-
= , . 0C ¹

За , , исто така, е решение, па општото решение 
е:  

0C = 0y=

2
1
xy Ce

-
= , C  . 

 
 Задача 4.2.2. Да се најде функција  xyy   која е еднаква 
на својот извод. 

 Решение. Од условот на задачата следува дека за , 0y

yy   y
dx

dy
  

Оттука следува дека: 

dx
y

dy
  (1)   dx

y

dy
  

Cxy lnln  , 0C   

ln
y

x
C

=  xy
e

C
=   

xy Ce= , . 0C ¹
 
Притоа во (1) е скратена дефиниционата област за  кое 

партикуларно решение на равенката за 
0y

0C . Следува општото 
решение е: 

xCey  , C  . 
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4.3. ХОМОГЕНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

 
 Дефиниција 4.3.1. Функцијата  yxf ,  е хомогена 
функција од ред  во однос на променливите n x  и , ако важи 

идентитетот 

y

   yxfttytxf n ,,   за секое t  .■ 
 
 Дефиниција 4.3.2. Диференцијалната равенка 

 е хомогена, ако функцијата  yxfy ,   yxf ,  е хомогена 
функција од ред 0, т.е.    yxftytxf ,,   за секое t  .■ 
 

Ако ставиме 
x

t
1

  во релацијата    yxftytxf ,,  , добиваме:  

  














x

y

x

y
fyxf ,1,  (1). 

Обратно (1) е хомогена за секое t  . 
 
 Општ интеграл. Да ја разгледаме хомогената равенка 








x

y
y  x, 0 . Воведуваме смена z

x

y
  од каде што следува 

дека:  
zxy   или zxzy  . 

 Ако замениме во диференцијалната равенка, за  и 0x
  zz  , добиваме: 








x

y
y    zzxz     zzxz     

  zzx
dx

dz


( )z zj ¹


( )
dz dx

z z xj
=

-
    

 x

dx

zz

dz


 (2). 

 Откако ќе го определиме општиот интеграл на хомогената 

диференцијална равенка (2) се враќаме во смената 
x

y
z   и го 

добиваме општиот интеграл на (1). 

 Ако   zz  , тогаш равенката е 
x

y
y   и е со раздвоиви 

променливи.  
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 Задача 4.3.1. Да се реши диференцијалната равенка:  
2

2y
y

x
    
 

. 

 Решение. Диференцијалната равенка е хомогена, па 

воведуваме смена: z
x

y
 , од каде што следува дека: y z x z   , па: 

2

2y
y

x
    
 

 2 2z x z z    2 2dz
x z z

dx
    (1)   

2 2
dz dx

z z x


 
 (2)  2 2

dz dx
dx dx

z z x


   . 

Левиот интеграл од последното равенство е: 

2 2
dz

z z


  21 1 2
2 4

dz

z


    
 


1
2

z t

dz dt

    
 

 

2
2 2

3
1 12ln ln9 3 3 3 13 2

4 2 22

tdt dt z
C C

zt tt

  2
   

   
 

   . 

Затоа равенката се сведува на: 

1 2ln ln ln
3 1

z
x C

z


 


, C 0  3

2ln ln
1

z
C x

z





  

32
1

z
C x

z





, 0C   32

1
z

Cx
z





, C 0 . 

Заменуваме 
y

z
x

=  и добиваме:  

3
2

1

y
x Cx
y
x





 3Cx

y x

2y x



  32y x Cx y x   0C , . 

Во (2) дефиниционата област е скратена за точките  
и  кои се решенија на (1), т.е. за 

1 0z  
2 0z   0y x   и 2y x 0  ; кои 

се добиваат за .  Значи, општото решение е: 0C =
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 32y x Cx y x   , C . 

Коментар. Во последното равенство се подразбира дека 
, бидејќи дефиниционата област на општото решение зависи 

од дефиниционата област на диференцијалната равенка. 
0x¹

Во наредните задачи нема секогаш да ја определуваме 
дефиниционата област, туку само ќе ја подрзбираме. 

 
 

4.4. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
 

 Дефиниција 4.4.1. Линеарна диференцијална равенка 
се нарекува равенката: 

   xgyxfy  , 

каде што  xf  и  xg  се функции од независната променлива x . 
  Ако   0xg , тогаш линеарната равенка се нарекува 

линеарно хомогена, додека ако   0xg  е линеарно нехомогена.■ 
 
 Интеграција. Постојат неколку начини на решавање на 
линеарната диференцијална равенка. Ние ќе разгледаме два. 

 
 Прв начин. (Метод на смена). Воведуваме смена  

(1), каде што 

  uvxy 
 xuu   и ( )v v x=  се диференцијабилни функции по 

x , кои подоцна ќе ги определиме. Со диференцирање на (1) имаме:  

  vuvuxy  . 

Тогаш линеарната диференцијална равенка добива облик:  

   xguvxfvuvu       xgvxfvuvu   (2). 

Функцијата u  ја определуваме од условот:  

  0 vxfv  (3)   

 vxf
dx

dv
   dxxf

v

dv
     dxxf

v

dv
  

  dxxfCv lnln    dxxfvCln    dxxfevC . 

 Функцијата  xv  за  може да ја избереме да биде 

партикуларниот интеграл: 

1C =
  dxxfev  (4). 
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Го заменуваме v  во (2), кој поради (3) има облик:  

 xgvu      xge
dx

du dxxf       dxexgdu dxxf   

     dxexgdu dxxf       dxexgCu dxxf   

     dxexgCu dxxf  (5). 

 Со замена на  и  од (4) и (5) во (1), го добиваме општото 
решение: 

u v

     xvxuxy            dxexgCey dxxfdxxf . 

 
 Втор начин*. (Метод на варијација на константи на 
Лагранж). Прво го наоѓаме општото решение на соодветната 
хомогена линеарна равенка:  

  0 yxfy   yxf
dx

dy
   

   dxxf
y

dy
   dxxfCy 1lnln , 1 0C >   

  dxxfyC1ln    dxxfeyC1    dxxfeCy 1   
  dxxfeCy 1 , 1 0C ¹    dxxfeCy 1 , . 1 0C ¹

 Лагранжовиот метод се состои во барање на општото 
решение на нехомогената линеарна равенка   xgyxfy    во 
облик како општото решение на хомогената линеарна равенка, 
освен што  xCC 11   е функција од x , т.е    dxxfexCy  1  (6). 
Тогаш: 

            dxxfexCexCy dxxfdxxf
11   

          xfexCexCy dxxfdxxf  
11   

           dxxfdxxf exCxfexCy 11  (7). 

 Ги заменуваме  и y y  од (6) и (7) во   xgyxfy  , 

                 xgexCxfexCxfexC dxxfdxxfdxxf  
111   

     xgexC dxxf  
1 

      dxxfexg
dx

xdC1   
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       dxexgxdC dxxf
1         dxexgCxC dxxf

1 , 

а потоа го заменуваме последниот идентитет во (6),  

   dxxfexCy  1           dxexgCey dxxfdxxf .■ 

 
Задача 4.4.1. Да се реши диференцијалната равенка:  

2

1 2 1x
y y

x

  , 

која ги задоволува почетните услови 1x  , 1y e  . 
Решение. Дадената диференцијална равенка е линеарна. 

Нејзиното општо решение е: 

         dxexgCey dxxfdxxf  2 2
1 2 1 2x x

dx dx
x xy e C e d
 

  
   

 
 x   

2 2
1 1 1 12 2dx dx

x xx xy e C e d
          
   

 
   

 
 x 

1 12ln 2lnx x
x xy e C e d
   

  
 

 x   

 2 22 22 ln ln ln , 2 ln ln ln ,x x x x x x би
2 2дејќи x x

         

2 2
1 1

ln lnx xx xy e e C e e dx
 

  
 

 
1 1

2
2

1
x xy e x C e dx

x

 
  

 
   

2

1

1

t
x

dx dt
x

   
 
  
 

   
1

2 txy e x C e dt     

1 1
2x xy e x C e

 
  

 


1
2 1xy x Ce
 

  
 

. 

За да го определиме партикуларното решение кои ги 
задоволува почетните услови 1x  , 1y e  , прво ја определуваме 
константата C : 

1 1е Ce+ = +  еC е=  1C = ; 

од каде што партикуларниот интеграл е: 
1

2 1xy x e
 

  
 

. 
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 ● Класата на диференцијални равенки      Cxyfygy  , 

со смената 
x

y



1

 се сведува на линеарна диференцијална равенка 

по x . Имено: 

     Cxyfygy        Cxyfyg
x




1
     xyfygCx 

    11x g y f y x   ,    1g y Cg y ,    1f y Cf y   

   ygxyfx 11  . 
 
 

4.5. БЕРНУЛИЕВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
 

 Дефиниција 4.5.1 Бернулиева диференцијална 
равенка се нарекува равенката: 

    nyxgyxfy   (1), 

каде што  xf  и  xg  се функции од независната променлива x .■ 
 
 За 0n  равенката се сведува на линеарна. За  
равенката се сведува на равенка со раздвоиви променливи. 

1n

 
 Интеграција. Бернулиевата диференцијална равенка се 
интегрира со сведување до линеарна равенка со смената:  

nyz  1 , 0,1n   (2), 
од каде што следува дека:  

   
n

n

y

y
nyynz


  11  (3). 

Тогаш од (1) и (3) добиваме: 

    yyxgyxfy :/ nn       nxgyxf
y

y n
n


  1/1   

        xgnyxfn
y

y
n n

n



  111 1          xgnzxfnz  11 . 

 Последната равенка е линеарна и има општ интеграл:  

            1 11n f x dx n f x dxz e C n g x e dx      . 
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 Со враќање на смената (2), го добиваме општото решение на 
бернулиевата диференцијална равенка: 

            1 11 1n f x dx n f x dxny e C n g x e dx      . 

 
 Задача 4.5.2. Да се најде равенката на фамилијата графици 
на функции кај кои тангентата во точката ( ),x y  минува и низ 

точката ( )2 2,x y . 

 Решение. Од условот на задачата имаме: 

 Y y y X x     2 2y y y x x    2
2 2

1 1
y y y

x x x x
  

 
. 

 
Цртеж 4.5.2. 

 
 Значи, равенката е Бернулиева. Воведуваме смена: 

1 2 1
z y

y
   2

1
z y

y
   , 

од каде што добиваме: 

2 2 2

1 1 1y

y x x y x x


   

 
  

2 2

1 1
z z

x x x x
   

 
  

      f x dx f x dxz e C g x e dx      

2 2

2

1dx dx

x x x xz e C e dx
x x

 
 
 

    
 . 
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Го пресметуваме интегралот: 

22

1 1
1 12 2ln ln1 1 11 1 2
2 2 22 4

xdx dx x
C C

x x xxx

  
   

      
 

   . 

и го заменуваме во равенката: 

1 1ln ln

2

1x x

x xz e C e dx
x x

 
 

    
   

1

2

1 1 1x x
z C

x x x x

  
    

 dx 

2

1 1 1sgn sgn
1 1
x x


x x

z C dx
x x x x x x

        

 
1 1 1sgn

1 1
x x x

x

 
  
 

z C dx
x x x x

 
 

    

 2
1

1
x d

z C
x x

 
  

  


x


1 1
1

x
z C

x x

     


1 1x
z C

x x


  . 

Бидејќи 
1

z
y

 , добиваме: 

 1 11 C x

y x

 
 

 1 1
x

y
C x


 

. 

 
 

4.6. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА  
ВО ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ 

 
 Дефиниција 4.6.1. Диференцијалната равенка од обликот: 

    0,,  dyyxQdxyxP  (1) 

се нарекува диференцијална равенка во тотален диференцијал, ако 
постои функција  ,U U x y  таква што левата страна на равенката 

да е еднаква на нејзиниот тотален диференцијал, односно:  

     , , ,dU x y P x y dx Q x y dy   (2).■ 
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 Општо решение. Ако условот (2) е исполнет тогаш 
равенката (1) гласи: 

0dU  . 

Со интеграција на оваа равенка го добиваме општиот интеграл: 

 ,U x y C . 

 
 Во следната теорема се дадени условите под кои важи 
релацијата (2). 
 
 Торема 4.6.2. Нека функциите  yxP ,  и  yxQ ,  заедно со 

своите парцијални изводи 
y

P




 и 
x

Q




, се непрекинати на областа . 

Потребен и доволен услов изразот:  

D

   dyyxQdxyxP ,,   (3) 

 да е тотален диференцијал на функцијата  ,U U x y  е: 

x

Q

y

P








 (4). 

 Доказ. ● Ќе покажеме дека условот (4) е потребен. Нека 
   dyyxQdxyxP ,, 

 ,U U x

 е тотален диференцијал на функцијата 

y . Од релацијата 
U U

dU dx dy
x y

 
 
 

 и (2), следува 

дека:  

 , U
P x y

x





 и  , U
Q x y

y





 (5). 

Со диференцирање на (5) по y  и по x , добиваме: 

2P U U

y y x x y

           
 и 

2Q U U

x x y y x

    
       

. 

Поради непрекинатоста на функциите  yxP ,  и  yxQ ,  и нивните 

парцијални изводи  
y

P




 и 
x

Q




, следува дека мешаните изводи се 

еднакви, па:  
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x

Q

y

P








. 

 ● Ќе покажеме дека условот (4) е доволен. Нека важи 
равенството (4). Ако постои функцијата  која ги исполнува 
равенствата (5), тогаш со интегрирање по 

U
x  на  равенството 

 ,U
P x y

x





, добиваме: 

    
0

, ,
x

x

U x y P x y dx y  , 

каде што  е апциса на произволна фиксирана точка 0x   Dyx 00 , , 

додека интеграционата константа е од обликот  y , бидејќи кога 
интегрираме по x  променливата  ја сметаме за константа. y

 Функцијата  y  ќе ја определиме од условот  ,U
Q x y

y





, 

од каде што: 

     yxQydxyxP
y

x

x

,,
0














         

0

, ,
x

x

P
x y dx y Q x y

y
  

 . 

Одовде, користејќи го идентитетот 
x

Q

y

P








, добиваме: 

     
0

, ,
x

x

Q
x y dx y Q x y

x
  

       
0

, ,
x

x
Q x y y Q x y    

       yxQyyxQyxQ ,,, 0       yxQy ,0   

   
0 0

0 ,
y y

y y

y dy Q x y dy         
0

0 0,
y

y

y Q x y dy y   , 

каде што  е ординатата на произволно избраната фиксна точка 

. Следува дека функцијата 
0y

D yx 00 ,  yxu ,  е: 

      
0 0

0 0, , ,
yx

x y

U x y P x y dx Q x y dy y    .■ 

 Функцијата U  ќе ја добиевме и ако интегриравме прво по y  
па диференциравме по x . Во одредени задачи на еден начин 
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интегрирањето е потешко или невозможно, па задачата треба да се 
реши по другиот начин. 

 Интеграција. Вториот дел од доказот на теоремата ја дава 
постапката за интеграција на диференцијалната равенка во тотален 
диференцијал.  
 Според првиот начин почнуваме со интегрирање: 

     , ,U x y P x y dx y  , 

каде што  ја разгледуваме како функција од променливата P x , 
додека  игра улога на параметар. Потоа диференцираме по :  y y

    ,
y

U
P x y dx y

y
  

   , и заменуваме во: 
U

Q
y





. 

Од последната равенка се изразува функцијата  y , се интегрира 

и  y  се заменува во U . Општото решение е U C . 

 Постапката според вториот начин е аналогна, само улогата 
на променливите е променета. 

 
 Задача 4.6.1. Да се реши диференцијалната равенка: 

   2 2 2 26 3 4 2 3y xy x dx y xy x dy 0      . 

 Решение. Прв начин. Нека со:  
2 26 3P y xy x    и 2 24 2 3Q y xy x    

ги означиме функциите пред  и dx dy , соодветно. Тогаш: 

2 6P
y x

y


 


 и 2 6Q

y x
x


 


. 

Бидејќи 
P Q

y x

 


 
, равенката е во тотален диференцијал, односно 

постои функција  ,U U x y  таква што:  

dU Pdx Qdy  , односно 
U

P
x





 и 

U
Q

y





. Тогаш: 

 2 26 3U Pdx y xy x dx       
2 3

2 6 3
2 3
x x

y x y y     
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 2 2 33xy x y x y   . 

За да ја определиме функцијата   бараме:  

 22 3U
xy x y

y


   


; 

и ја изразуваме функцијата од равенството: 

U
Q

y





  2 22 3 4 2 3 2xy x y y xy x       

  24y y     2 344
3

y y dy y   . 

Бидејќи 0dU  , општото решение е:  

U C  2 2 3 343
3

xy x y x y C    / 3⋅   

3 2 2 33 3 9 4x xy x y y C    . 
  
 Втор начин. Имаме: 

   
3 2

2 2 24 2 3 4 2 3
3 2
y y

U Qdy y xy x dy x x y x           

 3 2 24 3
3
y xy x y x   , од каде што:  2 6U

y xy x
x


   


.  

Сега: 
U

P
x





  2 26 6 23y xy x y xy x       

  23x x    
3

2 33 3
3
x

x x dx x    .  

Следува:  

U C  3 2 2 34 3
3
y xy x y x C      

3 2 2 33 3 9 4x xy x y y C    . 
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4.7. ИНТЕГРАЛЕН МНОЖИТЕЛ 

 
 Дефиниција 4.7.1. Функцијата  yx,   е интегрален 
множител на диференцијалната равенка     0, ,  dyyxQdxyxP  
ако диференцијалната равенка: 

        0,,,,  dyyxQyxdxyxPyx  , 

е во тотален диференцијал.■ 
 
 Ќе разгледаме два интегрални множители:  

 x   и  y  . 
 
 ● Ако  x   е интегрален множител, тогаш равенката:  

        0,,  dyyxQxdxyxPx   

е во тотален диференцијал. Имајќи предвид дека:  

 
y

P
P

y 




   и  

x

Q
QQ

x 




  , 

од идентитетот за тотален диференцијал    Q
x

P
y









 ја 

добиваме интеграционата константа  x  , 

x

Q
Q

y

P






  

x

Q

y

P
Q








   















x

Q

y

P
Q

dx

d 
  

dx
Q

x

Q

y

P
d 











 dx
Q

x
Q

y
P

d













 dx
Q

x
Q

y
P

C 







 lnln   

 dx
Q

x
Q

y
P

C 







ln 
dx

Q

x

Q

y

P

eC









 . 

Оттука за 1C   кога 0   и 1C    кога 0    добиваме:  

dx
Q

x

Q

y

P

e









 . 
 



 
4. Диференцијални равенки од прв ред 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

67 

 Задача 4.7.2. Да се интегрира диференцијалната равенка: 

 2 2 1 2x y dx xydy 0    , 

ако се има предвид дека има интегрален множител  x  . 

 Решение. Имаме, 2P
y

y





 и 2Q

y
x


 


; 

2 2 4
2 2

P Q
y y yy x

Q x

2
y xy x

 


     
 

, па:  

 
2

12 2ln ln
2

1
P Q

y x
dx dx x xQ xx e e e e

x




 


 
       . 

 Диференцијалната равенка во тотален диференцијал е: 

2

2 2

11 2y y
dx dy

x x x

 
0    

 . 

 Навистина 2

2P y

y x





 и 2

2Q y

x x





 т.е. 

P Q

y x

 


 
. Следува: 

 
2 2

2 2

1 11 y y
U Pdx dx x y

x x x x


 
           . 

За да ја определиме непознатата функција  y , диференцираме 

по у : 

 2U y
y

y x


   


; 

и заменуваме во равенката: 

U
Q

y





  2 2y y

y
x x

      

  0y     0y  . 

Следува дека општото решение е: 

U C 
2 1y

x C
x x

   
2 1y

x C
x


  . 
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 ● Ако  y   е интегрален множител, тогаш равенката:  

        0,,  dyyxQydxyxPy  , 

е во тотален диференцијал. Имајќи предвид дека:  

 
y

P
PP

y 




    и  

x

Q
Q

x 




   

 од условот за тотален диференцијал    Q
x

P
y










 ја добиваме 

интеграционата константа  y  : 

x

Q

y

P
P








  
y

P

x

Q
P








   















y

P

x

Q
P

dy

d 
  

dx
P

y
P

x
Q

d 












Q P
d x y

dy
P




 


    ln ln

Q P
x y

C dy
P



 


     

 ln

Q P
x y

C dy
P



 


   

Q P

x y
dy

PC e

 


 


 . 

 Оттука еден интегрален множител е 

Q P

x y
dy

Pe

 


 


 . 
 
 Задача 4.7.3. Да се интегрира диференцијалната равенка: 

 ln 0y
dx y x dy
x

   , 

ако се има предвид дека има интегрален множител  y  . 

 Решение. Имаме, 
1Q

x x


 


 и 

1P

y x





. Интегралниот 

множител е: 

 
Q P

x y
dy

Py e 

 


 

, каде што: 

1 1 2
2

Q P
x y x x x

y yP y
x x

 
         ,  

па:  
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 
12

2ln ln
2

dy
y Cy C

y e e
y




 
   .  

Избираме   2

1
y

y
  . Тогаш равенката: 

 ln 0y
dx y x dy
x

    2

1 1 ln 0x
dx dy

xy y y

 
    

, 2/ : y

е во тотален диференцијал. Навистина 2

1P Q

y x xy

 
  

 
.  

 Нејзиното решение е: 

 
01 lnx x

U Pdx dx y
xy y




     , 

од каде што: 

 2

lnU x
y

y y


   


, 

и 
U

Q
y





  2 2

ln 1 lnx x
y

y y y
      

  1
y

y
     1 lny dy y

y
   . 

Следува општото решение е: 

ln lnx
y C

y
  . U C 
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5. ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 

 
5.0. ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 

 
 Дефиниција 5.1. Нека:  

     xaaxaaxaa nn  ,...,,0 1100  и  xff  , 

се функции дефинирани на . Равенката: D

             1
0 1 1...n n

n na x y a x y a x y a x y f x
      , 

се нарекува линеарна диференцијална равенка од n-ти ред. 
Функциите  се нарекуваат коефициенти на линеарната 
диференцијална равенка од -ти ред. 

naaa ,...,, 10

n
 
 Ние ќе го разгледуваме случајот кога 10 a . Ако , 

за секое 

 0 0a x

x D , равенката може да се подели со  x0a  и да го 

добие истиот облик: 
         xfyxayxay n

nn   ...1
1  (1) 

 Ако 0f , тогаш линеарната диференцијална равенка се 
нарекува хомогена, а ако 0f , тогаш равенката е нехомогена. 
Да забележиме дека хомогената линеарна диференцијална равенка 
од -ти ред е различна од хомогената диференцијална равенка од 
прв ред, дефинирана во  4.3. 
n

 Ако  се константи, тогаш равенкатата се нарекува 
линеарна диференцијална равенка со константни 
коефициенти. 

naaa ,...,, 21

 
 Ако диференцијалната равенка (1) е дефинирана на 
интервалот  ba, , природно е решението да се бара во множеството 

, од функции што имаат непрекинат -ти извод. Следната 
теорема ги дава условите за постоење и единственост на решението 
на Кошиевиот проблем за равенката (1). 

 baCn ,  n

 
 Теорема 5.2. (Кошиев проблем). Нека функциите 

 и  се непрекинати на naaa ,...,, 21 f  ba, , и нека се дадени броевите 
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 bax ,0    и , it 1,...,2,1  ni . Тогаш равенката  xyy   има 

единствено решение во  baCn , , кое ги исполнува почетните 

услови:        100 ,  ntxx

y ,1

1n
10 ...,, ytxy

D

0 ty

 

. 
 

5.1. ХОМОГЕНИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 
 
 Дефиниција 5.1.1. Функциите  се линеарно 

независни на доменот , ако за секои константи , 
nyy ,...,2

C1 nCC ,...,, 2

   ... 02211 xyC xyC nnxyC  само кога 021 ...  nCCC . 

 Во спротивно,  се линеарно зависни.  nyyy ,...,, 21

yy , 21

1y

 
 Притоа, функциите  се линеарно зависни на , 
ако и само ако една од нив може да се претстави како линеарна 
комбинација од останатите. 

ny

2y

21y

,..., D

 Специјално функциите  и  се линеарно зависни, ако и 
само ако ky  или 12 kyy   за некоја константа k 

n

. Ако не 

постои таква константа, тогаш  и  се линеарно независни. Овој 
став ќе го користиме понатаму за утврдување на линеарната 
независност на две функции. 

1y 2y

n

 
 За утврдување на линеарната независност на  функции 

 од yyy ,...,, 21  ba,C , се користи детерминантата: n

 

     
 

   

 

   

 

  

1 2

1 2

1 1
1 2
n n 1

n

n

n
n

...

...

...

y x y x y x

y x y x y x
W x

y x y x y x


 

 

 
 

yy , 21



ny,...,

, 

наречена детерминанта на Вронски или Вронскијан.  
 Важи следнава теорема: 
 
 Теорема 5.1.2. Нека  се решенија на хомогената 

линеарна диференцијална равенка          yxan 0...1 y n1 xay n

ny

 ba,

. 

 Тогаш функциите  се линеарно независни, ако за 

секој ,  

yy ,...,, 21

x
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  0xW .■ 
 

 Ќе ја покажеме следнава теорема: 
 
 Теорема 5.1.3. Нека коефициентите  се 

непрекинати функции на 
naaa ,...,, 21

 ba, . Тогаш постојат  линеарно 

независни решенија на равенката 

n
        0 yxan...1

1  yxay nn . 

 Доказ. Нека  bax ,0  . Од теоремата 5.2 следува дека 

постојат  решенија  на (1), кои ги исполнуваат 
следниве почетни услови: 

n nyyy ,...,, 21

       1
1 0 1 0 1 01, 0, ..., 0ny x y x y x   , 

       1
2 0 2 0 2 00, 1, ..., 0ny x y x y x   , 

       1
0 0 00, 0, ..., 1n

n n ny x y x y x   . 

Тогаш вредноста на детерминантата на Вронски во точката , е: 0x

 0

1 0 ... 0
0 1 ... 0

1 0

0 0 ... 1

W x   
   

. 

 Следува дека  се линеарно независни.■ nyyy ,...,, 21

 
 Ако  се линеарно независни решенија на 

равенката 
nyyy ,...,, 21

        0...1  yxan1 yxay nn , тогаш тие формираат 
множество, наречено фундаментален систем на решенија. 

 
 Теорема 5.1.4. Ако  формираат фундаментален 
систем на решенија на хомогената линеарна диференцијална 
равенка 

nyyy ,...,, 21

        0 yxan...1
1  yxay nn  на  ba, , тогаш општото 

решение е: 

nn yCyCyCy  ...2211 . 

 Доказ. Нека се линеарно независни решенија на 

равенката: 

 nyyy ,...,, 21  
        01  yxaay n
n ...1 yx n .  
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 Доволно е да  дека и nn yCyCyCy  покажеме  ...2211  е 
решение на : истата равенка. Навистина од

       k
nyn

kkk CyCyCy  ...2211 , nk ,...,1,0 , 

следува дека:  
               ......... 11

2
1

1112211
n

n
nn

nn
nn CyCyCayCyCyC 2 n

n y

  0...2211  nnn yCyCyCa   
         1 1n n n n 

1 1 1 1 1 2 2 1 2 2

0 0

... ... ...n nC y a y a y C y a y a y        
 

    1
1

0

... 0n n
n n n n nC y a y a y   


 00  , 

при што     0...1
1  in

n
i

n
i yayay , ni ,...,2,1 , бидејќи

се партикуларни решенија. 

Општо решение на хомогени линеарн цијални 
онстантни коефициенти 

 на 
равенка од втор

 nyyy ,...,, 21  

 
5.1.5. и диферен

равенки со к
 

● Да ја разгледаме хомогената линеарна диференцијал
 ред со константни коефициенти: 

021  yayay . 

 Општото решение ќе го најдеме, ако најдеме два линеарно 
независни партикуларни интеграла. Барам партикуларен интеграл 

 вид
е 
rxод  . Тогаш , ery и заради 0 , со 

замена во равенката добиваме: 

02  rxrx eaer

rxey  rxrey  2  rxe

1
2 rxrea    021

2  ararerx   01
2  ar . 

Последната равенка се нарекув

2  ar

а карактеристична равенка на 
диференцијалната равенка. За секое нејзино решение r ,  rxey 

атнос

 е
партикуларен интеграл на диференцијалната равенка. Според 
основната теорема на алгебрата, карактеристичната равенка има 
две комплексни решенија 1r  и 2r , сметани со својат  кр т. 
Затоа можни се следните случаи: 
 
 1. Корените на карактеристичната равенка 02  arar  
е реални и различни, 

а

21

с 21 rr  . Тогаш:  
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xrey 1
1   и xrey 2

2   

се партикуларни интегр а диференали н цијалната равенка.  
 Притоа, и се линеарно независни, бидејќи нивниот 
количник не е константен.   

ост е со 
омош ми тат

1y  2y  

(Втор начин на утврдување на линеарната независн
п  на детер нан а на Вронски,  

     
1

 Следува дека општото решение е: . 
 
 2. Корените на карактеристичната равенка 

 реални

021

21

21

2
21

  xrr

xrxr

xr

err
erer

ee
xW ). 

xr

xrxr eeCy 21
1  C2

02
2  arar  1

 и еднакви rrr се  21 . Тогаш 1
rxy e  е решение на 

и 2
rxдиференцијалната равенка. Ќе покажеме дека y xe  е 

решение.  

  rxrxrx erxrxeey   и1      rxexr 2rxrx rerxrrey 21  . 

Со замена во диференцијалната равенка добиваме: 

    012 21
2  rxrxrx erxaexrr xea  02 211

2  xarxaaxrr

  2
1 1 22 0r a r a r a x

0 0

     
 00  , 

каде што 02  arar  бидејќи 21 r  е корен на кар еристичнатаакт  
равенка, формули: а од виетовите 1arr  , т.е.: 02 1  ar . 

о интегралите Јасн  1
rxy e  и 2

rxy xe  се линеарно независни, 

бидејќи нивниот однос 2 1y y x онстан пшто не е к та, па о то 
ешени

ните на карактеристичната равенка 
 коњугирано комплексни, т.е.: 

р е е:  
x

2 . 
 
 3. Коре

xrr xeCeCy 21
1 

021
2  arar  

се  ir 1 ,  ir 2 , од каде што 
од Виетовите формули аме:  

1 2 1r r а  

добив

 12 а    12 0а   
2
1  (1)  
a


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и  

1 2 2r r а  2 2
2а   

2
21

24
а

а  
2

2 2 14
4

а а 
  (2). 

 Ќе покажеме дека и се 
партикуларни интеграли. Имено: 

xey x  cos1   xn  ey x si2 

 sin cos sin1 cosx x xy e x e x x x e    
и  

         

   2
1 cos sin sin cosx xy e x x e x               x 

  2 2 cos 2 sin xx x e      . 

Ако замениме во диференцијалната равенка, добиваме: 

x    2 2
1cos 2 sin cos sinx xe x x a e x              

2 cos 0xa e x        0sin2cos 121  xaxaa  22 , 

каде што со замена на   и   од (1) и (2), добиваме:   

2 2 2
2 2 1 1 1

1 2 2 2 0
4 4 2

a a а а   а а а
           

и  
 1 12 2a a    0    . 

чно се покажува дека и е партикуларен интеграл. 
Притоа, 
Сли  xey x  sin2   

xtgyy 12  не е општо  решение е:  

 Задача 5.1.6. Да се реши диференцијалната равенка:  

0

константа, па то

xeCy x  incos 21 .■ 
 

eCx x  s

3 4y y y    . 

 Решение. Карактеристичната равенка е: 
2 3 4 0r r      4 1r r 0    4 1r r    ; 

 којана  ѐ одговараат партикуларните интеграли 4xe и xe .  
Затоа општото решение е: 

4
1 2

x xy C e C e  . 
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 Задача 5.1.7.  Да се реши диференцијалната равенка:  

02  yyy , 

а потоа да се најде партикуларното решение кое ги исполнува 
условите   40 y ,   20 y . 

 Решение. Карактеристичната равенка:  

2 2 1r r 0     21 0r    1 2 1r r  , 

има двоен реален корен, па партикуларните интеграли се xe  и xxe , 
од каде што општото решение на равенката е: 

. 

Сега го определуваме партикуларното решение од условите:  

xx xeCeCy 21 

  40 y  41C  (1). 

За да го примениме вториот услов потребно е да се пресмета: 

 1 2 2 1 2 1x x x x xy C e C e C xe C e C x e      , 

од каде што:   20 y  221 CC  (2). 
Со замена на (1) во (2) добиваме: 

2422 12  CC . 

 Значи, партикуларно решение е: 

 xexeey xxx  2224 . 
 

 Задача 5.1.8.  Да се реши диференцијалната равенка:  

0102  yyy . 

 Решение. Карактеристичната равенка е: 
2 2 10 0r r     

1,2
2 4 40 2 36 2 6 1 3

2 2 2
i

r i
       

        

1 1 3r i   , 2 1 3r i   . 

 Следува дека општото решение е: 

. xeCxeCy xx 3sin3cos 21
 



 
5. Линеарни диференцијални равенки 

 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

77 

 
тото 

решение на хомогена линеарна диференцијална равенка со 
константни коефициенти од ред , 

 Продолжение на 5.1.5. ● Аналогно се определува опш

 n
    0...1

1   yay nn . ay n

 Имено, прво се бараат корените на 
равен а:  

карактеристичната 
к

1 1
1 1... 0n n

n nr a r a r a
     . 

 Постојат n  корени земени со својата кратност, така што: 

 1) На секој k -кратен реален корен r , му одговарааат 
партикуларните интеграли: 

 2) На секој пар кратни комп о коњугирани корени 

rxkrxrx exxee 1,...,,  . 

k - лексн
 i , 0  им одгова т партикуларните интеграли: рааа

1cos , cos ,..., cosx x k xe x xe x x e x     , 
1sin , sin sinx x k xe x xe x e x  ,..., x   . 

и формираат фундаментален 
систем на решенија па тото решение на 
диференцијалната равенка е: 

 Партикуларните интеграл

nyyy ,...,, 21 , опш

nn yCyCyCy  ...2211 . 
 

5.2. НЕХОМОГЕНИ ЛИНЕАРНИ  РАВЕНКИ 

5.2.1. НЕХОМОГЕНИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 
 

могената линеарна 
диференцијална равенка: 

 ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ
 

 Дефиниција 5.2.1.1. Нека е дадена нехо

          0...1
1   xfyxayxay n

nn . 

Тогаш равенката:  
        0...1

1   yxayxay n
nn  , 

е нар еренцијална равенка 
 диференцијална 

равенка. 

с екува хомогена линеарна диф
соодветна на нехомогената линеарна
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 Теорема 5.2.1.2. Општото решение на нехомогената 
линеарна иференцијална равенка:  д

         xfyxayxay n  1  nn  ...1 е ph yyy  , 

каде што е општо решение на равенката:   y  h
        0...1

1   yxayxay n
nn , 

додека е партикуларно решение на:   py  

         xfyxayxay   ...1
n1 . 

 Доказ. ● Ќе покаж

nn

еме дека ph yyy   е решение на 

нехомогената равенка. Важи:  
     k

p
k
h

k yy  , 1,2,...,k ny  . 

 во нехомогената диференцијална равенка, дАко замениме обиваме: 
            fyyayyayy phn

n
p

n
h

n
p

n
h   ...11

1    
         1 1

1 1... ...n n n n
h h n h p p n py a y a y y a y a y f           

ff   00  , 

каде што     ...1
1  

n
n
h

n
h yayay 0h  

 равенка, и 

бидејќи е општо решение на 

хомогената

 hy  
    fa  ...1  ynyay n

p
n
p  

1 h бидејќи е 

артикуларно решение на нехомогената равенка. 

 о 
мож  

py  

п

● Ќе покажеме дека константите nCCC ,...,,  еднозначн21

ат да се изберат така што ги задоволуваат почетните услови: 

         11...,,,   nn yxyyxyyxy 000000

 Од:  

. 

h py y y   т.е. h py y y   или 1 1 2 2 ... n pC y C y C yn у y     , 

добиваме: 
         k

p
kk

nn
kk yyyCyCyC  ...2211 , 1,2,..., 1k n  . 

Заменувајќи ги почетните услови го добиваме системот равенки: 
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         

                












0

1
0

1
0

1
0

1
220

1
11

000

...
...

...

xyxyxyCxyCxyC

xyxyxyCxyCxyC

p
nn

nn
nn

pn         


 022011

000022011

... xyxyxyCxyCxyC n

pnn

n

, 

чијашто детерминанта е:  1 2, ,..., nW y y y . Притоа,  

  1 2 0, ,..., 0nW y y y x   

бидејќи партикуларните интеграли nyyy ,...,, 21  
хомогеаната 

има единст

формираат 
фундаментален систем на решенија на диференцијална 
равенка. Следува дека системот равенки вено решение 
о

И НА КОНСТАНТИ НА ЛАГРАНЖ 
 
 Ќе разгледаме метод за определување партикулрано 

познат еден фундаментален систем на решенија на 
соодветната хомогена диференцијална равенка. Наречен е метод на 
варијации на константи на Лагранж или само метод на варијации на 
константи. 
 

 го разгледаме методо
еренцијална равенка од 

п nC,...,2 . 
 

5.2. МЕТОД НА ВАРИЈАЦИ

 CC ,1

решение на нехомогената линеарна диференцијална равенка, кога е 

nyyy , .,, 21  ..

 ● Ќе т на варијации на константи за 
нехомогената линеарна диф втор ред, 

 xfyayay  21  (1), 
Нека: 

1 1 2 2hy C y C y   

е општо решение на соодветната хомогена линеарна диференцијал-
на равенка: 

021  yayay  (2). 

 Методо аријации н станти се состои во определ а-
ње функции: 

т на в а кон ув

 xCC 11   и  xCC 22  , 
такви што: 

2211 yCyCyp   
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би бил партикуларен интеграл на нехомогената линеарна 
диференцијална равенка. 

 Со диференцирање на последната равенка добиваме: 

1 1 1 1 2 2 2 2py C y C y C y C y         2211

0

2211 yCyCyCyCyp   . 

Функциите  xCC 11   и  xCC 22   г е така што го 
задоволуваат условот: 

и избирам

02211  yCyC . 

Тогаш 2211 yCyCyp  , па за нејзиниот извод добиваме: 

1 1 1 1 2 2 2 2py C y C y C y C y           1 1 2 2 1 1 2 2py C y C y C y C y          . 

Со замена на  y , p py  и во диференцијалната равенка (1) 

обив

 y   p
аме: д

   1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2C y C y C y C y a C y C y a C y C y f                

1 1 2 2 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2

0 0

C y C y C y a y a y C y a y a y f
  

               
   
   
   


 

1 1 2 2C y C y f     , 

каде што: 012111  yayay  и 022212  yayay  бидејќи 1y  и 2y  
се решенија на хомогената линеарна диференцијална равенка (2).

На овој начин го добиваме системот: 
  

,  






xfyCyC

yCyC

2211

2211 0

кој има единствено решение по 1C  и 2C  бидејќи детерминантата на
системот:  

 

 , 21 0 yyWD . 
О :  ттука

     dxxCxC 11  и      dxxCxC 22 .■ 

лешка. За да го најдеме општото решение доволно ни 
е едно партикуларно решение и затоа ја фиксираме константата

; најчесто

 
 Забе

 iC , 

1,2i   0iC   во интегралите: 
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   i i iC x dx C x C   ,    i iC x xC  ; 1,2i  . 

Т општото решение е: огаш 1 1 2 2 1 1 2h p 2y y y C y C y C y C y      . 

 ● Аналогно се покажува точноста на методот на варијаци на 
константи за нехомогени линеарни диференцијална равенка од ред 

жи следнав орема: 

 Теорема 5.2.1. Нека 

и 

n . Затоа ва а те
 

nn yCyyCy C  ...2211  е општо 
е на хомогенатарешени  равенка:  

        0...1
1   yxayxay n

nn . 

Ако место константите , се стават функциите:   nCCC ,...,, 21

     xCCxCCxCC nn  ,...,, 2211 , 

што ги задоволуваат условите: 

, 

      














 xfCyCyC

yCyCyC

yCyCyC

n
nn

nn

nn

nn

11
22

1
11

2211

2211

...
...

0...
0...

y

тогаш:  
     dxxCxC 11 ,      dxxCxC 22 , ...,    n nC x C x dx   

и партикуларното решение на нехомогената равенка: 
         xfyxayxay n

nn   ...1
1   е: 

     1 1 2 2 ...p n ny C x y C x y C x y    . 

додека опш



тото: h py y y  . 

штото решение на нехомогената енка, всушност, е:  Оп рав

 
1

n

i i
i

 iy C x C y


  , 

е ш кад то:  
   1 iC x C x  , 1,2,...,i n  .  
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 Задача 5.2.2. Да се реши диференцијалната равенка:  

1
cos

y y
x

  . 

 Решение. Прво ја решаваме соодветната хомогена равенка. 
2 1 0r    2 1r    1r i  . 

Следува:  

1 cosy x , 2 siny x  од каде што: 1 siny x  , 2 cosy x . 
Притоа: 

 1 1 2 2 cos sin1 2hy C y C y C x C x    . 

 Определуваме партикуларен интеграл на равенката: 

  


xfyCyC 2211

 yCyC 2211 0


1 2

1 2

cos sin 0
1sin cos

cos

C x C x

C x C x
x

  


   

. 

Системот го решаваме со детерминанти. 

2 2cos sin
cos sin 1

sin cos
x x

x x
x x

   


 , 

1

0 sin
sin

1 coscos
cos

C

x
x

tgx
xx      и

x

  
2

cos 0
11sin

cos
C

x

x
x

  


, 

од каде што: 1
1

CC tgx
  


, 2

2 1CC 
 


. 

 Ги определуваме и 1C   2C : 

 1 1
sin
cos sin
x

C x dx dx
cos x t

C
x xdx dt

        
 

  ln ln cosdt
t

t
  x  

 и 

 2 2C C x dx dx x    . 

 Следува дека: 1 1 2p 2y C y C y   cos ln cos sinx x x x  . 

Значи, општото решение е: 
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1 2cos sin cos ln cos sinh py y y C x C x x x x x       . 

5.2.3. МЕТОД НА НЕОПРЕДЕЛЕНИ КОЕФИЦИЕНТИ 
 
 Методот на неопределени коефициенти се користи за 
преде
диференцијални равенки со константни коефициенти,  

 

о лување партикуларен интеграл на нехомогени линеарни 

     1
1 ...n n

ny a y a y f x    ,  

во коишто:  
      xexQxexPxf x

n
x

n   sincos   , 

каде што  xPn  и д   xQn   се полиноми, соодветно о ред и и  n   n  , 
  и   се константи. 

 Нека е карактеристичната равенка на 
соодветната хомогена линеарна диференцијална равенка. 

 1) Нека

0...1
1  

n
nn arar  

     x
n exPxf  , каде што  xPn   е полином од ред n , 

и   е константа. 

 -Ако   не е корен на карактеристичната равенка, тогаш 
партикуларниот интеграл е: 

  x
np exPy  , 

каде што  xPn  е произволен полино д ред , чии коефици  
треба да се одредат. 

м о енти n

 -Ако   е кратен рен на кар ктеристичната равенка, 
ларниот интег л е: 

k - ко а
тогаш партику ра

  x
n

k
p Py  exx  , 

каде што  xPn  е произволен полином од ред . 

Нека: 

 n

 2)       xexQxexPxf x
n

x
n   sincos   , каде што 

и xPn    xQn   се полиноми, соодветно од ред n  и n  , и   и   се 
константи. 

 -Ако i   не , тое корен на карактеристичната равенка гаш 
партикуларниот интеграл е: 
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    xxQxxPey nn
x

p  sincos  ,  nnn  ,max ; 

каде што  xPn  и  xQn  се произволни полиноми од ред n . 

 -Ако i   е кратен корен на карактерис чната равенка, 
тогаш партикуларниот интеграл е: 

 k -  ти

    xxQxxPexy nn
xk

p  sincos  ,  n nn max , , 

  xPn  и  xQn  каде што се произволни полиноми  ред . 

 Задача 5.2.3 (1.1). Да се реши диференција  равенка:  

 n од
 

лната
23 2y y y x    . 

Решение. Реш енијата на карактеристичната равенка се: 

   2 1 0r r    1r  , 2r  . 2 3 2 0r r   

xe 2xe, Соодветните партикул теграли се арни ин . 
 Бидејќи 0   не е ко ктери а

ном од втор ред е: 
рен на кара стичната равенк , 

произволниот поли
2y Ax Bx C   , од каде што: 2y Ax B   и 2y A . 

Заменуваме во равенката 23 2y y y x    , 

2 22 6 3 2 2 2A Ax B Ax Bx C x        

2 1A  , 6 2A B 0   , 2 3 2A B C 0     
1 3 9 7

42
A  , 3

2
A  , B 1 2 0

2
C    т.е. C  . 

 Оттука, општото решение е: 

2 2
1 2 2
x x

h py y y C e C e x x
1 3 7

2 4
       . 
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6. ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 
 

6.1. ДЕФИНИЦИЈА НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 
 

 Кривата  :C  txx  ,  tyy  ,  21, ttt  е мазна на , 

ако функциите 

 21, tt
 txx   и  tyy   заедно со своите изводи се 

непрекинати на  21, tt  и    2 2 0y tx t     за секое . 

Кривата  е по делови мазна ако може да се претстави како 
конечна унија од мазни криви. 

 21, ttt

C

 
 Двојниот интеграл ќе го дефинираме аналогно како што 
дефиниравме определен интеграл.  

 Нека , ; е ненегативна и непрекината 
функција дефинирана на затворена и ограничена област , чиј раб 
( ) е по делови мазна крива (цртеж 6.1.2).  

:f D  2D  
D

D

 Геометриското тело:  

        , , , , , , 0,1fx y z x y D z tf x y t    

се нарекува цилиндроид (на f ) (цртеж 6.1.1). Тоа е цилиндрично 
тело ограничено со областа , графикот на  и со цилиндричната 
површина која е паралелна на -оската. 

D f
z

 

 
Цртеж 6.1.1. Цилиндроид. 

 Ќе опишеме начин како да го пресметаме волументот на 
цилиндроидот. Бидејќи областа  е ограничена, следува дека D
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постои правоаголник    , ,D a b c d   што ја содржи . Со помош 

на прави паралелни со 

D

x  и -оските, правоаголникот y D  се дели на 
правоаголници што се сместени целосно во , делумно во , или 
немаат пресек со . Се подразбираат правоаголниците што не 
содржат помали правоаголници и попарно немаат заеднички 
внатрешни точки. Правоаголниците  со плоштини 

, соодветно, што се сместени целосно во  (цр. 
6.1.2) формираат внатрешна поделба  на . Под поделба, ако 
поинаку не е нагласено, ќе ја подразбираме внатрешната поделба. 

D

1 2 ,

D

D

D

, ..., nD D D

 D
1 2, , ..., nP P P  

 

 
Цртеж 6.1.2. Поделба на област . D

 
 Норма на поделбата , ознака    е должината на 

најголемата дијагонала на правоаголниците , iiD 1,2,...,n . Значи: 

1,2,...,
max
i n

diamD


 . i

 
Цртеж 6.1.3. Дефиниција на двоен интеграл 
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Да забележиме дека кога 0 , следува дека  (1). n

 Потоа избираме точки  ,i i ix y D , 1,2,...,i n . Бројот: 

 ,i i if x y P , 

го дава волуменот на квадарот со основа  со плоштина  и 

висина 
iP iP

 ,i i f x y . Збирот од сите квадари: 

     1 1 1 2 2 2, , ... ,n n nf x y P f x y P f x y P        
1

,
n

i i i
i

f x y P


 , 

го дава волуменот на рабестото тело (цртеж 6.1.3) што го 
апроксимира волуменот на цилиндроидот на f  и се нарекува 
Риманова или интегрална сума на функцијата f , поделбата  

и множеството точки  


,i ix y , . 1,2,...,i n
 Намерата волуменот на цилиндроидот да се определи како 
граница на волумените на рабестите тела што го апроксимираат, 
доведува до поимот двоен интеграл даден во следнава дефиниција. 
 Се покажува дека кога функцијата f  e непрекината над 
затворена и ограничена област  чиј раб е по делови мазна крива, 
тогаш постои секогаш иста гранична вредност: 

D

 
0 1

lim ,
n

i i i
i

I f x y P




 


 

за секоја поделба  на  и секој избор на точки  D  ,i i ix y D , 

, 1,2,...,i n  n n  . 

 Дефиниција 6.1.1. (Дефиниција на двоен интеграл). 
Нека функцијата , ; e дефинирана на затворена и 
ограничена област . Ако за секоја поделба  на  и секој избор 
на точки i

:f D
D



2D  
 D

 ,i ix y D , 1,2,...,i n ,  n n  ; секогаш постои иста 

гранична вредност: 

 
0 1

lim ,
n

i i i
i

I f x y P




 


 

тогаш бројот I  се нарекува двоен интеграл на  над  и се 
означува со:  

f D



 
6. Двоен интеграл 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

88 

 
D

dPyxf ,  или  ,
D

f x y dxdy .■ 

 
 Функцијата  во двојниот интеграл се нарекува 
интеграбилна на областа . Бидејќи 

f

D iii yxP   (2) и ix  и iy  се 

должините на страните на правоаголникот со плоштина , може 

да запишеме 
iP

dP dxdy , што ги објаснува двете варијанти на 
ознаката. Заради (1) и (2) може да се сретнат и записите: 

   
1

max 0

, lim ,
i

n

i i in
iD diamD

f x y dxdy f x y P





   и 

 ,
D

f x y dxdy   
1

max 0

lim ,
i

n

i i i in
i

diamD

f x y x y





  . 

 Границата  
0 1

lim ,
n

i i i
i

I f x y P




 


 значи дека за секое 0 , 

постои 0 , такво што за секоја поделба  со својство    и 

секој избор на точките  ,i i ix y D , n,...,2,1i  ; каде што 

; се правоаголниците што се содржат во , важи: n,...,2,1iDi ,  D

   
1

, ,
n

i i i
iD

f x y dP f x y P 


   . 

 Во дефиницијата за двоен интеграл, функцијата не мора да 
биде ненегативна. Тогаш интегралната сума не претставува 
апроксимација на волуменот на цилиндроидот. Функцијата не мора 
да биде ниту непрекината, но за да биде интеграбилна мора да 
задоволува одредени својства, на пример да биде ограничена. 

 
 Коментар*. Двојниот интеграл може да се дефинира и со 
помош на сумите на Дарбу кои ги претставуваат волумените на 
рабестите тела што се содржат и што го содржат цилиндроидот. 
 Нека  е непрекината ненегативна функција дефинирана на 
затворена и ограничена област . Со прави паралелни на 
координатните оски го делиме правоаголникот 

f
D

D  кој го содржи  
на множество  од подправоаголници , 

D
 iD 1,2,...,i p  со плоштини 

, . Множество  е поделба на iP 1,2,i  ..., p  D , каде D  е областа 
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што се состои од правоаголниците , iD 1,2,...,i k  што се содржат 

целосно во , и , D iD 1, ,i k 2k ...,n  

i

 делумно. Бидејќи  
непрекината функција на секој правоаголник кој е затворена и 
ограничена област следува дека  достигнува максимум и минимум 
на правоаголникот. Нека:  и , 

f

f

im M i n,...,2,1 ; се минимумот и 

максимумот на  на . Волуменот на рабестото тело што е унија 

од квадари со основи  и висини , 

f iD

iP im 1,2,...,i k ; е:  

  1 1 2 2P m P
1

k

k k
i

m P


... is m m iP        

1,

, 

додека волуменот на телото што е унија од квадари со основи  и 

висини , 
iP

im 2,...,i n  е:  

  1 1 2 2P M P
1

n

n n
i

M P


... iS M M iP         . 

 Сумата  s   се нарекува долна сума на Дарбу за  на 

, додека 

f

  S , горна сума на Дарбу за  на . f 

 Бидејќи првото рабесто тело се содржи во цилиндроидот, а 
второто го содржи цилиндроидот со волумен V , важи:  

   S

2f D  

s V 



 

V

f

:

. 

 Ако постои единствен број  што го исполнува горното 
равенство за секоја поделба , тогаш тој број е волуменот на 
цилиндроидот. 
 Дефиницијата на долна и горна сума може да се прошири на 
произволна ограничена функција , така што  и , ќе 

претставуваат соодветно инфимум и супремум на  на , 
. 

im iM

f iD

ni ,...,2,1
 
 Дефиниција 6.1.2. Нека  е ограничена 
функција на затворена и ограничена област . Ако постои 
единствен број 


D

I  таков што за секоја поделба  на секој 
правоаголник 



D  што го содржи  да важи:  D

   Ss I   , 
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тогаш функцијата  се нарекува интеграбилна на , додека бројот f D
I , се нарекува двоен интеграл на функцијата  над областа  и 

се означува со: 

f D

 ,
D

f x y dxdy .■ 

 Кога постои двојниот интеграл дефинициите 6.1.1. и 6.1.2. се 
совпаѓаат. 
 Условот областа  да е затворена и ограничена и  да е 
по делови мазна крива, овозможува на ист начин со мрежи од 
правоаголници што се во областа и што ја содржат областа да се 
формираат низи што тежат кон ист број, плошината на . 

D D

D
 
 

6.2*. НЕПРАВИ ДВОЈНИ И ТРОЈНИ ИНТЕГРАЛИ 
 

 Дијаметар на множеството , ознака , е супремумот 
од должините на сите отсечки чии крајни точки се елементи од . 
 Областа  е неограничена, ако 

D diamD
D

2D   diamD .  
 
 Дефиниција 6.2.1. Нека  е неограничена област. Нека 
функцијата  е интеграбилна на секоја конечна 
подобласт од . Ако постои единствен број:  

D
2:f D  

D


 


nD
n

dxdyyxfI ,lim  

за секоја низа  nD  од конечни подобласти   на , такви што за 

секоја точка 
nD D

 yx D,  да следува  , yx
0n

D  за некоја подобласт 

 на , тогаш бројот 
0n

D D I  се нарекува неправ интеграл на 

функцијата  на областа  и се означува со: . 

Функцијата  се нарекува интеграбилна на . 

f D  
D

dxdyyxf ,

f D
  
 Дефиниција 6.2.2. Нека  е ограничена област. Нека 
функцијата   е интеграбилна на 

D
2:f D      00 ,\ yxD .  

 Ако постои единствен број:  

 


nD
n

dxdyyxfI ,lim  
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за секоја низа  nD  од конечни подобласти   на , 

такви што за секоја точка 
nD   00 ,\ yxD

    0 0, \ ,x y D x y

0n
D

 да следува 

 за некоја подобласт , тогаш бројот  
0

, nDyx  I  се нарекува 

неправ интеграл на функцијата f  на областа  и се означува 

со: . Функцијата  се нарекува интеграбилна на . 

D

 dxdy
D

yxf , f D

 Ако постои неправиот интеграл  
D

dxdyyxf ,  и е конечен 

број, тогаш велиме дека неправиот интеграл конвергира. Во 
спротивно велиме дека неправиот интеграл дивергира. 

 
 

6.3. СВОЈСТВА НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 
 
 За да оперираме со двојните интеграли потребно е да ги 
определиме неговите својства. Двојниот интеграл поседува 
аналогни својства на единечниот. 
 
 Својства на двоен интеграл. Нека функциите  ,f f x y  

и  , g g x y  се непрекинати на затворена и ограничена област . 

Тогаш важат следниве тврдења: 

D

 1.     
DD

dxdyyxfcdxdyyxcf ,, , constc  ; 

 2.          
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ,,,, ; 

 3. Ако 21 DDD   и  е крива, тогаш:  1D D 2

      
21

,,,
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ; 

 4. Ако   0, yxf  за сите   Dyx , , тогаш: 

  0, 
D

dxdyyxf ; 

 5. Ако    yxgyxf ,,   за сите   Dyx , , тогаш: 
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    
DD

dxdyyxgdxdyyxf ,, ; 

 6.     
DD

dxdyyxfdxdyyxf ,, ; 

 7. Постои точка   D ,  таква што:  

     DPfdxdyyxf
D

 ,,  , 

каде што  DP  е плоштината на областа . Последново својство се 
нарекува теорема за средна вредност за двоен интеграл. 

D

 Притоа, во наведените својства претпоставено е постоењето 
на двојните интеграли на ,  и .■ D 1D 2D

 Точноста на тврдењата следува од дефиницијата на троен 
интеграл и својствата на граници и суми. 

 
 

6.4. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ДВОЕН ИНТЕГРАЛ  
 

 Двојниот интеграл тешко се пресметува со помош на 
Римановата сума или со долната и горната сума на Дарбу. Затоа е 
потребно да се најде друг начин на негово пресметување. Ќе 
презентираме начин на пресметување на двојниот интеграл со 
сведување на два последователни единечни интеграла. 

6.4.1. Итерирани интеграли. Интегралот  
 

 2

1

,
y xb

a y x

f x y dy dx
 
 
 
 
   се 

нарекува итериран (последователен) интеграл бидејќи неговата 
вредност се добива со последователно пресметување на два 
единечни (Риманови) интеграла. Прво се пресметува внатрешниот, 
а потоа надворешниот интеграл. Овој интеграл го означуваме со:  

 
 

 2

1

,
y xb

a y x

dx f x y dy  . Значи:  
 

 

 
 

 2 2

1 1

, ,
y x y xb b

a y x a y x

dx f x y dy f x y dy dx
 
 
 
 

    . 

 Аналогно,  
 

 

 
 

 2 2

1 1

, ,
x y x yd d

c x y c x y

dx f x y dy f x y dx dy
 
 
 
 

    . 
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 6.4.2. Правилни области. При пресметувањето на двојниот 
интеграл ќе се ограничиме на два типа области во xOy -рамнината: 
 ● Тип 1. Област  ограничена со кривите: D

ax  , bx  ,  xyy 11   и  xyy 22   ( a b , 1 2y y ); 

каде што 1y  и 2y  се непрекинати функции на  ,a b  (цртеж 6.4.1). 

Областа  се нарекува правилна во правец на D y -оската (во 
однос на x -оската). Областа може да се запише и во вид:  

        xyyxybaxyxD 21,,,  . 

 ● Тип 2. Област  ограничена со кривите: D

cy  , dy  ,  yxx 1  и  yxx 2  ( c d , 1 2x x ) . 

каде што 1x  и 2x  се непрекинати функции на  ,c d  (цртеж 6.4.2). 

Областа  се нарекува правилна во правец на D x -оската (во 
однос на x -оската). Областа може да се запише и во видот:   

        1 2, , ,D x y x c d x y y x y    . 

 Областа  е правилна (во D xOy -рамнината) ако е правилна 
во однос на x  и y -оските. 

 

     
Цртеж 6.4.1 (лево). Правилна област во правец на -оската. y
Цртеж 6.4.2 (десно). Правилна област во правец на x -оската. 
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 6.4.3. Пресметување двоен интеграл. Нека  е 
непрекината функција. 

f

 ● Нека  e област од тип 1. Од Математика 1, плоштината 
на вертикалниот пресек во произволна точка 

D
 bax , , е 

   
 

 2

1

y x

y x

P x ,f x y dy   (цртеж 6.4.3.). Бидејќи  е непрекината 

функција, важи: 

f

   ,
b

D a

f x y dxdy P x dx   (теорема од математичка 

анализа). Значи: 

     
 

 

 
 

 2 2

1 1

, ,
y x y xb b b

D a a y x a y x

,f x y dxdy P x dx f x y dy dx dx f x y dy
 
   
 
 

      . 

 
Цртеж 6.4.3.    Цртеж 6.4.4. 

 
 ● Нека  e област од тип 2. Плоштината на хоризонталниот 
пресек на цилиндроидот во произволна точка  е 

D



 dcy , 

  
 

 2

1

x y

x y

P ,y f x y dx   (цртеж 6.4.4). Бидејќи  е непрекината, 

важи:  

f

   ,
d

D c

f x y dxdy P y dу  . Значи: 
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     
 

 

 
 

 2 2

1 1

, ,
x y x yd d d

D c c x y c x y

f x y dxdy P y d ,у f x y dx dy dy f x y dx
 
   
 
 

      . 

 
 Задача 6.4.4. Да се пресмета интегралот: 

I  2 2

D

y x dxdy , : 0, , 1, 2D x x y y y    . 

 Решение. Имаме: 1 2y   и 0 x y  ; од каде што: 

I 

1

2
2 2

1 0

y

I

dy y x dx 


 и 

 
Цртеж 6.4.4. 

1

0 0sin
cos

2

x t
x y t

I
dx y tdt x y t


     

     

2
2 2 2

0

sin cosy y t y tdt



   

 
2

2 2

0

1 sin cosy t y tdt



 
2

0

cos cosy t y tdt




2

2 2

0

cosy tdt



  

2
2

0

1 cos 2
2

t
y dt






2 22

0

sin 2
2 2 2 2

2

4
y t y y

t



      
. 

Следува: 

 
22 2 3

1 1

78 1
4 4 3 12
y y

I dy
12

  
    


. 
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 6.4.5 Промена на редоследот на интеграција. Понеко-
гаш е речиси невозможно да се пресмета интегралот 

 (1), додека постои и е лесно да се пресмета 

интегралот 

 
 

 


xy

xy

b

a

dyyxfdx
2

1

,

 
 

 2

1

,
x y

y

d

c x

dу f x y dx   (2), и обратно. Ако постои интегралот:  

 
D

dxdyyxf , , тогаш заради  
 

 

 
 

 

 
yx

yx

d

c

xy

xy

b

a

dxyxfdxdyyxfdx
2

1

2

1

,, , 

интегралот (1) ќе го пресметаме така што ќе го пресметаме 
интегралот (2), и обратно. Постапката се нарекува промена на 
редоследот на интеграција во двојниот интеграл. 

 
 Задача 6.4.6. Да се промени редоследот на интеграција на 

интегралот:  
21

0

,
y

y

I dy f x y dx


   . 

 Решение. Пресекот на y x  2 , 0y x x   и 2x y   е 

во: 22x x   2 2 0x x      2 1 0x x  
0x

 1x  . 

 

 
Цртеж 6.4.6. 

 
Значи, за 0 1x  , 20 y x   и за 1 2x  , 0 2y x   . Следува: 

   
21 2 2

0 0 1 0

, ,
x x

I dx f x y dy dx f x y dy


     . 
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6.5. ДВОЕН ИНТЕГРАЛ ВО ПОЛАРНИ КООРДИНАТИ 

 
 Одредени рамнински криви како кружница и кардиоида, 
полесно може да се опишат во поларни, отколку во Декартови 
координати. Затоа логично е да очекуваме полесно да се пресмета 
двојниот интеграл користејќи ги поларните координати на области 
ограничени со вакви криви. 
 
 Нека  е областа ограничена со кривите (цртеж 6.5.1): D

1  , 2   (  20 12  ),   1  и   2 ; 

каде што 1  и 2  се непрекинати функции на  1 2,  . 

 
 Нека  е непрекината функција на . Секоја непрекината 

функција е интеграбилна, т.е. постои: 

f D

 y,
D

dxdyxf . 

 Да забележиме дека областа  не мора да се дели само на 
правоаголници.  

D

   
Цртеж 6.5.1.     Цртеж 6.5.2.  

 
 ● Со помош на централни кружници и прави што минуваат 
низ координатниот почеток, ја делиме областа  со плоштина  
(цртеж 6.5.1) на подобласти, така што подобластите: 

D P

iD  со плоштини iP , 1,2,...,i n ; 

целосно лежат во . Нека подобласта  е ограничена со:  D iD
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i  , ii   , i   и ii    (цртеж 6.5.2). 

 Имајќи предвид дека плоштина на кружен исечок се 

пресметува со формулата 2
2
1
rP  , плоштината на  која е 

разлика на два кружни исечока е: 

iD

   iiiiiiP  22

2
1

2
1    iiiiii  222 2

2
1

 







  iiii 

2
1

iii   , 

каде што i  е аритметичка средина на i  и ii   . 

 Ако cosi ix i   и sini iy i  , тогаш:  

  , cos , sii i i i i if x y f n     . 

 Затоа сумата: 

   
1 1

, cos , sin
n n

i i i i i i i i i i
i i

f x y P f       
 

       , 

е интегрална сума за:  
D

dxdyyxf ,  (1). 

 
Цртеж 6.5.3.    Цртеж 6.5.4. 

 
 ● Нека на областа  ѐ придружиме правилна област  
(цртеж 6.5.3) во 

D D
О   рамнината, ограничена со графиците на 

функциите:  
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1  , 2  ,   1  и   2 ; 

и на секоја подобласт  ѐ придружиме правоаголник  (цртеж 
6.5.4) ограничен со графиците на функциите:  

iD iD

i  , ii   , i   и ii   , 

тогаш, заради iiiP   , сумата: 

 



n

i
iiiiiiif

1
sin,cos   

е интегрална сума и за:  

   
 

 22

1 1

cos , sin cos , sin
D

f dP d f d
 

  

           


    (2). 

 Значи, во (2)   и   се Декартови координати во О  -
рамнината и бидејќи областа е правилна во правец на -оската 
двојниот интеграл може да се претстави преку два итерирани 
интеграла. 

y

 Од (1) и (2) следува дека двата интеграла имаат иста 
интегрална сума, па тие се еднакви, т.е.: 

 ,
D

f x y dxdy   
 

 22

1 1

cos , sind f d
 

  

        . 

 
Притоа, врската меѓу диференцијалите е: dxdy d d   . 
 
 Задача 6.5.1. Да се пресмета интегралот: 

2 2

2 2

sin

D

x y
I dxdy

x y





 , 

2
2 2 2 2: ,

9
D x y x y

 2    . 

 Решение. Воведуваме поларни координати: 
cosx   , siny   ; 

од каде што: 
dxdy d d    и 2 2x y 2  . 

Ја скицираме областа. Границите се: 0 2    и 
3
    . 
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Цртеж 6.5.5. 

Следува: 

I 
2

0
3

sin
d d

 



  


   
3

2 cos  


   

2 cos cos
3
     

 
12 1 3
2

      
 

. 

 
 Обопштени поларни (елиптични) координати и 
пресметување двоен интеграл со премин во обопштени 
поларни координати. Аналогно се дефинираат обопштени 
поларни (елиптични) координати: 

cosx а  , siny b   ( , 0a b  ). 

 Важи: 
2 2

2
2 2

x y

a b
r+ =  и 

ay
tg

bx
  . 

 Ако ставиме x ax , y by , z z ; тогаш:  

cosx    , siny     

се поларни координати за кои важи претходното тврдење. Притоа: 
, dx adx dy bdy . Важи:  

 ,
D

f x y dx dy


      
 

 22

1 1

cos , sind f d
 

  

         

Следува: 
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 ,
D

f x y dxdy   ,
D

ab f x y dx dy


      

 
 

 22

1 1

cos , sinab d f d
 

  

        . 

Затоа врската меѓу диференцијалите е: 

dxdy ab d d   . 
 
 

6.6. СМЕНА НА ПРОМЕНЛИВИ КАЈ ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 
 

 Без доказ ќе дефинираме тврдење кое дава општа смена на 
променливи кај двоен интеграл, чии специјални случаи за поларни 
и обопштени поларни координати ги презентиравме во 6.5. 
 Нека: 

 ,u u x y  и  ,v v x y ; 

се функции дефинирани на затворена и ограничена област D . Нека 
множеството  се состои од точките:  *D

    , , ,u x y v x y ,  , ,x y z V . 

 По конструкција секој елемент на  е слика на елемент од 
, т.е. пресликувањето 

*D
D *D D , такво што   , , x y u v

*D D

 е 

сурјекција. Нека пресликувањето е и инјекција, т.е. различни 
елементи се пресликуваат во различни слики. Следува дека 
пресликувањето е бијекција и има инверзно пресликување , 
такво што:    , ,u v x y ,  ,x x u v ,  ,y y u v . 

 
 Теорема. 6.6.1. (Смена на променливи). Ако:  

 ,u u x y  и  ,v v x y ; 

имаат непрекинати парцијални изводи заклучно со втор ред на D , 
и 

 ,x x u v ,  ,y y u v  

ги имаат истите својства на , тогаш:  *D
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 ,
D

f x y dxdy      
*

, , ,
D

f x u v y u v J dudv , 
 
 

,
,

x x
x y u vJ

y yu v

u v

 
   

 
 

. 

 
Функцијата  се нарекува Јакобијан за пресликувањето: Ј

 ,u u x y  и  ,v v x y . 

 
 Да покажеме дека формулите од 6.5. се специјален случај. 
Ако cosx   , siny   ; тогаш: 

 
 

2 2cos sin,
cos sin

sin cos,

x x

x y
J

y y

   
    

   
 

 
  

    
 
 

 . 

па: 
  ,
D

f x y dxdy   
*

cos , sin
D

f dxdy       

 
 

 22

1 1

cos , sind f d
 

  

        . 

Ако cosx a  , siny b  ; тогаш: 

2 2cos sin
cos sin

sin cos

x x
a a

J ab
y y b b

   
ab ab   

  
 

 
 

    
 
 

 . 

па: 
  ,
D

f x y dxdy   
*

cos , sin
D

f a b dxdy       

 
 

 22

1 1

cos , sinab d f d
 

  

        . 
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6.7. ПРИМЕНА НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Двојните интеграли што ќе ги определиме во наредните 
поглавја се користат за дефинирање на волумени на тела, 
плоштини на рамнински ликови и плоштини на површини. 
 Други двојни интеграли дефинираат други својства, како што 
се маса на рамна плоча со променлива густина, координати на 
тежиште на рамна плоча, моменти на инерција на рамна плоча 
и.т.н., кои не се предвидени во наставната програма. 
 Во наредните пасуси од ова поглавје подинтегралната 
функција е непрекината и дефинирана на затвoрена и ограничена 
област  чиј раб е по делови мазна крива. D
 
 

6.7.1. ПЛОШТИНА НА РАМНИНСКИ ЛИК 
 

 Теорема 6.7.1.1. (Плоштина на рамнински лик). 
Плоштината на затвoрена и ограничена област D , чиј раб е по 
делови мазна крива, е:  

D

P dxdy  . 

 Доказ. Ја разгледуваме функцијата  ,f x y 1  која е 

непрекината и ненегативна. Волуменот на цилиндроидот на f  е: 

 ,
D D

V f x y dxdy dxdy   . 

 
Цртеж 6.7.1.1. Плоштина на лик. 



 
6. Двоен интеграл 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

104 

 
 Од друга страна, волуменот е:  

1V BH P P    , 

каде што P  е плоштината на областа . Следува дека плоштината 
на 

D
D  е:  

D

P dxdy  . 

 
 Задача 6.7.1.2. Да се пресмета плоштината на ликот 
ограничен со кривите: y x , 2y x  и 4x  . 

 Решение. Прво ја скицираме областа. 

 
Цртеж 6.7.1.2. 

 Следува: 

 
4 2 4 4

2

0 0 0

2
x

x

x
D x

P dxdy dx dy dx y x x dx         

44 3 3
2 2

0 0

2 2 2 164 0 8
3 3 3 3

xdx x
 

     
 

 . 

 
 Задача 6.7.1.3. Да се пресмета плоштината на ликот 

образуван со кривата  22 2 2x y a xy  . 

 Решение. За премин во поларни координати ги користиме 
равенствата: 
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cosx   , siny   , од каде  што dxdy d d    и 2 2x y 2  . 

Равенката на кривата во поларни координати е: 

 22 2 2x y a xy    22 2 cos sina        
2 2 sin 2a   2 sin 2a  . 

 

 
Цртеж 6.7.1.3. 

 
 Од скицата на ликот следува дека: 

sin 2sin 24 4 2

0 0 0 0

4 4 4
2

aa

D

P dxdy d d d

 
            

4 42 2 2

00

cos 22 sin 2 2 cos cos 0
2 2

a d a a

 

      2a       . 

 
 

6.7.2. ПЛОШТИНА НА ПОВРШИНА 
 
 Нека површината  е графикот на функцијата . 
Нека функцијата  е непрекината и има непрекинати парцијални 
изводи на . Нека  е затвoрена и ограничена област  чиј раб е 
по делови мазна крива. Нека 

S  yxfz ,
f

D D
D  е правоаголник што го содржи  и 

 е поделба на 
D

 D  на подправоаголници 
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iD  со плоштини iP , ni ,...,2,1 ; 

што целосно се содржат во . D
 

 
Цртеж 6.7.2.1. Плоштина на површина. 

 
 Нека  ,i ix y

ix iy

 се темиња на , со најмала вредност на 

координатите  и . 
iD

 
Цртеж 6.7.2.2. Апроксимативен елемент на површина. 
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 Цилиндричните површини паралелни на -оската со 
директриси 

z

iD , отсекуваат од површината  елементи  со 

плоштини 

S iS

iS  и од тангентните рамнини на површината  во 

точките 

S

  ii yxx ,i fy ,i ,  елементи  со плоштини iТ iT , ; 

соодветно. Плоштините 

ni ,1 ,...,2

iS  се апроксимираат со iT , т.е.  

i iS T   , ni ,...,2,1 . 

 Ако ix  и iy  се должините на две непаралелни страни на 

, тогаш iD ii yxiP  . Од делот за тангентна рамнина и нормала 
на површина знаеме дека векторите:  

  1,0, ,x i if x y  и   0,1, ,y i if x y  

се паралелни со страните на iD , ni ,...,2,1 ; и нивните проекции на 
 рамнината рамнината се 1. Следува дека векторите: xOy

  1 1,0, ,i i i it if x y x 


 и   2 0,1, ,i y i it if x y y 


 

лежат на страните на правоаголникот  чијашто плоштина е: iТ

 
 

 
 1 2

0 , , 1 1 0
, ,

1 , , 0 0 1
x i i x i i

i i i i
y i i y i i

f x y f x y
t t x y

f x y f x y

 
  

 
 

   

    , , , ,1x i i y i i i if x y f x y x y       

и  

1 2i i iТ t t   
     2 21 , ,x i i y i i i if x y f x y x y     . 

Ако ги искористиме Монжовите ознаки:  

 yxfp x ,  и  yxfq y ,  (  ,i x i ip f x y  и  ,i y i iq f x y ), 

тогаш: 
2 21i i i iТ p q x iy      , 

 Плоштината S  на површината  се апроксимира со сумата:  S

1 1

n n

i i
i i

S S Т
 

       2 2

1
1

n

i i i
i

ip q x y


    , 
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која е интегрална сума за: dxdyqp
D
  221 .  

 
 Последниов заклучок води до следнава дефиниција. 
 
 Дефиниција 6.7.2.1. Нека функцијата  е 
непрекината и има непрекинати парцијални изводи. Нека  е 
затвoрена и ограничена област чиј раб е по делови мазна крива. 
Ако  е графикот на функцијата  на , тогаш плоштината 

2:f D   
D

S f D P  на 
површината  е: S

dxdyqpP
D
  221 . 

 
 Задача 6.7.2.2. Да се пресмета плоштината на делот од 

параболоидот 
2

22 yx
z


  отсечен од цилиндарот . 222 ayx 

 Решение. Забележуваме дека проекцијата на површината на 
xOy -рамнината е кружница и праболоидот го содржи членот 

2 2x y . Затоа задачата полесно се решава со премин во поларни 
координати: 

 cosx ,  siny  од каде  што  dddxdy   и . 222  yx

 Ги пресметуваме изразите: 

x
x

p 
2

2
, 

2
2
y

q y  , 2 21 p q   2 21 x y   21  . 

      
Цртеж 6.7.2.2.1.   Цртеж 6.7.2.2.2. 
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 Границите се:  20  , a 0 . Затоа: 

2 21
D

P p q dxdy    2 21
D

x y dxdy  
2

2

0 0

1
a

d d


       

2

2 2 2

1 2 2 0 1

1 1

t d tdt t

t d tdt a t a

   

   

      
         

 

 
22 11 3 32

1 1

22 2 1
3 3

aa t
t tdt a

 
  1    

   . 

 
6.7.3. ВОЛУМЕН НА ТЕЛО 

 
 Теорема 6.7.3.1-2. Нека , ; е непрекината 
функција дефинирана на затвoрена и ограничена област  чијшто 
раб е по делови мазна крива. Тогаш волуменот  на цилиндроидот 
на 

:f D 2D  

V
D

f  е: 

  1)  ,
D

V f x y dxdy   кога  на . 0f  D

  2)  ,
D

V f x y dxdy   кога 0f   на . D

 
Цртеж 6.7.3.1. Волумен на цилиндроид. 

 
 Доказ. При дефинирање на двојниот интеграл покажавме 
дека волуменот на цилиндроидот на ненегативната функција f  е:  

 ,
D

V f x y dxdy  . 
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 Ако 0f  , тогаш: 0f   и  

  ,f

D

V f x y dxdy      
0 1

lim ,
n

i i i
i

f x y P




  


 

 
0 1

lim ,
n

i i i
i

f x y P




  


 ,
D

f x y dxdy . 

Од друга страна, волумените на цилиндроидите на f  и  f , кои се 
симетрични во однос на xOy -рамнината, се еднакви, т.е. f fV V . 

Следува: 

fV   ,
D

f x y dxdy . 

 

 Телото     1, , , ,V x 2y z x y D z z z    , каде  што:  

 1 ,z z x y  и  2 ,z z x y , 1 2z z ; 

се непрекинати функции дефинирани на  која ги исполнува 
условите (1) се нарекува цилиндроид на  и . Телото  е 

ограничено со графиците на функциите  и  и цилиндричната 
површина паралелена на -оската. 

D

1z 2z V

1z 2z
z

 
 Теорема 6.7.3.3. Волуменот на цилиндроидот на  и  
каде што 

1z 2z

1z z2  и  и  се непрекинати функции на затвoрена и 
ограничена област , чијшто раб е по делови мазна крива, е: 

1z

D
2z

 2 1
D

V z z dxdy  . 

 Доказ. Ако , тогаш волуменот на цилиндроидот на 

 и  е разлика од волумените на цилиндроидот на  и 
цилиндроидот на , т.е.: 

2 1 0z z 

2

1z 2z 1z

z

 2 1 2 1 2 1
D D D

V V V z dxdy z dxdy z z dxdy        . 

 Ако не важи , тогаш бидејќи  е непрекината функција 
на затворена и ограничена област, достигнува минимум .  

1 0z  1z

0m 
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 Волуменот на цилиндроидот на 1 0z m   и 2 1 0z m z m   

2z

 

е еднаков со волуменот на цилиндроидот на  и . Следува: 1z

  2 1
D

V z m z m dxdy      2 1
D

z z dxdy . 

 
 Задача 6.7.3.4. Да се пресмета волуменот на телото 
ограничено со површините: 

22 yxz  , 1 yx , 0x , 0y  и 0z . 

 Решение. Го скицираме телото и проекцијата на телото на 
xOy -рамнината. 

 
Цртеж 6.7.3.4.1.   Цртеж 6.7.3.4.2. 

 
Границите се: 0 1x   и 0 1y x   . Следува дека волуменот е: 

 
D

zdxdyV    


dyyxdx
x1

0

1

0

22   

11 3
2

0 0
3

x

y
dx x y


 

       








 


1

0

3
2

3
11 dx
x

xx  

 
1

2 3 2 3

0

1 1 3 3
3

x x x x x dx         





 

1

0

3232

3
1

3
1

dxxxxxx  

1
2 3

0

1 42
3 3
x x x dx

      
132 4

0

1 42
3 2 3 3 4

x x x
x

 
    

  

1 1 2 1 3 4 1
3 2 3 3 6 6

 
     . 
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7. ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 
 

7.1. ДЕФИНИЦИЈА НА ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 
 
 Тројниот интеграл ќе го дефинираме аналогно како што 
дефиниравме двоен и единечен интеграл. 

 Нека , ; е непрекината функција од три 
променливи дефинирана на затворена и ограничена област  чиј 
раб е по делови мазна затворена површина. 

:f V  3V  
V

 
Слика 7.1.1. 

 
 Бидејќи телото V  е ограничено, се содржи во квадар V . Со 
рамнини паралелни на координатните рамнини го делиме квадарот 
V  на множество подквадари (кои не содржат помали подквадари и 
попарно немаат заеднички внатрешни точки).  Поделбата  ја 
сочинуваат сите подквадари  



iV  со волумени iV , ni ,...,2,1 ; 

кои се содржат целосно во . V
1,2,...,
max i
i n

diamV


  е должината на 

најголемата дијагонала на квадарите , iV ni ,...,2,1 .  

 Избираме точки  , ,i i i ix y z V , ni ,...,2,1 . Сумата 

 
1

, ,
n

i i i
i

if x y z V


  . 

е Риманова сума на функцијата f  за поделбата  и изборот на 

точки  


, ,i i ix y z , ni ,...,2,1 . 
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 Се покажува дека кога f  е непрекината функција, секогаш 

постои иста гранична вредност:  
0 1

lim , ,
n

i i i i
i

I f x y z V




 


 за секоја 

поделба  на областа  и секој избор на точки  V  , ,i i i ix y z V , 

. Ова води до дефинирање на поимот троен интеграл. ni ,...,2,1
 

 Дефиниција 7.1.1. Нека  е ограничена 
функција на затворена и ограничена област  чиј раб е по делови 
мазна затворена површина. Ако за секоја поделба 

3:f V  
V



 1 2, ,..., nV V V  

на областа  и секој избор на точки V  , ,i i i ix y z V , ; 

секогаш постои иста гранична вредност:  

ni ,...,2,1

 
0 1

lim , ,
n

i i i i
i

I f x y z V




 


, 

тогаш бројот I  се нарекува троен интеграл на f  над  и се 
означува со: 

V

 
V

dVzyxf ,,  или  , ,
V

f x y z dxdydz . 

Функцијата f  се нарекува интеграбилна функција.■ 
 

 Заради i i iV x iy z     , каде што ix , iy  и iz  се страните 

на квадарот, може да запишеме dV dxdydz . Оттука, потекнуваат 
двете варијанти на ознаката за троен интеграл. 

 Границата  
0 1

lim , ,
n

i i i i
i

I f x y z V




 


 значи дека за секое 

0 , постои 0 , такво што за секоја поделба  со својство 

  и секој избор на точките  , ,i i i ix y z V , ni ,...,2,1 , каде 

што , ; се квадарите што се содржат во V , важи: iV 1,2,i  ...,n

   
0 1

, , lim , ,
n

i i i i
iV

f x y z dxdydz f x y z V 




   
. 

 
 Коментар. Аналогно како кај двојниот, тројниот интеграл 
може да се дефинира со помош на сумите на Дарбу. Нека  е 
непрекината функција. Со рамнини паралелни на координатните 

f
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рамнини го делиме квадарот V  што го содржи  на подквадари 
кои попарно немаат заеднички внатрешни точки и не содржат 
помали квадари. Нека квадарите:  

V

iM

kVVV ,...,, 21  

 се содржат целосно во V , додека:  

nkk VVV ,...,, 21   , 

делумно. Бидејќи  е непрекината функција на затворена област 
, следува дека  е ограничена. Нека  и , 

f

fD im ni ,...,2,1  се 

минимумот и максимумот на  на  и f iV

 
1

k

i i
i

s m


  V  
1

n

i

S M


 и i iV  , 

се долната и горната сума за  на . Се покажува дека кога  е 
непрекината функција, постои единствен број 

f  f
I , таков што 

   s I S    за секоја поделба  на секој квадар  V  што го 

содржи  V .  

 Дефиницијата на долна и горна сума може да ја прошириме е 
за произволна ограничена функција , така што  и , 

; соодветно ќе бидат инфимумот и супремумот на  на 
. Последниве заклучоци водат до следнава дефиниција за троен 

интеграл. 

f im iM

fni ,...,2,1

iV

 
 Дефиниција 7.1.1. Нека , ; е ограничена 
функција на затворена и ограничена област  чиј раб е по делови 
мазна затворена површина. 

:f V  3V 
V

Ако постои единствен број I , таков што за секоја поделба   
на секој квадар V  што го содржи V , важи:  

   s I S   , 

тогаш функцијата  се нарекува интеграбилна на V , додека бројот f
I  се нарекува троен интеграл на функцијата  над областа  и 

се означува со 

f D

 
V

dVzyx ,,f  или  , ,
V

f x y z dxdydz  .■ 
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7.2. СВОЈСТВА НА ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Тројниот интеграл поседува аналогни својства како двојниот. 
 
 Својства на двоен интеграл. Нека функциите 

 , ,f f x y z  и  , ,g g x y z  се непрекинати на затворена и 

ограничена просторна област V . Тогаш важат следниве тврдења: 

 1.     
VV

dxdydzzyxfcdxdydzzyxcf ,,,, , c const ; 

 2.     , , , ,
V

f x y z g x y z dxdydz   

   , , , ,
V V

f x y z dxdydz g x y z dxdydz  ; 

 3. Ако 21 VVV   и пресекот на  и  е по површина, 
тогаш:  

1V 2V

      
21

,,,,,,
VVV

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxf ; 

 4. Ако   0,, zyxf  за сите   Vzyx ,, , тогаш: 

  0,, 
V

dxdydzzyxf ; 

 5. Ако    zyxgzyxf ,,,,   за сите   Vzyx ,, , тогаш: 

    
VV

dxdydzzyxgdxdydzzyxf ,,,, ; 

 6.     
VV

dxdydzzyxfdxdydzzyxf ,,,, ; 

 7. Постои точка   Vzyx 000 ,, , таква што:  

     VPzyxfdxdydzzyxf
V

000 ,,,,  , 

каде што  VP  е волуменот на областа . Последново својство се 
нарекува теорема за средна вредност за троен интеграл. 

V



 
7. Троен интеграл 

 Притоа, во наведените својства, претпоставено е постоењето 
на тројните интеграли на V ,  и .■ 1V 2V
 

Од (1) и (2) следува дека:  

    , , , ,
V

cf x y z dg x y z dxdydz   

   , , , ,
V V

c f x y z dxdydz d g x y z dxdydz  , 

,c d const  (својство на линеарност).  

 Заради принципот на математичка индукција ќе важи 
тврдењето и кога подинтегралната функција е линеарна 
комбинација од конечен број функции. Истото се однесува и за 
својствата 2 и 3. 
 Точноста на тврдењата следува од дефиницијата на троен 
интеграл и својствата на граници и суми. 
 
 

7.3. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 
 
 Во општ случај, долната и горната сума на Дарбу или 
Римановата сума, не се ефективни во пресметувањето на тројниот 
интеграл. И во овој случај тројниот интеграл ќе се пресмета преку 
пресметување на три единечни интеграли. 
 
 Итерирани интеграли. Интегралот:  

 
 

 

 

 2 2

1 1

,

,

, ,
y x z x yb

a y x z x y

f x y z dz dy dx
  
  

    
   , 

се нарекува итериран (последователен) интеграл бидејќи неговата 
вредност се добива со последователно пресметување на три 
единечни (Риманови) интеграли. Прво се пресметува внатрешниот 
интеграл по , потоа по z y   и на крај надворешниот интеграл по x . 

Овој интеграл го означуваме со: 
 

 

 
 

 


yxz

yxz

xy

xy

b

a

dzzyxfdydx
,

,

1

1

2

1

,,  т.е.: 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 2 1 2 2

1 1 1 1

, ,

, ,

, , , ,
y x z x y y x z x yb b

a y x z x y a y x z x y

dx dy f x y z dz f x y z dz dy dx
  
  

    
      . 
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 Аналогно се означува: 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 2 2 2 1

1 1 1 1

, ,

, ,

, , , ,
x y z x y x y z x yd d

c x y z x y c x y z x y

dy dx f x y z dz f x y z dz dx dy
  
  

    
      . 

 Ако во внатрешниот интеграл место функциите од обликот 
 ,z z x y  се разгледуваат функции  ,x x y z  и  , y y x z  се 

добиваат уште два пара по два итерирани интеграла кои се 
означуваат аналогно. 
 
 Пресметување троен интеграл. При пресметувањето на 
тројниот интеграл на непрекината функција ,  ќе 
се ограничиме на специјални области V . 

:f V  3V  

 
 Теорема 7.3.1. Нека  е непрекината функција на: f

        1 2, , , , , ,V x y z x y D z x y z z x y     (1), 

каде што  е област од тип 1 или тип 2 во -рамнината и  и 

 се непрекинати функции на . Тогаш: 

D xOy 1z

2z D

   
 

 

  











D

yxz

yxzV

dxdydzzyxfdxdydzzyxf
,

,

2

1

,,,, .■ 

 Ако областа  е правилна, тогаш областа (1) се нарекува 
правилна област во правец на -оската. Аналогно се дефинира 
правилна област во правец на останатите оски. Ако областа  е 
правилна во правец на сите оски тогаш се нарекува правилна 
област. 

D
z

V

  
 ● Ако  е област од тип 1, тогаш:  D

 , ,
V

f x y z dxdydz   
 

 2

1

,

,

, ,
z x y

D z x y

f x y z dz dxdy
 
  
 
 

   

 
 

 

 

 2 2

1 1

,

,

, ,
y x z x yb

a y x z x y

f x y z dz dy dx
  
   

    
  

 

 

 
 

 2 2

1 1

,

,

, ,
y x z x yb

a y x z x y

dx dy f x y z dz   . 
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 ● Ако  е област од тип 2, тогаш:  D

 , ,
V

f x y z dxdydz   
 

 2

1

,

,

, ,
z x y

D z x y

f x y z dz dxdy
 
  
 
 

   

 
 

 

 

 2 2

1 1

,

,

, ,
x y z x yd

c x y z x y

f x y z dz dx dy
  
   

    
  

 

 

 
 

 2 2

1 1

,

,

, ,
x y z x yd

c x y z x y

dy dx f x y z dz   . 

 Аналогно се пресметува тројниот интеграл кога областа V  се 
проектира на области, ако постојат, од тип 1 или тип 2 на xOz  и 
yOz -рамнините. На пример ако:   

            1 2 1 2, , , , , , ,V x y z x a b z x z z x y x z y y x z       

тогаш:  

 , ,
V

f x y z dxdydz 
 

 

 
 

 2 2

1 1

,

,

, ,
z x y x zb

a z x y x z

dx dy f x y z dz   . 

 Промена на редоследот на интеграција во тројниот 
интеграл. Во општ случај кога проекциите на областа  на 
коoрдинатните рамнини се правилни рамнински области, тројниот 
интеграл може да се пресмета на 6 начина преку три 
последователни единечни интеграли. Понекогаш кога постои 
тројниот интеграл, но е тешко или невозможно да се пресмета еден 
од неговите итерирани интеграли, се пресметува (ако постои) друг 
од останатите пет итерирани интеграли. Постапката се нарекува  
промена на редоследот на интеграција. 
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7.4. ТРОЕН ИНТЕГРАЛ ВО ЦИЛИНДРИЧНИ КООРДИНАТИ 

 
 Како што некои двојни интеграли полесно може да се 
пресметаат во поларни, отколку во правоаголни (Декартови) 
координати, така и некои тројни интеграли полесно може да се 
пресметаат во координати различни од правоаголни. Едни од нив се 
цилиндричните координати кои претставуваат еден вид 
генерализација на поларните координати во простор така што двете 
координати се исти со поларните во z c , а третата е Декартова. 
 
 Цилиндричен координатен систем. Нека  zyx ,,  се 

правоаголни координати на точката M . Ако  ,  се поларни 
координати на точката  yx, , тогаш  z,,  се цилиндрични 
координати на точката  zy,x, . 

 
Цртеж 7.4. 

 
 Ако на точката M  ги знаеме правоаголните координати 

, тогаш од равенките:   zyx ,, 
22 2x y r+ =  и 

x

y
tg   (ако 0x ); 

може да ги определиме цилиндричните координати. И обратно, за 
секоја подредена тројка  z,,  од  цилиндрични координати на 
една точка, со помош на равенките: 

 cosx ,  siny  

може да ги определиме нејзините цилиндрични координати  . zyx ,,
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 Пресметување троен интеграл со премин во 
цилиндрични координати. Заради теорема 7.3.1, тројниот 
интеграл се сведува на двоен по формулата: 

   
 

 2

1

,

,

, , , ,
z x y

V D z x y

f x y z dxdydz f x y z dz dxdy
 
 
 
 

   , 

додека двојниот интеграл во поларни координати се пресметува по: 

   
 

 22

1 1

, cos ,
D

sinf x y dxdy d f d
 

  

          

Следува дека важи следнава теорема: 
 
 Теорема 7.4.1. Нека  е непрекината функција на 
цилиндроидот V  на  и , каде што V  ги исполнува условите од 

теоремата 7.1.1. и нејзината проекција  на 

f

1z 2z

D xOy  рамнината е 
ограничена со кривите: 

1  , 2   ( 2 10 2     ),  1    и  2   , 1 2  .  

Тогаш: 

 
 

 

 
 

 2 22

1 1 1

cos , sin

cos , sin

, , cos , sin ,
z

V z

f x y z dxdydz d d f z dz
     

      

           

 
 Врската меѓу диференцијалите е: dxdydz d d dz   . 
 
 Со премин во цилиндрични координати најчесто полесно се 
решаваат интеграли во кои подинтегралната функција и (или) 
областа го содржи членот 2 2x y . 
 
 Задача 7.4.2. Да се пресмета тројниот интеграл:  

V

I ydxdydz  , 

каде што V  е областа ограничена со:  
2 23z x y   , 2 25z x y    ,  и . 0x  0y

 Решение. Пресекот на параболоидите е: 



 
7. Троен интеграл 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

121 

2222 53 yxyx   822 22  yx  422  yx   
и  

 2 23 3z x y 4 1       . 

Проекцијата на областа во xOy -рамнината е 2 2 4x y  . 

 
Цртеж 7.4.1.1. 

 

Цртеж 7.4.1.2. 
 

 Прв начин (директно (со Декартови координати)). 
Границите се:  

0 2x  , 20 4y y    и 2 2 25 3 2x y z x y       . 

 Следува: 
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2 2 2

2 2

4 32

0 0 5

y x y

x y

I ydy dx dz
  

  

      
242

2 2 2 2

0 0

3 5
y

ydy x y x y dx


         

  
242

2 2

0 0

8 2
y

ydy x y dx


     
242

2 2

0 0

2 4
y

ydy x y dx


     

242 3
2

0 0

2 4
3

y

x
ydy x y x


 

    

 
3

22 2
2 2 2

0

4
2 4 4 4

3
y

y y y y dy

 
     

  
   

   
3

22 23
2 2

0

4
2 4

3
y

y y dy

 
    

  
  

2 3
2 2

0

22 4
3
y y dy   

24 0
2 2
y t y t

ydy dt y t

      4
0

       
 

00 3 5 5
2 2 2

4 4

4 2 2 4 4 1284 32
3 2 3 5 15 15 15

dt
t t

 
         . 

 
 Втор начин (со премин во цилиндрични координати). 
Преминуваме во цилиндричнии координати: 

cosx   , siny   , z z ; од каде што:  

dxdydz d d dz    и 2 2x y 2  , 

 Кружницата во поларни координати има равенка 2  , 
додека параболоидите во цилиндрични координати се:  

23z   , 25z    . 
Границите се:  

0
2
  , 0 2   и 2 25 3z      . 

Следува: 
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  
2

2

32 22 2
2 2

0 0 0 05

sin sin 3 5I d d dz d d

 




         


 

            

     
2 2

2 2 2 42
0

0 0

2 cos 4 2 cos cos 0 4
2

d d
 

                  

23 5

0

32 32 160 96 1282 4 2 2
3 5 3 5 15 15
             

. 

 
 Обопштени цилиндрични координати и пресметување 
троен интеграл со премин во обопштени цилиндрични 
координати. Аналогно се дефинираат обопштени цилиндрични 
координати: 

cosx а  , siny b  , z z  ( , 0a b  ). 

 Првите две координати одговараат на обопштените поларни 
(елиптични) координати, а третата е Декартова. Затоа важи: 

2 2
2

2 2

x y

a b
r+ =  и 

ay
tg

bx
  . 

 Ако ставиме x ax , y by , z z ; тогаш:  

cosx    , siny    , z z  

се цилиндрични координати за кои важи теоремата 7.4.1. Притоа: 
, dx adx dy bdy . Следува дека ако тројниот интеграл ги 

исполнува условите од теоремата 7.4.1: 

 , ,
V

f x y z dxdydz   , ,
V

ab f x y z dx dy dz


      

 

 

 
 

 2 22

1 1 1

cos , sin

cos , sin

cos , sin ,
z

z

ab d d f z dz
     

      

         . 

Врската меѓу диференцијалите е: 

dxdydz ab d d dz   . 

 Со премин во обопштени цилиндрични координати најчесто 
полесно се решаваат интеграли во кои подинтегралната функција и 

(или) областа го содржи членот 
2 2

2 2

x y

a b
 . 
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7.5*. СМЕНА НА ПРОМЕНЛИВИ КАЈ ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Аналогно тврдење на тврдењето за смена на променливи на 
двоен интеграл, важи и за троен интеграл. И ова тврдење ќе го 
презентираме без доказ. Нека: 

 , ,u u x y z ,  , ,v v x y z  и  , ,w w x y z ; 

се функции дефинирани на затворена и ограничена област V . Нека 
множеството  се состои од точките:  *V

      , , , , , , , ,u x y z v x y z w x y z ,  , ,x y z V . 

 По конструкција секој елемент на  е слика на елемент од 
, т.е. пресликувањето  такво што 

*V
V *V V   , , , , x y z u v w

*V V

 е 

сурјекција. Нека пресликувањето е и инјекција, т.е. различни 
елементи се пресликуваат во различни слики. Следува  дека 
пресликувањето е бијекција и има инверзно пресликување , 
такво што:  

   , , , ,u v w x y z ,  , ,x x u v w ,  , ,y y u v w ,  , ,z z u v w . 

 
 Теорема. 7.5.1 (Смена на променливи). Ако:  

 , ,u u x y z ,  , ,v v x y z  и  , ,w w x y z ; 

имаат непрекинати парцијални изводи заклучно со втор ред на V , а 

 , ,x x u v w ,  , ,y y u v w ,  , ,z z u v w  

ги имаат истите својства на , тогаш: *V

        
*

, , , , , , , , , ,
V V

f x y z dxdydz f x u v w y u v w z u v w J dudvdw   

каде што: 
 
 

, ,
, ,

x x x

u v w
x y z y y y

J
u v w u v w

z z z

u v w

  
  

   
 
   

  
  

. 
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 Функцијата  се нарекува Јакобијан за пресликувањето: Ј

 , ,u u x y z ,  , ,v v x y z  и  , ,w w x y z . 

 Лесно може  да се провери дека навистина формулите за 
пресметување на троен интеграл со премин во цилиндрични и 
обопштени цилиндрични координати се специјален случај на 
формулата за смена на променливи. 
 

 
7.6*. СФЕРНИ КООРДИНАТИ 

 
 Секоја точка  , ,М x y z  од просторот може да се запише со 

равенките: 
sin cosx    , sin siny    , cosz   ; 

каде што   и   имаат иста интерпретација како кај цилиндричните 

координати (  0,    е должината на радиус-векторот на 

точката, a  20,   e аголот што проекцијата на радиус-векторот 

ја гради со позитивната насока на x -оската), додека  0, 
z

 е 

аголот што радиус-векторот го гради со позитивната насока на -
оската. За координатниот почеток важи 0  , додека   и   се 
неодредени (по договор сметаме дека може да ги имаат сите 
вредности). За секоја друга точка 0  . Секоја точка  може 
еднозначно да се претстави со помош на 

0М 
 ,   и   и обратно 

секоја подредена тројка  , ,   , 0  ; каде што  ,   и   

припаѓаат на горенаведените интервали, определува единствена 
точка. Затоа точката М  може да се запише во обликот  , ,М    . 

Координатите се нарекуваат сферни координати бидејќи за 
фиксно 0   определуваат централна сфера со радиус  . Имено: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2sin cos sin sin cosx y z               

 2 2 2 2 2 2sin sin cos cos        2 2 2 2sin cos      

 2 2 2sin cos 2    

2

. 

 Следува дека равенката на сферата 2 2 2x y z а    во 
сферни координати е а  . 
 Јакобијанот на сферните координати е: 
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 
 

sin cos cos cos sin sin
, ,

sin sin cos sin sin cos
, ,

cos sin 0

x x x

x y z y y y

z z z

          
       

     
  

  

  
   

   
 

   


  
  



2 2 2 2 3 2sin cos cos sin sin         
2 2 2 2 3 2sin cos sin sin cos         

2 2 2 3sin cos sin       2 2 2 2sin cos sin sin       . 

Следува дека врската меѓу диференцијалите е: 
2 sindxdydz d d d     . 

 Затоа тројниот интеграл со премин во сферни координати се 
сведува на:  

 , ,
V

f x y z dxdydz   

 
2 2 2

1 1 1

2sin sin cos , sin sin , cosd d f d
  

  

              

2

. 

 
 Со премин во сферни координати најчесто полесно се 
решаваат интеграли во кои подинтегралната функција и (или) 
областа го содржи членот 2 2x y z  . 
 

7.7. ПРИМЕНА НА ТРОЕН ИНТЕГРАЛ.  
ВОЛУМЕН НА ТЕЛО 

 
 Теорема 7.7.1. Нека областа  ги исполнува условите од 
теоремата 7.1.1. Тогаш волуменот на V  е: 

V


V

dxdydzV . 

 Доказ. Функцијата  , , 1f x y z   е непрекината и 

ненегативна на . Следува дека постои тројниот интеграл V
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V

dxdydz  и од неговата дефиниција тој е еднаков на волуменот на 

телото V , односно: 


V

dxdydzV .■ 

 

 
Цртеж 7.7. 

 
 Формулите за волумен што ги добивме во поглавјето за 
двоен интеграл може да се добијат на втор начин со помош на 
троен интеграл. Од теоремата 7.3.1 тројниот интеграл може да го 
сведеме на двоен: 

 

 

 
  

2
2

1

1

,
,

,
,

z x y
z x y

z x y
V D z x y D

V dxdydz dz dxdy z dxdy
 
   
 
 

      

    2 1, ,
D

z x y z x y dxdy . 

Ако   0,1 yxz , а 2 ,z z x y , тогаш волуменот е:  

 ,
D

V z x y dxdy  . 

 
7.8*. НЕПРАВИ ТРОЈНИ ИНТЕГРАЛИ* 

 
 Неправите тројни интеграли се дефинираат аналогно како 
двојните, со замена на рамнинската област со просторна; на 
подинтегралната функција од две променливи, со три; и на двојниот 
интеграл со троен. 
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8. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ 

 
8.1. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП  

 
8.1.1. ДЕФИНИЦИЈА НА  

КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП  
 

 За решавање на некои практични проблеми, се јавува 
потреба од  обопштување на поимот определен интеграл, така што 
место на сегментот  ba,  интегралот ќе се дефинира на по делови 
мазна крива . C

 Ако кривата  ги поврзува точките  и C A B , тогаш ќе ја 

означиме со AB . Координатите на точките  и A B  се добиваат за 
 и . Ако 1tt  2tt  BA  , тогаш кривата  е затворена. C

 
 Нека е дадена по делови мазната крива  

C :  txx  ,  tyy  ,  21, ttt . 

 Нека функцијата  е дефинирана на C . f

 Со помош на точките BAAAA n  ...,,, 10  определуваме 

поделба  на лакот  AB , што се состои од елементарните лаци:  

is , со соодветни должини: is , ni ,...,2,1 . 
 

  
Цртеж 8.1.1. Криволиниски интеграл од прв тип. 
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Избираме произволни точки  ,i i ix y s  и ја формираме сумата: 

 
1

,
n

i i i
i

f x y s


 . 

 Нека со idiam s  ја означиме должината на најдолгиот лак на 

поделбата , т.е. 
1,2,...,
max i
i n

diamD


 . Ако постои границата:  

 
0 1

: lim ,
n

i i i
i

I f x y s




 


 

за секоја поделба  и секој избор на точките   ,i i ix y s , 

,  тогаш ni ,...,2,1 I  се нарекува криволиниски интеграл од I 
тип на функцијата  по рамнинската крива  (криволиниски 

интеграл по кривата ) и се означува со 

f

C

C

 
C

yxf , ds . Значи:  

   
0 1

, lim ,
n

i i i
iC

f x y ds f x y s




  
■ 

 Се покажува дека кога  е непрекината функција на по 
делови мазната рамнинска крива , тогаш постои криволинискиот 
интеграл од I тип. Ако должината на кривата е конечна, интегралот 
постои како конечен број. 

f
C

 
 Слично се дефинира криволиниски интеграл од I  тип по 
просторна по делови мазна крива . C
 
 Ако постои границата:  

 
0 1

: lim , ,
n

i i i i
i

I f x y z s




 


 

за секоја поделба  и секој избор на точките   , ,i i i ix y z s , 

; тогаш ni ,...,2,1 I  се нарекува криволиниски интеграл од I 
тип на функцијата  по просторната крива  (криволиниски 

интеграл по кривата ) и се означува со 

f

C

C

 z
C

yxf ,, ds . Значи: 
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   
0 1

, , lim , ,
n

i i i i
iC

f x y z ds f x y z s




  
.■ 

 И во овој случај се покажува дека кога  е непрекината 
функција на по делови мазна просторна крива , тогаш постои 
криволинискиот интеграл од I тип. 

f
C

 
 

8.1.2. СВОЈСТВА НА  
КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
 Нека функцијата  е дефинирана на кривата , така 

што постојат 

f 2C  
 

C

dsyxf ,  и  dsyxg ,
C

. Тогаш: 

 1.     
CC

dsyxfkdsyxkf ,, , constk  ; 

 2.          
CCC

dsyxgdsyxfdsyxgyxf ,,,, ; 

 3. Ако кривата  е поделена на кривите  и , тогаш: C 1C 2C

      
21

,,,
CCC

dsyxfdsyxfdsyxf . 

 4.  


 


, ,
AB BА

f x y ds f x y ds  . 

 
 *Имајќи ги предвид својствата на сумите, на границите и 
принципот на математичка индукција, својствата 1) и 2) може да се 
генерализираат во едно својсво кое вели дека интеграл од линеарна 
комбинација на функции е линеарна комбинација од интегралите на 
функциите, т.е ако 1 2, ,..., nf f f  се непрекинати функции на  и 

 се константи, тогаш: 

C

1 2, ,..., nk k k 

      1 1 2 2, , ... ,n n

C

k f x y k f x y k f x y ds     

     1 1 2 2, , ... ,n n

C C C

k f x y ds k f x y ds k f x y ds     . 
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 Истото се однесува на својството 3. Ако  се состои од 
мазните криви , тогаш интегралот по кривата  е збир 
од интегралите по нејзините делови, т.е. 

C

nCCC ,...,, 21 C

        
nCCCC

dsyxfdsyxfdsyxfdsyxf ,...,,,
21

. 

 Нека функцијата  е дефинирана на кривата , така 

што постојат 

f 3C  
 

C

zyxf ,, ds  и  
C

dszyxg ,, . Тогаш: 

 1.     
CC

dszyxfkdszyxkf ,,,, , constk  ; 

 2.          
CCC

dszyxgdszyxfdszyxgzyxf ,,,,,,,, ; 

 3. Ако кривата  е поделена на кривите  и , тогаш: C 1C 2C

      
21

,,,,,,
CCC

dszyxfdszyxfdszyxf . 

 4.  


 


, , , ,
AB BА

f x y z ds f x y z ds  . 

 
 *Притоа, ако 1 2, ,..., nf f f  се непрекинати функции на  и 

 се константи, тогаш: 

C

1 2, ,..., nk k k 

      1 1 2 2, , , , ... , ,n n

C

k f x y z k f x y z k f x y z ds     

     1 1 2 2, , , , ... , ,n n

C C C

k f x y z ds k f x y z ds k f x y z ds     . 

 Aко C  се состои од мазните криви , тогаш: nCCC ,...,, 21

        
nCCCC

dszyxfdszyxfdszyxfdszyxf ,,...,,,,,,
21

; 
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8.1.3. ПРЕСМЕТУВАЊЕ КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
 Од Математика 1 имаме дека кога:  

:C   txx  ,  tyy  ,  21, ttt ; 

е по делови мазна крива, тогаш елементот на лакот е: 

   2 2ds x t y t dt   . 

 Ако кривата е зададена со равенката  xyy  , , 
тогаш таа може да ја разгледаме како параметарска равенка 

 bax ,
xx  , 

,  xyy   bax , ; во однос на параметарот x , каде што елементот 

на лакот е  dxxyds 21  . Сличен е случајот кога кривата е 

зададена со равенката  yxx  ,  dcy , . Тогаш: 

 21ds x y dy  . 

 Ако кривата е просторна и е зададена со равенките:  

 txx  ,  tyy  ,  tzz  ,  21, ttt , 

тогаш аналогно се покажува дека елементот на лакот е:  

     2 2 2ds x t y t z t d     t . 

 Имајќи предвид дека Римановите интегрални суми на 
криволинискиот интеграл од прв тип, кога истиот постои, може да 
се разгледаат како интегрални суми на определени интеграли, 
доаѓаме до следниве заклучоци: 
  
 ● Нека кривата  е зададена со равенката:  C

 xyy  ,  bax , ; 

тогаш елементот на лакот e: 

 dxxyds 21  , 

и криволинискиот интеграл е: 

      dxxyxyxfdsyxf
b

aC

21,,   . 
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 Нека кривата C  е зададена со  ● равенката :C   yxx  , 

, тогаш елем  на лакот е:  dcy , ентот

 dyyxds 21  , 

и криволинискиот интеграл е: 

      dyyxyyxfdsyxf
d

cC

21,,   . 

 ● Нека :C   txx  ,  tyy  ,  21, ttt  е рамнинска по делови 
мазна крива. Тогаш елементот на лакот е: 

   2 2ds x t y t dt    

и криволинискиот интеграл е: 

          
2

1C t

2 2, ,
t

f x y ds f x t y t x t y t dt     . 

 ● Нека :C   txx  ,  tyy  ,  tzz  ,  21, ttt  е просторна 
по делови мазна крива. Тогаш елементот на лакот е: 

     2 2 2ds x t y t z t d      t

и криволинискиот интеграл е: 

              
2

1

2 2 2, , , ,
t

C t

f x y z ds f x t y t z t x t y t z t d      t . 

 Задача 8.1.3. Да се пресмета иволинискиот интеграл:  
 

кр

C

I yds  , 

е лако од параболата што го отсекува 

 Решение. Го определуваме пресекот параболите: 

каде што C т  xy 42   

параболата: yx 42  . 

2 4y x , 2 4x y 
2

4
x

y  , 2 4y x   
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4

4
16
x

x  4 64 0x x    3 64 0x x    0 4x x    

За 0x  , 2 0y   т.е. . За 0y  4x  , 
16 4
4

y   . 

 
Цртеж 8.1.3. 

 
 Од  и  добиваме xy 42  0y  xy 2 , што претставува 
равенка на десниот крак на параболата. Првиот извод е:  

1 12
2

y
x x

  ,  

Елементот на лакот и границите се: 

2 11 1ds y dx dx
x

     и 40  x . 

Конечно, интегралот е: 
4

0

12 1I x dx
x

 
4

0

2 1x dx     
43

2

0

2 42 1 5 5
3 3
x 1     . 
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8.1.4. ПРИМЕНА НА  

КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 
 

8.1.4.1.ПЛОШТИНА НА ОМОТАЧ 
 

● Ако   0, yxf , тогаш:  

   
0 1

, lim ,
n

i i i
iC

f x y ds f x y S




  
 

е плоштината на делот од вертикалната цилиндрична површина 
чија директриса е кривата , и е ограничена со -рамнината и 
графикот на функцијата 

C xOy
f . 

 Имено, секој собирок во интегралната сума   iii Syxf ,  е 
елемент од цилиндричната површина. Следува: 

 ,
C

P f x y ds  . 

 

 

Цртеж 8.1.4.1. Плоштина на омотач. 
 
 

8.1.4.2. ДОЛЖИНА НА ЛАК НА КРИВА 
 

 Од дефиницијата за криволинискиот интеграл од прв тип, 
ако функцијата    1, yxf  (   )1,, zyxf , добиваме дека бројот: 
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0 1
lim

n

i
iC

ds S l




   
, 

ја дава должината на кривата . Значи:  C


C

dsl . 

 
Цртеж 8.1.4.2. Должина на лак на крива. 

 
 

8.2. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 

8.2.1. ДЕФИНИЦИЈА НА  
КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 

 
 Нека за функцијата f  и криват  C  важат истите услови 
како кај криволиниски интеграл од I т

 а
ип.  

 Ориентација на крива. Кривата  е позитивно 
ориентирана, ако движењето по кривата е спротивно од 
движењето на стрелките на часовникот. Во спротивно кривата е 
негативно ориентирана. Ако не е дадена ориентацијата се 
подразбира дека кривата  е позитивно ориентирана. Позитивно 
ориентираната крива ја означуваме со  или C

C

C
C  , додека негативно 

ориентираната крива со C . 
 

 Ако при формирањето на интегралната сума, наместо  ги 

користиме нејзините проекции 
iS

ix  и iy  на x  и -оските, y
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соодветно, може да дефинираме две варијанти на уште еден вид 
криволиниски интеграл. 
 

 
Цртеж 8.2.1. Криволиниски интеграл од втор тип. 

 
 Нека е дадена по делови мазната крива  со конечна 
должина: 

C
 txx  ,  tyy  ,  21, ttt . 

 Нека функцијата  е дефинирана на C . f

 Со помош на точките BAAAA n  ...,,, 10  определуваме 

поделба  на лакот  AB , што се состои од елементарните лаци:  

is , со должини is , ni ,...,2,1 ; соодветно. 

Нека проекциите на  на is x  и y -оските соодветно се: 

ix  и iy , ni ,...,2,1 . 

Избираме произволни точки: 

 ,i i ix y s  

и ги формираме сумите: 

 
1

,
n

i i i
i

f x y x


  и  
1

,
n

i i i
i

f x y y


 . 

 Ако постои границата:  
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 
0 1

: lim ,
n

i i i
i

I f x y x




 


 

за секоја поделба  и секој избор на точките   ,i i ix y s , 

; тогаш ni ,...,2,1 I  се нарекува криволиниски интеграл од II 
тип (по координати), на функцијата  по рамнинската крива 

 во однос на 
f

C x , и се означува со: 

 
C

dxyxf , . 

 Ако постои границата:  

 
0 1

: lim ,
n

i i i
i

I f x y y




 


, 

за секоја поделба  и секој избор на точките   ,i i ix y s , 

; тогаш ni ,...,2,1 I  се нарекува криволиниски интеграл од II 
тип (по координати), на функцијата  по рамнинската крива 

 во однос на , и се означува со: 
f

C y

 
C

dyyxf , .■ 

 Во пракса криволинискиот интеграл од втор тип често се 
среќава во (општ) вид: 

    
CC

dyyxQdxyxP ,,  

и се означува со:  
   dyyxQdxyxP

C

,,  . 

 Аналогно во тридимензионалниот случај, ако наместо 
должините на елементот на лакот is  на просторната крива , ги 
користиме нејзините проекции на 

C

x , y  и -оските соодветно, може 
да дефинираме: 

z

 
C

dxzyxf ,, ,  
C

dyzyxf ,,  и  
C

dzzyxf ,, . 

 Притоа, криволинискиот интеграл од втор тип од општ вид: 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

138 



 
8.  Криволиниски интеграл 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

139 

      
CCC

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,,  

ќе го означиме со: 

      
C

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,, . 

 
8.2.2. СВОЈСТВА НА  

КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 
 Нека функцијата  е дефинирана на кривата , така 

што постојат 

f 2C  
 

C

dxyxf , ,  ,
C

f x y dy ,  ,
C

g x y dx  и  ,
C

g x y dy . 

Тогаш: 

 1.     
CC

dxyxfkdxyxkf ,, ,     
CC

dyyxfkdyyxkf ,, , 

. constk 

 2.          
CCC

dxyxgdxyxfdxyxgyxf ,,,, ,  

         
CCC

dyyxgdyyxfdyyxgyxf ,,,,  

 3. Ако кривата  е поделена на кривите  и , тогаш: C 1C 2C

      
21

,,,
CCC

dxyxfdxyxfdxyxf   

и  

     
1 2

, ,
C C C

f x y d ,у f x y dy f x y dy    . 

4.  


 


, ,
AB BA

f x y dx f x y dx     

и 

 


 


, ,
AB BA

f x y dy f x y dy   . 

 
 Од својствата следува дека ако постои:  
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   , ,
C

P x y dx Q x y dy


  или    , ,
C

P x y dx Q x y dy


 , 

каде што  е позитивно, додека  негативно ориентирана крива, 
тогаш постои и другиот интеграл и 

C C

       dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP
CC

,,,,  


. 

Исто така:  

           dyyxQdxyxPdyyxQdxyxPdyyxQdxyxP
CCC

,,,,,,
21

  , 

каде што  и  се деловите на кривата . 1C 2C C
 
 

8.2.3. ПРЕСМЕТУВАЊЕ КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 
 ● Нека кривата  е зададена со равенката:  C

:C   xyy  ,  bax , , тогаш  dxxydy   и 

    , ,
b

C a

f x y dx f x y x dx  ,       , ,
b

C a

f x y dy f x y x y x dx  . 

 ● Нека кривата  е зададена со равенката:  C

:C   yxx  ,  dcy , , тогаш  dyyxdx   и 

      dyyxyyxfdxyxf
d

cC

  ,, , .     dyyyxfdyyxf
d

cC
  ,,

 ● Нека  :C  txx  ,  tyy  ,  21, ttt  е рамнинска по делови 
мазна крива. Тогаш: 

 dx x t dt  ,  dy y t dt  ;  

и  

        
2

1

, ,
t

C t

f x y dx f x t y t x t dt   , 

и  

        
2

1

, ,
t

C t

f x y dy f x t y t y t dt   . 
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 ● Нека  :C  txx  ,  tyy  ,  tzz  ,  21, ttt ; е просторна 
по делови глатка крива. Тогаш елементот на лакот е: 

 dx x t dt  ,  dy y t dt  ,  dz z t dt  ;  

и 

          
2

1

, , , ,
t

C t

f x y z dx f x t y t z t x t dt   ,  

          
2

1

, , , ,
t

C t

f x y z dy f x t y t z t y t dt   , 

          
2

1

, , , ,
t

C t

f x y z dz f x t y t z t z t dt   . 

 
 Задача 8.2.3. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

C

I ydx xdy  , 

каде што  е кривата: C cosx a t , siny b t ,  0,t  . 

 Решение. Имаме, sindx a tdt   и cosdy b tdt ; од каде 
што: 

 

Цртеж 8.2.3. 
 

 
0

sin sin cos cosI b t a t dt a t b tdt


      2 2

0

sin cosab t t dt


    







 




 dt
tt

ab


0 2
2cos1

2
2cos1

0

cos 2ab tdt



0

sin 2 0
2
t

ab


 . 
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8.2.4*. ВРСКА МЕЃУ КРИВОЛИНИСКИТЕ ИНТЕГРАЛИ  

ОД ПРВ И ВТОР ТИП 
 

 Нека  , ,P P x y z ,  , ,Q Q x y z  и  , ,R R x y z  се непре-

кинати функции над кривата  која е по делови глатка и со 
конечна должина. Тогаш: 

C

cosdx ds , cosdy ds  и cosdz ds ;  
и 

 cos cos cos
C C

Pdx Qdy Rdz P Q R ds        ,  

каде што: 

 , ,x y z  ,  , ,x y z   и  , ,x y z  ,  , , 0,    ; 

се соодветните агли меѓу ориентираната тангента и ортовите  на x , 
 и -оските; во точката y z  , ,x y z  (види [16] од литература). 

 Ако точката  ,x y  од рамнината ја поистоветиме со  , ,0x y , 

ќе следува точноста на аналогно тврдење за криволиниски интеграл 
на рамнинска крива. 

 
 

8.3. ГРИНОВА ФОРМУЛА  
 

 Гриновата формула ја дава врската меѓу криволинискиот 
интеграл од втор тип по затворена, едноставна и по делови глатка 
крива  и двојниот интеграл на едноставна област , чиј раб е 
кривата . 

C
C

D

 Криволинискиот интеграл     
C

dyyxQdxyxP ,,  по затворена 

крива  често го означуваме со C     
C

dyyxQdxyxP ,, . 

 Едноставна крива, пат, едноставна област. Кривата е 
едноставна ако пресликувањето:   3

1 2: ,f t t  

2t t

 e обратно 

еднозначно, освен можеби за  и 1t t  . Геометриски тоа значи 
дека кривата нема самопресекувачки точки.  
 Кривата  е пат ако е по делови мазна и едноставна. C
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 Аналогно се дефинираат поимите со ист назив за просторна 
крива: : C  txx  ,  tyy  ,  tzz  ,  21, ttt ; 

   
Цртеж 8.4.2.1. Едноставна  Цртеж 8.4.2.2. Неедноставна 

       (непресекувачка) крива.        (самопресекувачка) крива.  
 

 Областа  e едноставна ако секој затворен пат  е 
раб на множество  што се содржи во . Со други зборови 

областа е едноставна ако нема „дупки“.  

2D  
D C

C

 D

 
 Аналогно се дефинира едноставна просторна област. 

   
          Цртеж 8.4.2.3.   Цртеж 8.4.2.4.  

Едноставна област.  Неедноставна област. 
 

 Теорема 8.3.1. (Гринова формула). Нека  е позитивно 
ориентирана, едноставна, по делови мазна крива и  е едноставна 
затворена област чиј раб е . Нека функциите 

C
D

C  yx,P  и  
имаат непрекинати парцијални изводи на . Тогаш: 

 yxQ ,
D

   , ,
C

P x y dx Q x y dy     , ,
D

Q P
x y x y dxdy

x y

  
   

  т.е. 

C D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

  
       . 
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 Доказ. Теоремата ќе ја докажеме за крива којашто правите 
паралелени на координатните оски ја сечат во најмногу две точки. 
 Го трансформираме двојниот интеграл: 

 
Цртеж 8.3.1. Гринова формула. 

 

   
 

 2

1

, ,
y xb

D a y x

P P
x y dxdy dx x y dy

y y

 
 

       
 2

1
,

b
y x

y x
a

P x y dx   

       
b

a

dxxyxPxyxP 12 ,,       
b

a

b

a

dxxyxPdxxyxP 12 ,,  

 


 


, ,
ANB AMB

P x y dx P x y dx    


 


, ,
ANB BMA

P x y dx P x y dx    

 



C

dxyxP ,  
C

dxyxP ,  (1). 

На сличен начин: 

   
 

 

   
 

2
2

1
1

, , ,
x yd d

x y

x y
D c x y c

Q Q
x y dxdy dy x y dx Q x y dy

x x

 
  

      

       
d

c

dyyyxQyyxQ ,, 12      2 1, ,
d d

c c

Q x y y dy Q x y y dy    

 


 


, ,
MBN MAN

Q x y dy Q x y dy    


 


, ,
MBN NAM

Q x y dy Q x y dy  
 dy

C

yxQ ,  (2). 
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Од (1) и (2) имаме: 

 






















DDD

dxdy
y

P
dxdy

x

Q
dxdy

y

P

x

Q
 

     
CC

dxyxPdyyxQ ,,     
C

dyyxQdxyxP ,, .■ 

 
 *Доказот е аналоген во случај кога областа е правилна во 

-рамнината. Тогаш се јавуваат и интеграли на отсечки 
паралелни на оските чија вредност е нула. Понатаму, Гриновата 
формула може да се обопшти да важи на елементарни области, 
односно области што не мора да се правилни, но може да се 
претстават како унија од правилни области. Доказот на теоремата 
во најопштиот случај кога областа е едноставна не е предвиден во 
овој курс. 

xOy

 
Цртеж 8.3.2.1. Елементарна област која не е правилна 

 
 Пример 8.3.2*. Покажи дека Гриновата формула важи во 
случај кога областа  е полупрстен. D

 
Цртеж 8.3.2.2. 

 Решение. Имаме: 

D

Q P
dxdy

x y

  
    


1 2D D

Q P Q P
dxdy dxdy

x y x y

      
           

    
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Цртеж 8.3.2.3-4. Гринова формула на полупрстен 

 

   
*

1

, ,
C C

P x y dx Q x y dy


     
*

2

, ,
C C

P x y dx Q x y dy


   

         
*

1

,,,,
CC

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP

         
*

2

,,,,
CC

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP  

       
1 2

, , , ,
C C

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy     

   , ,
C

P x y dx Q x y dy . 

 Задача 8.3.3. Со примена на Гриновата формула да се 
пресмета криволинискиот интеграл:  

I   2 2

C

y dx x y dy  , 

каде што  е триаголникот: , C  0,0А  0,B a ,  ,C a a . 

 Решение. Подинтегралните функции се: 
2yP   и  2yxQ   од каде што: 2P

y
y





 и 1Q

x





. 

Интегралот се сведува на: 

I 
D

Q P
dxdy

x y

  
    

    dxdyy
D

21    
a a

x

dyydx
0

21  

 2

0

aa

x

dx y y    2 2

0

a

a x a x dx       
a

dxxxaa
0

22  

 
3 2

2

0
3 2

a

x x
a a x

 
    

 


23

23
32 aa
aa

3
2

2

32 aa
 . 
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Цртеж 8.3.3. 
 
 

8.4. НЕЗАВИСНОСТ ОД ПАТОТ НА ИНТЕГРАЦИЈА 
 

 Велиме дека криволинскиот интеграл:  

    
C

dyyxQdxyxP ,,  (1), 

не зависи од патот на интеграција над областа D  ако за секои две 

точки ,A B D  и секоја крива C AB  во , чија почетна точка е D
А  а крајна B , секогаш постои (1) и има иста вредност. 

 Во тој случај интегралот над , чија почетна точка е 
 а крајна 

D
 0 0,А x y   1 1,B x y , го означуваме со:  

   , ,
B

A

P x y dx Q x y dy  или    
 

 1 1

0 0

,

,

, ,
x y

x y

P x y dx Q x y dy . 

 
 Теорема 8.4.1. Нека  е област и D  ,P P x y  и 

 ,Q Q x y  заедно со своите парцијални изводи се непрекинати на 

D . Тогаш: 
Криволинискиот интеграл од втор тип:    , ,P x y dx Q x y dy , 

не зависи од патот на интеграција над  ако и само ако D
за секојa затворена крива C  во D  важи:     0,, 

C

dyyxQdxyxP . 
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 Доказ. ) Нека криволинискиот интеграл не зависи од 
патот на интеграција и  е затворен пат во 


C D . Избираме точки A , 

B , M  и  како на цртежот 8.4.1. Тогаш: N

    
C

dyyxQdxyxP ,,

   


   


, , , ,
AMB BNA

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy    

0

 

   


   


, , , ,
услов

AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy     . 

 
Цртеж 8.4.1. Независност од патот на интеграција. 

 
 ) Нека      0,, 

C

dyyxQdxyxP  по секоја затворена крива 

 во C D . Нека  и
1C AN B  

2C AM B  се два пата од A  д  о B , во 

D  и  AC AMB NB . Тога  C  е затворена крива, пш а: 

    0,, 
C

dyyxQdxyxP   

   


   


, , , ,
AMB BNA

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy 0       

   


   


, , , ,
AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy 0       

   


   


, , , ,
AMB ANB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy    . 

 Од точноста на првото равенство и еквивалентноста на 
чекорите следува точноста на последното равенство.■ 
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 Теорема 8.4.2*. Нека функциите  ,P P x y  и  ,Q Q x y
D

 

имаат непрекинати парцијални изводи на едноставна област . 
Тогаш:  
Криволинискиот интеграл од втор тип:    , ,P x y dx Q x y dy , 

не зависи од патот на интеграција над  ако и само ако D
 постои функција U  на D , таква што  dU Pdx Qdy  . 

 Доказ. Теоремата ќе ја докажеме само во една насока. 
Нека постои функција U , таква што dU Pdx Qdy  . Бидејќи:  

U U
dU dx dy

x y

 
 
 

, важи: 
U

P
x





 и 
U

Q
y





. 

 Нека : C  x x t ,  y y t ,  ,t a b ;  е затворен пат во D  и 

 е област чиј раб е C . Тогаш:  D C

       , , , ,
C C

U U
P x y dx Q x y dy x y dx x y dy

x y

 
  

      

             
1

, ,
b

a

U U
x t y t x t x t y t y t dt

x y

       
  

         
*

* , ,
b

b

a
a

dU
dt U U x b y b U x a y a

dt
    (2). 

каде што:       * ,U t U x t y t  и (1) важи бидејќи: 

                  
* ,

, ,
dU x t y tdU U U

x t y t x t x t y t y t
dt dt x y

    
 

. 

 Значи интегралот зависи само од вредностите на функцијата 
 во почетната и крајната точка, кои се исти за секоја крива.■ U

 
 Во случај кога интегралот    , ,P x y dx Q x y dy  не зависи 

од патот на интеграција, ако означиме со:  

 0x x a ,  0y y a ,  1x x b  и  1y y b ; 

   , ,dU P x y dx Q x y dy  ; 

и 
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 

 

 
    

1 1
1 1

0 0

0 0

,
,

1 1 0 0,
,

, ,
x y

x y

x y
x y

dU U U x y U x y   ; 

равенствата (2) може да се запишат во вид:  

   
 

 

    
1 1

0 0

,

1 1 0 0
,

, , , ,
x y

C x y

P x ,y dx Q x y dy dU x y U x y U x y     . 

  
 Последната формула која важи во рамнина, односно се 
однесува на дводимензионален случај, е аналогна на формулата на 
Њутн-Лајбниц за еднодимензионален случај. 

 
 Теорема 8.4.3*. Нека функциите  ,P P x y  и  ,Q Q x y

D

 

имаат непрекинати парцијални изводи на едноставнa област .  
 Тогаш:  
Криволинискиот интеграл од втор тип:    , ,P x y dx Q x y dy , 

не зависи од патот на интеграција над  ако и само ако: D

 
x

Q

y

P








 на . D

 Доказ. Да забележиме дека за секој затворен пат  во C D , 
таков што  D C D , формира затворена едноставна област  

чиј раб е C , односно ги исполнува условите од Гриновата формула. 

 D C

 ● Нека 
x

Q

y

P








 на областа . Тогаш, од Гриновата 

формула, криволинискиот интеграл по  во 

D

C D  е: 

   
   

00,, 














 
CDCDC

dxdydxdy
y

P

x

Q
dyyxQdxyxP . 

 
 ● Нека     0,, 

C

dyyxQdxyxP . Од Гриновата формула 

имаме: 

 
   , ,

D C C

Q P
dxdy P x y dx Q x y dy

x y

   0     
   . 
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 Заради произволноста на кривата C , следува дека:  

0Q P

x y

 
 

 
 (1) т.е. 

x

Q

y

P








 на D . 

 (1*) Имено, нека:  

   0 0 0 0, ,Q P
x y x y

x y

 


 
 

во некоја точка  0 0,x y D . Нека: 

  0 0 0 0,Q P ,x y x y
x y

 


 
 (аналогно е:    0 0 0 0, ,Q P

x y x y
x y

 


 
). 

Tогаш, бидејќи парцијалните изводи се непрекинати, постои 
отворен круг со центар во  0 0,x y , таков што: 

  ,Q P ,x y x y
x y

 


 
 за сите  ,x y D , 

при што бидејќи областа  е отворена, радиусот на кругот може да 
се избере така што кругот ќе се содржи во 

D
D . Тогаш кружницата со 

радиус кој е половина од радиусот на кругот е затворена крива која 
се содржи во , на која двојниот интеграл е поголем од нула. 
Последното противречи на условот во теоремата.■ 

D

 
 Коментар. 1) Функцијата U  може да се определи од: 

     , ,U x y P x y dx y  , 

каде што  ја разгледуваме како функција од променливата P x , 
додека  игра улога на параметар. Потоа диференцираме по :  y y

    ,
y

U
P x y dx y

y
  

   , и заменуваме во 
U

Q
y





. 

Од последната равенка се изразува функцијата  y , се интегрира 

да се добие  y  и се заменува во U . 

 2) Функцијата U  може да се определи и ако се интегрира по 
: y

     , ,U x y Q x y dy x  , 
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x :     ,
x

U
P x y dx x

x
  

 па се диференцира по  , од каде што 

со замена во 
U

P
x





 се добива  x . Со интегрирање се добива 

 x  и на крај се заменува во U .  

 1-2) Тогаш интегралот е: 

   
 

 1 1

0 0

,

,

, ,
x y

x y

P x y dx Q x y dy   
    1 1

0 0

,
1 1 0 0,
, ,x y

x y
U U x y U x y  . 

 3) Интегралот може да се добие и ако за пат на интеграција 
се земат отсечките паралелни на координатните оски. Тогаш: 

   
 

 

   
1 1 1 1

0 0 0 0

,

0 1
,

, , , ,
x y x y

x y x y

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy     . 

 4) Интегралот може да се добие и ако се интегрира по друга 
крива, на пример по отсечката што ги поврзува крајните точки, но 
најчесто пресметките би биле покомплицирани. 

 
 Задача 8.4.4. Да се пресмета интегралот: 

 

 1,0

0,1

cos sinI ydx x ydy  . 

 Решение. Имаме: 

 y
y

P sin



т.е. 


x

Q

y

P




.  y
x

Q sin



, yP cos , yxQ sin

Следува дека интегралот не зависи од патот на интеграција. 
Понатаму, 

 

 U Pdx y    cos ydx y   cosx y y , 

U
Q

y





   0y     cos sinx y y x y   0y  . 

cosU x y Значи, , од каде што: 

 
 





1,0 1,0

0,1 1I 0,1 cosU x y   . 
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9. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ 

 
 Глатка површина*. Нека површината  е определена со 
функцијата 

S

 ,z z x y  која е непрекината и има непрекинати 

парцијални изводи на . Функцијата може параметарски да се 
запише преку два параметра: 

D

x u , y v ,  ,z f u v . 

 Тангентите на површината во произволна точка  ,u v , што 

се добиваат како пресек со x u  и y v  рамнините се:  

 1 1,0,t p


 и  2 0,1,t q


, 

каде што p  и  се Монжовите ознаки, и нивниот векторски 
производ:  

q

 1 2 , ,1 0n t t p q     
 

 

е ненулт нормален вектор. Исто така, од    1 1 2 2, , ,u v u v D , такви 

што:      1 1 1 1 2 2 2 2, , , , , ,u v f u v u v f u v

2v

, следува дека:  и 

.  Геометриски тоа значи дека површината не се сече самата 
себе односно е самонепресекувачка површина. 

1u u 2

1v 

 Аналогно, нормалниот вектор n


 постои и е ненулт и 
површината е самонепресекувачка кога е определена со равенките:  

 ,x x y z  или  ,y y x z . 

 Велиме дека површината е глатка. Интуитивно, значи дека 
површината нема острини.  
Нека површината  параметарски е определена со функциите: S

 ,x x u v ,  ,y y u v  и  ,z z u v  

кои се непрекинати и имаат непрекинати парцијални изводи на 
некоја област , тогаш постојат и се непрекинати векторите: D

 1 , ,u u ut x y z  


 и  2 , ,v v vt x y z  


 

Ако уште 1 2 0n t t  
 

 и површината е самонепресекувачка, т.е.:  
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   1 1 2 2, , ,u v u v D  такви што барем една точка е внатрешна и 

             1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2, , , , , , , , , ,x u v y u v z u v x u v y u v z u v , 

тогаш велиме дека површината е мазна. 

 Ако површината може да се претстави како унија од мазни 
површини што се сечат најмногу по крива, тогаш е по делови 
мазна. 

 Ќе разгледаме аналогни интеграли на криволиниските 
интеграли, овојпат во дводимензионален случај, наречени 
површински интеграли. Истите имаат широка примена во праксата 
опишувајќи повеќе физички законитости. 
 
 

9.1. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 
 

9.1.1. ДЕФИНИЦИЈА НА  
ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
 Нека површината  е график на функцијата  
дефинирана на затворена и ограничена област  чиј раб е по 
делови глатка затворена крива. Нека функцијата  е непрекината и 
има непрекинати парцијални изводи на  (што значи дека 
површината е глатка). Нека 

S  yxzz ,
D
z

D
 zyxff ,,  е непрекината функција 

дефинирана на  (9.1.1). S
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Цртеж 9.1.1. Површински интеграл од прв тип. 
 
 Нека D  е правоаголник што го содржи  и  е поделба на D 

D  што се состои од подправоаголници  

iD  со плоштини iP , 1,2,...,i n   

соодветно, што целосно се содржат во .  D
 Нека  се елементи од површината  чии проекции на , 

соодветно се , 
iS

D

S D

i 1,2,...,i n . Нека:  

  , , ,i i i ix y z x y  

се произволни точки од , iS 1,2,...,i n  соодветно. 
 Ја формираме сумата:  

 
1

, ,
n

i i i i
i

f x y z S


 . 

 Кога 
1,2,...,
max 0i
i n

diamS


   за која било поделба  на  D  и 

кој било избор на точките    iiiii Syxzyx ,,, , n,...,i 2,1 ; тогаш 

бројот  
1

, ,
n

i i i i
i

f x y z S


  тежи кон нејзината граница.  

 Последниов заклучок води до следнава дефиниција: 
 
 Дефиниција 9.1.1. Нека површината  е график на 
функцијата 

S
 yxzz ,  која е непрекината и има непрекинати 

парцијални изводи на затворена и ограничена област  чиј раб е 
по делови глатка затворена крива. Нека функцијата  е 
ограничена на . Површински интеграл од прв тип на  над 

, ознака 

D
f  zyx ,,

fS

D  , ,
S

f x y z dS , е бројот: 

   
1,2,...,
max 0 1

, , lim , ,
i

i n

n

i i i idiamS
iS

f x y z dS f x y z S





  . 
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9.1.2. СВОЈСТВА НА  

ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 
 
 За површински интеграл од прв тип важат аналогни својства 
како за другите интеграли. На пример, ако површината  е унија од 
површините , 

S

iS ni ,...,2,1 ; кои се сечат најмногу по глатка крива и 

f  е непрекината функција на , тогаш површинскиот интеграл на 
површината , ако постои, е збир од површинските интеграли на 
површините од кои се состои, т.е.: 

S
S

       
1 2

, , , , , , ... , ,
nS S S S

f x y z dS f x y z dS f x y z dS f x y z dS       . 

 
9.1.3. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
 ● Од делот за плоштина на површина следува дека ако 

 е непрекината функција над  и  zyxff ,,  S  yxzz ,  има 

непрекинати парцијални изводи  yx
x

z
p ,




  и  yx
y

z ,


q


 D над , 

тогаш елементот на површината е: 

2 21dS p q dxdy   , 

и површинскиот интеграл од прв тип е: 

     2 2, , , , , 1
S D

f x y z dS f x y z x y p q dxdy    . 

 ● Ако  zyxff ,,  е непрекината функција над  и постои 
функцијата 

S

 zxyy ,  која има непрекинати парцијални изводи 

 zx
x

y
p ,




  и  zx
z

y
q , 




  над xzD D , каде  е проекцијата на 

 на  рамнината, која ги исполнува условите од теоремата, 
тогаш елементот на површината е: 

xzD

S xOz

21dS p q   2   и: 

     2 2, , , , , 1
S D

f x y z dS f x y x z z p q dxdz    . 
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 ● Аналогно ако : S  ,x x y z ;  zyxff ,,  е непрекината 

на ,S  ,x
p y z

y





 и  ,x
q y z

z





, тогаш: 

2 21dS p q     

и: 

     2 2, , , , , 1
S D

f x y z dS f x y z y z p q dydz    . 

 
 Задача 9.1.3. Да се пресмета површинскиот интеграл:  

I   2 2

S

x y dS , 

каде што  е долниот дел на сферата S 2 2 2 1x y z   . 

 Решение. Равенката на сферата ја изразуваме експлицитно: 

2 2 2 1x y z    2 21z x 2y    2 21z x y    . 

Долниот дел на сферата има равенка: 2 21z x y    , од каде 
што: 

2 2 2 2

2
2 1 1

z x x

x x y x y

 
  

    
, 

2 2 2 2

2
2 1 1

z y y

y x y x y

 
  

    
  

и: 

 2 21dS p q dxdy   
2 2

2 2 2 21
1 1

x y
dxdy

x y x y
 

   
  

2 2 2 2

2 2 2 2

1
1 1
x y x y dxdy

dxdy
x y x y

   


   
. 

 При премин во поларни координати:  

cosx   , siny   ; од каде што: dxdy d d    и 2 2x y 2  ; 

границите се: 0 2   , 0 1  .  

 Сега го пресметуваме на интегралот: 

I 
2 2

2 21D

x y
dxdy

x y




 


2 1 2

2
0 0 1
d d

   





   
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2 2

2 2

0 11 2 2
1 01

tt d tdt

tt d tdt

  
  
      

       
 

 
0 2

1

12 t
t dt

t
 

   
1

2

0

2 1 t dt    

13

0

1 22 2 1 2
3 3 3
t

t
4
3
  

          
  

. 

   
Цртеж 9.1.3.1.  Цртеж 9.1.3.2. 

 
 

9.1.4. ПРИМЕНА НА ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП.  
ПЛОШТИНА НА ПОВРШИНА 

 
 Ако  , , 1f x y z  , тогаш површинскиот интеграл: 

S

P d S  

претставува плоштината P  на површината . S

 
Цртеж 9.1.4. 
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9.2. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 

 
 Површинските интеграли од втор тип се дефинираат со 
помош на површинските интеграли од прв тип така што се избира 
ориентацијата на површината, аналогно како што се избира 
ориентацијата на кривата и место плоштините на елементите на 
површината се разгледуваат плоштините на елементите на нивните 
проекции на координатните рамнини. 
 

9.2.1. ЕДНОСТРАНИ И ДВОСТРАНИ ПОВРШИНИ 
 
 Нека површината  е график на функцијата S  yxzz ,  која е 
непрекината и има непрекинати парцијални изводи (т.е. 
површината е глатка) и  е ограничена со по делови глатка 
затворена крива 

S
S . 

 Бидејќи површината е глатк , посто ат два единечни вектора 
на нормалата на површината, 

а ј
n


 и n


 во произволна точка 

0 \M S S  . Векторот се нормализира, /n n
 

, да биде единечен. 

Нека  е крива во C SS \  што ја содржи . Тогаш векторот 0M

 n M


M 

0M S

,  е непрекината функција. Ако за секоја почетна точка 

 од 

C

S\  и секоја затворена крива  во C SS \ , почетниот 

вектор на нормалата  1 0Mn n
 

 е еднаков на векторот на 

нормалата  02n n M
 

 на крајот на непрекинатото движење по 

кривата , тогаш површината се нарекува двострана. Во 
спротивно, површината се нарекува еднострана. 

C

 
Цртеж 9.2.1.1.    Цртеж 9.2.1.2.  

Двострана површина.  Еднострана површина. 
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 Површините што досега ги среќававме, како сфера, 
параболоид, хиперболоид итн., се двострани површини. Пример за 
еднострана површина е Мебиусовиот лист кој се добива кога 
страните  и  на правоаголникот , чии темиња се 
означени во правец спротивен од движењето на стрелките на 
часовникот, ќе се спојат така што точката 

AB CD ABCD

B  ќе се поклопи со , а 
 со . 

D
C A
 Единечниот вектор на нормалата n


 ја одредува 

ориентацијата на двостраната површина. Позитивна страна на 
двостраната површина  е страната што се гледа од крајот на 
нормалниот вектор 

S
n


, добиен како векторски производ на двата 
тангентни вектора. Другата страна се нарекува негативна страна. 
 Ако не е нагласена ориентацијата на површината, тогаш под 
страна на површината ја подразбираме позитивната страна. Кај 
затворените површини разликуваме надворешна страна кога 
векторот е насочен надвор од телото што го гради површината, во 
спротивно страната е внатрешна. Ако векторот во секоја точка 
гради остар агол со -оската тогаш таа страна ја нарекуваме 
горна, додека другата страна е долна. 

z

 
 

9.2.2. ДЕФИНИЦИЈА НА  
ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 

 

 
Цртеж 9.2.1. Површински интеграл од втор тип. 
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 ● Нека површината  и функцијата S  zyxff ,,  ги 
исполнуваат условите од 9.1.1. 

 Нека D  е правоаголник што го содржи D  и  е поделба на 

D  што се состои од подправоаголници:  

iD  со плоштини iP , 1,2,...,i n ; 

соодветно, што целосно се содржат во D . Нека  се елементи од 

површината  чии проекции, соодветно се , 
iS

1,iS iD 2,...,n . Нека:  

  , , ,i i i ix y z x y  

се произволни точки од , iS 1,2,...,i n ; соодветно.  
 Ја формираме сумата:  

 
1

, ,
n

i i i i
i

f x y z P


 . 

 Кога 
1,2,...,
max 0i
i n

diamP


   за која било поделба  на  D  и 

за кој било избор на точките    iiiii Syxzyx ,,, , n,...,i 2,1 ; тогаш 

 
1

, ,
n

i i i i
i

f x y z P


  тежи кон нејзиниот лимес. 

 Последниов заклучок води до следнава дефиниција. 
 
 Дефиниција 9.2.2. Нека површината  е график на 
функцијата 

S
 yxzz ,  која е непрекината и има непрекинати 

парцијални изводи затворена и ограничена област  чиј раб е по 
делови глатка затворена крива. Нека функцијата  е 
непрекината на . Површински интеграл од втор тип на  

над 

D
 zyxf ,,

S f

D , ознака  dxdyz,yxf
S
 , , е бројот:  

   
0 1

, , lim , ,
n

i i i i
iS

f x y z dxdy f x y z P




  
. 

 
 ● Аналогно се дефинираат:  

 dxdzzyxf
S
 ,,  и  dydzzyxf

S
 ,, . 
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 Во пракса се среќава општиот (потполн) облик на 
површински интеграл од втор тип: 

     , , , , , ,
S S S

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy    , 

и се означува со:  

     , , , , , ,
S

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy  . 

 
9.2.3. СВОЈСТВА НА  

ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 

 Површинскиот интеграл од втор тип поседува аналогни 
својства како останатите интеграли. 
 

9.2.4. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 
 Нека површината  проектира на секоја од координатните 
рамнини и 

S
f  е непрекината функција на . S

 Површинскиот интеграл од втор тип се пресметува со 
сведување на двоен интеграл. 

●     , , , , ,
xOyS D

f x y z dxdy f x y z x y dxdy   , 

каде што знакот „ “ се избира ако аголот меѓу нормалниот вектор 
 и ортот n


k


 на -оската е остар. Во спротивно се избира знакот 
„ “. 

z


 Аналогно се пресметуваат:  

●     , , , , ,
xOzS D

f x y z dxdz f x y x z z dxdz   , каде што: 

„ “ се избира ако   ,
2

n j



 , или „  “ ако  ,

2
n j




 , и: 

●    , , , , ,
yOzS D

f x y z dydz f x y z y z dydz   , каде што: 

„ “ се избира ако   ,
2

n i



 , или „  “ ако  ,

2
n i




 . 
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 Задача 9.2.4. Да се пресмета површинскиот интеграл: 

I 
Ѕ

xdydz ydxdz zdxdy  , 

по горната страна на делот од рамнината 2x z 2 
4

 што лежи во 
првиот октант и е отсечен со рамнината y  . 

 Решение. Делот од рамнината 2x z 2   во прв октант 
( , , ), претставува неограничена од една страна 

правоаголна лента. Од 

0x  0y  0z 
2 2z x z 2    следува: 1z  , т.е.  0,1z .  

 
Цртеж 9.2.4.1. 

 
 Рамнината 4y   отсекува правоаголник:  

2 2x z  ,  0, 4y ,  0,1z  

кој ја определува бараната површина. 

 Површинскиот интеграл е во општ облик и може да се 
претстави како збир на површинските интеграли: 

I 
Ѕ Ѕ Ѕ

xdydz ydxdz zdxdy     

кои соодветно ќе ги означиме со 1I , 2I  и 3I . Притоа: 

 
Цртеж 9.2.4.2.  

 



 
9. Површински интеграл од прв тип 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

164 

 
14 1 2

4
1 0

0 0 0

12 1 2 2 4 1 4
2 2
z

I dy z dz y z
             

  
  ; 

2 0I   бидејќи проекцијата н xOz  рамнината е отсечка, т.е. има 
мера (плоштина) нула; 

 
Цртеж 9.2.4.3. 

 

 
22 4 2 4 2

3
0 0 0 0 0

2 1 12 2 4 
2 2 2 2
x x

I dx dy x dx dy x
 

     
 

     2 4 2 4  . 

Конечно: 

1 2 3 4 4 8I I I I      . 
 
 

9.2.5*. ВРСКА МЕЃУ ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ  
ОД ПРВ И ВТОР ТИП 

 Нека:  
 , ,P P x y z ,   , ,Q Q x y z  и  , ,R R x y z  

се непрекинати функции во околина на површината  која 
исполнува одредени услови меѓу кои биективно да се пресликува на 
координатните рамнини на области 

S

xyD , xzD  и  кои заедно со 

своите рабови, исто така ги исполнуваат услови што овозможуваат 
постоење на интегралите наведени подолу. Тогаш, ако  е 
зададена со равенката 

yzD

S

 ,z z x y ,  , xyx y D ; важи: 
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 , ,1n p q  


, 21n p 2q  


 и 0
1 , ,n p

n
n n n n

 
     

 

q

    . 

Од друга страна:  0 cos ,cos ,cosn   


, каде што  , , 0,   
, ,

; 

се аглите што нормалниот вектор ги зафаќа со ортовите на x y z -

оските соодветно во точката  , ,x y z ,  па: 

 
2 2

cos cos ,
1

p
x y

p q
  
 

 
,  

 
2 2

cos cos ,
1

q
x y

p q
  
 

 
 и 

 
2 2

1cos cos ,
1

x y
p q

  
 

.  

 Елементот на површината  е S 21dS p q2   , од каде 
што: 

 , ,
S

R x y z dxdy    , , ,
xyD

R x y z x y dxdy   

   2 2

2 2

1, , , 1
1

xyD

R x y z x y p q dxdy
p q

  
 

  

     2 2, , , cos , 1
xyD

R x y z x y x y p q dxdy     

   2 2, , , 1
xyD

R x y z x y p q dxdy     , , ,
xyD

R x y z x y dS   

 , , cos
S

R x y z dS , каде        , , , , , , cos ,R x y z x y R x y z x y x y . 

 Ако  , , 1n p q 


 е спротивниот вектор, тогаш:  

 
2 2

cos cos ,
1

p
x y

p q
  

 
,  

 
2 2

cos cos ,
1

q
x y

p q
  

 
 и 

 
2 2

1cos cos ,
1

x y
p q

  
 

 
;  
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од каде што, бидејќи cos 0  , важи  ,
2

n k



 , па: 

 , ,
S

R x y z dxdy


   , , ,
xyD

R x y z x y dxdy   

   2 2

2 2

1, , , 1
1

xyD

R x y z x y p q dxdy
p q


  

 


     2 2, , , cos , 1
xyD

R x y z x y x y p q dxdy     , , cos
S

R x y z dS . 

 Значи:  

 , ,
S

R x y z dxdy   , , cos
S

R x y z dS . 

 Со аналогни постапки се покажува дека:  

 , ,
S

Q x y z dxdz   , , cos
S

Q x y z dS  и 

 , ,
S

P x y z dydz   , , cos
S

P x y z dS ,  

од каде што врската меѓу општ површински интеграл од прв и втор 
тип е дадена со формулата: 

     , , , , , ,
S

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy  
      , , cos , , cos , , cosP x

S

y z Q x y z R x y z d   S . 

Меѓу елементите на областите и површината важат равенствата: 

dSdydz cos , dSdzdx cos  и dSdxdy cos . 
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9.3. ФОРМУЛА НА ГАУС-ОСТРОГРАДСКИ 

 
 Формулата на Гаус-Остроградски ја дава врската меѓу 
тројниот интеграл на затворена област V  и површинскиот интеграл 
на затворена површина , таква што S V S  .  

 
 Теорема 9.3.1. (Формула на Гаус-Остроградски). Нека 

 е затворена, едноставна просторна област таква шт S  е 
по делови глатка затворена, едноставна површина со стандардна 
ориентација. Нека функциите:  

V о V 

 , ,P P x y z ,  , ,Q Q x y z  и  , ,R R x y z , 

заедно со своите парцијални изводи, се непрекинати на V . Тогаш: 

V S

P Q R
dxdydz Pdydz Qdxdz Rdxdy

x y z

   
        

  . 

 Доказ. Ќе дадеме доказ само на случајот кога областа  V  е 
правилна како на цртежот 9.3.1. Нека  е проекцијата на 
површината  на -рамнината. Нека површината  е поделена 
на горен дел, површината  зададена со равенката 

D
S xOy S

z2S xz ,2 y , и 
долен дел, површината  зададена со равенката 1S  yx,z1z  . 

 
Цртеж 9.3.1. Формула на Гаус-Остроградски. 
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Тогаш:  

 , ,
V

R
x y z dxdydz

z




  

 

 

 
2

1

,

,

, ,
z x y

D z x y

R
dxdy x y z dz

z




   

   
 2

1

,

,
, ,

z x y

z x y
D

R x y z dxdy   

       
D

dxdyyxzyxRyxzyxR ,,,,,, 12  

       
DD

dxdyyxzyxRdxdyyxzyxR ,,,,,, 12  

   
2 1

, , , ,
S S

R x y z dxdy R x y z dxdy    

 , ,
S

R x y z dxdy . 

Добивме дека: 

   , , , ,
V S

R
x y z dxdydz R x y z dxdy

z




   (1). 

 Аналогно се покажува дека: 

   , , , ,
V S

P
x y z dxdydz P x y z dydz

x




   (2)  

и 

   , , , ,
V S

Q
x y z dxdydz Q x y z dxdy

y




   (3). 

Со собирање на (1)-(3) добиваме:  

     , , , , , ,
V

P Q R
x y z x y z x y z dxdydz

x y z

   
      

  

     , , , , , ,
S

P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy  .■ 
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 Задача 9.3.2. Да се пресмета површинскиот интеграл: 

2 2

S

I xzdydz x ydxdz y zdxdy   , 

каде што  e надворешната страна на површината на телото во прв 
октант ограничено со површинитe: 

S

2 2z x y   , 2 2 2x y r  , 0x  , 0y   и 0z  . 

 Решение. Ја скицираме површината. 

       
Цртеж 9.3.2.1.  Цртеж 9.3.2.2. 

 
 Имаме: 

V

P Q R
I dxdydz

x y z

   
       
  2 2

V

z x y dxdydz    

 
2 2

2
2 2

0
2

x y

D

z
x y z


 

   
 

  
32 2

2 2 2

2D

x y
x y dxdy

 
   

 
  

( cosx   , siny    од каде што dxdy d d   , 2 2x y 2  ) 

22
3

0 0 2

r

d d



   
 

  
 

 
3

42
0

0 2

r

d
   

 
  

 
  

4 5

0

1
2 2 4 5

r

   
  

 

4 5

8 5 2
r r  

  
 

 4 55 8
80

r r 
. 
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9.4. ШТОКСОВА ФОРМУЛА 

 
 Штоксовата формула ја дава врската меѓу криволинискиот 
интеграл од втор тип по просторна крива  и површинскиот 
интеграл од втор тип по површината  чиј раб е кривата C .  

C
S

 Штоксовата формула е обопштување на Гриновата формула. 
 
 Согласна (индуцирана) ориентација на крива. 
Ориентацијата на површината  индуцира ориентација на кривата 

, така што при движење низ површината од позитивната 
страна, ако површината е од лева страна тогаш насоката на кривата 
е позитивна, во спротивно е негативна. Во тој случај, ако со десната 
рака се држи нормалниот вектор на површината  така што 
палецот е во насока на векторот, тогаш четирите прсти ја даваат 
позитивната насока на кривата . 

S

C

C S 

S

 
 Теорема 9.4.1. (Штоксова формула). Нека  е по делови 
глатка, ориентирана површина, ограничена со едноставна, по 
делови глатка, затворена крива 

S

C S  , чија ориентација е согласна 
со ориентацијата на . Нека функциите:  S

 , ,P P x y z ,  , ,Q Q x y z  и  , ,R R x y z , 

заедно со своите парцијални изводи, се непрекинати во околина на 
. Тогаш: S

C

Pdx Qdy Rdz    

S

R Q P R Q P
dydz dzdx dxdy

y z z x x y

                          
 . 

 Доказ. Ќе покажеме специјален случај на теоремата 
илустриран со цртежот 9.2.6.   

 Нека површината  е график на непрекинатата функција S

 ,z z x y , на едноставна област D  во xOy -рамнината, таква што 

. Нека парцијалните изводи на  се непрекинати. Нека D L  z D  е 
проекција на површината  на -рамнината. Тогаш кривата  е 
проекција на . 

S xOy L
C
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Цртеж 9.4.1. Штоксова формула. 

 
 Нека     * , , , ,P x y P x y z x y . Тогаш:  

      *, , , , , ,
C L L

I P x y z dx P x y z x y dx P x y dx       . 

 Ставајќи во Гриновата формула 0Q  и PP  , добиваме: 

 * ,

D

P x y
I dxdy

y


  


D

P P z
dxdy

y z y

   
     
 . 

Векторот:  















 1,,

y

z

x

z
 е  колинеарен со   cos,cos,cos , 

па важи: 

 cos
1

coscos









y

z

x

z

 од каде што следува дека: 



cos
cos




y

z
.  

Исто така: 

dSdydz cos , dSdzdx cos  и dSdxdy cos .  
Затоа: 

cos cos cos cos
cosS S

P P P P
I dS dS

y z z y

  


     
            
  




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cos cos
S

P P
dS dS

z y
  

 
   







D

dxdy
y

P
dzdx
z

P
. 

 Притоа,  , ,P P x y z  на површината  и S

  , , ,P P x y z x y  кога интегрираме на областa . Добивме дека: D

C D

P P
Pdx dxdz dxdy

z y

 
 

    (1). 

 Аналогно, со проекција на  на другите рамнини, се 
добиваат равенствата: 

S

C D

Q Q
Qdy dxdy dydz

x z

 
 

    (2)  

и 

C D

R R
Rdz dydz dzdx

y x

 
 

    (3). 

 Со собирање на равенствата (1)-(3) ја добиваме равенката: 

     , , , , , ,
C

P x y z dx Q x y z dy R x y z dz    

S

R Q P R Q P
dydz dzdx dxdy

y z z x x y

                          
 .■ 

Ако:  

dxdy
y

P

x

Q
dzdx

x

R

z

P
dydz

z

Q

y

R













































 

го означиме со: 

RQP
zyx

dxdydxdzdydz










,  

тогаш:  

C S

dydz dxdz dxdy

Pdx Qdy Rdz
x y z

P Q R

  
  

    . 
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 Задача 9.4.2. Со примена на Штоксовата формула да се 
пресмета криволинискиот интеграл: 

I  2 2

C

xydx x dy z dz  , 

каде што  е просторната крива  C 2 2x y z  , z y . 

 Решение. Проекцијата на кривата на xOy -рамнината е:  

2 2x y y   2 2 0x y y   
2

2 1 1
2 4

x y
    
 

; 

и претставува кружница со центар 
10,
2

C


 


  и радиус 

1
2

R  . 

 
 Цртеж 9.4.2.1.   Цртеж 9.4.2.2. 

 
Ги определуваме парцијалните изводи: 
 P xy    2Q x    2R z  

 
P

x
y





  2Q

x
x





   0R

x





 

 0P

z





  0Q

z





  0R

y





. 

Следува: 

I 
S

R Q P R Q P
dydz dxdz dxdy

y z z x x y

                          
 

 2
S S D

x x dxdy xdxdy xdxdy      . 
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Во поларни координати: 
 cosx ,  siny  од каде што:  dddxdy   и 2 2x y 2  ; 

равенката на кривата е: 
2 2x y y   2 sin    sin  . 

Затоа границите се: 0     и 0 sin   . Следува: 

sin

0 0

cosd d


     
sin

2

0 0

cos d d


     
sin3

0 0

cos
3

d
     I 

3

0

1 sin cos
3

d


   
sin 0 0

cos 0
t t

d dt t

 
   

    
     

0
3

0

1 0
3
t dt  . 

 
 *Од Штоксовата формула се добиваат аналогни резултати за 
независност од патот на интеграција на просторни криви.  
 Ако интегралот 

C

Pdx Qdy Rdz   има иста вредност по 

секоја крива  во  која има иста почетна точка C V А  и крајна B , 
велиме дека интегралот не зависи од патот на интеграција во 

 и го означуваме со V
B

A

Pdx Qdy Rdz  . 

 Теорема 9.4.3*. Нека функциите:  

 , ,P P x y z ,  , ,Q Q x y z  и  , ,R R x y z ; 

заедно со своите парцијални изводи, се непрекинати во некоја 
околина на правилната просторна област . Тогаш следниве 
тврдења се еквивалентни: 

V

 1) Интегралот 
C

Pdx Qdy Rdz   не зависи од патот на 

интеграција на кривата C  во V . 
 2) 0

C

Pdx Qdy Rdz    за секоја затворена крива  во V . C

 3) Постои функција  , ,U U x y z , таква што:  

dU Pdx Qdy Rdz    т.е. 
U

P
x





, 
U

Q
y





 и 
U

R
z





 на V . 

 4) Во сите точки од областа V  важи:  

z

Q

y

R








, 
x

R

z

P








 и 
y

P

x

Q








. 



 
10. Векторска анализа 

 
10. ВЕКТОРСКА АНАЛИЗА 

 
10.1. ВЕКТОРСКИ ФУНКЦИИ  

 
 Дефиниција на векторска функција (вектор). 
Претходно проучувавме функции чии кодомени се реални броеви. 
Во овој пасус ќе ги проучиме функциите чии кодомени се вектори 
кои ги користевме во темата Аналитичка геометрија од Математика 
1. Овие функции имаат значајна примена во техниката. 
 
 Дефиниција 10.1.1. Нека се дадени функциите:  

, , :x y z D  , . D  

 Функцијата 3:r D
  ,  определена со: 

              , ,r t x t i y t j z t k x t y t z t   
 

, 

се нарекува векторска функција (од три променливи).  
 Функциите ,x y  и  се нарекуваат компоненти на r . z



 

 
Цртеж 10.1.1. Векторска функција. 

 
 Доменот на векторската функција е множество броеви кои ќе 
ги означуваме со малите латински букви. Најчесто се користи 
буквата , бидејќи во многу функции што што имаат практична 
примена доменот е интервал, а  го означува поминатото време 
(time). Правилата на пресликувањата ги означуваме со малите 
латински букви со знак за вектор, како што означуваме вектори. 

t
t
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Најчесто се зема буквата r


. Ако векторската функција е зададена 
со формула, освен кога има дополнителни ограничувања, доменот е 
множеството од сите броеви за кои формулата има смисла. 
Графикот на векторската функција не може да се скицира, бидејќи 
ни се потребни 4 димензии, една за доменот и три за кодоменот 
(рангот). Затоа векторските функции ги определуваме само со 
скицирање на нивниот кодомен.  
 Векторската функција се нарекува константна ако нејзините 
компоненти се константни функции. 
 Eдна крива во простор може да се определи или со векторска 
функција или со параметарски равенки. Со стрелка на кривата ја 
означуваме насоката на нејзиното исцртување, при растење на 
параметарот t . 
 
 Пример 10.1.1. Кривата:  

sinx t , cosy t , z t  ,  0, 2t   ; 

може да се запише со векторската функција: 

   , cos ,r t t t t sin
,  0, 2t  . 

 
 Граница и непрекинатост на векторска функција. 
Поимите граница, извод и интеграл на векторска функција се 
аналогни на соодветните поими за скаларни функции. 
 
 Дефиниција 10.1.2. Нека r


 е векторска функција 

дефинирана во околина на точката . Векторот 0t  , ,x y zL L L L


 е 

граница на  r t


 кога  тежи кон  (во точката ) ако за секое t 0t 0t

0   постои 0  , така што од:  

00 t t     да следува  r t L  


. 

Означуваме со  
0

lim
t t
r t


L


. 

 

 Притоа,   r t L


 е растојанието меѓу точките   М М r t


 

и  0 0М М r t


, т.е.: 

                2 2 2
0 0 0r t L x t x y t y t z t z t      t


. 
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Цртеж 10.1.2. Граница на векторска функција. 

 
 Интуитивно,  

0

lim
t t
r t L





 значи дека може да го избереме 

 r t


 колку сакаме блиску до L


, со избор на доволно блиску  до . 

Ако 

t 0t

 r t


 и L


 ги гледаме како точки во простор, тогаш 

неравенството  r t L  


 значи дека  r t


 лежи во внатрешноста 

на топка со центар во L


 радиус  . 
 Аналогно се дефинира лева и десна граница на  r t


 кога  

тежи кон 

t

0t
  ( 0t

 ). 
 
 Следната теорема покажува дека границата на векторската 
функција може да се определи преку границите на нејзините 
компоненти. 
 
 Теорема 10.1.3. (Критериум за пресметување граница 
на векторска функција). Нека         , ,r t x t y t z t


. Тогаш  

има граница во  ако и само ако 

r


0t ,x y  и  имаат граница во  и z 0t

       
0 0 0 0

lim lim , lim , lim
t t t t t t t t
r t x t y t z t

   

 


. 

 Доказ. ) Нека   
0

lim
t t
r t L





, каде  , ,x y zL L L L


. Значи за 

секое 0  , постои 0   такво што: 
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 r t L  


 кога 00 t t    . 

Но, тогаш:  

     , ,x yx t L y t L z t Lz     

          
22 2

x y zx t L y t L z t L r t L        


. 

Следува: 
 

0

lim xt t
x t L


 ,  

0

lim yt t
y t L


  и  

0

lim zt t
z t L


 . 

 ) Нека   , ,x y zL L L L


 и постојат границите  
0

lim xt t
x t L


 , 

 
0

lim yt t
y t  L


 и  

0

lim zt t
z t L


 . Значи, за секое 0  , постои 0   

такво што од 00 t t     следува: 

 
3xx t L


  ,  
3yy t L


   и  
3zz t L


  . 

Тогаш: 

          22 2

x yr t L x t L y t L z t Lz       


 

2 2 2

3 3 3
   

     
           

 . 

Според дефиниција 10.1.2, следува дека постои  
0

lim
t t
r t




 и  

       
0 0 0 0

lim lim , lim , lim
t t t t t t t t
r t x t y t z t

   

 


.■ 

 

 Пример 10.1.2. Да се најде: 2

0

sinlim , , 2
t

t
L tgt t

t

    


. 

 Решение.    2

0 0 0

sinlim , lim , lim 2 0,1, 2
t t t

t
L tgt t

t  

    



. 
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 Следнава теорема овозможува пресметување граница на 
векторска функција добиена преку други векторски функции. 
 
 Теорема 10.1.4. (Својства на граница на векторска 
функција). Нека a


 и b


 се векторски функции, и f  и g  се реални 
функции. Ако постојат:  

 
0

lim
t t
a t




 и  

0

lim
t t
b t




, како и  

0

lim
t t

f t


 и  
0

0lim
s s

g s t


 , тогаш: 

  1)        
0 0

lim lim lim
t t t t t t

a b t a t b t
  

  
0

  
; 

  2)      
0 0 0

lim lim lim
t t t t t t

fa t f t a
  

 t
 

; 

  3)        
0 0

lim lim lim
t t t t t t

a b t a t b t
  

  
0

  
; 

  4)        
0 0

lim lim lim
t t t t t t

a b t a t b t
  

  
0

  
; 

  5)      
0 0

lim lim
s s t t

a g s a
 

 t
  . 

 Доказ. Ќе го докажеме само 3). Доказите на останатите 
тврдења се аналогни. Нека: 

        , ,x y za t a t a t a t


 и         , ,x y zb t b t b t b t


. 

 Бидејќи постојат границите на , , , ,x y z x ya a a b b  и  во , 

може да го примениме правилото за пресметување граница на 
функција од претходната теорема, според кое: 

zb 0t

                    
0 0 0

lim lim lim x x y y z zt t t t t t
ab t a t b t a t b t a t b t a t b t

  
   

  
  

           
0 0 0 0 0 0

lim lim lim lim lim limx x y y z zt t t t t t t t t t t t
a t b t a t b t a t b t

     
    

           
0 0 0 0 0 0

lim , lim , lim lim , lim , limx y z x y zt t t t t t t t t t t t
a t a t a t b t b t b t

     

     

   
0 0

lim lim
t t t t
a t b t

 



.■ 

 
Аналогно тврдење важи за лев и за десен лимес. 
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 Пример 10.1.3. Нека:  

   1 cos ,sin ,r t t t t 


 и  2
4 4, arcsin , lnr t arctgt t
 

    


t . 

Да се најде:    1 21
lim
t

r r t



 и    1 21

lim
t

r r t



 

. 

 Решение. За пресметувањето на секоја граница имаме два 
начина. Да го најдеме производот (скаларен и векторски) на  и , 

а потоа да ја пресметаме неговата лева граница кога , или да 
ги најдеме левите граници на  и 

1r
 



2r

1t 

1r 2r


 кога 1t  , а потоа да го 

пресметаме нивниот производ. Според првиот начин добиваме: 

   11
lim 1,0,1
t
r t


 


 и    21

lim 1, 2,0
t
r t





, од каде што:  

   1 21
lim 1
t

r r t


 


  

и  

     1 21

0 1 1 1 1 0
lim , , 2,1, 2

2 0 0 1 1 2t
r r t



  
    
 

  .■ 

 
 Откако го проучивме поимот граница на векторска функција, 
ќе го дефинираме поимот непрекинатост и ќе дадеме критериум за 
определување непрекинатост на векторска функција преку 
нејзините компоненти. Повторно, дефиницијата е аналогна со 
дефиницијата за реалните функции. 
 
 Дефиниција 10.1.5. Векторската функција 3:r D

   е 
непрекината во точката 0t D  ако    

0
0lim

t t
r t r t




 
. 

 
 Од критериумот за пресметување граница на векторска 
функција, и дефинициите за непрекинатост на скаларна функција 
директно следува точноста на следнава теорема: 
 
 Теорема 10.1.6. (Критериум за непрекинатост на 
векторска функција). Векторската функција r


 е непрекината во 

точката  ако и само ако нејзините компоненти се непрекинати во 

.  
0t

0t
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 Една векторска функција е непрекината на интервалот I  
ако и само ако е непрекината во секоја точка од интервалот I . 
Заради претходната теорема, векторската функција е непрекината 
на интервалот I  ако и само ако нејзините компоненти се 
непрекинати на I . 

 
 Извод на векторска функција. Ќе дефинираме извод на 
векторска функција, аналогно на извод на скаларна функција. 
 
 Дефиниција 10.1.7. Нека векторската функција  е 
дефинирана во околина на точката . Извод на 

r


0t r


 во , ознака  0t

 0r t
  (  0r t


,  0
dr
t

dt


), е границата (ако постои): 

     
0

0
0

0

lim
t t

r t r t
r t

t t






 
 . 

 
 Геометриска интерпретација на извод на векторска 
функција. Нека  е крива определена со C  r r t

 
. Нека 0M  и M  

се точки на кривата  на кои соодветствуваат на радиус-векторите 
 и 

C

 0 0r r t
   r t


, соодветно. Правата што минува низ точките 0M  и 

M  се нарекува секанта на кривата . Векторот:  C

   0 0 0M M r t r t r r   
    

 

е носач на секантата и се нарекува секантен вектор. 
 

 
Цртеж 10.1.8. Тангентен вектор. 
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 Моментална брзина. Количникот 
   0

0

r t r t

t t




 
 се нарекува 

средна брзина на r


 меѓу  и . Границата 0t t  0r t
  се вика 

(моментална) брзина на r


 во . За ,  брзината има иста 

насока со 
0t 0t t

0M M


, додека за 0tt   има иста насока со 0MM


. Следува 

дека векторот  0r t
  е граница на векторите што имаат:  

 1) ист правец со секантните вектори 0M M


;  

 2) насоките кои се совпаѓаат со позитивната насока на ; и  C

 3) должина која е еднаква на должината на:  

   0r t r t
 

 врз 0M M


. 

 Тангентен вектор. Векторот 
   0

0

r t r t

t t




 
, исто така, е 

секантен вектор, носач на секантата што минува низ 0M  и M . 
Границата на секантните вектори го дава векторот кој е носач на 
правата што е гранцица на сите секанти. Оваа права ќе ја наречеме 
тангента, а векторот тангентен вектор. Интуитивно, тангентата ја 
допира кривата во некоја околина на точката 0M . 
 
 Бидејќи границата од векторска функција се пресметува 
преку границите на нејзините компоненти, следува дека изводот на 
векторската функција се добива директно од изводите на 
компонентните функции, т.е. точна е следнава теорема: 
 
 Теорема 10.1.8. (Критериум за извод од векторска 
функција). Нека          , ,r t x t y t z t


. Тогаш r


 е диференција-

билна во  ако и само ако 0t x , y  и  се диференцијабилни во  и z 0t

        0 0 0, ,r t x t 0y t z t
    . 

 
 Векторската функција r


 е диференцијабилна на 

интервалот  ,a b , ,a b  ако е диференцијабилна во секоја 

точка  ,bt a , односно ако нејзините компоненти се 
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диференцијабилни за секое  ,t a b . Ако интервалот е затворен, 

, тогаш  ,a b r


 е диференцијабилна на  ,a b  ако е 

диференцијабилна на  ,a b  и постојат соодветните еднострани 

изводи во  и b . a

 Бидејќи правилата за извод на векторска функција се 
сведуваат на правилата за извод од реална функција, точна е 
следнава теорема: 
 
 Теорема 10.1.9. (Правила на извод од векторска 
функција). Нека a


 и b


 се диференцијабилни векторски функции 
во , 0t f  е диференцијабилна скаларна функција во ,  е 

диференцијабилна скаларна функција во , каде што 
0t g

0s  0 0g s t , и 

 е константна функција. Тогаш: C


1) C t 0 0
 ,   ;     0 0Ca t

  Ca t


 0 0t a 2)      t b t 0a b
   

   0 0

; 

3)      0 0  0fa t f t a t f t a t 
    ; 

 4) ;   b t 

 t 

 0 0a t b
  

 0 0a t b

     0 0a t a t b t
  

0



05)       0 0a b t a t b t 
     

 



  0 0

; 

6)       0 0 0a g s a g s g s a t g s 
    

a

; 

7)        0 0, ,t t b t c t 0 0, ,b t c   0t a 0 
 

 

  

 

 

         0 0, ,b t t b t c t0 0, ,c 0t a 0a t
      . 
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 Пример 10.1.4. Нека    1 ,0,5r t arctgt


 и    2 1, ln , 2r t t t 


. 

Најди    1 2r r t


. 

 Решение. 1 2 10r r arctgt  t


, од каде што  1 2 2

1 10
1

r r
t

  



. 

 
 Следнава теорема е елементарна, но значајна последица на 
теоремата 6.1.5. 
 
 Теорема 10.1.10. Нека функцијата  r r t

 
 е 

диференцијабилна на интервалот I .  
 Ако за секое t I ,  r t C


, C const , тогаш: 

  0r t 


,   0r t 
  или  r t


 и  r t
  се заемно нормални. 

 Доказ. Нека r


 е вектор со константна должина, т.е. r C


. 

Тогаш, 
22r r 2C 

 

0

. Со диференцирање на равенката , 
добиваме:  

2 2r C


2rr   т.е. 0rr 
 . 

 Од св јство за скаларен производ, следува дека за секое 
, 

о  
t I   0r t 


,   0r t 

  или  r t


 и  r t
  се заемно нормални.■ 

 
 Интеграл на векторска функција. Бидејќи поимот 
неопределен интеграл е обратен од извод, аналогно на функции од 
една променлива дефинираме интеграл на векторска функција од 
три променливи.  
 
 Дефиниција 10.1.11. Нека         , ,r t x t y t z t


 е 

непрекината векторска функција на  ,a b . Неопределен интеграл 

на  на  , ознака r
 ,a b  r t dt


, е множеството од сите функции R


 

такви што    R t r t
  . 

 Секоја од функциите R


 се нарекува примитивна функција 
на  на   . r

 ,a b
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 Бидејќи R
  е дефинирана покомпонентно, од својствата на 

неопределен интеграл за реални функции, следува дека сите 
примитивни функции се разликуваат за константен вектор.  
 
 Од дефиницијата за примитивна функција на векторска 
функција следува точноста на  следнава теорема: 
 
 Теорема 10.1.12. Нека         , ,r t x t y t z t


, каде што 

 x x t ,  y y t  и  z z t  се интеграбилни функции на . 

Тогаш: 
 ,a b

        , ,r t dt x t dt y t dt z t dt   


. 

 
 Во неопределениот интеграл се јавува интеграциона 
константа која претставува константен вектор  1 2 3, ,C C C C


. 

 
 Дефиниција 10.1.13. Нека         , ,r t x t y t z t


, каде 

што  x x t ,  y y t  и  z z t

r

 се интеграбилни функции на . 

Определен интеграл на 

 ,a b


 на  ,a b  

b

a

r t


, ознака , е 

векторската функција:  

dt

       , ,
b b b b

a a a a

r t dt x t dt y t dt z t dt
 

      


. 

  
 Од дефинцијата за определен интеграл на векторски 
функции, следува дека важи аналогна формула на формулата на 
Њутн-Лајбниц. Имено, ако r


 е непрекината на  ba, , и R


 е една 

нејзина примитивна функција, тогаш:  

     
b

a

r t dt R b R a 
 

. 
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10.2. СКАЛАРНO ПОЛE  

(СКАЛАРНО ПОЛЕ, ГРАДИЕНТ, ИЗВОД НА ВЕКТОР ВО ПРАВЕЦ) 
 
 Дефиниција 10.2.1. Функцијата ,   :u D  3D  
определена со:  

 , ,u u x y z  

се нарекува скаларно поле. 
 
 Значи, кај скаларното поле доменот е множество вектори, 
додека кодоменот e скалар. Правилото на пресликување  на секој 
елемент 

u

 , ,x y z  од доменот, му придружува елемент  , ,u x y z  од 

кодоменот. 
 
 Дефиниција 10.2.2. Нека  , ,F F x y z  е 

диференцијабилна функција во точката  0, ,0 0 0M M x y z . 

Градиент на  во F 0M , ознака  0gradF M  или  0F M , е 

векторот: 

 
0

0 , ,
M

F F F
gradF M

x y z

   
     

. 

 
 Во продолжение ќе наведеме неколку својства на 
градиентот. 
 
 Теорема 10.2.3. (Својства на градиент). Нека 

 , ,u u x y z  и  , ,v v x y z  се диференцијабилни скаларни 

функции, f  е диференцијабилна функција и C  е константа. Тогаш: 

 1) 0gradC  ,  gradCu Cgrad u ; 

  2)  grad u v grad u grad v   ; 

 3)    grad uv grad u v ugrad v  ; 

  4) 
 

2

grad u v ugrad vu
grad

v v


 , 0v  ;  

 5)    gradf u f u grad u  . 
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 Извод на вектор во правец. Ако  , ,u f x y z  е 

диференцијабилна функција, тогаш парцијалните изводи:  

 0
f
M

x




,  0
f
M

y




 и  0
f
M

z




 

соодветно, ја претставуваат брзината на промена на функцијата f  
во точката во 0M  во правец на x , y  и  оската, односно во 

правец на единечните вектори 

z

i


, j


 и k


. Природно е да се 
разгледаат брзините на промена на функцијата и во останатите 
правци. 
 Нека е даден единечниот вектор  0 cos ,cos ,cosl   


 и 

функцијата  , ,u f x y z  која е диференцијабилна во околина на 

точката  0 0M M r


, каде што  0 0 , ,r x 0 0y z


. За произволна точка 

 M M r


 ,  , ,r x y z


; која лежи на правата што минува низ 0M  и 

е паралелна на 0l


 важи:  

0 0r r tl 
 

  0 cosx x t   , 0 cosy y t   , 0 cosz z t   . 

 Количникот од промената на функцијата во точките 0M  и 

M  во насока на векторот 0l


, и нивното растојание е: 

     0

0

f M f M
V M

M M


  за 0t  ;  

или 

     0

0

f M f M
V M

M M


  за t . 0

0Заради 0M M tl
 

, односно 0M M t , т.е.  

0M M t  за  и 0t  0M M t   за 0t  ,  
добиваме: 

     
0

0 0 0 0 0

0

cos , cos , cos , ,
lim lim
M M t

0f x t y t z t f x y z
V M

t

  
 

   
 . 
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 Дефиниција 10.2.4. Нека  , ,u f x y z


 е 

диференцијабилна функција во околина на точката 0 0 0 0, ,M x y z . 

Нека  0 cos ,cos ,cosl   


0l

 е единечен вектор. Извод во правец 

на векторот 


 во точката 0M , ознака  0
0

f
M

l



 , е границата: 

     0 0 0 0 0
0 0

0

cos , cos , cos , ,
lim
t

0f x t y t z t f x y zf
M

tl

  


   



 . 

 
 Теорема 10.2.5. Нека  , ,u f x y z  е диференцијабилна 

функција во околина на точката   0, ,0 0 0M M x y z  и  0l


 е ненулт 

вектор. Тогаш: 

   0 0
0

u
0M gradf M l

l


 




 . 

 Доказ. Нека  0 cos ,cos ,cosl   


 и: 

  0 cosx t x t   ,   0 cosy t y t    и   0 cosz t z t   . 

Тогаш:   00x x ,   00y y  и   00z z ; и: 

 cos 0dx dx

dt dt
  ,  cos 0dy dy

dt dt
   и  cos 0dz dz

dt dt
  ,  

па: 

     0 0 0 0 0
0 0

0

cos , cos , cos , ,
lim
t

f x t y t z t f x y zf
M

tl

  


   
 


 0  

      
0

, ,
t

d
f x t y t z t

dt 
. 

Според правилото за извод од сложена функција: 

 0
0

f
M

l





            0 0 00 0f dx f dy f dz

M M M
x dt y dt z dt

0  
  

  
 

       0 0 0cos cos cosf f f
0 0M M M gradf M l

x y z
    
  

  


 .



 
10. Векторска анализа 

Д-р Зоран Мисајлески 
 

189 

 
10.3. ВЕКТОРСКО ПОЛЕ 

 
 Дефиниција 10.3.1. Функцијата 3:a D

  ,   3D  
определена со: 

   , , , ,x y za x y z a a a


 

каде што ,  се скаларни полиња, се 

нарекува векторско поле. 

, , :x y za a a D  3D  

 
 Значи, кај векторското поле доменот и кодоменот се 
множества вектори. Правилото на пресликување a


 на секој елемент 

 , ,x y z  од доменот, му придружува елемент  , ,x y za a a a


 од 

кодоменот. Скаларните функции  се нарекуваат 

компонентни функции. 

, , :x y za a a D 

 
 Ако  0u f M , каде што со 0M  е означена точката 

 0 0 0, , x y z , е диференцијабилна функција, тогаш:  

       0 0 0, ,F F F
gradF M M M M

x y z

   
     0  

е векторско поле. 
  
 Дефиниција 10.3.2. Нека:  

        , , , , , , , , , ,F x y z P x y z Q x y z R x y z


 

е векторско поле такво што постојат ,P Q

x y

 
 

 и 
R

z




. Дивергенција 

на , ознака F


divF


 или F


, е скаларното поле дефинирано со: 

P Q R
divF

x y z

  
  
  


. 

  
 Векторското поле  , ,F x y z


 се нарекува соленоидно ако:  

0divF 


. 
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 Дефиниција 10.3.3. Нека: 

        , , , , , , , , , ,F x y z P x y z Q x y z R x y z


 

е векторско поле такво што постојат 
P

x




, 
Q

y




 и 
R

z




. Ротација на 

, ознака F


rotF


 или F 


, е векторското поле дефинирано со: 

, ,R Q P R Q P
rotF

y z z x x y

      
          


. 

 Ротацијата на F


 формално се означува со детерминанта од 

трет ред: 

i j k

x y z

RP Q

  
  

 

. 

 Векторското поле  , ,F x y z


 се нарекува потенцијално ако:  

0divF 


. 

 Теорема 10.3.4. Нека:  

        , , , , , , , , , ,F x y z P x y z Q x y z R x y z


 

и  ,  и P Q R  имаат парцијални изводи од втор ред на . D
 Тогаш мешаните изводи се еднакви ако и само ако полето 

 е соленоидно, т.е. rotF
   0div rotF 


. 

 Доказ. Имаме: 

  , ,R Q P R Q P
div rotF div

y z z x x y

      
          




 

R Q P R Q P

x y z y z x z x y

                                
  

2 2 2 2 2 2R Q P R Q P

x y x z y z y x z x z y

     
    

           
  

2 2 2 2 2 2R R Q Q P P

x y y x z x x z y z z y

         
        


                

.■ 
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 Следува дека мешаните изводи се еднакви ако и само ако:  

  0div rotF 


.■ 

 Потенцијал на векторското поле F


 е векторската функција 
 таква што u gradu F


. Ако полето има потенцијал којшто има 

непрекинати парцијални изводи од втор ред, тогаш: 

, ,u u u
rotF rotgradu rot

x y z

   
      


 

, ,u u u R u u u

y z z y z x x z x y y x

                       0                                   
 , 

односно полето е потенцијално. 
 

 Дефиниција 10.3.5. Криволинискиот интеграл од втор тип: 

C C

Pdx Qdy Rdz Fdr   
 

, 

каде што  , ,dr dx dy dz


, се нарекува циркулација на 

векторското поле  Q R, ,F P


 низ кривата C . 

 
 Дефиниција 10.3.6. Површинскиот интеграл од втор тип: 

 cos cos cos
S S

Pd
S

ydz Qdxdz Rdxdy P Q R dS FndS         


, 

каде што  е ориентирана површина и S  cos ,cos ,cosn   


 е 

ортот на површината, се нарекува флукс (поток) на векторското 
поле  низ површината .  , ,Q R


F P S

 
 Во согласност со претходните две дефиниции, векторските 
записи на Штоксовата формула и формулата на Гаус-Остроградски, 
соодветно се: 

 
C S

Fdr rotF ndS 
    (Штокс); 

и 

 
V S

divF dV FndS 
   (Гаус-Остроградски). 
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11. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА ГЕОМЕТРИЈА 
 

11.1. ТАНГЕНТА И НОРМАЛНА РАМНИНА  
 
 Нека кривата C  зададена со равенката:  

 r r t
 

,  ,t a b ;  

каде што         , ,r t x t y t z t


 е диференцијабилна векторска 

функција во околина на точката  0 ,t a b . Нека:  

 0 0M M r


,  0 0r r t
 

. 

Нека:  
 0 0x x t ,  0 0y y t  и  0 0z z t .  

Следува:  
 0 0 0 0, ,r x y z


. 

 

 
Цртеж 11.1.1.  

Промена на радиус-вектор и тангентен вектор на крива. 
 

 Во поглавјето векторска анализа ја видовме геометриската 
интерпретација на тангентниот вектор и потеклото на неговото име. 
 
 Дефиниција 11.1.1. Правата која минува низ 0M  и е 

паралелна на векторот  0r t
  се нарекува тангента на кривата  

во 

C

0M  (или ).■ 0t
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 Дефиниција 11.1.1. Нормална рамнина на кривата C  во 
точката 0M  е рамнината која минува низ 0M  и е нормална на 

тангентата на C  во 0M .■ 

 
 Од дефиницијата следува дека нормалната рамнина на 
кривата  во C 0M , може да се определи и како рамнина во која 

лежат сите нормали на тангентата во 0M . 
 
 Равенка на тангента и нормална рамнина. ● Нека 
кривата  е зададена со параметарските равенки:  C

 txx  ,  tyy  ,  tzz  . 

 Од аналитичка геометрија следува дека равенката на 
правата што минува низ:  0M r


,  0 0 0 0, ,r x y z


; и е паралелна на:  

        0 0 0, ,r t x t 0y t z t
    , 

има векторска равенка:  00 trrr    и скаларна равенка: 

t  : 0 0

1 2

0

3

x x y y z z

t t t

  
        0

0

0

0

0

0

tz

zz

ty

yy

tx

xx










. 

 Нормалната рамнина на кривата  во C  0 0 0, ,x y z  е нормална 

на векторот         0000 ,, tztytxtr    и затоа нејзината равенка е: 

N :       0000  zzCyyBxxA   

         0000000  zztzyytyxxtx  . 
 

 ● *Нека кривата  е зададена имплицитно со равенките:  C

  0,,1 zyxF ,   0,,2 zyxF  (1). 

 Ако ја земеме променливата x  за параметар, тогаш 
параметарските равенки на кривата се:  

xx  ,  xyy  ,  xzz  ,  
од каде што имаме:  

1x ,   dy
y y x

dx
  ,   dz

z z x
dx

  . 
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 Со диференцирање на равенките во системот (1) по 
променливата x , го добиваме системот: 


































0

0

222

111

dx

dz

z

F

dx

dy

y

F

x

F
dx

dz

z

F

dx

dy

y

F

x

F


































x

F
z

z

F
y

y

F
x

F
z

z

F
y

y

F

222

111




, 

чии решенија според Крамеровите формули се:  

DDy y /   и DDz z /  ; 

каде што: 

z

F

y

F
z

F

y

F

D














22

11

, 

x

F

z

F
x

F

z

F

z

F

x

F
z

F

x

F

Dy
































22

11

22

11

  , 

и  

y

F

x

F
y

F

x

F

x

F

y

F
x

F

y

F

Dz






























22

11

22

11

 . 

Оттука, равенката на тангентата во точката  00 tMM  ,  е:  00 xt 

     0

0

0

0

0

0

tz

zz

ty

yy

tx

xx











       

0 0 0

0 0 0 01 / /y z

x x y y z z

D t D t D t D t

  
 

 

  

     0

0

0

0

0

0

tD

zz

tD

yy

tD

xx

zy 








  

0
0

0

22

11

0

22

11

0

22

11

0

M
M

M
y

F

x

F
y

F

x

F

zz

x

F

z

F
x

F

z

F

yy

z

F

y

F
z

F

y

F

xx












































. 

и равенката на нормалната рамнина: 

         0000000  zztzyytyxxtx    
е: 
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      00
22

11

0
22

11

0
22

11

000











































zz

y

F

x

F
y

F

x

F

yy

x

F

z

F
x

F

z

F

xx

z

F

y

F
z

F

y

F

MMM

 

 0

0

222

111

000























M
z

F

y

F

x

F
z

F

y

F

x

F
zzyyxx

. 

 
11.2. КРИВИНА 

 
 Дефиниција 11.2.1. Параметарот  на кривата  што 

претставува должината на лакот 

s C


0M M , т.е.  

     dttztytxs
t

 
0

222  , 

се нарекува природен параметар. 
 
 Својство 11.2.2. Ако  е природен параметар, тогаш:  s

  1 sr


. 

 Доказ. Бидејќи  
ds

rd
sr


  и од математика 1:  

1


s

r


 кога 0s ; 

следува:  
  1 sr


.■ 

 
Заради равенството:   1 sr


, означуваме   stsr 

 , каде 

што t  е единечен тангентен вектор и  е природен параметар. 


s
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 Својство 11.2.3. Извод од единечен вектор е вектор 
нормален на него. 
 Доказ. Нека t


 е единечен вектор, т.е. 1t


. Тогаш:  

122  tt


. 

Со диференцирање на равенката 12 t


, добиваме:  

02 tt


 т.е. 0tt


. 

Од критериумот за нормалност на два вектора со скаларен 
производ, следува дека векторот t 


 е нормален на t


.■ 

 
 Дефиниција 11.2.4. Кривина на кривата  во точката во 
која  е бројот:  

C

0s s

   0 0K s r s


 т.е. K r


■ 

 

 Значи,    


0 0
lim

M M

dt t
K s r s

ds s

  


 


. 

 
 Геометриска интерпретација на кривина на крива.  
 Триаголникот 0M PQ  е рамнокрак бидејќи: 

100  ttt


. 

 

Цртеж 11.2.4. Промена на тангентен вектор на крива. 
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 Нека   е аголот меѓу тангентните вектори во точките 0М  
и M . Тогаш:  

2
2/

2
sin

0

t

t

PQ








 т.е. 2 sin
2

t


 


 , 

од каде што: 

2 sin sin2 2

2

t

s s s

 

s

 


 
 

  
  





0  кога   ; 

бидејќи:  

0 0

sin sin
2 2lim lim 1

2 2
s 

 

    

 

 
 

.  

Следува дека: 

 
0 0

lim lim
s s

t d
K s

s s ds

  
   

     
 


. 

 
Значи кривината е мерка за закривеност на кривата, 

односно за отстапување на кривата од правата во близина на . 0M

 
 Дефиниција 11.2.5. Радиус на кривина на кривата  во 
точката во која 

C

0s s  е бројот:  

   0
0

1
R s

K s
  т.е. 

1
R

K
 . 

 
 Пресметување кривина на крива. ● Ако кривата 

 srrC


:  е зададена со природен параметар, тогаш:  

   K s r s


. 

 ● Нека кривата : C  r r t
 

 

; е зададена со произволен 

параметар . Тогаш според правилото за извод од параметарски 

зададена функција важи: 

t
 
 ts
tr

s



r


 , од каде што: 
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2 3

1
r
sr rs rs r

r
s s s s s

 
  s rs      


           
    

 
. 

 Имајќи предвид дека  и  во дадена точка се броеви 

додека 

s s
r  и r  вектори (1), важи: 

s

r
r




1   

од каде што:  

rs    или 22 rs   (2);  

поради што: 
rrss  22   или rrss    (3)  

и 

   22 rrss    т.е.  222 rrss    или 
 

2

2
2

s

rr
s




  ; 

од каде што:  

   22
2

2
22

22

rrr
s

rr
rs

rs 



 

  (4);  

и 

    22 2 22 2 cos ,r r rr r r r r r r   
                  

  2 2 21 cos ,r r r r 
         2

sin ,r r r r 
      

2
rr    (5); 

добиваме: 

       1

6

222

3
2 2











 


s

srsrsrsr

s

srsr
K





 4,3,2

6

2222 2




s

rsrrssrs




 

   



6

2222 2

r

rrrrrr


   5

6

222




r

rrrr




6

2

r

rr


 

 . 

Со коренување на последното равенство добиваме: 3
r

rr
K


 

 . 
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11.3. ПРИРОДЕН ТРИЕДАР. ТОРЗИЈА 

 
 Дефиниција 11.3.1. Правата што минува низ точката  

во која 

0M

0s s  и е паралелна со векторот  0
dt

s
ds


 се нарекува 

главна нормала на кривата  во . C 0M

 

 Од   dt
K r s

ds
 


 , важи nK

ds

td 

 , каде што n


 е единечен 

вектор и K  е кривина на крива. Заради 1t


 и својство 11.2.3, 

следува дека векторот 
ds

td


 е нормален на t


, т.е. n

 е нормален на . t



 
 Дефиниција 11.3.2. Правата нормална на тангентата и 
главната нормала во  се нарекува бинормала  .■ 0M 0M

 
 Векторот ntb


  е носечки вектор на бинормалата. Бидејќи 

 и  се единечни вектори, следува дека и t


n


b


 е единечен вектор, 

т.е. 1b


. Притоа, векторите , t

n


 и b


 формираат десна тројка 

вектори или десен триедар  bnt  ,,  на C  во .  0M

 Триедарот  bnt  ,,  се нарекува природен триедар (цртеж 
11.3.2, стр. 202). Од:  

    ntnKtntntntb 


 

 следува дека b 


 е нормален на t


. Исто така 1b


, па b 


 е 

нормален и на b


. Значи, b 


 е колинеарен со nbt


 , т.е. постои 
број T  таков што:  

nTb


 . 

 Значи, покажавме дека векторите b


 и n


 се колинеарни, 
односно дека постои бројот T . 
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 Дефиниција 11.3.3. Нека  bnt  ,,  е природен триедар  на 

кривата  во точката . Бројот C 0M T  таков што nTb


  се нарекува 

торзија (втора кривина) на C  во M .■ 
 
 За разлика од кривината  која е ненегативен број, 
торзијата Т  може да биде и негативна и позитивна. 

K

 
 Геометриска интерпретација на торзија. Слично како кај 
кривина на крива се добива дека: 

0
lim
s

T b
s


 

 



, 

каде   е аголот меѓу бинормалите во точките  и 0M M  (цртеж 
11.3.3). Следува дека торзијата е мерка за закривеност на 
кривата во простор. 

 
Цртеж 11.3.3. Промена на вектор на бинормалата на крива. 

 
 Пресметување торзија на крива. ● Нека кривата  е 
зададена со векторската равенка 

C
 srr


 , каде што  е природен 
параметар. Тогаш: 

s

( ) /Tn t n b n    
  

  nntnT


2   
 nntT

 ,,    nntT 
 ,, . 

Притоа, 

rt

 , nKt


  т.е. rRt

K
n 

 1
. 
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 Со диференцирање на последната равенка добиваме:  

rRrRn 


. 

Ако замениме во  nntT 
 ,, , добиваме:  

 , ,T r Rr R r Rr       
          rRrRrrRrRr

 ,,,,  

   rRrRr
 ,,    rrrR

 ,,2    
22

,,,,
r

rrr

K

rrr







 


. 

 ● Нека кривата  е зададена со векторската равенка C
 trr


 , каде што t  е произволен параметар. Тогаш заради: 

s

r
r




 ,  

3 2 3 2

rs rs r s r
r r

s s s s

      Ar
         
   

 , за некој број 3

s
A

s




; 

и 

  2

2 4 3

1 1 2r r rs r ss r
r Ar Ar Ar

s s s s s s

                
   


Br Cr

              
     

 
,  

за некои броеви B  и .  C
 Следува дека мешаниот производ  , ,r r r  

  
 се разложува 

на 6 собироци од кои 5 се нули бидејќи содржат колинеарни 
вектори како координати. Различен од нула е само членот:  

 
   

62 3 6

, , , ,
, , , ,

r r r r r rr r r
r r r

s s s s r

 
      

 

                 
    

.  

Затоа:  

 
 

 
22

3

6

2

,,

,,

,,

rr

rrr

r

rr

r

rrr

r

rrr
T




























 





 . 
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11.4. ОСНОВНИ ПРАВИ И РАМНИНИ 

 
 Дефиниција 11.4.1. Рамнините низ точката  нормални 

на , 
0M

t


n


 и b


 соодветно, се нарекуваат нормална, 
ректификациона и оскулаторна рамнина (ознаки ,  и N O R  
соодветно). Правите низ  паралелни на 0M t


, n


 и b


 соодветно, се 

нарекуваат тангента, нормала и бинормала. Правите и 
рамнините се нарекуваат основни прави и рамнини. 

 
        Цртеж 11.3.2.       Цртеж 11.4.2. 

   Природен триедар.     Основни прави и рамнини. 
 

 Редоследот на векторите t


, b


 и n


; кои формираат лева 
тројка вектори е соодветен на редоследот на соодветните рамнини 
по азбучен редослед на буквите, , O  и N R . Бидејќи:  

1) 
s

r
rt




  е колинеарен со r ; 

2) 2

r r
b t n r Rr R Ar

s s

  
           



       
 

 е колинеарен со rr   ; и 

3) tbn


  е колинеарен со   rrr    т.е. со  r r r 
    ; 

за да ги определиме основните прави и рамнини доволно е да ги 
најдеме векторите: 

r , rr    и  r r r 
     . 
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 Задача 11.4.2. Да се најдат равенките на тангентата, 
нормалната рамнина, бинормалата, оскулаторната рамнина, 
главната нормала и ректификационата рамнина на кривата:  

523  ttx , 23 1y t  , 32 1z t 6   ; 

во точката во која 2t . 

 Решение. Ги пределуваме вредностите на радиус-векторот и 
неговите први два извода во точката  во која A 2t . 

  162,13,5 3223  ttttr


  1,13,0A  ; 

  22 6,6,23 ttttr          6,3,2424,12,8 Ar 
; 

  6 2,6,12r t t          12,3,5224,6,10 Ar  . 

 Потоа ги наоѓаме единечните вектори: 

     2,3,6t A r A
  ; 

     b A r A r A 
    3 6 6 2 2 3

4 2 , ,
3 12 12 5 5 3

 
  
 

   8 18,6,9 24 6, 2, 3  ; и 

     n A b A t A






2 3 3 6 6 2

24 4 , ,
3 6 6 2 2 3

   
  
 

   96 21, 42,14 96 7 3, 6, 2    . 

На крај ги запишуваме основните прави и рамнини: 

 : t
63

13
2

1 zyx






; : N

   2 1 3 13 6
2 3 6 37 0
x y z

x y z

0    

    
; 

        тангента              нормална рамнина 

 : b
32

13
6

1






 zyx

; : O
   6 1 2 13 3

6 2 3 20 0
x y z

x y z

0    

    
; 

         бинормала          оскулаторна рамнина 

R : 
   3 1 6 13 2

3 6 2 81 0
x y z

x y z

0    

    
.  : n

26
13

3
1 zyx








;            

    главна нормала       ректификациона рамнина 
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II ДЕЛ. РЕШЕНИ ЗАДАЧИ 

 
1. ФУНКЦИИ ОД ДВЕ И ОД ПОВЕЌЕ ПРОМЕНЛИВИ 

 
1.1. ФУНКЦИИ ОД ДВЕ ПРОМЕНЛИВИ. ВОВЕД 

 

 Задача 1. Дадена е функцијата  
yx

yx
yxf





2

,
2

. Да се најде:  

 3,1f ,  4,2f . 

 Решение. Имаме:  

  4
312

313,1
2





f ,    
 

22 4
2,4 1

2 2 4
f

 
  

 
 . 

 
 Задача 2. Да се најде вредноста на функцијата:  

  22

4224

1
2,

yx

yyxx
yxf




  

во точките кои лежат на централна кружница со радиус r , . 1r
 Решение. За точките што лежат на централна кружница со 
радиус r  важи 2 2 2x y r+ = , од каде што: 

   
  2

4

22

222

22

4224

111
2,

r

r

yx

yx

yx

yyxx
yxf











 . 

 

 Задача 3. Дадена е функцијата  
x

y
xyyxf , . Да се најде:  

 xyf , ,  yxf  , ,  tf ,1 , 




x

y
f ,1 . 

 Решение. Имаме: 

 
y

x
yxxyf , ;       

  x

y
xy

x

y
yxyxf 




 , ;  

  t
t

ttf 2
1

1,1  ; 
21, y y y y

f
x x x x

æ ö÷ç = + =÷ç ÷çè ø
. 
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 Задача 4. Да се докаже дека  
4
5

,2 aaf , 0a ; ако: 

 
yx

yx
yxf

2
2,



 . 

 Решение. Имаме: 

( )
( ) ( )

( )
2 2 5 52 ,
2 2 4
a a a

f a a
a a a

- -
- = = =

- - 4
. 

 
 Задача 5. Да се најде ( ) 2,f x y x y xy y+ - = + . 

 Решение. Ако ставиме yxa  , yxb  ; добиваме: 

xba 2 , yba 2 
2
ba

x


 , 
2
ba

y


 .  

Оттука: 

  baf , 









 




4
2

4222

22222
babababababa

 

   
24

2
4

22 22 baaabaaba 






. 

 Значи,    
2

, yxx
yxf


 . 

 
1.2. ФОРМИРАЊЕ ФУНКЦИИ 

 
 Задача 1. Да се определи волуменот V  на кружниот конус, 
како функција од генератрисата  и радиусот на основата s r . 
 Решение. Волуменот на конусот е:  

33
2 H
r

H
BV  . 

Од Питагоровата теорема следува дека: 

222 rHs   т.е. 22 rsH  . 
Значи: 

22
2

3
rs

r
V 


. 
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Цртеж 1.2.1. 

 
 Задача 2. Да се определи плоштината на правилна 
четиристрана пирамида како функција од нејзината висина H  и 
работ на основата . a
 Решение. Плоштината на пирамидата е: 

2 24 2
2
h

P B M a a a ah= + = + = + . 

 
Цртеж 1.2.2. 

 
 Од Питагоровата теорема следува дека: 

2
22

2




a

Hh  т.е. 
4

2
2 a

Hh  .  

Оттука: 

222
2

22 4
4

2 Haaa
a

HaaP  . 
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 Задача 3. Во топка со произволен радиус R е впишан 
цилиндар. Да се изрази плоштината на цилиндарот како функција 
од неговата висина и од радиусот на топката, а потоа да се скицира 
дефиниционата област. 
        Решение: Од Питагоровата теорема важи:  

2
2 2

2
H

R r
æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø

 т.е. 
4

2
22 H
Rr  . 

 
Цртеж 1.2.5. 

 
 Следува дека плоштината на цилиндарот е: 

22 2 2P B M r r H       
2 2

2 22 2
4 4
H H

R R H 
 

    
 

2
2 22 4

2
H

R H R H 2 
 

   
 

. 

 Функцијата  HRPP ,  е функција од R  и H . Притоа:  

0R  и RH 20  . 
 

 Задача 4*.  Да се изрази генератрисата  на пресечен 
кружен конус, како функција од неговиот волумент  и радиусите 

 и  на неговите основи. 

s
V

1r 2r

 Решение. Нека r  и  се радиусите на долната и на горната 
основа на пресечениот конус, додека 

1r

H  неговата висина. Нека  
е висината на малиот конус.  

1H

 Волуменот на пресечениот конус е разлика од волумените на 

големиот и на малиот конус, 
3

2
2

2
2

Hr
V


  и 

3
1

2
1

1
Hr

V


 .  
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 Од сличноста на обоениот триаголник со големиот и малиот 
бел триаголник важи: 

2

12

2 r

rr

H

H 
  т.е. H

rr

r
H

12

2
2 
 ; и 

1

12

1 r

rr

H

H 
  т.е. 1

1
2 1

r
H H

r r
=

-
. 

 
Цртеж 1.2.4. 

 
Следува дека волуменот на пресечениот конус е: 







 H
rr

rr
H

rr

rr
V

12

1
2

1

12

2
2

2

33
 3 3

2 1

2 1 3
r r H

r r





 

  2 2
2 1 2 1 2 1

2 1 3
r r r r r r H

r r

  



 

3
2

121
2

2
H

rrrr


 , 

од каде што: 

 2
121

2
2

3
rrrr

V
H





. 

 Од Питагоровата теорема за обоениот триаголник следува: 

  222 Hrrs  12     22
121

2
2

2

2
2

12
2 9

rrrr

V
rrs





, 

од каде што: 

    


 22
121

2
2

2

2
2

12
9

rrrr

V
rrs


 

   
  




22

11
2

2
2

222
11

2
2

2
12

2 9

rrrr

Vrrrrrr



  
 2

11
2

223
1

3
2

2 9
rrrr

Vrr







. 
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1.3. СКИЦИРАЊЕ ДЕФИНИЦИОНИ ОБЛАСТИ 

 
 Задача 1-2.  Да се скицираат дефиниционите области на 
функциите: 

1)   14, 22  yxyxf ; 2)  
229

1,
yx

yxf


 . 

 Решение. Коренската функција е дефинирана ако 
аргументот е поголем или еднаков на нула. 
 1) Имаме: 

04 2  x  42 x   2,2x ; и 

012y  1 2 y     ,11,y . 
 

 
Цртеж 1.3.1. 

 
 2) За да постои коренот и количникот, соодветно треба да 
важи: 

09 22  yx  922  yx ;  
и  

09 22  yx  09 22  yx  922  yx . 

Од двата услова добиваме дека треба да важи: . 922  yx
 Следува дека дефиниционата област е внатрешноста на 
кружницата со центар во координатниот почеток и радиус 3. 
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Цртеж 1.3.2. 

 
 Задача 3-4.  Да се скицираат дефиниционите области на 
функциите: 

3)    84ln, 2  xyyxf ;    4)     xyxyxf  lnln, . 

 Решение. Логаритамската функција е дефинирана ако 
аргументот е поголем од нула, и има вредност поголема од 0, ако 
аргументот е поголем од 1. Следува: 

 3) 0842  xy  2 4y x> -8 . При тоа:  

842  xy   242  xy , 

што претставува равенка на парабола со оска x -оската и теме 
. Бидејќи за точката  важи , следува дека (2,0Т ) ) 8(0,0О 20 4> ⋅0-

fO DÎ , т.е. функцијата е дефинирана лево од параболата. 

 

 
Цртеж 1.3.3. 
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 4) Координатите на точките од дефиниционата област ги 
задоволуваат условите: 

а) 0 xy   xy   
и  

б) ( )ln 0x y x- > 
( )
( )

0, ln 0
0, ln 0

x y x

x y x

é > -ê
ê < -ë

>
<

  








1,0
1,0

xyx

xyx
 







1,0
1,0

xyx

xyx
. 

 
Ги цртаме рабовите на областите xy   и 1 xy  и ја шрафираме 
бараната област. 
 

 
Цртеж 1.3.4. 

 
 Задача 5-6.  Да се скицираат дефиниционите области на 
функциите: 

5)   yxyxf sin,  ;   6)  
y

x
yxf

cos
ln,  . 

 Решение. Функциите синус и косинус се дефинирани на . 

5) 0sin yx  






0sin,0
0sin,0

yx

yx


( )

( )

0, 2 , 2 1

0, 2 1 , 2
k

k

x y k k

x y k k

p p

p p
Î

Î

é é ù³ Î +ë ûê
ê
ê é ù£ Î -ê ë ûêë








.  

Притоа: 
0sin y  ky  , . k Î
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Цртеж 1.1.3.5. 
 

 6) За да постои количникот 0cos y .  
За да постои логаритмот треба да е исполнето: 

0
cos


y

x


0, cos 0
0, cos 0

x y

x y

 
  

  

0, 2 , 2
2 2

30, 2 , 2
2 2

k

k

x y k k

x y k k

  

  





         
       

 








.  

Притоа:  

0cos y  
ky 

2
, k . 

 
Цртеж 1.3.6. 
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 Задача 7-8.  Да се скицираат дефиниционите области на 
функциите: 

  7)   22

22 1arccos
4

arcsin,
yx

yx
yxf





 ; 

  8)   222 111,, zyxzyxf  . 

 7) За да постои количникот треба: 0, yx . Притоа: 

1
4

22


 yx

 41
4

22
22




yx
yx

;  

11
22 

 yx
 111 22

22 


yx
yx

. 

 

 
Цртеж 1.3.7. 

 
 8) Дефиниционата област на функцијата од 3 променливи 
може да формира тело. Имаме: 

 
Цртеж 1.3.8. 
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01 2  x   1,112  xx ; 

01 2  y   1,112  yy ; 

01 2  z   1,112  zz . 
 

 Значи, дефиниционата област е коцка со страна 2. 
 
 

1.4. СКИЦИРАЊЕ ПОВРШИНИ СО НИВО ЛИНИИ 
 
 Задача 1. Види ја задача 1.2.2 од првиот дел. 

 
 Задача 2.  Да се скицира површината  со помош 
на главни пресеци и ниво линии. 

22 yxz 

 Решение. Главни пресеци се:  

  за 0x , ;  2yz 
  за 0y , ; и  2xz 
  за 0z ; , т.е. точката 022  yx  0,0,0 . 

 
Цртеж 1.4.2.1.   Цртеж 1.4.2.2. 

 
 Ниво линии се:  

cz   cyx  22 , ; 0c

односно кружници со центар  и радиус  0,0  c . Ги скицираме 

главните пресеци и неколку ниво линии 
1 10, , ,1
4 2

c   
 

 и преку 

графикот на површината го добиваме визуелниот приказ на 
површината. 
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Цртеж 1.4.2.3. 

 
 Задача 3-4.  Да се испитаат ниво линиите на површините: 

3) 
2

2

2

2

b

y

a

x
z  ; 4)  22sin yxz  . 

 Решение. 3) Ниво линиите cz   имаат равенки:  

C
b

y

a

x
 2

2

2

2

, 0C  12

2

2

2


Cb

y

Ca

x
,  и 0C  0,0  за . 0C

Значи, за  ниво линиите се централни елипси со полуоски 0C>
a C  и b C .  

 Коментар. Ако во условот е даден параметар на квадрат, се 
подразбира дека параметарот е ненегативен. 

 4) За , z C=
  Cyx  22sin ,  1,1C  CArcyx sin22  . 

 Значи, ниво линиите се кружници со центар во  0,0  и радиус 

CArcsin . 
 

1.5. СКИЦИРАЊЕ ПОВРШИНИ  
СО ТРАНСЛАЦИЈА НА ПОЗНАТИ ПОВРШИНИ 

 
 Задача 1-2.  Со помош на транслација на елементарните 
површини да се скицираат површините: 

1) ( ) ;  2) . ( ) ( )2 2 23 4 2x y z- + + + + = 25 221 yxz 
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 1) Прв начин. Равенката: 

      25243 222  zyx  

претставува сфера со центар во  2,4,3 C  и радиус 5R .  

 
Цртеж 1.5.1. 

 
 Втор начин. Ако ставиме:  

3 xx , 4 yy , 2 zz   
3 xx , 4 yy , 2 zz ; 

тогаш бараната сфера може да ја добиеме и со транслација на 
централната сфера  за ,  и  единици 
соодветно по 

25222  zyx 3 4- 2-
x , y  и z -оските. Тогаш центарот  се 

пресликува во 

 0,0,0 C 
 2,4 ,3 C . 

 
 2) Заменуваме: 

1 zz  1 zz ; xx  , yy  . 
 

 
Цртеж 1.5.4. 

 
 Следува дека параболоидот  се добива ако 

 се помести за една единица нагоре. 

221 yxz 
22 yxz 
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 Задача 3-4. Со помош на транслација на елементарните 
површини да се скицираат следните површини: 

3) 221 yxz  ;   4) . xyx  22

 Решение. 3) Површината 221 yxz   е горниот дел од 

конусот  за кој   2221 yxz  01  z . Оваа фигура, исто така, се 
нарекува конус.  

 
Цртеж 1.5.6. 

Заради:  
xx  , yy  , zz  1  xx  , yy  , zz 1 ; 

горниот дел на конусот  го креваме за една единица 
нагоре и го превртуваме со темето нагоре (симетрично во однос на 

-рамнината). 

222 yxz 

xOy

 4) Имаме: 

022  yxx 
2

2
2

2
1

2
1














  yx . 

 
Цртеж 1.5.7. 
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 Ако ставиме:  
1
2

x x   , yy  
1
2

x x= + , yy  ; 

ја добиваме равенката 
2

22

2
1




 yx , која претставува кружен 

цилиндар со кружници паралелни со -рамнината со центар во 
координатниот почеток и радиус . Цилиндерот го поместуваме 
за  по 

xOy
2/1

2/1 x -оската. 
 

1.6. ГРАНИЦА НА ФУНКЦИЈА 
 
 Задача 1. Со помош на дефиниција докажи дека:  

 
3
2

lim 3 4 1
x
y

x y



  . 

 Решение. Прв начин. (со користење на    дефиниција).  

Нека  , 3 4f x y x y  . Нека е дадено 0  . Избираме 
7
  .  

 Тогаш: 

   2 23 , 2 3 2
7

x y x y
        ;  

и 

 , 3 4 1f x y L x y        3 3 4 2 9 8 1x y        

   3 3 4 2 3 3 4 2 3 4 7x y x y               , 

кога    2 20 3 2x y      . Следува:  
3
2

lim 3 4 1
x
y

x y



  . 

  Коментар. Во пракса, кога докажуваме, прво ја оценуваме 
 ,f x y L  преку 0x x  и 0y y , т.е. преку  . 

 
 Втор начин. (со користење на низовна дефиниција).  
 Нека  ,n nx y  е низа во   \ 3, 2fD , таква што:  

3nx   и  кога . 2ny  n
Тогаш: 

 lim , 3 4 9 8 1n n n n
n

f x y x y


     . 

Следува:  
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 
3
2

lim 3 4 1
x
y

x y



  . 

 Коментар. Забележуваме дека задачата полесно се решава 
со користење на втората дефиниција. 

 
 Задача 2-3. Пресметај ги границите: 

  2) 
0
0

sinlim
x
y

xy
L

xy


  ;  3) 
0
0

9 2 3
lim

4x
y

xy
L

xy


 
 . 

 Решение. 2) Воведуваме смена xy t . Ако  и , 

тогаш јасно: . Бидејќи 

0x 0y

0xy
0

sinlim 1
t

t

t
 , добиваме: 

0
lim
t

L


sin 1t

t
  . 

 Коментар. Задачата може да се реши и без експлицитен 

запис на смената: 
0
0

sinlim 1
x x
y y

xy

xy


 . 

3) 
0
0

9 2 3 9 2 3
lim

4 9 2 3x
y

xy xy
L

xy xy


   
 

 
 

 0
0

2lim
4 9 2 3x

y

xy

xy xy



   0

0

1 1lim
2 6 122 9 2 3x

y xy


1
 

 
. 

 
 Задача 4-5. Пресметај ги границите: 

4) 
3

7
lim 1

2

y

x
y

x
L

y


 
 

 
 ;  5) 

2 2

2 2 2 2

2lim
3 2 5 7x

y

x y
L

x y x y xy xy x





   
. 

 Решение. Имаме: 

4) 
7

2 3
2 3lim 212 212

7

1lim 1 2
x
y

y x

x
x

x
y

L e
y
x







 
 

     
 
 

e e . 

5) 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 1
lim

3 2 5 71
x
y

x y
L

x y xy xy x
x y x y x y x y





 

   

2 2

2

2 1
lim 13 2 5 71
x
y

x y

y x xy xy





 

   
. 
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 Задача 6. Пресметај ја границата: 2 2

2 3lim
x
y

x y
L

x y






. 

 Решение. Имаме:  
cos ,
sin

x x y
L

y

 
  

     
      



2

2 cos 3 sinlim


   





2cos 3sinlim 0


 



 . 

 
 Задача 7-8. Види ги задачи 1.3.1-2. од првиот дел. 
 
 Задача 9. Да се докаже дека не постои границата: 

2 2

0
0

2 3lim
x
y

x y x y
L

x y


  



. 

 Решение. Прв начин. Ги разгледуваме низите точки:  

1 1,nА n n
 
 
 

 и 
2 1,nB n n

 
 
 

; 

преку кои точките    , 0,x y  0 , кога . Имаме: n

2 2 2
2 3 1 1 1 2 211 1 1lim , lim lim lim1 1 2 2 2n n n n

n n n n n n nf
n n

n n n

   

           
  

  ; 

и 

2 2 2
4 3 4 1 1 5 512 1 1lim , lim lim lim2 1 3 3 3n n n n

n n n n n n nf
n n

n n n

   

         
  

 . 

 Следува дека границата не постои бидејќи зависи од начинот 
на доближување до граничната точка. 

 Втор начин. Со премин во поларни координати добиваме: 
2

0

2 cos 3 sinlim
cos sin

L


    
   

 
 


 

0 0

2cos 3sinlim lim
cos sin cos sin 

  
    


 

  0

2cos 3sinlim
cos sin

 
 




. 
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Од произволноста на аголот   следува дека границата не постои. 

 Коментар. Бидејќи едната граница во збирот постои, тогаш 
границата од левата страна постои ако и само ако постои другата 
граница во збирот. 
 

 Задача 10. Пресметај ја границата:   2 2
1

2 2

0
0

lim 1 x y
x
y

L x y 



  . 

 Решение. Имаме: 

   
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

2 2 2 2

0 0
0 0

ln ln lim 1 lim ln 1
x y x y

x y x y x y x y
x x
y y

L x y x y 
 
 

      

  2 2
12 2

2 2
2 20

0

lim ln 1 x y
x
y

x y
x y

x y


 


2 2

2 20
0

lim ln
x
y

x y
e

x y





 

cos 0, 0
sin 0

x x y

y

 
  

   
    

4 2 2

20

cos sinlim


  




2 2 2

0
lim cos sin 0


  


 . Следува: 0 1L е  . 

 
 Задача 11-14. Види ги примерите 1.3.3-5. и 1.4.1 од првиот 
дел. 

 
 Задача 15. Испитај ја непрекинатоста на функцијата: 

 
2

2 2
2 2

2 2

, 0
,

0, 0

x y
x y

f x y x y

x y


  

  

 . 

 Решение. Заради непрекинатоста на гранките,  функцијата 
е непрекината во секоја точка различна од  0,0 . За    , 0,x y  0 : 

 
2

2 20 0
0 0

lim , lim
x x
y y

x y
f x y

x y 
 

 


cos
sin

x

y

 
 

 
  

 

 2 2
2

20 0

cos sin
lim lim sin cos 0
 

   
  

 
  . 

 Исто така  0,0 0f  . Бидејќи двете вредности постојат и се 

еднакви, следува дека функцијата е непрекината и во  0,0 . 
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2-3. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 

 
2. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 

 
2.1. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ЕКСПЛИЦИТНО ЗАДАДЕНИ ФУНКЦИИ 
 
 Задача 1-2. Да се најдат парцијалните изводи на 
функцијата  yxzz , , ако: 

  1) ; 1243 22  yxyxyxz

  2) .  9633 232  yxxyyyxz

 Решение. Имаме: 

 1) 132 



yx
x

z
, 283 



yx
y

z
; 

 2) 36 2 



yxy
x

z
, 6233 22 



xyyx
y

z
. 

 Задача 3-4. Да се најдат парцијалните изводи на функција-
та , ако:   yxzz , 

  3) 
y

x

y

x
z  2

2

; 4) 
x

y
xz sin . 

 Решение. Имаме: 

3) 
yy

x

x

z 12
2 




, 23

2
y

x

y

x

y

z





; 

4) 












2cos
sin2

1sin
2

1
x

y

x

y

x
y

x
x

y

xx

z
 

2

sin sin cos1 1
2 2 sin

y y y
x yx x x

yx x x
x

 
sin1 1 c

2

y
y yx tg

x x x
  
 

, 

cos1 1cos
2 sin 2 sin

y
z y xx
y x xy y

x
x x

      
. 



 
2. Парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлски 
 

223 

 
 Задача 5-6. Да се најдат парцијалните изводи на функција-
та , ако: 

  5 ;  6) 

  yxzz ,

) 
22 yxez    xeyxz 22  . 

 Решение. Имаме: 

5)   2222

222 yx
x

yx xeyxe
x

z  



; 

  2222

222 yx
y

yx yeyxe
y

z  



. 

6)     xxx eyxxeyxxe
x

z 2222 22 



; xye
y

z 2



. 

  
 Задача 7-8. Да се најдат парцијалните изводи на функција-
та , ако: 

  7

  yxzz ,

)  22ln yxz  ; 8) ln x
z tg

y
 . 

 Решение. Имаме: 

7) 2222

221
yx

x
x

yxx

z










, 2222

221
yx

y
y

yxy

z










; 

 8) 
2

1 1 1 1 2
2cos sin cos sin

z
x x x xx ytg y y

x
y y y y y


  


, 

2
2 2 2

1 1 2
2cos sin cos sin

z x x x
x x x xy ytg y y
y y y y

 
         x

y

. 

 
 Задача 9-10. Да се најдат парцијалните изводи на 
функцијата  yxzz , , ако: 

  9 ;  ) yxz  10) yxarctgz  . 

 9) Прв начин. 1yz
yx

x





, lnyz
x x

y





. 
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Втор начин. За да го пресметаме изводот ја логаритмираме 
авенкр ата: 

ln ln yz x  xyz lnln  .  
Оттука: 

1 z y

z x x





 1y yz y

x yx 

x x





 , 

1 lnz
x

z y





 lnyz

x x
y





. 

10) 

     2
1 1 1

1 21

y y
y xyxy

z
x x

x x xx

 
  

 
 

 y
y

y
yy x

yx
yx

x
x 








12
2

1
1

1 2
2

1

2

; 

     2
1 1 1

1

y y
y

z
x x

y 1 2 yyyy x xx

 
  

 
 



( )
2

2

1 1 lnln
1 y 2 12

y

y
y y

x x
x x

x x
x

=
+

. 

 
 Задача 11. Да се пресмета:  

+

 0,0
x

z




 и  0,0
y

z




, ако  2arcsin yxz  . 

 Решение. Имаме: 

 
 

 
2

2 22 2

1 1

1 1
x

z
x y

x x y x y


  

    
, ( ) 10,0 1

1 0
z

x

¶
= =

¶ -
; 

 
 

 
21 2

1

z y
x y

y


  


, 

2 221
y

x y x y    2
( ) 2 00,0 0

1 0y¶ -
z¶ ⋅

= = . 

 
 а Задача 12. Да се пресмет :  






 4x
 1,z

 и 








 1,

4


y

z
, ако 

y

x
tgz ln . 

 Решение. Имаме: 
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2

1 1 1

sin cos

cos

x x

z x x
tg

x x xx y ytg
y y y

x
y

 
   

       
 

1 1 2 2
22 sinsin cos
xy yx x
yy y





 

, 



2,1 2
4 sin

2

z

x




       
; 

и 

2

1 1 1

sin cos

cos

y y

z x x
tg

x x xy y ytg
y y y

x

y

    
        

 

2
2

1 2
22sin cos sin

2x x
x x xy y
y y y

 
   
 

, 
2

2
sin

21,
4















y

z
. 

 Задача 13. Да се докаже дека функцијата: 

 

y

x
yz sin  ја 

исполнува диференцијалната равенка: z
y

z
y

x

z
x 






 22 . 

 Решение. Парцијалните изводи се: 

1 1cos cos cos
x

z x x x
y y

x

x y y y y yy


    

           
, 

и 

2

1 1sin cos sin cos
2 2y

y y
y y yy

 
 

z x x x x x x

y y y yy


    

        
. 

Ако замениме во диференцијалната а, добива : 



равенк ме
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1 12 cos 2 sin cos sin
2

x x x x x
x y y

y y y yy y y y

æ ö÷ç ÷ç+ - =÷ç ÷÷çè ø


2 2cos sin cos sinx x x x x
y y

x

y y y yy y
+ - =   0 0 . =

 

 Задача 14. Да се докаже д а функцијата ек
y

x
xyz   ја 

полнува диференцијалната равенкаис  xy
y

z
y

x

z
xz 















. 

 Решение. Парцијалните изводи се: 

1 1

2 2x

z x
xy y

1
x y yx x

xy xy
y y

  
        


 


, и 

2

1 1

2 2y

z x
xy x

x

y y yx x
xy xy

y y

  
        


 


. 

ко замениме во диференцијалната равенка, добиваме: А

xy

y
x

xy

y

x

y
x

x
y

xy










1
x

xy

y
y

x




















22

2

y

  

xy
y

x
yx

y

x
xy

y
x

xy
y

x
xy 












2

1
  

xyxy 2
2
1

 xyxy   00  . 

 
         Задача 15-16. Види ги задачите 2.1.3. и 2.1.5. од првиот дел. 

 
         Задача 17-18. Види ги задачите 2.2.4. и 2.2.5. од првиот дел. 
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2.2. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД ПОВИСОК РЕД 

 
 Задача 1. Да се најдат парцијалните изводи од прв и од 
втор ред за функцијата: во 
очката

12cos3sin 32  xyxyxyxz  
т   0,0M . 
 Решение. Имаме 

xyxyy
x

z 2sin612sin 3 



,   10,0 


x

z
; 

xyxyx
y

z 22 2cos33cos 


,   30,0 


y

z
; 

2z 3
2 2 12 cos 2y y x
x

  


, 
   00,02

2 z


x
;  

2
2cos 6 6sin 2z

y xy x
x y


  

 
,  

2

0,0 1z

x y




 
; 

yxyx
y

z 2
2

2

6sin 



,  
2

2 0,0 0z

y





. 

 

 Задача 2.  Да се пресмета 33 yx 
  ако xz sin

6 z 33 xyy sin . 

 Решение. Имаме: 

xyyx
x

z cossin3 32 



,  

xyyx
x

z sinsin6 3
2

2





,  

3
3

3 6sin cosz
y y x

x


 


,  

xyy
yx

z cos3cos6 2
4





,  

xyy
yx

cos6sin622 


, и 
z5

 yxxy
z coscos6cos6cos633

6




. 
yx 
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 Задача 3. Да се пресмета 
yx 
z3

2  ако  yxz 2sin  2 . 

 Решение. Имаме: 

xz        yxyxyxy 42sin22sin2cos2sin2  ,  
x

 yx
x

z 42cos22

2





 и     
3

2 2 sin 2 4 sin4 8 2 4z
x y x y

x y


     

 
. 

 

 Задача 4. Да се пресмета ако .  zd 2   323 yyxxz 

 Решение. Парцијалните извод аклучно со р ред се: и з  вто

xyx
x

z 23 2 



, 22 3yx
y

z





, x
x

z 62

2





, x
yx

z 2
2





 и y

y

z 62

2





.  

 Од каде што диференцијалот е: 
2 2 2

2 2 2 2
2 22 6 4z z z

d z dx dxd 26y dy xdx xdxdy ydy
x x y y

  
     
   

. 

2.3. П И ОД ИМЛИЦИТНО ЗАДАДЕНИ ФУНКЦИИ 

 Задача 1. Да се најдат парцијалните води на имплицитно 
зададената функција

 
 

АРЦИЈАЛНИ ИЗВОД
 

 из
 0 xyze z . 

 Решение. Прв начин.  

x
xyze z




 /0  0z z z
e y z x
x x

       
  

  yzxye
x

z z 




xye

yz

x

z
z 





; 

и 

y
xyze z




 /0  0z z z
e x z y
y y

  
     

  

  xzxye
y

z z 




xye

xz

y

z
z 





. 
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 Втор начин.   xyzezyxF z,, ,  од каде што: 

yz
x

F



, 


xz

y

F





, xye
z

F
 z 




,  

: па

xye

yz

xye

yz

z

F
x

F

x

z
zz 
















 и 
xye

xz

xye

xz

z

F
y
F

y

z
zz 
















. 

 Задача 2. Види ја задачата 2.4.2. од првиот дел. 
 

 
на 

  3

 Задача 3-4. Да се најдат парцијалните изводи 
имплицитно зададените функции: 

) ayxy  ln ;  4) 0
 


a

y

a

yx
arctg . 

 Решение. 3) Прв начин.  

1 0y xy y
y

    
1

x y y
y

     
 

  

2

1 1 1
y y

y
xy

y

xyx
y y

     
 

. 

 Втор начин.   ayxyyxF  ln, , y
x

F





 и 
y

x
y

F 1





, па  

2

1 1 1

F
y dy xy

y y y
F xyx dx xyx
y y y


         

  


. 

 4) Прв начин.  

2
1 1 1 0

1

y
y

a ax y
a

  
   

 


 22

2

1 1 1 0y
y

a aa x y

a

  
 

  

 
 22

11 0a
y y

aa x y
   

 
  
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   2 22 2

1a a
y

aa x y a x y

 
  

     
  

 
  

  
22 2

2 22 2
0

a a x ya
y

a x y a a x y

  
 

   
( )22/a x y+ +   

 2

0
x y

a y
a


  

 2
x y

a y
a


 

 

2

2
a

y
x y

 


. 

 Втор начин.  
a

yyx
arctgyxF 



 

, , од каде ш
a 

то: 


 222

1

1

1 aF



yxaayxx 










, 

 
a


и

 2 22

1 1 1 1

1

F a

y a ax y a x y
a


a

    
       

 

  
  

 
  

22 2 2

2 22 2

a a x y x y

a a x y a a x y

   
 

   
. 

Оттука:  

 
 

  
 

22 2

2 2

22

aF
a x y axy

F x y x
y

a a x y


      

  
  

y
. 

 

 Задача 5. Да се најде 
xy

z


2

 ако 1ln 
y

z

z

x
. 

 Решение. Имаме:  

1ln 
y

z

z

x

x
/  2

1
z

z x y zx
z z y x


  


 2

1 1x z z

z z x z x

 
 

 
  



 
2. Парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлски 
 

231 





 




 2

11
z

x

zx

z

z
 



 




 2

1
z

zx

x

z

z


zx

z

x

z







. 

 

1ln 
yz

zx

y
/ 

 2 2

1
z
y z

z y y
x
z y z y

     
  

 
 



2 2

1x z y z z

z y z y y y

  
     

 2

1 1x z z

z y z y y

 
  

 
  





 




11 z

 2z

x

zyy
 2

1
z

zx

y

z

y





   zxy

zz


2

. 
y 


 

























zx

z

yx

z

yxy

z2

 

 

    














22 zx

y
z

x

zx

y
z

zzx
y
z

 
   3

2

2

2

zxy

xz

zx

zxy
z

x







. 

 
 Задача 6 Да се најдат парцијалните изводи до втор ред на:  

  , акоyxfz ,  1ln 
y

z

z

x
. 

 . Од претходната задача:  Решение

zx

z

x

z







,  zxy

z

y

z





 2

 и  3 .  
22

zxy

xz

xy

z







Сега: 

2

2
xx x z

z z       

 

    







 2 xzx














2

1

z

z
x
z

xx
z

zx
x
z

z

( ) ( ) ( )

2

2

2 2

z xz xz z
x z

z
3

x zx z
x z x z x z

- -
+ -

+ + +
. 

-
+ = =
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 
2 2

2
y

z z

y y x z

 
     

 

 

2

22

2 z z
z y x z z x z y
y y

y x z

  
       


 

    

  






22

222

zxy

zxzyzzxzy
y
z

 

     

  





22

2
2

22

zxy

zxzzzxyz
zxy

z    
 
 

23 2

22

2 2z x z z z x z

x z

y x z

   





 

 
  



32

2222 22
zxy

zxzxzxzz

( )

2 2

32

x z

y x z
-

+
. 

 

 Задача 7. Да се најде ако .  zd 2   02  xyz

 Решение. Парцијалните изводи заклучно со втор ред се: 

02  xyz / x
¢  02 




y
x

z
z  y

x

z
z 

2 

z

y

x

z

2





; 

0 xyz2 ¢/ y 02 

z

x
y

z   x
y

z
z 


2 
z

xz
y 2



; 

  zxxxx 22









 



 yzz2

3

2

222 xz  422
1

z

y

z

y

z

yzy







 ; 

































22

2

4
2z

z 22

4

22

2 z

x
yz

z

y

z
y

z

y

yx

z

yxy

z
 

( )
2

2 2 2

2 3 3

2
1

4 4 4

z xy
z z xy zz

z z z

-
+ -

= =
4z

= ; 

3

2

222

2

422
1

22 z

x

z

x

z

x

y

z

z

x

z

x

yy

z

yy

z



































. 

Оттука тоталниот диференцијал од втор ред е: 














 2
2

22
2

2

2
2 2 dy

y

z
dxdy
yx

z
dx

x

z
zd  



 
2. Парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлски 
 

233 

 2
3

2
2

3

2

44
12

4
dy

z

x
dxdy
z

dx
z

y
3

22222

4
2
z

dyxdxdyzdxy 
. 

 
 

2.4. ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ ОД СЛОЖЕНА ФУНКЦИЈА 
 
 Задача 1. Нека:  

, ,2vuz   yxu sin2   yxv  ln . Да се најде: 
x

z




,
y

z




. 

 Решение. Прв начин. Имаме,     yxvyxuzz ,,, , па: 

z z u z v

x u x v x

    
  

    
12 2x v
x y

 


( )2ln
2

x y
x

x y

+
+

+
, 

z z u z v

y u y v y

    
  

    
1cos 2y v
x y

+ =
+

( )2ln
cos

x y
y

x y

+
+

+
. 

 Втор начин. Заради  xyx  22 ln yz  sin , добиваме: 

   2ln12 2ln 2
x yz

x x y x
x x y x y


    

  
 и 




y

z ( )
( )2ln1cos 2ln cos
x y

y x y y
x y x y

+
+ + = +

+ +
. 

 
 Задача 2. Да се најдат парцијалните изводи на функци та:  ја

,
v

u
arctgz   ,yxu   yxv   по x  и .  y

 Решение. Прв начин. Имаме: 

22

2

2

1

1

1
vu

v

v

v

uu

z










, 
2 2 2

2

1

1

z u

uv v u
v

        
2

u

v
,  

1


x

u
, 1


y

u
; 1


x

v
, 1


y

v
; 

од каде што:
 

























222 uvu

v

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
2v

u
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        








2222 yxyx

yx

yxyx

yx
 


 22 yxyxyxyx


2222

yxyx

 222 yx 
2y

22 yx 
 

y
 ; 

 2 2 2 21z z u z v v u

y u y v y u v u v

    
     

      
 

       2 2
x y x y x

2 2
x y

y x y

x y 
  

 
 

   

2 2 2 22 2
x y x y

x xy y x xy y

  
 

      2 2

2
2

x

x y
 

 2 2

x

x y



. 

 

 Втор начин. Имаме: ,
yx

yx
arctgz




 па: 

   
 

 
 2 2 2

2

1 1

1 x

2

x y x yz x y

x x y x y x y x yx y
x y x y


    

      


   
    

 


2 2 2 2

1 2
2 2

y
x xy y x xy y

=
+ + + - +  222

2
yx

y

 22 yx

y


 ; 

   
 

   
 2 2 2

2
y

2
1 1

1

x y x yz x

y x y x y x x yx y

y

y

y

x y x


     

          
 


    

 2 2 2 2

1 2
2 2

x
x xy y x xy y

 
      2 2

2
2

x

x y




 2 2

x

x y



. 

 
 Задача 3.  Да се јдат па ијалн е изво  на функцијата: 

, 

 на рц ит ди

xyyx 22 z vux cos  , vuy sin  по и .  u   v

 Решение. Прв начин. Заради:  

    vuyvuxzz ,,, , 
добиваме: 
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   2 22 cos 2 sinz z x z y
xy y v x xy v

u x u y u

    
      

    
 

     vvvuvuvvuvvu sincossin2coscossincossin2 222222  
2 2 2 2 2 2 2 22 sin cos sin cos sin cos 2 sin cosu v v u v v u v v u v v    

;  

и 

2 2 2 23 sin cos 3 sin cosu v v u v v- = ( )23 sin cos cos sinu v v v v-

    2 22 sin 2 cz z x z y osxy y u v x xy u v
v x v y v

    
      

    
 

=( )( ) ( )2 2 2 2 2 22 sin cos sin sin cos 2 sin cos cosu v v u v u v u v u v v u v- - + -

( )3 2 3 3 22sin cos sin cos 2sin cosu v v v v v v- + + - =

   3 3 3 2 2sin cos 2 sin cos sin cosu v v v v v v     

( )(cos sin sin cos 2sinu v v v v+ - ) ( )( )3 2 2sin cos cos sin cosv v v v v v+ - + =

  vvvvu cossin31cossin3  . 
 

Втор начин. Имаме:  

 vvvvuvvuvvuz cossincossincossincossin 2232323  , 

 vvvvu
u

z sincoscossin3 2 



  

и 

( ) ( )( )3 2(cos cos sin 2 cos sinz
u v v v v v

v

¶
= + -

¶
( )( )( ) ( )( )22 sin cos cos sin sin )v v v v v- + -  

-

=

=( )( )( )3 3 3 2 2sin cos 2 sin cos sin cosu v v v v v v+ - +  

( )( ) ( )( )3 2 2sin cos sin sin cos cos 2sin cos sin cosu v v v v v v v v v v+ - + - +

 
=

 vvvvu cossin31cossin3  . 
 

 Да се најде Задача 4. 
dx

dz
 ако ,arcsin

y

x
z   12  xy . 

 Решение. Прв начин. Во овој случај     xyxfxz , , па 
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dz f f dy
z

dx x y dx

    
 

 

















x
xy

x

y
xy

y
x

2
12

1

1

11

1

1
22

2

2

2

2
 











 1
1

22

2

22 xy

x

yxy

y
 

  













111
1

1
1

22

2

222

2

xx

x

xxx

x





1
1 2

2

x

x

1
1

2 x
. 

 

 Втор начин. Имаме ,
1

arcsin
2 


x

x
z од каде што: 

2 2

2

1
11

1

x
z

x x
x

 
   

 


 

2

2

22 2

2

21
1 2 1

11
1

x
x x

x
xx x

x

 
 

 



2 21x x 
2

22

11
11

x
xx

 


. 

 
Задача 5. Да се најде:   

dt

dz
 ако  yxttgz  223 , 

t
x

1
 , ty  . 

 Решение. Прв начин. Имаме:  

 tzz   и ( ) ( )( ), ,z f x t y t t= ,  

поради што: 
dz f dx f dy f

z
dt x dt y dt t

       
  

 

  22 2
4

cos 3 2
x

tt x y

1 1
3

          2 2

1 11
3co ys 3 2 2t x t

   
 

 2 2

1 3
cos 3 2t x y


 
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( ) 22 2

1 4 1
=3

cos 3 2 2
x

tt x y t

æ ö÷ç - - ÷ç ÷÷çè ø+ -




 



t
t

t

tt

2
2

3

23cos

2
143

. 

 

 Втор начин. Од 








tt

ttgz
123 2  добиваме:  








t

tt
t

t 2
2

2
2 3cos3cos 


















t

tt

tt
z

3

2
2

143

2
123

2
1

. 

 
 Задача 6. Нека

3

2

  xyyxfz  , . Да се каже дека:  до

0







y

z

x

z
. 

 Решение. Нека ,yxu  xyv  ; 

 
v

z

u

z

v

z

u

z

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
































 11 , 

 
v

z

u

z

v

z

u

z

yvyuy 
vzuzz























 11 .

  Ако замениме во диференцијалната равенка, добиваме: 

0















vuvu

zzzz
 00  . 

 
 Задача 7. Да се по е дека равенката:каж   

  xyz
y

z
xy

x

z
yx 








 22 ,  

има партикуларен интеграл 

2

22
x

y yz e f ye
 

  
  

. 

 Решение. Имаме:  

( ) ( ) ( )( ), ,z x y a y f u x y= ⋅  каде ( )
2

22,
x

yu x y ye= . 
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2 2

2 22 2
2

2
2

x x
y

y y yz x x
e f ye e f

x y y

    


; 

2 2

2 2
2

2 2
3

2
2

x x

y y y yz x
e f e f e ye

y y

             
 

2 2

2 2
2

2 2
x x

y
y y y yy2 2

2 21 yx x
e f e e f e f e f

y y


     

 
. 

 Ако замениме во диференцијалната равенка, добиваме: 

 

   2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
2

x x
y y

y yy y
x yx

x y e f xy e f e f xye f
y y

  
     
 
 

  

   2 22 2 x x
y yy 2 2

2 2
2 2y yy y

x x x x y
e f xye f e f xye f

y y


   

 
 00  . 

 Коментар. Равенствата (*) и (**) постапно се запишани со 
леднис ве изрази: 

y y yz f df u u
e e e f

x x du x x

     
   

  

и  
y y y y y yz f f u u
e f e e f e e f e f

y y u y y

         
    

ри шт

, 

п о, бидејќи f  е функција од една променлива, важи: 

f df
f

u du

  


,  f f u  . 

  Да се докаже дека функцијата:  
 

Задача 8.






x

y
xfxyz   

та равенкаја исполнува диференцијална  zxy
y

z
y

x

z
x 








. 

 Решение. Заради  

  yxuff , , 
x

y
u  ; 

добиваме: 



 
2. Парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлски 
 

239 









x

f
xfy

x

z
 

2

f u y
y f x y f xf

u x x

             
y

y f f 
x

    

и 












y

u

u

f
xx

y

z 1
x xf x f

x
    .

 Ако замениме во диференцијалната равенка, добиваме: 

 y
x y f f y x f xy xy xf

x
         
 



2xy xf yf xy yf xy xf        0 0 . 

 

 Задача 9. Ако 2
2

x
z x

y

 

  
 

, пресметај го изразот:  

2z z2
22 4A x y z

x y

 
  

 
. 

 Решение. Имаме: 
2

2
2 2

12 2z x
x x x

x y y
       


 , 

3
2

3 3x x
y y y

2 2z x 
         

; 

2 3 3
3

2 4 3 3 4 6

3 2 2 6 42z x x 4x
x

y y y y y y

x   
                    

. 

ттукаО : 
2 3 4

2 2
2 4 6

6 42 2 4x x x
A x x y x

y y y
   

   
          

   


3 3 4
2 2 6 44 4x x x
x x2

2 2 4yy y
          

3 4

2 4

8 4x x

y y
   . 

 

 Задача 10-11. Види ги задачите 2.3.3. и 2.3.4. од првиот 
дел. 
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3. ПРИМЕНА НА ПАРЦИЈАЛНИ ИЗВОДИ 

 
3.1. ТАНГЕНТНА РАМНИНА И НОРМАЛА НА ПОВРШИНА 

 
 Задача 1-2. Види ги задачите 3.1.1. и 3.1.2. од првиот дел. 

 
 Задача 3. Да се докаже дека тангентните рамнини на 
површината:  

azyx  , , 0а¹

отсекуваат на координатните оски отсечки чиј збир е константен. 
 Решение. Парцијалните изводи на функцијата  

  azyxzyxF ,, : 

x
Fx 2

1
 , 

y
Fy 2

1
  и 

z
Fz 2

1
 ; 

во произволна точка  000 ,, zyxT  се:  

 
0

000 2
1,,
x

zyxFx  ,  
0

000 2
1,,
y

zyxFy   и  
0

000 2
1,,
z

zyxFz  . 

 
Цртеж 3.1.1. 

 
 Тангентната рамнина во T  е: 

         0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx   
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( ) ( ) ( )0 0 0
0 0 0

1 1 1 0
2 2 2

x x y y z z
x y z

- + - + - = / 2⋅   

      0111
0

0
0

0
0

0

 zz
z

yy
y

xx
x

  

00
0

0
0

0
0

 z
z

z
y

y

y
x

x

x


  
a

zyx
z

z

y

y

x

x
000

000

 . 

Бидејќи точката T  припаѓа на површината, важи:  

azyx  000 ,  

па: 

a
z

z

y

y

x

x


000

 1
000


za

z

ya

y

xa

x
. 

 Последната равенка е равенка на рамнина во сегментен 
облик, каде што: 0xa , 0ya  и 0za  се отсечоците на x , y  и -

оските, соодветно. Нивниот збир е: 

z

2
0 0 0 0 0 0

a

S a x a y a z a x y z a const
æ ö÷ç ÷ç= + + = + + = =÷ç ÷ç ÷çè ø , 

што требаше да се покаже. 
 
 Задача 4. Да се докаже дека тангентната рамнина на 
површината  формира со координатните рамнини тетраедар 
со константен волумен. 

3аxyz 

 Решение. Парцијалните изводи на функцијата:  

  3,, аxyzzyxF    
се: 

yzFx  , xzFy   и xyFz  ,  

од каде што: 

  00000 ,, zyzyxFx  ,   00000 ,, zxzyxFy  ,   00000 ,, yxzyxFx  . 

 Следува дека равенката на тангентната рамнина е: 
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         0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx   

      0000000000  zzyxyyzxxxzy   

0000000000000000  zyxzyxzyxyzxzyxxzy 

000000000 3 zyxzyxyzxxzy    

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1
3 3 3
y z x z x y

x y
x y z x y z x y z

+ + z=   

0 0 0

1
3 3 3
x y z

x y z
+ + = . 

 
Цртеж 3.1.5. 

 
 Следува дека отсечоците се: 03x , 03y  и . Бидејќи точката 03z
 000 ,, zyxT  лежи на површината, важи а .  00z0 y

3 x
 Значи, волуменот на тетраедарот е: 

3
0 0 0 0 0 0

1 1 27 93 3 3
6 6 6 2

V abc x y y x y y а const     . 

 
 Задача 5. На површината , најди ги 
равенките на тангентните рамнини паралелни со рамнината:  

2132 222  zyx

064  zyx . 

 Решение. За   2132,, 222  zyxzyxF , важи: 

  0000 2,, xzyxFx  ,   0000 4,, yzyxFy   и   0000 6,, zzyxFz  . 
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Затоа тангентната рамнина во  има равенка:  000 ,, zyxT 
         0,,,,,, 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx   

      0642 000000  zzzyyyxxx / : 2   

      032 000000  zzzyyyxxx   

03322 2
00

2
00

2
00  zzzyyyxxx   

  
21

2
0

2
0

2
0000 3232 zyxzzyyxx   2132 000  zzyyxx  (1). 

 
Цртеж 3.1.6. 

 
 Значи дека тангентната рамнина е нормална на векторот: 

 0001 3,2, zyxn 


, додека дадената рамнина на:  6,4,12 n


.  
 Рамнините се паралелни ако нивните нормални вектори се 
колинеарни, т.е.: 

1 2n kn=
 

 kzkykx 63,42, 000   kzkykx 2,2, 000  . 

 Бидејќи T  лежи на тангентната рамнина, важи:  

2132 2
0

2
0

2
0  zyx  21128 222  kkk   

2121 2 k  12 k  1k . 

За ; 1k 0 1x  , 0 2y   и , па од (1) рамнината е:  0 2z 

2164  zyx . 

За ; 1k 0 1x   , 0 2y    и , па од (1) рамнината е:  0 2z  

2164  zyx  т.е 2164  zyx . 

 Значи, тангентните рамнини се 4 6 2x y z 1    . 
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 Задача 6. На површината , повлечи тангентна 
рамнина што минува низ точката 

222 yxz 
 1,0,0A  и е паралелна со правата:  

zyx  . 

 Решение. Допирната точка  000 ,, zyxT  лежи на тангентната 
рамнина, па:  

2
0

2
002 yxz   (1). 

Со помош на условите на задачата, променливите  и  ќе ги 

изразиме преку .  
0y 0z

0x

 
Цртеж 3.1.7. 

 
 ● Ја запишуваме површината во експлицитен вид:  

2

22 yx
z


 . 

Бидејќи: 

xz x  ,  0 0 0,xz x y x  ; yz y¢ =  и  0 0 0,yz x y y   ; 

нејзината тангентна равенка е:  

     0 0 0 0 0 0, ,x yz z z x y x x z x y y y      0 

   0000 yyyxxx0zz   0
2
000 yxxxzz  2

0yy  

  0
02

2
0

2
000  
z

yxzzyy0 xx  0000  zzyyxx  (2). 



 
3. Примена на парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

245 

Точката  1,0,0A  лежи на тангентната рамнина. Следува дека 
нејзината равенка ќе биде исполнета за 1,0,0  zyx , од каде  
што со замена во равенката добиваме: 

01 0  z  10 z  (3). 

 ● Рамнината е паралелна со правата. Следува дека 
нормалниот вектор на рамнината:  

      0 0 0 0 0 0, , , , 1 , , 1x yn z x y z x y x y     


, 

е нормален на паралелниот вектор  1,1,1p


 на правата, т.е.: 

0np


 0100  yx  100  xy  (4). 

 ● Сега со замена на (3) и (4) во (1) добиваме: 
2
0

2
002 yxz    20

2
0 12  xx   

122 0
2
0

2
0  xxx  12 0 x 

2
1

0 x . 

Оттука: 

2
31

2
1100  xy  и јасно: 10 z . 

Значи, равенката на тангентната рамнина (2) е: 

1 3 1 0
2 2
x y z- - - + = 2/  3 2 2x y z+ + - = 0 . 

 
 Задача 7. Докажи дека површините: 

04ln2  zyx  и ; 0582  zxxyx

се допираат т.е. имаат заедничка тангентна рамнина. 
Решение. Нормалните вектори:  

      000000000 ,,,,,,,, zyxFzyxFzyxF zyx  , 

на тангентните рамнини на површините се: 










0

1
1,2,1
z

n


 и  1,,82 0002 xyxn 


. 

Во допирните точки важи: 
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21 nn

 2 1n кn=

 
 kyx  82 00 , kx 20  , 

0

1
z

k
   

kx 20  , 0 4 8y k k    , kz 0   

kx 20  , 850  ky , kz 0 . 

Точката  kkkT  ,85,2  лежи на втората површина ако: 

  05168524 2  kkkkk   

051616104 22  kkkkk   
056 2  kk  056 2  kk   

12
12011

2,1


k 
12

111
2,1


k  1

10 5
12 6

k = = , . 12 k

 Од дефиниционата област на  ln lnz k  , следува дека 

. За 0k 1k  се добива точката   1,3,2 T , која е допирна точка 
бидејќи лежи и на првата површина. Навистина: 

  041ln322   00  . 
 

 Задача 8*. Да се најде равенката на тангентната рамнина и 
нормала на површината:  

tax 2sin , ttby cossin , ;  tcz 2cos

во  точката во која 
4

t


 . 

 Решение. Во точката во која 
4

t


  важи: 

2

2 2sin
4 2

a
x a a

  

2
    

 
 ,  

22
2

2
2

4
cos

4
sin b

bby 


 и 

2

2 2cos
4 2

c
z c c

p æ ö÷ç ÷= = ç ÷ç ÷÷çè ø 2
= . 

 Параметарските изводи:  

ttax cossin2 ,  
  tbttby 2cossincos 22  , и 

  tctcz 2cossincos2  ; 
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во 
4

t


  имаат вредност:  

aaax 





2
2

2
22

4
cos

4
sin2

4
 ,  

cos 0
4 2

y b
     
 
 , и sin

4 2
z c
  

c   
 
  . 

Следува дека равенката на тангентната рамнина е: 

         000000000  zztzyytyxxtx    

0
22





 



 

c
zc

a
xa  0

22

22


c

cz
a

ax   

022 22  acczax . 

 Оттука, нормалата е: 
c

c
x

b
y

a

a
x










2

0
22 . 

 
3.2. ТЕЈЛОРОВА ФОРМУЛА 

 
 Задача 1. Функцијата:  

  xyyxyxf 3, 33  , 

развиј ја во Тејлоров полином во околина на точката  1,1A . 
 Решение. Членовите на Тејлоровиот ред се: 

  13111,1 f , 

yxf x 33 2  ,   0331,1 xf ; , xyf y 33 2    0331,1 yf ; 

xf xx 6 ,   61,1 xxf ; 3xyf ,   31,1 xyf ; yf yy 6 ,   61,1 yyf ; и 

6xxxf , 0xxyf , 0xyyf , 6yyyf . 

Бидејќи сите изводи од  4n  се нули, след : 
  0,3 yxR . Според Тејлоровата формула

ред ува дека
 добиваме: 

           00000000 ,,
!1

1,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx  

          2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 , 2 , ,
2! xx xy yyf x y x x f x y x x y y f x y y y        
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  3
0 0 0

1 ( ,
3! xxxf x y x x        2

0 0 0 03 ,xxyf x y x x y y    

     2
0 0 0 03 ,xyyf x y x x y y       3

0 0 0 3, )yyy ,f x y y y R x y     

              3322 1616
6
116113216

2
11 yxyyxx  

          3322 1113113131  yxyyxx . 
 

 Задача 2. Види ја задачата 3.2.2. од првиот дел. 
 

 Задача 3. Во околина на точката  0,0A  да се апроксимира 
функцијата:  

   yxyxf  1ln,  

со Тејлоров полином од втор ред. 
 Решение. Имаме:   01ln0,0 f .  
 Ги пресметуваме парцијалните изводи заклучно со втор ред: 

yx
fx 


1
1

, 
yx

f y 


1
1

,  

 21
1
yx

fxx 


 , 
 21

1
yx

fxy 


  и 
 21

1
yx

f yy 


 ; 

како и нивните вредности во точката A : 

    10,00,0  yx ff  и  

      10,00,00,0  xyyyxx fff . 

 Оттука: 
         yfxffyxf yx 0,00,00,0,

        22 0,00,020,0
2
1

yfxyfxf yyxyxx

( )2 2 21 12
2 2

21
2

x y x xy y x y x xy y+ + - - - = + - - - . 

 
 Задача 4. Да се апроксимира со Маклоренов полином, 
заклучно со членовите од втор ред, функцијата:  

 
x

y
yxf

cos
cos,  . 
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 Решение. Имаме: 

  1
0cos
0cos0,0 f ;  

 
x

yx
x

x

y
f x 22 cos

cossinsin
cos
cos

 ,   0
0cos

0cos0sin0,0 2 xf ; 

sin
cosy

y
f

x

  ,   0
1
0

0cos
0sin0,0 yf ; 

 2

4

cos cos sin 2cos sin
cos

cosxx

x x x x x
f y

x

  
  

 2 2 2

4 3

cos cos 2sin 1 sincos cos
cos cos

x x x x
y y

x x

 
 ,  

 
2

3

1 sin 00,0 cos 0 1
cos 0xxf
   ; 

 
x

yx
y

x

x
fxy 22 cos

sinsinsin
cos
sin

 ,   2

sin 0sin 00,0 0
cos 0xyf     ; 

cos cos
cos cosyy

y y
f

x x

    ,   1
0cos
0cos0,0 yyf . 

Следува: 
         yfxffyxf yx 0,00,00,0,  

        22 0,00,020,0
2
1

yfxyfxf yyxyxx ( )2 211
2
x y+ - . 

 
 Задача 5. Функцијата    yeyxf x  1ln,  да се претстави 
преку Маклоренов полином, заклучно со членовите од трет ред. 
 Решение. Маклореновата формула гласи: 

         yfxffyxf yx 0,00,00,0,

     2 20,0 2 0,0 0,0xx xy yyf x f xy f   1
2!

y    

          3 2 2 3
3

1 0,0 3 0,0 3 0,0 0,0 ,
3! xxx xxy xyy yyyf x f x y f xy f y R x y       . 

 Притоа,  
  01ln0,0 0  ef ; 

 yef x
x  1ln , ;   00,0 xf y

e
f

x

y 


1
,   10,0 yf ; 



 
3. Примена на парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

250 

 yef x
xx  1ln ,   00,0 xxf ; 

y

e
f

x

xy 


1
, ( )0,0 1xyf ¢¢ = ;  

 21 y

e
f

x

yy 
 ,   10,0 yyf ; 

 yef x
xxx  1ln ,   00,0 xxxf ; 

y

e
f

x

xxy 


1
,   10,0 xxyf ; 

 21 y

e
f

x

xyy 
 ,   10,0 xyyf ; и 

   31
2
y

ex

31
2
y

ef x
yyy 




 , . ( )0,0 2yyyf ¢¢¢ =

Следува: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3
3

1 1, 2 3 3 2 ,
2 6

f x y y xy y x y xy y R x y= + - + - + + =  

 yxRyxyyxyxyy ,
3
1

2
1

2
1

2
1

3
3222  . 

 
 Задача 6. Функцијата   yxyxf ,  да се апроксимира со 
Тејлоров полином од втор степен во околина на точката , а 

потоа да се пресмета . 

 1,1A
02,11,1

 Решение. Имаме:  

  11,1 f ; ,1 y
x yxf  1,1 1xf   ; , xxf y

y ln   01,1 yf ; 

  ,1 2 y
xx xyyf   01,1  xxf ; ,ln11 xyxxf yy

xy
    11,1  xyf ; 

,ln2 xxf y
yy   01,1  yyf . 

Следува: 
          00000000 ,,,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx  

          2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 , 2 , ,
2 xx xy yyf x y x x f x y x x y y f x y y y        

     11 1 2 1 1 1 1 1 1
2

x x y x x y           . 

Оттука, за:  
1,1x , 02,1y ;  и ; 0 1x = 0 1y =

добиваме: 

( )( )1,021,1 1 1,1 1 1,1 1 1,02 1 1,1 0,1 0,02 1,102» + - + - - = + ⋅ = . 
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 Задача 7. Функцијата  yxzz ,  дефинирана со равенката 

, каде што 023  yxzz   11 ,1z , да се апроксимира со Тејлоров 
полином од втор степен во околина на точката  .1,1A  
 Решение. Ги наоѓаме парцијалните изводи имајќи ја 
предвид зависноста  yxzz , , а потоа ја пресметуваме нивната 

вредност во точката . Прво од условот на задачата . 

Потоа: 

( )1,1 ( )1,1 1z =

:X   023 2  xx zxzzz    0223 2  zzxz x ,  

од каде што:   021,1 xz    21,1 xz . 
 

:Y 0123 2  yy zxzz    0123 2  yzxz ,  

од каде што:   011,1 yz    11,1 yz . 

 
:XX    26 2 3 2 2x x xx xzz z z x z z 0        ,  

од каде што:    12 2 2 1,1 4 0xxz       161,1 xxz ; 

 
:XY    02236 2  yxyxy zzxzzzz ,  

од каде што: ( )12 1,1 2 0xyz¢¢- + + =    101,1 xyz . 

 
:YY    0236 22  yyy zxzzz ,  

од каде што:   01,16  yyz    61,1 yyz . 

Конечно: 

          00000000 ,,,, yyyxfxxyxfyxfyxf yx

        2
0 0 0 0 0 0 0 0 0, 2 ,xy yyf x y x x f x y x x y y f x y    2

0
1 ,
2 xx y y     

   

 

       2 211 2 1 1 16 1 2 10 1 1 6 1
2

x y x x y y               

          22 131110181121  yyxxyx . 
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3.3. ЕКСТРЕМНИ ВРЕДНОСТИ 

 
 Задача 1. Да се најдат екстремните вредности на 
функцијата: 

    224, yxyxyxf  . 

 Решение. Ги наоѓаме парцијалните изводи и ги прирамнува-
ме на 0,  

xfx 24  ; 0xf  42 x  2x ; 

yf y 24  ; 0yf y24   2y . 

 Следува дека единствена стационарна точка е  2,2 E . 
Притоа, 

2 xxfA , 0 xyfB , 2 yyfC . 

 Бидејќи  и 042  BAC 0A , следува дека Е  е точка на 
локален максимум за функцијата f . 
 
 Задача 2. Да се најдат екстремните вредности на 
функцијата:  

  xyyxyxf 3, 33  . 

 Решение: Парцијалните изводи до втор ред се: 

yxf x 33 2  ,  ,  xyf y 33 2 

xf xx 6 , 3xyf , yf yy 6 . 

 Притоа, 
0xf  033 2  yx  2xy  ; и  

0yf  033 2  xy  2yx   

 Од  (следува: ) и  добиваме:  2xy  42 xy  2yx 

044  xxxx    013 xx   

   011 2  xxxx
2 1 0x x+ + >

 0x , 1x . 

Тогаш за:  
0x , важи:  и за 002 y 1x , важи: . 112 y

Значи, стационарни точки се:  
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 0,01E  и  1,12E . 
 За точката  0,01E ,  

0А , 3B  и 0C ; од каде што: . 092  BAC

Следува дека  не е локален екстрем. 1E

 За точката  1,12E , , 6А 3B  и 6C . Следува:  

0279362  BAC  и , 0A

односно  е локален минимум. 2E
 
 Задача 3. Да се разложи бројот  на три позитивни 
собироци, така што нивниот производ да биде максимален. 

0а

 Решение. Бараме екстрем од функцијата:  

xyzP  , . 0,, zyx
Од условот:  

x y z а+ + =  z a x y= - -  

добиваме функција од две променливи: 

( )P xy a x y= - - 2 2axy x y xy= - - , 

така што: 

02 2  yxyayPx    02  yxay
0


y

 

02  yxa  xay 2 ; 

022  xyxaxPy    02  yxax
0


x

 

02  yxa  yax 2 . 

 Стационарните точки се решение на системот:  

xay 2 , yax 2 . 

Со замена на првата во втората равенка добиваме:  

 xaax 22   xax 4  ax 3 
3
a

x  .  

Оттука: 
33

2 aa
ay   и 

3
a

yxaz  . 

 На работ од дефиниционата област која се состои од делот 
од координатните рамнини во прв октант, 0P  бидејќи една од 
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координатите е 0. Следува дека точката 





3
,

3
aa

Е  е единствен 

кандидат за екстрем, а според условот во задачата функцијата има 

максимална вредност. Затоа во 





3
,

3
,

3
aaa

E  функцијата има 

максимум. Значи, бројот  треба да се разложи на три еднакви 
собироци за да нивниот производ биде максимален. 

a

 Забелешка. 1) Според критериумот за одредување локални 
екстреми со изводи, може директно да се покаже екстремната 
вредност на функцијата во точката Е . Имено: 

yPxx 2 , yxa 22Pxy   и ;  2yyP x¢¢ =-
и 

3
2

3
,

3
aaa

Pxx 



 , 

33
,

3
aaa

Pxy 





 и 
3

2
3

,
3

aaa
Pyy 



 .  

Оттука: 

0
399

4
39

4 2222


2

2 


aaaaa
BAC  и 

2 0
3
a

A=- < . 

Следува дека во Е  функцијата (P x )y a x y= - -  има локален 

максимум, од каде што во E ,  има локален максимум. xyzP 

 2) Условот  е битен, бидејќи инаку функцијата нема 
максимална вредност. Имено, кога 

0,, zyx
x , 1y  и , 

тогаш 
xaz  1

   axxP 1 . 
 

 Задача 4. Во сфера со радиус R , да се впише квадар со 
најголем волумен.  
 Решение. Волуменот на квадарот е abcV  . Бидејќи 
просторната дијагонала во впишаниот квадар е дијаметар на 
сферата, важи: 

  22222 cbaR   2224 cbRa   
Следува:  

2224 cbRbcV  . 
Оттука: 

 2 2 2

2 2 2

14 2
2 4

bV c R b c bc b
R b c

      
 
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   2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4

4 4

c R b c b c R b c2

R b c R b c

    


   
; 

 2 2 2

2 2 2

14 2
2 4

cV b R b c bc c
R b c

      
 

 

   2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4

4 4

b R b c c b R b c2

R b c R b c

    


   
. 

 
 Имајќи предвид дека ; имаме: 0,, cba

222 240 cbRVb  ; 

0cV  222 24 cbR  . 

 Со прирамнување на двете равенки добиваме:  
2222 22 cbcb   22 cb   cb  . 

Следува:  

22 34 bR  
3

4 2
2 R
b 

, 0b R>


3

2R
b  , 

од каде што:  

3
2R

c   и 
3

2
3
4

3
4

3
44 2222 R

RRRRa  . 

 Кога една од страните тежи кон 0 и волуменот тежи кон 0. 

Затоа за 
3

2R
cba  нк ијата достиг ува максима ен волумен:    фу ц н л

33
8

3
2

3
2

3
2 3R

RRRabcV  . 

 

3.4. УСЛОВ  ЕКСТРЕМ 

 Во задачите во кој бараме екстрем ја определуваме 
тацио

 
ЕН
 

с нарната точка  , ,x y z . Бидејќи ма само едн  стационарна 
точка, а во текстот е ено дека функцијата има екстрем и е 
кажан видот на екстремот, тогаш таа стационарната точка е 
бараниот екстрем. 

и а
наглас
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 Задача 1. Од сите квадари со дијагонала 3 , да се 
предео ли оној што има најголем волумен. 

 Решение. Нека a , b  и c  се страни на квадарот. Тогаш: 
2 2d a b c= +  2 2 2 3a b c+ + = . 2 + 2

 
Цртеж 3.4.1. 

Бараме екстрем на функцијата  услов .  abcV   при  2 2 2 3a b c+ + =
Функцијата на Лагранж е:  

 3222  cbaabcF  ,  каде што: 

02 



abc
a

F   bca 2 
a

bc

2
  (1); 

02 



bac
b

F
  acb 2 

b

ac

2
  (2); 

02 



cab
c

F   abc 2 
c

ab

2
  (3); 

03222 



cba
F


 3222  cba  (4). 

Од (1) и (2)  и (1) и (3) добиваме:  

b

ac

a

bc

22
  22 ab 

0, ba

 ba  ; и 
c

ab

a

bc

22
  acac  22 . 

Со замена во (4) добиваме:  

3aaa 222   33 2 a  12 a  1a . 

 Оттука, 1 cb
 1

. Значи, квадарот со најголем волумен е 
коцка со страна

 
a . 
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 Задача 2. Определи го најмалото растојание од точка од 
површината 552  xzxy  до координатниот почеток. 
 Решение. Растојанието од произволна точка на површината 

 zyxT ,,  до т почеток координатнио  0,0,0O  е 222 zyxd   , и 
с ловите од задачата растојанието е функцијата од која 

кстрем, при услов: 
поред ус
бараме е 0552  xzxy .  
 



 
Цртеж 3.4.2. 

 
 Затоа функцијата на Лагранж е:  

   552,,, 222  zyxzyxF   xzxy , 

од каде што го добиваме системот равенки:  

 22
222




 0
2





zy

x

x

F 
zyx

  

 
222

2
zyx

x
zy




 

  2222 zyxzy

x




 ; 

0
2

2
222








x
zyx

y

y

F    

222 zyx

y
x




 

222 zyxx

y




 ; 

02
2

2
222








x
zyx

z

z

F    
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222
2

zyx

z
x




 

2222 zyxx

z




 ; 

05522 







xzxy
FF


 552  xzxy . 

 За точките од површината важи:  

0x  , 2 0y z   и 2 2 2 0x y z   , 

дносн иниционата област.  
 Од првата и втората равен аме: 
о о при делењето не се скратува деф

ка им

  2222222 zyxxzyxzy 

yx 





   x

yx
 

zy  2

; 

од втората и третата равенка имаме: 

yzyx 222 

222222 2 yxxzyxx  z

zy 





2
z

y   yz 2 , 

од каде што:  
222 522 yyyyx   yx 5 . 

словот добиваме: Со замена во у

552  xzxy  555225 22  yy   

5555 2  y  12  y  12 y . 

 Тогаш : 52 x , 42 z ; од каде што најмалото рас јание е: то

10415222  zyxd . 

 Задача 3. Во полусфера со радиус 
 

R  да се впише 
паралелопипед со најголем волумен. 
  на централна сфера е 2Решение. Равенката  2 2 2R a b c   . 

најголем волумен
ека волуменот

За секој впишан паралелопипед постои квадар со ист волумен, 
затоа може да сметаме дека паралел

 
опипедот со  

 квад

 Ја спроведуваме постапката за определување екстрем на 
функцијата: 

е ар. Неговите страни се 2a , 2b  и c , дод , 
односно функцијата од која бараме екстрем е =4V abc . 
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 2 2 c  2 24F abc R a b   : 

4 2 0bc a
a

F
  




2bc
a

  ; 

4 2F
ba b

b
 0  




2ac
b

  ; 

4 2F
ab c

c
 0  




2ab
c

  ; 

 
Цртеж 3.4.3. 

 
2 2bc ac

a b
  2 2b a  a b ; 

2 2bc ab

a c
  2 2c a  c a . 

2 23R a 
3
R

a  . 

Значи, паралелопипедот има страни: 
2

3
R

, 
2

3
R

 и
3
R

. 

 
 Задача 4. Даден е елипсоидот:  

2 2 2x y z
2 2 2 1
a b c

   . 

Д предели минималната вредност на се о а волуменот на тетраедарот 
што го образуваат тангентните рамнини на елипсоидот во 
произволна точка со кординатните рамни . ни
 Решение. Заради симетрија доволно е допирната точка да 
биде во прв октант, т.е. за нејзините координати да важи:  

0 0 0, , 0x y z . 



 
3. Примена на парцијални изводи 

д-р Зоран Мисајлески 
 

260 

 За да тангентните рамнини образуваат тетраедар со 
оордик натните рамнини треба: 0 0 0, , 0x y z  . Тогаш тангентните 
рамнини на елипсоидот може да се доведат во сегментен вид: 

 
Цртеж 3.4.4. 

           0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , 0x y zF x y z x x F x y z y y F x y z z z        

      0 0 0
0 0 02 2 2

2 2 2
0

x y z
x x y y z z

a b c
      : 2/   

2 2
0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2 0x x x y y y z z z

a a b b c c

2

        

2 2
0 0 0

2 2 2 2 2

1
0 0 0

2

2

x y zx y z

a b c a b c
x y z

    


 2 2 2

0 0 0

1x y z

a b c
x y z

   . 

 Следува дека отсечоците се: 
2

0

a

x
, 

2

0

b

y
 и 

2

0

c

z
.  

 Бидејќи волуменот е една шестина по производот на 
должините на отсечоците, важи: 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

1 1a b c a c
V

6 6
b

x y z x y z

оизволна
координати место со 

  . 

 Поради тоа што допирната точка е пр , нејзините 
 0 0 0, ,x y z , ќе ги означиме со  , ,x y z . Тогаш 
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функцијата од која ба рем е: раме екст
2 2 21

6
a b c

V
xyz

 , условот 

е: 

додека 

 
2 2x y 2

2 2 2, , 1z
F x y z

a b c
    , 

од каде што Лангражовата функција е: 

2 2 2 2 2 2

21
6 2 2

1 a b c x y z
F

xyz a
   b c

 
  

. 

 Ги определуваме координатите на точката  која волуменот 
има минималната вредност: 

во

2 2 2

2 2

1 2 0
6
a b c x

x x yz a


   


F


2 2 22 1

2 26
x a b c

a x yz


  

4 2 21 a b c
312 x yz

   ; 

2 2 2

2 2

1 2 0
6

F a b c y

y xy z b


   




2 2 2

2 2

2 1
6

y a b c

b xy z


  

2 4 2

3

1
12
a b c

xy z
   ; 

2 2 2

2 2

1 2 0
6

F a b c z

z xyz c


   




2 2 2

2 2

2 1
6

z a b

c x

c

yz


  

2 2 4

3

1
12
a b c

xyz
   . 

Следува: 
4 2 2 2 4 2

3 3

1 1
12 12
a b c a b c

x yz xy z
   

2 2

2 2

a b

x y
 

2
2 2

2

b
y x

a
 ; и 

4 2 2 2 2 4

3 3

1 1
12 12
a b c a b c

x yz xyz
   

2 2

2 2

a c

x z
 

2
2 2

2

c
z x

a
 . 

Ако замениме во равенката на елипсоидот добиваме: 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 1
a a b a c

  
2 2

2

3
a

x 
x b x c x

 2 1
a

3x
 

3
x 

a
 , 

Оттука: 
3

b b
y x

a
   и 

3
c c

z x
a

  . Значи, волуменот е: 

2 2 21 1 33a
abc abc . = 3

6 6 2
3 3 3

b c
V

a b c
 

 
 Задача 5. Види ја задачата 3.4.1. од првиот дел. 

 



 
4. Диференцијални равенки од прв ред 

д-р Зоран Мисајлески 
 

262 

 
4-5. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 

 
4. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ПРВ РЕД 

 
4.1. ФОРМИРАЊЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 

 
 Задача 1. Да се формира диференцијалнaта равенка на 
фамилијата криви: 2 2y x C  x . 
 Решение. Изводот на диференцијалната равенка е:  

2 2y x C   . 

Го изразуваме параметарот C  како функција од x  и y , 
2

2
y x

C
 

 , 

и го заменуваме во диференцијалната равенка: 2 2y x C  x , 

2 22
2

y x
y x x

 
   2 22y x y x x     2y y x x   . 

 
 Задача 2. Види ја задачата 4.1.1. од првиот дел. 

 

 Задача 3. Да се покаже дека функцијата 
1 sin
2

y x x

x

 e 

партикуларен интеграл на диференцијалната равенка:  

cosy y  . 

 Решение. Имаме: 
1 1sin cos
2 2

y x x   x  и 

 1 1 1cos cos sin cos sin
2 2 2

y x x x x x x     x . 

 Ако замениме во диференцијалната равенката, добиваме:  

1 1cos sin sin cos 0 0
2 2

x x x x x x     . 

 Следува дека функцијата 
1 sin
2

y x x  е партикуларен 

интеграл на диференцијалната равенка. 
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 Задача 4. Да се провери дали функцијата 2
1

C
y C x

x
   е 

општ интеграл за диференцијалната равенка 2 0x y xy y    . 
 Решение. Имаме: 

2
1 2

C
y C

x
    и  2

2 3 3

22 C
y C

x x


   . 

Ако замениме во диференцијалната равенка, добиваме:  

2 2 2 2
1 13 2

2
0

C C C
x x C C x
x x x

             
  

2 2 2
1 1

2 0C C C
C x C x

x x x
      0 0 . 

 Функцијата ја задоволува равенката од втор ред и содржи 
две независни константи, од каде што следува дека е општ интеграл 
на диференцијалната равенка. 
 
 

4.2. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ  
СО РАЗДВОИВИ ПРОМЕНЛИВИ 

 
 Задача 1-2. Види ги задачите 4.2.1. и 4.2.2. од првиот дел. 
 
 Задача 3. Да се реши диференцијалната равенка:  

2

2

1
1
y

y
x


 


. 

 Решение. Го запишуваме првиот извод y  во облик dy dx , 
потоа членовите што го содржат x  ги префрламе од десната, а што 
го содржат y  од левата страна на равенството, и интегрираме. 

2

2

1
1

dy y

dx x


 

 2 21 1
dy dx

y x


 
 2 21 1

dy dx

y x
 

    

arc arctgy tgx C  . 
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 Задача 4. Да се реши диференцијалната равенка: 

3 2 0xy yy   . 

 Решение. Со проверка се заклучува дека 0y   е решение 
на диференцијалната равенка. За 0y   равенката е еквивалентна 
со: 

2 2 0xy y  , 
чие општо решение е: 

2 2 0xy y   22 dy xy
dx

   2

1
2

dy
xdx

y
   2

1
2

dy
xdx

y
      

21 1
2 2
x

C
y

    / 4  24
x C

y
   2

4
y

x C



. 

 Значи равенката има општо решение: 2

4
y

x C



 и 

сингуларно решение: 0y  . 

 Коментар. Во некои задачи сингуларните решенија нема да 
ги наоѓаме, само ќе ги подразбираме. 

 
 Задача 5. Да се реши диференцијалната равенка:  

siny y . 

 Решение. Заради: 

sin 0y   y k , k  ;  

Значи, за y k , 0y  , па y k  е решение на равенката.  

За sin 0y   равенката е еквивалентна со:  

sindy
y

dx
 

sin
dy

dx
y
 

sin
dy

dx
y
   ln

2
y

tg x C  , 

бидејќи: 

2sin 2sin cos 2 cos
2 2 2 2

dy dy dy
y y y yy tg

      
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2

1 1
2 2cos

2

y
tg t dy dt

y

 
 

    
 
 

ln ln
2

t C t
dt y

g C
t
    . 

 Значи, општото решение е: ln
2
y

tg x C  , а сингулрни 

решенија се: y k , k  . 
 
 Задача 6. Да се реши диференцијалната равенка: 

  0xy x dy ydx   . 

 Решение. За да равенката се сведе на раздвоиви 
променливи се трансформира изразот:  

 1xy x x y x x y     , 

каде што xy x y , бидејќи од условот постојат x  и xy  што 

е можно само кога . Затоа равенката е еквивалентна на: ,x y  0

 1 0x y dy ydx   , 

чие решение е: 

 1ydx x y dy 
, 0x y


1 ydx

dy
yx


   

1 12
2
dx

dy
yx y

 
  

    2 ln 2x y y C    (1)  

1 ln
2

x y y C    (2) lnx y y C   . 

 Се проверува дека правите 0x   и 0y   се сингуларни 
решенија на равенката. 
 
 Коментар. Записите (1) и (2) се равенки меѓу фамилии 
функции. Секоја крива што се добива за 0C C  со првата равенка 

се добива и за 0

2
C

C   со втората, и обратно. Затоа равенките ги 

опишуваат истите фамилии функци. 
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 Задача 7. Да се најде крива што минува низ точката 
 0, 2A   и има својство тангенсот од аголот што го зафаќа 

тангентата повлечена од која било точка, со x -оската, да е еднаков 
на ординатата на точката зголемена за 3. 
 Решение. Од условот на задачата: 3tg y   . 

 
Цртеж 4.2.7. 

 
 Имајќи предвид дека тангенсот од аголот што го зафаќа 
тангентата е еднаков на коефициентот на правецот на тангентата, 
ја добиваме диференцијалната равенка: 

3y y  , 
чие општо решение е: 

3dy
y

dx
 

3y


3

dy
dx

y





3
dy

dx
y


   ln 3y x C   . 

Решението може да се сведе на: 

ln 3 lny x C   , 0C   ln 3 lny x Ce e   3 xy Ce    

3 xy Ce   , 0C   3xy Ce  ,  \ 0C  . 
Решение е и правата 3y   , кое не е сингуларно бидејќи се добива 
од општото за 0C  . Значи, општото решение е:  

3xy Ce  , C  . 

Ја бираме константата од условот кривата да минува низ  0, 2A  ,  

02 3Ce    1C  . 

Следува дека бараната крива е: 3xy e  . 
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4.3. ХОМОГЕНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ 

 
 Задача 1. Види ја задачата 4.3.1. од првиот дел. 

 
 Задача 2. Да се најдe партикуларниот интеграл на диферен-
цијалната равенка:  

 2 22 0xydx x y dy   , 

што го задоволува условот: 1x  , 2y  . 
 Решение. Равенката е хомогена бидејќи секоја од равенките 
2xy  и 2 2x y  има ист ред 2. Равенката ќе ја поделиме со 2x dx , 

 2 2

2 2

2 0
x y dyxydx

x dx x dx


  

2

2 1y y
y

x x

   0      
. 

Воведуваме смена 
y

z
x
 , од каде што следува дека:  

y zx  и y z x z   , 

па равенката се сведува на равенка со раздвоиви променливи, 

   22 1z z z x z 0      

 2 32 1z z z x z z 0       2 31 3z z x z z   . 

Притоа, 
dz

z
dx

  . Ја интегрираме равенката за 3, 3x z z 0  : 

2

3

1
3
z d
dz

z z x





x


2

3

1
3
z d
dz

z z x




 
x
  

 
 

 

2
3

2 2

3 13

3 3 1
3

z dz dtz z t
dtz dz dt z dz

     
      
 

  

1 ln
3
dt

x C
t
      

1 ln ln
3

t x C    31 ln 3 ln
3

z z x C    . 

Со враќање во смената 
y

z
x
  го добиваме решението на 

хомогената равенка кога 0x  ,  
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3

3

1 ln 3 ln
3

y y
x C

x x
    . 

За 1x   и 2y  , добиваме:  

1 ln 8 6
3

C   
ln 2
3

C   . 

 Значи партикуларното решение во имплицитен вид е:  

3

3

1 lln 3 ln
3 3

y y
x

x x
   

n 2
. 

 
 Коментар 1. Општото решение од претходната задача не е 
определено на целата дефинициона област, бидејќи тоа не е 
потребно за определување на конкретниот партикуларен интеграл. 
Ако сакаме да го определиме на целата област, тогаш постапката е: 

33ln 3 lnz z x C 0C    ,   3 33z z x C  ,  0C  
3

3
3 3y y

x C
x x

 
    

, C 0  3 23y x y C  , 0C  . 

 Се покажува дека и 3 23y x y 0   е решение на хомогената 
равенка. Имено, 

3 23 0y x y    2 23 0y y x   0y   или 

( 2 3 2y x  т.е. 3y x  ). 

Ако , следува дека 0y  0dy  , па равенката е исполнета. Слично 

се добива кога 3y x  , од каде што: 3dy dx  . Затоа 
решението е:  

3 23y x y C  , C  . 

 Коментар 2. Како контролен услов може да се направи 
проверка со диференцирање: 

2 23 6 3y y xy x y 0     / : 3   

 2 22 0xy x y y     2 22 0xydx x y dy   . 
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 Задача 3. Да се најдe реши диференцијалната равенка: 

cos sin sin cos 0y y y y
x y ydx y x xdy

x x x x
           

 . 

 Решение. Ако помножиме со 2

1
x dx

, равенката се сведува 

на: 

cos sin sin cos 0y y ydx y y xdy
x y y x

x x xxdx x x xxdx
           

   

cos sin sin cos 0y y y y y y y
y

x x x x x x x
            

. 

 Воведуваме смена 
y

z
x
 , од каде што: y zx  и y z x z   .  

Добиваме: 
     cos sin sin cos 0z z z z z z z z x z     . 

Равенката ја решаваме според стандардната постапка за 
интеграција на равенка со раздвоиви променливи, 

   cos sin sin cos sin cos 0z z z z z z z z z z z x        

 2 cos sin cos dz
z z z z z

dx
  x 

sin cos2
cos

dx z z z
dz

x z z


   

sin 12
cos

dx z
dz

x z z
      

cos
sin

sin

z t

zdz dt

zdz dt

 
  
 
   

  

2ln lndt
x z C

t
     2ln ln cos lnx z z C    . 

Ако се среди интегралот, се добива: 
2ln ln cos ln lnx z z C 0C    ,  2ln cos lnx z z  C ,  0C  

2 cosx z z  C , 0C   2 cosx z z  C  2 cosx z z C , 0C  . 

Со враќање во смената го добиваме решението на равенката: 

2 cosy y
x C
x x

  cos yxy C
x
 . 
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4.4. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 
 

 Задача 1. Види ја задача 4.4.1. од првиот дел. 
 

 Задача 2. Да се реши диференцијалнaта равенка:  
2 1 0x y y   . 

 Решение. За да равенката биде диференцијална треба 
. За 0x  0x   равенката се сведува на линеарната равенка , 

односно 

1y 

 1,0  е решение. За 0x   равенката ја сведуваме на 

линеарна, така што ќе ја поделиме со 2x . Потоа членовите што ја 
содржат само променливата x  ги префрламе од десната страна на 

равенката. Добиваме: 

 


 


2 2

11

f x g

y

x

y
x x

  . На крај, ја применуваме 

формулата за определување на општо решение на линеарна 
диференцијална равенка:  

         dxexgCey dxxfdxxf  2 2
1 1

2

1dx dx
x xy e C e d

x

  
    x   

1 1

2

1
x xy e C e dx

x


   

 


2

1

1

t
x

dx dt
x

   
 
  

  
1

txy e C e dt     

 
1

txy e C e  
1 1
x xy e C e

 
   


1

1xy Ce  . 

 
 Задача 3. Да се реши диференцијалнaта равенка:  

23 xxy y x e  . 
 Решение. Равенката е диференцијална ако 0x  . Следува: 

23 xxy y x e  / : x
0x



 
  


221 x

g x
f x

y y x e
x

    

         dxexgCey dxxfdxxf 
2

1 1
2dx dxxx xy e C x e e dx

  
      
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 2ln ln2x xxy e C x e e dx     1 2ln 2x xy e C x e x dx


     

 221 xy C x e x dx
x

        221 sgn
sgn

xy C x e x x dx
x x

   

  231 sgn xy C x x e d
x

  x   231 xy C x e dx
x

   . 

Интегралот од последната формула се решава со парцијална 
интеграција: 

2
2

3 1
22

x x t
x e dx xdx dt

xdx dt

 
   

 


1
2

t
t

t

u t dv e dt
te dt

du dt v e

  
  

  


        221 1 1 11 1
2 2 2 2

t t t t tte e dt te e t e x e       x .  

Оттука: 

  2 221 1 1 11
2 2

x xC
y C x e x e

x x x
C

            
,  . 

 Коментар. Задачата нема општо решение на , туку на 
секој од интервалите 


 ,0  и  0, . Константата  не мора да 

биде иста на секој од интервалите 

C

 ,0  и  0, . 
 

4.5. РАВЕНКА ШТО СЕ СВЕДУВА НА ЛИНЕАРНА СО СМЕНАТА: 
1

y
x



 

 
 Задача 1. Да се најде општото решение на 
диференцијалнaта равенка:  2 22 0x xy y y y    . 

 Решение. Воведуваме смена: 
1

y
x



. Следува: 

 2 212 0x xy y y
x

   


/ x   2 22 0x xy y y x      

 2 21 2y x y x y   2/ : y 

 
 
2

1 2 1
g y

f y

x x
y y

 
     

  
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     f y dy f y dyx e C g y e dy    
2 2

1 2 1 2
dy dy

y yy yx e C e dy

   
         
   

 
  
 
 

  


1 12ln 2lny y
y yx e C e dy
   

  
  

2 2
11 1 ln

ln yy y yx e e C e e dy
 

  
 

   

1 1
2

2

1y yx y e C e dy
y

  
 

 


2

1

1

t
y

dy dt
y

   
 
   

  
1

2 tyx y e C e dt     

 
1

2 tyx y e C e  
1 1

2 y yx y e C e
 

  
 


1

2 1yx y Ce
 

  
 

. 

 
 Задача 2. Да се најде општото решение на 

диференцијалнaта равенка: 
2 ln

y
y

y y y x


 
. 

 Решение. Воведуваме смена: 
1

y
x



. Следува: 

1
2 ln

y

x y y y x


 


2 lny y y x
x

y

 
   

1 2ln 1x x y
y

          f y dy f y dyx e C g y e dy      

 
1 1

2 ln 1
dy dy
y yx e C y e dy

  
   

    

  ln ln2 ln 1y yx e C y e dy      1 2ln 1x C y y dy
y

     

  1 2ln 1 sgn
sgn

x C y y ydy
y y

     

  1 sgn 2ln 1x C y y ydy
y

      1 2ln 1x C y ydy
y

   .  

Каде што: 
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   2ln 1 2 lny ydy y y y dy     2

ln 2
1

u y dv y

du v y
y

  
  
  
 

 

2
2 2 1ln

2
y

y y y dy
y

  
2 2

2 2ln ln
2 2
y y

y y y y   . 

Следува дека општото решение е:  

 21 lnx C y y
y

   lnC
x y y

y
  . 

 
4.6. БЕРНУЛИЕВА ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА 

 
 Задача 1. Да се најде општото решение на 
диференцијалнaта равенка: 3sin siny y x y x  . 
 Решение. Воведуваме смена:  

1 1 3 2
2

1nz y y y
y

      , од каде што: 3

2
z y

y


  . 

 За полесно да се направи смената, равенката ја делиме со 3y  
ножиме со 2и м  . 

3sin siny y x y x  3/ : y   3 2

1 sin siny
x x

y y


   / 2    

3 2

2 12 sin 2siny
x x

y y

 
    2 sin 2sinz z x x   . 

 Новодобиената равенка е линеарна. Го наоѓаме општото 
решение, а потоа со враќање на првобитната променлива го 
добиваме бараниот интеграл: 

      f x dx f x dxz e C g x e dx      

 2 sin 2 sin2 sinxdx xdxz e C xe dx      2cos 2cos2 sinx xz e C xe dx     

2cos
2sin

x t

xdx dt

 
    

  2cos x tz e C e dt     2cos x tz e C e    

 2cos 2cosx xz e C e   2cos 1
x

C
z
e

    
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2 2cos

1 1
x

C

y e
  

2cos

2 2cos

1 x

x

C e

y e


 

2cos

2cos

x

x

e
y

C e



. 

 
 Задача 2. Да се најде партикуларниот интеграл на 
диференцијалнaта равенка:  

  2 21 xxy x y x e y    , 
што го исполнува почетниот услов: y e  за 1x  . 
 Решение. Имаме: 

  2 21 xxy x y x e y / :    x  211 xy y xe y
x

        2

1/
y

 
  
 

  

2

1 11 xy
xe

y x y
       
 1 1 2

2

1 1,nz y y z y
y y

  
       

  

11 xz z x
x

e
      

       f x dx f x dxz e C g x e dx      

1 11 1dx dx
xx xz e C xe e dx

           
 

  
 

   ln lnx x x xxz e C xe e dx      

1x x xz x e C xe e dx
x

  
        

1sgn
sgn

xz x x e C x dx
x x

  
     

   sgnx

x
z C x d
e

   x   x

x
z C
e

x    

 1
x

x C x

y e


   

xe
y

x C x



; 

за  ,0x   и  0,x  . За , следува 0x  0y  . 

 Сега за 1x   и y e  важи:  

1
e

e
C





11

1C



 1 1C    0C  . 

Следува дека партикуларниот интеграл е: 2

xe
y

x
 . 

 
 Задача 3. Види ја задачата 4.5.1. од првиот дел. 
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4.7. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА РАВЕНКА  
ВО ТОТАЛЕН ДИФЕРЕНЦИЈАЛ 

 
 Задача 1. Види ја задачата 4.6.1. од првиот дел. 

 
 Задача 2. Да се реши диференцијалната равенка: 

   2 2 2 26 3 4 2 3y xy x dx y xy x dy 0      . 

 Решение. Прв начин. Нека со:  
2 26 3P y xy x    и 2 24 2 3Q y xy x    

ги означиме функциите пред  и dx dy , соодветно. Тогаш: 

2 6P
y x

y


 


 и 2 6Q

y x
x


 


. 

Бидејќи 
P Q

y x

 


 
, равенката е во тотален диференцијал, односно 

постои функција  ,U U x y  таква што:  

dU Pdx Qdy  , односно 
U

P
x





 и 

U
Q

y





. Тогаш: 

 2 26 3U Pdx y xy x dx       
2 3

2 6 3
2 3
x x

y x y y     

 2 2 33xy x y x y   . 

За да ја определиме функцијата  , бараме:  

 22 3U
xy x y

y


   


; 

U
Q

y





  2 22 3 4 2 3 2xy x y y xy x       

  24y y     2 344
3

y y dy y   . 

Бидејќи 0dU  , општото решение е: 

U C  2 2 3 343
3

xy x y x y C     3 2 2 33 3 9 4x xy x y y C    . 



 
4. Диференцијални равенки од прв ред 

д-р Зоран Мисајлески 
 

276 

 
 Задача 3. Да се реши диференцијалната равенка: 

2

2

sin 2 sin 0x x
x dx y dy

y y

  
         

. 

 Решение. Имаме: 

 
2 2 2

2

sin sin
2

x y x
U Qdy y dy x

y y


 
         , 

 2sin cosU x x
x

x y


  


, 

и  
U

P
x





  2sin cos sin 2x x x

x x
y y

     

 sin 2 sin 2x x
x x

y y
     x x    

2

2
x

x  . 

Следува:  

U C 
2 2 2sin

2 2
y x x

C
y

   
2 2 2sin

2
x y x

C
y


  . 

 
4.8. ИНТЕГРАЛЕН МНОЖИТЕЛ 

 
 Задача 1-2. Види ги задачите 4.7.2. и 4.7.3. од првиот дел. 

 
 Задача 3. Да се интегрира диференцијалната равенка: 

2sin cos ln 0
P Q

x y y dx x y x x dy
  
    
    

   , 

ако се има предвид дека има интегрален множител  x  . 

 Решение. Интегралниот множител го определуваме според 

формулата:  
P Q

y x
dx

Qx e

 


 
 , каде што: 

cos 1P
x y

y


 


, 

12 cos ln 2 cos ln 1Q
x y x x x y x

x x


     


; и 
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2

cos 1 2 cos ln 1
cos ln

P Q
x y x y xy x

Q x y x x

 


      


 
 

cos ln 1
cos ln
x y x

xx x y x

 
 


, 

од каде што: 

 
1

ln ln

sgn
dx x Cx C C

x e e
x x x


        

sgn
C

x
x x

  . 

 На секој од двата интервала го избираме , така што: C
1
x

  . Ако диференцијалната равенка од условот се помножи со  , 

се добива равенката:  
2 cos lnsin 0
x y x xx y y

dx dy
x x


    

sin cos ln 0
Q

P

y
y dx x y x dy
x

   
             


, 

која е во тотален диференцијал, бидејќи: 

1cosP
y

y x


 


 и 

1cosQ
y

x x


 


 т.е. 

P Q

y x

 


 
 

и има исто општо решение со првобитната равенка. 

 На крај, ја спроведуваме постапката за интеграција на 
равенка во тотален диференцијал. 

 sin sin lny
U Pdx y dx x y y x y

x
          , 

 cos lnU
x y x y

y



   


; 

U
Q

y





  cos ln cos lnx y x y x y x      

  0y     0y  ; 

U C  sin lnx y y x C  .
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 Задача 4. Да се интегрира диференцијалната равенка: 

   2 1 0xy y dx xy dy    , 

ако се има предвид дека има интегрален множител  y  . 

Решение. Имаме:  
Q

y
x





 и 2P

x y
y


 


. 

Интегралниот множител е:  

 
Q P 
x y

dy
Py e


  , каде што: 
 
 2

2 1
Q P

x yy x yx y
P xy y y x y y

 


      
 

 , 

па: 

  1
1

ln ln 1dy
y yyy e e e

y





    . 

Ја разгледуваме функцијата   1
y

y
  . Тогаш равенката: 

  1 0x y dx x dy
y

 
     

. 

е во тотален диференцијал. Навистина, 1P Q

y x

 
 

 
. Следува дека 

  е интегрален множител. Решението на последната равенка е: 

   
2

2
x

U Pdx x y dx xy y       , 

 U
x y

y


  


, 

U
Q

y





   1
x y x

y
     

  1
y

y
      1 lny dy y

y
     . 

U C 
2

ln
2
x

xy y C   . 
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5. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ОД ВТОР И ПОВИСОК РЕД 

 
5.1. ХОМОГЕНИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ  

СО КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ 
 

 Во првите три задачи се опфатени трите вида корени на 
карактеристичната равенка од втор ред. Во една од нив 
дополнително се бара партикуларно решение, кое се наоѓа откако 
ќе се најде општото. Во четвртата и во петтата задача се решени 
хомогени равенки од трет ред. 
 
 Задача 1. Да се реши диференцијалната равенка:  

yyy 43  . 

 Решение. Карактеристичната равенка на 3 4y y y 0     е: 

2 3 4 0r r      4 1r r 0    4 1r r    , 

на која ѐ одговараат партикуларните интеграли 4xe и xe . Затоа 
општото решение е: 

1 2
1 2
r x r xy C e C e   4

1 2
x xy C e C e  . 

 
 Задача 2.  Да се реши диференцијалната равенка:  

02  yyy , 

а потоа да се најде партикуларното решение кое ги исполнува 
условите:  

  40 y ,   20 y . 

 Решение. Карактеристичната равенка има решенија: 

22 1r r   0  1,2
1 1 8 1

4 4
r

3    
   1

1
2

r  , ; 2 1r  

на која ѐ одговараат интегралите 
1
2
x

e  и xe , од каде што:  
1

22
1 2 1

x x x
x

C
y C e C e C e

e
    . 

 Сега го определуваме партикуларното решение.  
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  40 y  1 2 4C C   (1). 

Првиот извод е: 
1

1 2
22

x xC
y e C e   , од каде што: 

  20 y  1
2 2

2
C

C   (2). 

 Со собирање на (1) и (2) добиваме: 13 6
2
C

  т.е. , од 

каде што: 

1 4C 

2 0C  . Значи, партикуларно решение е: 4 xy e . 

 
 Задача 3.  Да се реши диференцијалната равенка:  

0134  yyy . 

 Решение. Имаме: 

2 4 13 0r r    1,2
4 16 52 4 36 4 6 2 3

2 2 2
i

r i
       

       

Следува: 1 2 3r i    и 2 2 3r i  
2 cos3xe x

, на кои им одговараат 

партикуларните интеграли:  и , од каде што: 2 sin 3xe x

 xCxCey x 3sin3cos 21
2   . 

 
 Задача 4-6. Види ги задачите 5.1.6-8. од првиот дел. 
 
 Задача 7.  Да се реши диференцијалната равенка:  

010  yyy . 

 Решение. Карактеристичната равенка е: 3 10 0r r   . Од 
теоремата на Њутн следува дека ако  е рационален корен на 
равенката, тогаш 

r
10r , т.е.  1, 2,r   

32 2
10

10
. Со проверка наоѓаме 

дека  е решение бидејќи 2r  0  
2 2r r 

. Ја делиме равенката 
со  и добиваме количник . Останатите две нули се:  2r 5

2 2 5 0r r    1,2
2 4 20 2 16 2 4 1 2

2 2 2
i

r i
       

    

1 1 2r i

 

   , 2 1 2r i   . 
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Партикуларните интеграли се: 2xe ,  и , од каде 
што: 

cos 2xe x sin 2xe x

xeCxeCeCy xxx 2sin2cos 32
2

1
  . 

 3 2

3 2

2

2

10 : 2 2 5

2

2 10
2 4

5 10
5 10

r r r r r

r r

r r

r r

r

r

     



 






 







 

Цртеж 5.1.7. Делење на полиномите. 
 

 Задача 8.  Да се реши диференцијалната равенка:  

099  yyyy . 

 Решение. Карактеристичната равенка е: 
3 2 9 9r r r    0 . 

Притоа, 9r  за  1, 3, 9r    
r

. Со проверка се утврдува дека  
е решение. Затоа делиме со 

1r  
1 : 

 3 2 2

3 2

9 9 : 1

9 9
9 9

r r r r r

r r

r

r

9     

 


 
 

 

Цртеж 5.1.7. Делење на полиномите. 
Понатаму:  

2 9 0r    3r i  . 

Еден независен систем од партикуларни интеграли е: 
xe ,  и . 0 cos cose x  x x0 sin sine x 

Следува дека општото решение е: 

xCxCeCy x sincos 321   . 
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5.2-3. НЕХОМОГЕНИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ  

СО КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ 
 

5.2. МЕТОД НА НЕОПРЕДЕЛЕНИ КОЕФИЦИЕНТИ 
 

 Во задачите 1.1-1.3. се опфатени трите различни вида 
корени на карактеристичната равенка во кои функцијата е од облик 
  xP x e , каде што коефициентот   не е корен на 

карактеристичната равенка. Во задачите 2.1-2.,   е корен со 
кратност 1, односно 2, во задачата 5 функцијата е и збир од две 
функции. Задачите 6-8 ја содржат најопштата функција во кои 

i   e корен на карактеристичната равенка во една и не е корен 
во две задачи. 
 
 Задача 1. Види ги задачите 5.2.3. (1.1) од првиот дел. 
 
 Задача 2 (1.2). Да се реши диференцијалната равенка:  

xeyyy 3244  . 

 Решение. Корените на карактеристичната равенка се: 

2 4 4r r 0     22 0r    1 2 2r r   . 

 Следува дека еден систем на линеарно независни 
пртикуларни интеграли е: 2xe  и 2xxe .  

 Бидејќи 3   не е корен на карактеристичната равенка, 
партикуларниот интеграл е: 3xy Ae , од каде што: 

33 xy Ae  и 39 xy Ae . 

 Заменуваме во равенката: 

9 4 3 4A A A 2     225 A 
25
2

A . 

 Следува дека општото решение е: 
2 2

1 2
2
25

3x x x
h py y y C e C xe e      . 
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 Задача 3 (1.3). Да се реши диференцијалната равенка:  

12  xyyy . 

 Решение. Решенијата на карактеристичната равенка се: 

2 1 0r r    1,2
1 1 4 1 3

2 2
r i

  
   

2
, 

на која ѐ одговара системот од партикуларни интеграли: 

xe
x

2
3cos2

1


 и 
1
2 3sin

2
x

e x


. 

 Бидејќи 0   не е корен на карактеристичната равенка, 
партикуларниот интеграл е: 

CBxAxy  2 ; од каде што: BAxy  2 ; Ay 2 . 

Со замена во равенката го добиваме идентитетот: 
2 22 2A Ax B Ax Bx C x 1       . 

каде што: 
1A  , 2 0A B  , 2 1A B C      

1A  , 2B   , 1C   . 
Следува: 

2 2 1py x x   . 

од каде што општото решение е: 

1 1
22 2

1 2
3 3cos sin 2 1

2 2
x x

h py y y C e x C e x x x
    

            
. 

 
 Задача 4 (2.1). Да се реши диференцијалната равенка:  

2 6 xy y y xe    . 

 Решение. Решенијата на карактеристичната равенка се: 

2 2 1r r 0     21 0r    1 2 1r r  . 

Соодветните партикуларни интеграли се: xe , xxe . 
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 Бидејќи 1   е корен на карактеристичната равенка со 
кратност 2, произволниот полином е полином од прв ред помножен 
со 2x  е: 

   2 3 2x xy x Ax B e Ax Bx e    ; 

од каде што: 

   2 33 2 2x xy Ax Bx e Ax Bx e    ; 

и  

       2 2 36 2 3 2 3 2 2x x x xy Ax B e Ax Bx e Ax Bx e Ax Bx e        . 

Заменуваме во равенката 2 6 xy y y xe    , 

3 2 26 4 6 2Ax Bx Ax Bx Ax B      

2 3 2 3 26 4 2 2 6Ax Bx Ax Bx Ax Bx x         

6 2 6Ax B x   6 6A  , 2 0B   1A  , 0B  . 
Следува: 

3 x
py x e  и 3

1 2
x x x

h py y y C e C xe x e     . 

 
 Задача 5 (2.2). Да се реши диференцијалната равенка:  

2x xy y e e   . 

 Решение. Решенијата на карактеристичната равенка се: 
2 1 0r    2 1r   1r   . 

Партикуларните интеграли на хомогената равенка се: xe , xe , 
додека општиот: 1 2

x x
hy C e C e  . 

 Ја решаваме нехомогената равенка: xy y e   . 

1   е 1-кратен корен на карактеристичната равенка. Следува:  
xy Axe , од каде што: x xy Ae Axe   и 2 x xy Ae Axe  . 

Заменуваме во равенката:  

2 x x xAe Axe Axe e   x  2 1A   
1
2

A  . Следува: 1
1
2

xy xe . 

 Ја решаваме нехомогената равенка: 2xy y e  . 

2   не е корен на карактеристичната равенка. Следува: 
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2xy Ae , од каде што: 22 xy Ae  и 24 xy Ae .  

Оттука: 
2 24 2x x xAe Ae e   3 1A  

1
3

A  . Следува: 2
2

1
3

xy e . 

 Партикуларниот интеграл на бараната равенка е збир од 
партикуларните интеграли на: xy y e    и 2xy y e  , односно: 

21 1
2 3

x x
py xe e  ; 

од каде што:  
2

1 2
1 1
2 3

x x x
h p

xy y y C e C e xe e      . 

 
 Задача 6 (3.1). Да се реши диференцијалната равенка:  

xyy cos2  . 

 Решение. Решенијата на карактеристичната равенка се: 
2 2 0r    2r i  , 

а соодветните партикуларни интеграли 

cos 2x , sin 2x . 

 Бидејќи i i    не е корен на карактеристичната равенка, 
полиномот е: 

xBxAy sincos  ; 
од каде што: 

xBxAy cossin  ; xBxAy sincos  . 

Со замена во равенката добиваме: 

cos sin 2 cos 2 sin cosA x B x A x B x x     , 

односно: 
1A  и 0B  т.е. cospy x . 

Следува дека општото решение е: 

1 2cos 2 sin 2 cosy C x C x x   . 
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 Задача 7 (3.2). Да се реши диференцијалната равенка:  

siny y x  . 

 Решение. Решенијата на карактеристичната равенка се: 
2 1 0r    r i  , 

на кои им одговараат партикуларни интеграли: 

cos x , sin x . 

 Бидејќи i i    е корен на карактеристичната равенка со 
кратност 1, произволниот полином од нулти ред се множи со x , 

cos siny Ax x Bx x  ; 
од каде што: 

cos sin cos siny A x Ax x B x Bx x    ;  
и 

sin sin cos sin sin cosy A x A x Ax x B x B x Bx       x . 

Заменуваме во равенката siny y x  : 

2 sin cos cos cos sin sinA x Ax x Bx x Ax x Bx x x      , 

од каде што следува: 

2 1A  
1
2

A    и 0B  т.е. 
1 cos
2py x x  . 

Значи, општото решение е: 

1 2
1cos sin cos
2

y C x C x x   x . 

 
 Задача 8 (3.3). Да се реши диференцијалната равенка:  

xyyyy cos22  . 

 Решение. Ги определуваме решенијата на 
карактеристичната равенка: 

3 22 2r r r    0 . 

Делители на два се 1, 2  . Од нив 1r   е корен на равенката. Го 
делиме полиномот со членот : 1r 
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3 2 2

3 2

2

2

2 2 : 1

2

2 2
2 2

r r r r r r

r r

r r

r r

r

r

2      



  



 


 



  

Цртеж 5.2.8. Делење на полиномите. 

Корените на количникот се: 
2 2 0r r      2 1r r 0    1r   , 2r  . 

На соодветната хомогена равенка ѐ соодветствуваат интегралите:  
xe , xe  и 2xe . 

 Бидејќи i i    не е корен на карактеристичната равенка, 
полиномот кој е партикуларен интеграл на равенката е: 

xBxAy sincos  ;  
од каде што: 

sin cosy A x B x   ;  
и 

xBxAy sincos   и sin cosy A x B x  . 

Со замена во диференцијалната равенка добиваме: 

xyyyy cos22    

sin cos 2 cos 2 sinA x B x A x B x     
sin cos 2 cos 2 sin cosA x B x A x B x x      

2 4A B  0 2 4, 1B A    2A B  , 10 1B  
1

10
B   , 

5
1

A . 

Следува:  
1 1cos sin
5 10py x x  . 

Значи, општото решение е: 

2
1 2 3

1 1cos sin
5 10

x x x
h py y y C e C e C e x x       . 
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5.3. МЕТОД НА ВАРИЈАЦИИ НА КОНСТАНТИ НА ЛАГРАНЖ 

 
 Задача 1. Да се реши диференцијалната равенка:  

3 2 1y y y x     . 

 Решение. Имаме: 
2 3 2 0r r      2 1r r 0     

1 1r  , 2 2r   1
xy e , 2

2
xy e , 

од каде што:  

1
xy e , 2

2 2 xy e . 
Го решаваме системот: 

 






xfyCyC

yCyC

2211

2211 0


2
1 2

2
1 2

0
2 1

x x

x x

C e C e

C e C e x

   


   
. 

Детерминантите на системот се: 
2

3 3 3
2 2

2

x x
x x x

x x

e e
e e e

e e
     , 

 
1

2
2

2

0
1

1 2

x
x

C x

e
x e

x e
   


 и  

2

0
1

1

x
x

C x

e
x e

e x
   


. 

Според Крамеровите формули: 

 1

2

1 3

1 1x
C

x x

x e x
C

e e
  

  


, и 
 2

2 3 2

1 1x
C

x x

x e x
C

e e
  

  


. 

Ги определуваме  и : 1C 2C

   1 1
x x x xC C x dx e xe dx e xe dx             

x

x

u x dv e dx

du dx v e





  
     

 

   x x x x x x
x

x
e xe e dx e xe e

e
               . 

 

   
2

2 2 2
2 2 2

x
x x x e

C C x dx xe e dx xe dx


      
     
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2

2
21

2 2

x

x
x

u x dv e dx

e
du dx v e






  
  
     

2 2 2

2 2 2
x xxe e dx e  1 1 1 x     

2 2 21 1 1
2 4 2

x x xxe e e      2 2
2

1 1 1
2 4 4

x x 2
x

x
xe e

e
  

   . 

Оттука:  

1 1 2 2py C y C y   2
2

1 2 1 2 2 1
4 4

x x
x x 4
x x x
e e x

e e

x  
    . 

Конечно, општото решение е: 
2

1 2
2 1

4
x x

h p

x
y y y C e C e


     . 

 Коментар. За вежба задачата може да се реши и со метод 
на неопределени коефициенти. 

 
 Задача 2. Да се реши диференцијалната равенка:  

2y y tg x  . 

 Решение. Имаме: 
2 1 0r    2 1r    1r i  . 

Следува:  

1 cosy x , 2 siny x ; од каде што: 

1 siny x  , 2 cosy x ; и 

1 1 2 2 1 2cos sinhy C y C y C x C x    . 

 Го решаваме системот равенки: 

 






xfyCyC

yCyC

2211

2211 0


1 2
2

1 2 2

cos sin 0
sinsin cos
cos

C x C x

x
C x C x

x

  


   

, 

2 2cos sin
cos sin 1

sin cos
x x

x x
x x

   


 , 

1

3
2

2

0 sin
sin

sin coscos
cos

C

x
x

x xx
x

     и 
2

2
2

3
2

cos 0
sin

sin cossin
cos

C

x
x

x xx
x

  


; 
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поради што: 

1

3

1 2

sin
cos

C x
C

x


   


, 2

2

2 3

sin
cos

C x
C

x


  


. 

Ги определуваме  и : 1C 2C

   23

1 2 2

1 cos sin cossin
cos cos sin

x x x tx
C dx dx

x x xdx dt

   
         

2

2 2

1 1 1 11 co
cos

t
dt dt t x

t t t x

             s ; 

и 

 
2 2 2

2 23 4 2

sin sin cos sin cos
cos cos 1 sin

x x x x x
C dx dx d

x x x

 
x   


    

sin x t 
cos xdx dt

     
 

 

22

22

2

1

11
2 1

t
u t dv

tt
t dt

t du dt v
t

         
  

  

   2 22 2

1 1
2 1 2 12 1 2 1

t dt t d

t tt t
   

   
t

 

  22

sin 1 1 1 sin 1 sin 1ln ln
2 2 1 2cos 4 sin 12 1 sin

x t x

t xx

 
  

 
x

x
. 

Следува:  

2 2
1 1 2 2

1 1 sin 11 cos ln sin
2 4 sin 1p

x
y C y C y x tg x x

x

  
         

. 

Значи, општото решение е: 
2

2
1 2

sin sin 1cos sin 1 cos ln
2 4 sinh p

tg x x x
y y y C x C x x

x


       

1
. 

 
 Задача 3. Види ја задачата 5.2.2. од првиот дел. 
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6-7. ДВОЕН И ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
6. ДВОЕН И ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
6.1. ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
6.1.1. ИТЕРИРАНИ ИНТЕГРАЛИ. ДЕФИНИЦИЈА НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Задача 1-2. Да се пресметаат итерираните интеграли: 

1)  
2 1

0

2
x

dx x y dy  ;  2) 
11

0 0

y

dy x ydx


  . 

 Решение. Имаме: 

1)    
2

0

1

2
x

dyyxdx

12 2

0

2
2

x

y
dx xy
 

     

 
2

2 2

0

12 2 1
2

x x x d
 

x       

2 2
2

0

12 2
2 2

x
x x d

 
     x   

2 2

0

1 32
2 2

x
x dx

 
    

22 3

0

1 32
2 2 2 3
x x

x
 

    
 










2

0

3
2

22
1 x
xx 4 1 4 1    . 

2)  



1

0

1

0

y

dxyxdy  
11

0 0

y

dy x yd x y


     
11 3

2

00

2
3

y

dy x y


   

 









1

0

2
3

1
3
2

dyy  

15
2

0

2 2
3 5
y y

 
   

 







 

5
21

3
2

5
2

5
3

3
2

 . 
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 Задача 3*. Да се пресмета по дефиниција двојниот 
интеграл , каде што  е областа ограничена со правите:  

D

xydxdy D

0x , 1x , 0y  и 1y . 
 Решение. Ја разбиваме областа   на квадрати со помош 
на правите:  

D

n

i
xi  , ni ,...,2,1 ;  j

j
y

n
 , nj ,...,2,1 . 

Притоа:  

n
xxx iii

1
1    и 

n
yyy iii

1
1   . 

Во секој од квадратите со страни  1,i ix x  и  1,i iy y  избираме 

точки:  

 ii yx , , 
n

i
xi  , j

j
y

n
 .  

Притоа:  

  2, ,i j

i j ij
f x y f

n n n
    

. 

Бидејќи подинтегралната функција е интеграбилна, важи: 

 
D

xydxdy  
 




n

i

n

j
jiji

n
yxyxf

1 1
,lim  

2
1 1

1 1lim
n n

n
i j

ij

n n n
 

 






 




n

j

n

i
n

ji
n 11

4

1lim  

  


2
4 211lim n
nn


 





 



2

4 2
11lim nn

nn
 

 





2

2

1lim
4
1

n

n
n




 2

2 12lim
4
1

n

nn
n

 

2

1 2 1lim 1
4 4n n nµ

æ ö÷ç + + =÷ç ÷çè ø
1

. 
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6.1.2. ОБЛАСТ И ГРАНИЦА НА ИНТЕГРАЦИЈА НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Задача 1. Да се скицира областа на интеграција на 
интегралот:  

 
2

2 2

1

,
x

x

dx f x y dy



  . 

 Решение. Границите на интеграција се:  

1 2x   , 2 2x y x   ; 

каде што долната и горната гранична крива се: 
2y x , 2y x   (цртеж 6.2.1). 

 

 
Цртеж 6.1.2.1. 

 
 Задача 2. Да се скицира областа на интеграција на 
интегралот:  

 
1

0

,
y

y

dy f x y dx  . 

 Решение. Областа на интеграција е: 

0 1y  , y x y  ; 

каде што левата и десната гранична крива се: 

y x  и y x  2y x ,  (цртеж 6.2.2). 0x 
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Цртеж 6.1.2.2. 

 
 Задача 3. Да се определат границите на интеграција за 
двојниот интеграл:  

 ,
D

I f x y dxdy  , 

ако  е областа ограничена со кружницата D 2 2 1x y   и 
полурамнината . 0y 
 Решение. Прв начин. Имаме: 

2 2 1x y   2 21y x    21y x   . 

Равенката на горната полукружница е: 21y x  . 

 
Цртеж 6.1.2.3. 

 
 Следува дека границите на интеграција се: 

1 1x    и 210 xy  ,  
од каде што: 
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 
21 1

1 0

,
x

I dx f x y dy




   . 

 
 Втор начин. Левата и десната гранична крива се: 

2 2 1x y   2 21x y   21x y   .  

Следува дека границите на интеграција се: 

0 1y  , 22 11 yxy  ;  

од каде што:  

 
2

2

11

0 1

,
y

y

I dy f x y dx


 

   . 

 
 Задача 4. Да се определат границите на интеграција за 
двојниот интеграл:  

 ,
D

I f x y dxdy  , 

ако  е областа ограничена со кривите: D y x , 2y x  и . 2y 
 Решение. Прв начин. Границите на интеграција се: 

за 0 1x   важи: 2x y x  ; и за 1 2x   важи: 2x y  . 

Следува:  

   
1 2 2 2

0 1

, ,
x x

x x

I dx f x y dy dx f x y dy     . 

 
 Втор начин. Областа се запишува во вид: 

0 2y  , yx
y


2

; 

oд каде што:  

 
2

0
2

,
y

y

I dy f x y dx   . 
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Цртеж 6.1.2.4. 

 
6.1.3. ПРОМЕНА НА РЕДОСЛЕД НА ИНТЕГРАЦИЈА 

 
 Задача 1-2. Да се промени редоследот на интеграција на 
следниве интеграли:  

 1)  
ln

1 0

,
e x

I dx f x y dy   ;      2)  
1 2

0

,
x

x

I dx f x y dy


   . 

 Решение. 1) Ја скицираме областа (цртеж 6.3.1). Ако 
интегрираме по y  па по x , границите ќе бидат:  

0 1y  , ye x e  , 

од каде што интегралот е: 

 
1

0

,
y

e

e

I dy f x y dx    

 
Цртеж 6.1.3.1. 
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 2) Ја скицираме областа (цртеж 6.3.2). Пресекот на y x  и 
2y x   е во точката со апциса:  

2x x   2 2x   1x  . 

 
Цртеж 6.1.3.2. 

 
Затоа за 0 1y   важи: 0 x y   и за 1 2y   важи: 0 2x y   .  
 Следува: 

   
21 2

0 0 1 0

, ,
y y

I dy f x y dx dy f x y dx


     . 

 
 Задача 3-4. Да се промени редоследот на интеграција на 
следниве интеграли: 

 3)  
21 11

0 2

,
y

y

I dy f x y dx
 



   ;      4)  
51

0

,
y

y

I dy f x y dx


   . 

 
 Решение. 3) Имаме: 

21 1x y    2 21 1 /x y  
1x

  2 21 1x y   . 

Пресекот на 2x y   со 21 1x y    е во точките со ординати: 
22 1 1y y      2 21 1y y    2 21 2 1y y y    

22 2y y 0    2 1y y   0  0y  , 1y  . 

Заради: 
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 2 21 1x y    2 22 1 1x x y     2 22y x x   22y x x    

горната полукружница ( ) има равенка 0y  22y x x  . 

 Следува за 1 2x  , важи: 22 2x y x x    , односно: 

 
22 2

1 2

,
x x

x

I dx f x y dy




   . 

 
Цртеж 6.1.3.3. 

  
 4) Горната крива од областа (цртеж 6.3.4) аналитички е 
зададена со три равенки, и затоа ја делиме на три подобласти: 

0 1x  , 0 y x  ; 1 4x  , 0 1y  ; и 4 5x  , 0 5y x   . 

Следува: 

     
1 4 1 5 5

0 0 1 0 4 0

, ,
x x

,I dx f x y dy dx f x y dy dx f x y dy


        . 

 

 
Цртеж 6.1.3.4. 
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6.1.4. ПРЕСМЕТУВАЊЕ НА ДВОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
 Задача 1. Види ја задачата 6.4.1 од првиот дел. 
 
 Задача 2. Да се пресмета интегралот: 

2 sin
D

I y xdxdy  , : 1 cos , 0, 0,D y x y x x      . 

 Решение. Областа на интеграција е:  

0 x   , 0 1 cosy x   .  

 
Цртеж 6.1.4.2. 

Следува: 

1 cos
2

0 0

sin
x

I xdx y dy
 

  
1 cos3

0 0

sin
3

x
y

xdx
 

  3

0

1 1 cos sin
3

x xdx


   

1 cos 0 1 cos0 2
sin 1 cos 0

x t x t

xdx dt x t 
       

         
 

 
0 2

3 3

2 0

1 1
3 3
t dt t dt   

24
4

0

1 1 2
3 4 12 3
t 4

  . 

 
 Задача 3. Да се пресмета интегралот: 


D

dxdy
y

x
2

2

, : 2, ,D x y x xy 1   . 

 Решение. Имаме: 
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y x , 1xy   2 1x   1x   . 

 
Цртеж 6.1.4.3. 

 


D

dxdy
y

x
2

2 2 2

2
11

x

x

x
dx dy

y
 

2
2

11

1
x

x

x dx
y

 
   

2
2

1

1
x dx x

x
     

 
2

3

1

x x dx 
24 2

1

16 1 4 1 15 3 9
4 2 4 2 4 2 4
x x   

       
. 

 
6.1.5. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ДВОЕН ИНТЕГРАЛ  
СО ПРЕМИН ВО ПОЛАРНИ КООРДИНАТИ 

 
 Задача 1. Види ја задачата 6.5.1 од првиот дел. 
 
 Задача 2. Да се пресмета интегралот: 

2 2

D

x y dxdy , 2 2 2 0: , 0,D x y a x y    . 

 Решение. Со равенките: 

 cosx ,  siny ,  dddxdy  ; од каде што: 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos sin cos sinx y 2              

преминуваме во поларни координати.  
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Новата област на интерација е: 
2

0   , a 0 . Следува: 

2 2

D

x y dxdy 
2

2

0 0

a

d d



     
3 3

2
0

03 2 3 6

a
a a 3  

   . 

 
Цртеж 6.1.5.2. 

 
 Задача 3. Да се пресмета интегралот: 

2 2 1
D

dxdy
I

x y


  , 2: 1 ,D y x y 0   . 

 Решение. Ја скицираме областа која е ограничена со 
горниот дел од централна кружница со радиус 1 и x -оската.  
 

 
Цртеж 6.1.5.3. 

Следува: 

2 2 2

cos 0
sin 0 1

x dxdy d d
I

y x y

      
   

   
      
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1

2
0 0 1

d
d

  



 

2 1

2
2

t

dt
d dt d



   

  
  
    

  

 
1

2

0 1
0

1 lln ln 2 ln1
2 2 2 2
dt

t
t

  
    

n 2
. 

 
6.1.6. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ДВОЕН ИНТЕГРАЛ СО  
ПРОМЕНА НА РЕДОСЛЕДОТ НА ИНТЕГРАЦИЈА 

 
 Задача 1. Со промена на редоследот на интеграција, да се 
реши интегралот: 

 
3

2 2 2
2

a a

a x

x
I dx dy

x y




  , a . 0

 Решение. Областа ја запишуваме во вид: 

2
a

y a  , 
2
a

x y  . 

 
Цртеж 6.1.6.1. 

  Следува:  

 
1

3
2 2 2

2 2

ya

a a

I

x
I dy dx

x y




 


. 
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 Го пресметуваме внатрешниот интеграл: 

 

2
2 2 2

1 3
2 2 22

2

2 4
2 2

y

a

a a
x x y t x t y

I dx

x y xdx dt x y t y

 
       

 
      

   

2

22

2
22

2
2

2

2
1

22 02

3
2

4
4

4

1 1 1
12 2
2

y

yy y

a
ya

y a
y

dt t

t
t









   


 2
2

1 1
2

4
y a

y

 



. 

Затоа: 

2
2

2

1 1
2

4

a

a

I dy
ya

y

 
 
   
 

  


2

2

2

1ln ln
4 2

a

a

a
y y y

  
    

  
  

2 2 2
2 1ln ln ln ln

4 2 4 4 22
a a a a a

a a a
                    



1 1 1 1 1ln 1 1 ln ln
4 2 4 4 2

2

a
а а

a

   
            

   

2 5 1 2 1ln ln ln 2
2 2 2

a a
 

  
2 5 ln 2ln
1 2 2





. 

 
6.2. ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
6.2.1. ПОСЛЕДОВАТЕЛНИ ИНТЕГРАЛИ 

 
          Задача 1-2. Да се пресметаат следниве интеграли: 

1) 

1
7

2

1 1 0

ln
e x

I dy dx z xdz    ;   2)  
0 0 0

a b c

I dx dy x y z dz     . 

 Решение. Имаме: 

1) 

1
7 2

2

1 1 0

ln
2

e xz
I dy xdx  

2
7

1
1

1 ln
2

e x
y d

x
x   
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ln 1 ln1 0
1 ln 1

x t
x t

x e t edx dt
x

      
     

 
1

2

0

1 7 1
2

t dt 
13

0

13 3
3 3
t 1  . 

 

2) 
2

0 0 0
2

ca b z
I dx dy xz yz

 
      

2

0 0 2

a b c
dx xc yc dy

 
       

2 2

0 02 2

ba y c
dx xcy c y
 

   
 


2 2

0 2 2

a b c bc
bcx dx
 

      

2 2 2

0
2 2 2

a

x b c bc
bc x x
 

    
 

2 2 2

2 2 2
a bc ab c abc

    
 

2
abc a b c 

. 

 
6.2.2. ПРОМЕНА НА РЕДОСЛЕДОТ НА ИНТЕГРАЦИЈА 

 
          Задача 1-2. Да се промени редоследот на интеграција во 

тројниот интеграл:  
2

2 2 2

1 1 1

1 1

, ,
x

x x y

I dx dy f x y z dz


   

    , 

         1) интегрирајќи по x , , ; z y
         2) интегрирајќи по , z y , x . 
 Решение.  Областа е:  

11  x , 2 21 1x y x     , 2 2 1x y z   . 

 
Цртеж 6.2.2.0. 
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 Равенката 21 xy   ја определува полукружницата 

, ; додека 2 2 1x y  0y  21y x    полукружницата , 

. Равенката 

2 2 1x y 

0y  22 yxz  го определува конусот , 
. Ја скицираме областа (цртеж 6.2.2.0). 

2 2z x y  2

0z 
 1) Интегрираме по x , , z y . Од скицата на областа на 
тројниот интеграл  заклучуваме дека: 11  x . 
 Ако во равенките 2 2z x y2   и  1z   ставиме , ги 
добиваме граничните криви на проекцијата на областа во 

0y 
xOz - 

рамнината:  

2 0z x  2  т.е. z x  и 1z  . Следува дека: 1 zx . 

  
Цртеж 6.2.2.1. 

 
 Променливата  се движи од левиот до десниот полуконус. 
Бидејќи: 

y

2 2z x y2   222 xzy   22 xzy  ,  
важи:  

2 2 2 2z x y z x     .  
Значи: 

 
2 2

2 2

1 1

1

, ,
z x

x z x

dx dz f x y z dy


  

     . 

 
 2) Интегрираме по , z y , па по x . За првата променлива 

важи 10  z . Ако во граничните површини 2 2z x y2   и  
ставиме 

1z 
0x   ги добиваме граничните криви на проекцијата на 
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областа во zOy -рамнината,  т.е. 2z y 2 y z   и 1z  . Следува: 
zyz  . Заради:  

2 2 y2z x   22x 2 yz   2y2zx  , 

за точките  , ,x y z  од областа важи: 2 2 2z 2z y x y    . 

 
Цртеж 6.2.2.2. 

Затоа:  

 
2 2

2 2

1

0

, ,
z yz

z z y

I dz dy f x y z dx


  

    . 

 
6.2.3. ПРЕСМЕТУВАЊЕ ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
Во декартови координати 

 
 Задача 1. Да се пресмета тројниот интеграл:  

 sin
V

I zx xy dxdydz  , 

каде што V  е областа ограничена со рамнините:  

2x , 
2
5

x , 0y , y , 0z  и 2z . 

 Решение. Го скицираме телото и неговата проекција на 
xOy  рамнината. Границите се броеви. Следува дека интегралот е: 

   
5 5

22 2

2 0 0 2 0

sin sindx dy zx xy dz xdx xy dy
  22

02
z

I         
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Цртеж 6.2.3.1.1.   Цртеж 6.2.3.1.2. 

 

   
5 5
2 2

2 20

cos 4 2 cos 1
2

xy
xdx x dx

x






    
5
2

2

sin2 x
x




     

1 5 5 1 12 sin sin 2 2 2 1
2 2 2
  2

  
                         

 . 

 
 Задача 2. Да се пресмета тројниот интеграл:  

 31V

dxdydz
I

x y z


   , 

каде што V  е областа ограничена со рамнините:  

0x  , 0у  ,  и 0z  1x y z   . 

 Решение. Го скицираме телото и неговата проекција на 
xOy -рамнината. Границите се: 

0 1x  , 0 1y x    и 0 1z x y    . 
Следува: 

I 
 

11 1

3
0 0 0 1

x yx dz
dx dy

x y z

 


      

1
1 1

2
0 0 0

1
2 1

x y
x

dx dy
x y z

 



      

 

1 1

2
0 0

1 1 1
2 4 1

x

dx dy
x y

  
   

   
 

11

0 0

1 1 1
2 4 1

x

dx y
x y


 

     
  
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Цртеж 6.2.3.2.1.   Цртеж 6.2.3.2.2. 
 

 
1

0

1 1 1 11
2 4 1 1 1

x dx
x x x

          
1

0

1 1 1 1 1
2 4 4 2 1

x dx
x

       

12

0

1 3 1 ln 1
2 4 4 2

x
x x

 
     

 

1 3 1 ln 2 ln1
2 4 8
      
 

1 5 ln 2 5ln 2
2 8 2 16
     
 

. 

 
 Задача 3. Види ја задачата 7.4.2 од првиот дел. 

 
Со премин во цилиндрични 

или обопштени цилиндрични координати 
 

 Задача 4. Да се пресмета тројниот интеграл:  

 2 2

V

I x y dxdydz  , 

каде што V  е областа ограничена со површините:  

0z  , 
2 2

2
x y

z


 и 2 2 4x y  . 

 Решение. Ја скицираме областа и нејзината проекција во 
xOy -рамнината. Потоа преминуваме во цилиндрични координати: 

cosx   , siny   , z z ; 
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од каде што важи: dxdydz d d dz    и 2 2x y 2  . Параболоидот 

во цилиндрични координати има равенка: 
2

2
z


 . Границите се: 

0 2   , 0 2   и 
2

0
2

z


  . 

 
Цртеж 6.2.3.4.1.   Цртеж 6.2.3.4.2. 

Следува: 

I 

2

22 2 22
2 3 2

0
0 0 0 0

2d d dz d z


 

            

2 2
3

0

2
2

d
   

2
5

0

d   
26

0

64 32
6 6 3
    . 

 
 Задача 5. Да се пресмета тројниот интеграл:  

V

I zdxdydz  , 

каде што  е областа ограничена со конусот V 2 2h
z x

r
  y и 

рамнината hz  . 
 Решение. Може да сметаме дека  и 0r   \ 0h . За 

 областа не е определена. Прв случај: .  0h  0h 
 Пресекот на конусот и рамнината е определен од равенките: 

2 2h
h x

r
  y  2 2r x y   22 2x y r   r   и . hz 
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Поларната равенка на конусот е: 
h

z
r
 . Следува: 

 
Цртеж 6.2.3.5.1. 

 
Цртеж 6.2.3.5.2. 

 
2 2

0 0 0

2
2

hr h r

hh
rr

z
I d d zdz d





            

2
2 2

2
0

r h
h d

r
   

 
   

2
2 3

2
0

r h
h d

r
   

 
     

2 2 4
2

2
0

2 4

r

h
h

r

 
 

   

2 2 4 2 2
2

22 4 4
r h r h r

h
r


 

   
. 

 Втор случај: 0h  . Подинтегралната функција и првите две 
граници се исти, само третите граници се во спротивен редослед, па 
интегралот има спротивна вредност на претходниот, т.е.: 

2 2 2

0 0 4

h
r r

h

h r
I d d zdz

        . 
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7. ПРИМЕНА НА ДВОЕН И ТРОЕН ИНТЕГРАЛ 

 
7.1. ПЛОШТИНА НА РАМНИНСКИ ЛИК 

 
Ограничен со графици на експлицитно зададени функции 

 
 Задача 1. Види ја задача 6.7.1.2. од првиот дел. 

 
 Задача 2. Да се пресмета плоштината на ликот ограничен 

со кривите: cosy x , cos 2y x , 0,
2

x
    

. 

 Решение. Ја скицираме областа. 

 
Цртеж 7.1.1.2. 

 
 Од цртежот се определуваат границите на интеграција: 

за 0
4

x


  , важи: cos 2 cosx y x   и за 
2 4

x
 
  , 0 cosy x  . 

Следува: 

cos cos4 2

0 cos2 0
4

x x

D x

P dxdy dx dy dx dy

 



       
4 2

cos cos

cos2 0
0

4

x x

x
dx y dx y

 



    

 
4 2

0
4

cos cos 2 cosx x dx xdx

 



   
4

2

40

sin 2sin sin
2
x

x x





    
 

 

1 1sin sin sin sin sin
4 2 2 2 4 2 2 2

1    
     . 
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 Задача 3. Да се пресмета плоштината на помалата фигура 
ограничена со параболата  и кружницата . xy 22  822  yx

Решение. Го бараме пресекот на параболата и кружницата:  

822  yx , xy 22   0822  xx   

   4 2x x 0    4x   , 2x  . 

Вредноста 4x  
2x

 отпаѓа бидејќи равенките од системот немаат 
смисла. За   добиваме 2y   . 

 

Цртеж 7.1.1.3. 

 Фигурата со x -оската е поделена на два еднакви дела. 
Затоа: 

2
D

P dxdy  












 

2

0

22

2

2822 dxxdxx  

 Првиот интеграл е табличен, а вториот се решава со 
тригонометриската смена 8 sinx t , од каде што: 8 cosdx tdt . 

За 
1 22 2 2 2 sin sin

2 42
x t t t


        ; 

за 2 2 2 2 2 2 sin sin 1
2

x t t t


       ; и 

 
cos 0

2 2 2 28 8 8sin 8 1 sin 8 cos 8 c
t

osx t t t


       t . 

Следува: 



 
7. Примена на двоен и троен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

313 

23 2
2

0
4

22 2 2 8 cos 8 cos
3

P x t tdt 





     tdt
2

4

2cos168
3

24




 




  tdt
t2

4

2
2cos116

3
16





2

4

16 sin 28
3 2

t
t





     
 

16 18 sin sin
3 2 4 2 2

  
          







 

2
1

4
8

3
16  2

3
4
 . 

 
Ограничен со криви чии равенки се во поларни или  

обопштени поларни координати 
 

 Задача 4. Види ја задачата 6.7.1.3. од првиот дел. 
 
 Задача 5. Да се пресмета плоштината на ликот образуван 
од кривите: 1 cos    и cos  . 
 Решение. Важи: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d    и 2 2x y 2  . 

0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

 
Цртеж 7.1.2.3. 

Плоштината на ликот е разлика од плоштините на 
кардиоидата и кружницата: 

 
1

1 cos1 cos 2
2

1
0 0 0 00

2 2 2 1 cos
2D

P dxdy d d d d
       



           
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 2

0

1 2cos cos d


      
0

0

1 cos 22sin
2

d


   
    

0

1 sin 2 3
2 2 2



2
  

         
;  

и 

2

2 2
D

P dxdy 
coscos2 2 2

0 0 0 0

2 2
2

d d d

 
         

2
2

0

cos d



  
2

0

1 cos 2
2

d



 


2

0

1 sin 2 1
2 2 2 2



4
       

. 

 До заклучокот се доаѓа и директно бидејќи втората крива е 

кружница со радиус 
1
2

r  , па 2
2 4
P r

  . Конечно: 

2 1
3 5
2 4 4

P P P
  

     . 

 
7.2. ПЛОШТИНА НА ПОВРШИНА 

 
 Задача 1. Да се пресмета плоштината на делот од 
цилиндарот:  

zx 22  , 

што го oтсекуваат рамнините: , 2 0x y  0y  , 2y x  и 3x  . 
 Решение. Ги скицираме површината и нејзината проекција 
на xOy -рамнината. Просторната скица е помалку значајна, треба 
само да утврди кој график на површина е горе, а кој долу. 

  
Цртеж 7.2.1.1. 
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Цртеж 7.2.1.2. 

 

 За 21
2

z x , p x  и 0q  . Следува: 

3 2
2 2 2 2

0
2

1 1 1
x

xD D

P p q dxdy x dxdy dx x dy            

3
22

20

1 | xxx y dx 
3

2

0

3 1
2
x

x dx     23 1
2 2

0

13 1
2 2

d x
x


 

     
3 332 2 2

0

3 1 2 1 1 71 1 3 1 8
2 2 3 2 2 2|x

  1        
. 

 
 Задача 2. Види ја задачата 6.7.2.2. од првиот дел. 

 
 Задача 3. Да се пресмета плоштината на делот од конусот:  

2 2z a x y  , ; 0a 

што гo oтсекуваат цилиндрите:  и 222 ryx  2 2 2x y R  , r R . 
 Решение. Имаме: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d   , 2 2x y 2  . 
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Цртеж 7.2.3.1.   Цртеж 7.2.3.2. 

 
Цртеж 7.2.3.3. 

 
 Површината се состои од 4 еднакви дела од кои еден е во 
првиот октант. Во овој случај интегралот не се усложнува ако се 
пресмета на целата област, т.е. нема потреба да ја користиме 
симетријата. Заради: 

2 2 2 2

2
2

x x
p

a x y a x y
 

 
, 

2 2 2 2

2
2

y y
q

a x y a x y
 

 
; 

плоштината е: 

2 21
D

P p q dxdy   
   

2 2

2 2 2 2 2 2
1

D

x y
dxdy

a x y a x y
 

  

 2 2 2 2 2

2 2
D

a x y x y
dxdy

x y

  


  2 1
D

a dxdy   

2
2

0

1
R

r

a d d


      
2

2 21 2 1
2

R

r

a a R
 2 2r      . 



 
7. Примена на двоен и троен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

317 

 
 Задача 4. Да се пресмета плоштина на делот од сферата 

 ограничен со рамнината 2 2 2 1x y z   0z  . 
Решение. Имаме: 

 cosx ,  siny ; од каде што:  dddxdy   и . 222  yx

Во пресечните точки важи: 2 2 2 1x y z   , 0z  ; т.е. . 122  yx

 Равенките на полусферите што ги отсекува рамнината се:  

2 2 2 1x y z    2 21z x 2y    2 21z x y    ,  

За 2 2  1z x y , 
2212

2
yx

x
p




 , 

2 2

2
2 1

y
q

x y




 
 и 

2 21 p q  
2 2

2 2 2 21
1 1

x y

x y x y
  

     2 2

1

1 x y


  2

1
1 

. 

 
Цртеж 7.2.4.1.   Цртеж 7.2.4.2. 

 
 Рамнината ја дели сферата на два еднакви дела. Во условот 
на задачата не е прецизирано на кој дел треба да се најде 
плоштината, но тој услов е ирелевантен бидејќи и двата дела имаат 
исти плоштини. Следува:  

2 21
D

P p q dxdy   
2 1

2
0 0

1
1

d d


  





 
2 2

2

1 2 2 0 1
1 01

t d tdt t

d tdt tt

   
  

       
       
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0 1

1 0

2 2tdt
dt

t
2  

   . 

 
 Задача 5. Да се пресмета плоштината на делот на сферата: 

, што се наоѓа во цилиндарот , . 2222 azyx  ayyx  22 0a

Решение. Поларните координати се: 

 cosx ,  siny ; од каде што:  dddxdy   и . 222  yx

Ја средуваме равенката на цилиндарот: 

ayyx  22  2 2 0x y ay     
2 2

2 0
2 4
a a

x y
      


2 2

2

2 4
a a

x y
     

. 

Равенките на цилиндарот и сферата во поларни координати се: 

ayyx  22   sin2 a   sina . 
2222 azyx   2222 yxaz    

222 yxaz   2 2z a    . 

    
Цртеж 7.2.5.1.  Цртеж 7.2.5.2. 

 
Ги определуваме изразите кои се јавуваат во интегралот: 

2 2 2

2
2

x
p

a x y




 
, 

2 2 2

2
2

y
q

a x y




 
  

од каде што: 
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2 21 p q  
2 2

2 2 2 2 2 21 x y

a x y a x y
  

   
 

2 2 2 2 2

2 2 2

a x y x y

a x y

   


  2 2 2

a

a x y


  2 2

a

a 
. 

 
Површината се состои од 4 еднакви дела, два во горниот и два во 
долниот дел од сферата. Границите на делот што се наоѓа во 

првиот октант се: 0
2
   и 0 sia n   . Затоа: 

2 24 1
D

P p q dxdy   
sin2

2 2
0 0

4
a

a d d
a


  





   

2 2

2 2 2

2 2 0
sin cos

a t d tdt t a

a t d tdt a t a

   
     

       
 

       
 

 
cos 0

2 2 2 2 2 2 2sin 1 sin cos cosa a a a a


  
      

 
  

cos2

0

4
a

a

tdt
P a d

t




 
  

2

0 cos

4
a

a

a d dt





  
2

cos
0

4 a

a
a d t




 

 
2

0

4 cosa a a d



    
2

2

0

4 1 cosa d



  

   2 22
0

4 sin 4 1 2
2

a a a
     2 2      

. 

 
 Задача 6. Да се пресмета плоштината на површината на 
телото ограничено со цилиндрите: 2 2 2x z a   и . 222 azy 

Решение. Пресечните прави на цилиндрите се: 
2 2 2x z a  , 2 2 2y z a   2 2 2 2x z y z    2 2x y  yx  . 

Ја изразуваме екслицитно равенката: 
222 azx   222 xaz   22 xaz   

Оттука:  
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2 2

x
p

a x





, 0q  ;  

и 

2 21 p q  
2

2 21 x

a x
 



2 2 2

2 2

a x x

a x

 


 2 2

a

a x
. 

     
Цртеж 7.2.6.1.   Цртеж 7.2.6.2. 

 
 Телото се состои од 16 еднакви дела, по два во секој октант. 
Затоа:  

2 216 1
D

P p q dxdy   
2 2

16
D

a
dxdy

a x





2 2
0 0

16
a x a
a dx dy

a x



  02 2

0

16
a

xa
a dx y

a x



 2 2

0

216
2

a xdx
a

a x




 
  

 2 2

0
16

a

a a x   216 16aa a . 

 
 Задача 7. Да се пресмета плоштината на делот од 

параболоидот 
2 2

4 6
x y

z    што го отсекува цилиндарот 1
94

22


yx

. 

 Решение. Го скицираме телото и неговата проекција на 
xOy -рамнината. 

Од 
64

22 yx
z  , следува дека: 

24
2 xx

p   и  
2
6 3
y y

q     .  



 
7. Примена на двоен и троен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

321 

 
Цртеж 7.2.7.1.   Цртеж 7.2.7.2. 

 
Обопштените поларни координати се:  cos2x  и  sin3y ; 

од каде што: 6dxdy d d    и 
2 2

2

4 9
x y   . Подинтегралната 

функција е: 
2 2

2 21 1
4 9
x y

q 21        . Равенката на 

елипсата во обопштени координати е: 
2 2

1
4 9
x y

   12 
0

 1  .  

 Следува, плоштината е: 

2 21
D

P p q dxdy   
2 2

1
4 9D

x y
dxdy  

2 1
2

0 0

1d d


       

2

2 2

1 2 2 0 1

1 1

t d tdt t

t d tdt t

   

   

      

2
 

      
 

 
22 3

2

1 1

22 2 2 2
3 3
t

t dt
  1   . 

 
 Задача 8. Да се пресмета плоштината на делот од 
хиперболоидот z xy  што го отсекува цилиндарот: 2 2 1x y  . 

 Решение. Поларните координати се: 

 cosx ,  siny  од каде што:  dddxdy   и . 222  yx
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 Од z xy  добиваме дека:  

p x , q y ; 
и 

2 2 2 21 1q x y 21        . 

 
Цртеж 7.2.8.1.   Цртеж 7.2.8.2. 

 
Следува, плоштината е: 

2 21
D

P p q dxdy    2 21
D

x y dxdy  
2 1

2

0 0

1d d


       

2

2 2

1 2 2 0 1

1 1

t d tdt t

t d tdt t

   

   

      

2
 

      
 

 
22 3

2

1 1

22 2 2 2
3 3
t

t dt
  1   . 

 
7.3. ВОЛУМЕН НА ТЕЛО 

 
 Задача 1. Види ја задачата 6.7.3.4 од првиот дел. 
 
 Задача 2. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 
со површините: 21y x  , 5y  , 0z   и 3z x . 
 Решение. Пресекот на површините е: 

5y  , 21y x   25 1 x   2 4x   2x   . 

Значи пресекот e пар рамнини. Го скицираме телото. 



 
7. Примена на двоен и троен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

323 

  
 Цртеж 7.3.2.1.   Цртеж 7.3.2.2. 

 

D

V zdxdy    2

2

2 5 2 2
5 2
1

0 0 01

2 3 6 6 5 1
x

x

dx xdy xdx y x x dx




         

   
22 2 4

3 2

0 0

166 4 6 4 6 2 2 6 8 4 24
2 4 4
x x

x x dx
              

  
 . 

 
 Задача 3. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 
со површините: y x , 3y x , 0z  ,  и 2 21z x y   . 
 Решение. Имаме: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d   , 2 2x y 2  . 

  
Цртеж 7.3.3.1.   Цртеж 7.3.3.2. 
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Поларните равенки на површините се: 

3 sin 3 cos 3
3

y x tg
            ; 

sin cos 1
4

y x tg
            ; и 

2 21z x y    21z   . 
 

 
Цртеж 7.3.3.3. 

Површините 2 21z x y   , y x , 3y x  и 0z  , формираат 
четири тела со конечен волумен, кои по парови се еднакви. 
Неравенките одредуваат дека се бара волуменот на телото што 
лежи во првиот октант: 

D

V zdxdy     
1 13

2 33

40 0
4

1d d







d              

12 4

0

1 1 1
3 4 2 4 12 2 4 12 4 48
                   
    

. 

 
 Задача 4. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 
со сферата: 2 2 2 2x y z    и конусот: 2 2z x 2y   така што: 

2 2z x 2y  . 
 Решение. Пресекот на површините е во: 

2 2 2 2x y z   , 2 2z x 2y   2 2 2z z   2 1z   1z   . 
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 Оттука, 2 2 1x y  . Проекцијата на пресечните криви ја 
определува областа на интеграција. 

  
Цртеж 7.3.4.1.   Цртеж 7.3.4.2. 

 
Цртеж 7.3.4.1. 

Поларните координати се: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d   , 2 2x y 2  . 

Равенките на сферата и конусот во поларни координати се: 

2 2 2 2x y z    2 22z x 2y    2 22z x y      
22z     и 2 2z x 2y   2 2z x y    2z     . 

Следува: 

 2 12
D

V z z dxdy    
2 1

2

0 0

2 2d d


         
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1 1
2 2

0 0

2 2 2 d d     
 

        

2

2 2

2 2 2 0
2 1

t d tdt t

t d tdt t

   
   

        2
1

 
       

 

 
1 21 23 3

2

12 0 1

1 14 4 4
3 3 3

t
t t dt t dt

  
    

3
               

    

   8 2 12 2 1 1 44 2 2 2
3 3 3 3


 

     
. 

 
 Задача 5. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 
со цилиндрите: 2 2 2x y a   и 2 2 2x z a  . 
 Решение. Ја изразуваме експлицитно равенката на 
цилиндарот што ја содржи променливата : z

2 2 2x z a   2 2z a x2   2 2z a x   . 

 Го скицираме телото кое се состои од 8 еднакви дела. Затоа: 

 

Цртеж 7.3.5.1.   Цртеж 7.3.5.2. 

8
D

V zdxdy  2 28
D

a x dxdy 
2 2

2 2

0 0

8
a a x

dx a x dy


    

2 2
2 2

0
0

8
a

a x
a x dx y

   2 2

0

8
a

a x dx 
3

2

0

8
3

a

x
a x
 

   
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3 3
3 168

3 3
a a

a
 

   
. 

 
 Задача 6. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 

со површините: 22 yxz   и 2 2z x y  . 

 Решение. Имаме: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d   , 2 2x y 2  . 

 
Цртеж 7.3.6.1.   Цртеж 7.3.6.2. 

 

Цртеж 7.3.6.3.   Цртеж 7.3.6.4. 
 
За пресечните точки важи: 

2 2z x y  , 2 2z x y   2 2 2 2x y x y    2 2 1x y   1  . 

Равенките на телата во поларни координати се: 

22 yxz   z   и 2 2z x y   2z  . 

Следува: 

 2 1
D

V z z dxdy    
2 1

2

0 0

d d


        
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 
1

2 3

0

2 d    
13 4

0

1 1 12 2 2
3 4 3 4 12 6
  

  
            

. 

 
 Задача 7*. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 
со површините: ,  и 22 yxz  2 2 1x y  0z  . 
 Решение. Имаме: 

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d   , 2 2x y 2  ; 

x y  cos sin     1tg  
4


  ; 

22 yxz  , 0z   2 2 0x y   x y  . 

Телото се состои од четири тела со еднакви волумени, две над и 
две под xОy  рамнината. Секое од нив со координатните рамнини 

 и  се дели на по две еднакви тела. xОz yОz

 
Цртеж 7.3.7.1.   Цртеж 7.3.7.2. 

 
Цртеж 7.3.7.3. 
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Значи: 

8
D

V zdxdy   2 28
D

x y dxdy ,  

каде што: 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos sin cos sin cos 2x y               ,  

и  

0
4
   и 0 1  .  

Следува: 

1 14 4
2 3

0 0 0 0

8 cos 2 8 cos 2V d d d d

 

              

144

0 0

sin 28 sin s
2 4 2



  
  in 0 1 . 

 
 Задача 8. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 

со елипсоидот 12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x  и конусот 
2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
 . 

 Решение. Воведуваме обопштени поларни координати: 

cosx a  , siny b  , од каде dxdy ab d d   , 
2 2

2
2 2

x y

a b
  . 

Ја определуваме пресечната крива: 

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, 2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
 

2

2

2 1z

c
 

2
c

z   ; и 

2

2

2

2

2

2

2c
c

b

y

a

x
 

2 2

2 2

1
2

x y

a b
   2 1

2
  

1
2

  . 

 Равенките на елипсоидот и конусот во обопштени поларни 
координати се:  

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x


2 2
2

2 2 21 1x y
z c c

a b


 
        

; 

2

2

2

2

2

2

c

z

b

y

a

x
 

2 2

2 2

z x y

c a b
   

2 2

1 2 2

x y
z c c

a b
     . 



 
7. Примена на двоен и троен интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

330 

 
Цртеж 7.3.8.1.   Цртеж 7.3.8.2. 

Следува дека: 

 2 12
D

V z z dxd  y   
1

2 2
2

0 0

2 1d c c ab d


       
1 1
2 2

2 2

0 0

1 d d     
 
 2 2abc    
  
   

2

2 2

1 2 2 0 1
1 11
2 2

t d tdt t

t d tdt t

   

   

       
           

 

 
1 1
2 3 2

1 0

4
3

abc t t dt


 
    
  


1
2

1
2

14
3 2 2

abc t dt
 
     
  

13

1
2

14
3 6 2
t

abc
 
  
 
 

1 1 14
3 3 2 2 6 2

abc  
    

 

 1 1 4 1 24 1
3 3 33 2 2

abc abc
abc

     
          

2 2 . 
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 Задача 9. Да се пресмета волуменот на телото ограничено 

со параболоидот 2 2 1
2

z x x y y      и рамнината 
1
2

x y z   . 

 Решение. Ја средуваме равенката на параболоидот: 
2 21 1 1 1

2 4 2 4
1

z x y            
    2


2 21 1 1

2 2
z x y          

   
. 

За пресечните точки на рамнината и параболоидот важи: 

1
2

z x y   , 2 2 1
2

z x x y y       

2 21 1
2 2
x y x x y y        2 2 1x y  . 

 
Цртеж 7.3.9.1.   Цртеж 7.3.9.2. 

 
Забележуваме дека рамнината е над телото. Следува: 

 2 1
D

V z z dxdy    2 21 1
2 2D

x y x x y y dxdy         
   

 2 21
D

x y dxdy      
2 1 1

2 3

0 0 0

1 2d d


d              

12 4

0

1 1 12 2 2
2 4 2 4 4 2
   

          
  

 . 

 
 Коментар. Заради поголема визуелизација, просторните 
скици се нацртани во програмскиот пакет математика, со избрана 
точка на поглед и размер. 
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8.1. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
По експлицитно зададени графици на функции 

 
 Задача 1. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

 2
C

I x y ds  , 

каде што  е искршената линија:  C :ABC  0,0A ,  0,1B  и .  1,2C
 Решение. Искрешената линија се состои од две отсечки. 
Интегралот е збир од интегралите по секоја од отсечките. 

   

1 2

2 2
AB BC

I I

I x y ds x y ds    
 

. 

 
Цртеж 8.1.1. 

 
 Ги пресметуваме двата интеграла. И двете отсечки се дел од 
прави кои имаат равенки од обликот  y y x  чиј елемент на лак е 

21ds y   . Имаме: 

:AB  0y   0y  , 0 1x  , 21ds y dx   .
 11 2

1
0 0

1
2 2
x

I xdx   .
 

   : 1, 0 , 2,1BC B C ;  1 0 1
2 1

y x


 


 1y x   1y  ; 

21  x ; 21 2ds y dx dx   . 

Следува дека интегралот е: 
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  
2

2
1

2 1 2I x x dx     
2

1

2 2 x dx   

22

1

2 2
2
x

x
 

   
   1 22 2 2 1 4 1

2 2
      

. 

Оттука:  
1 2 1
2 2 2

I


  
2

. 

 Втор начин на пресметување на 2I . За разлика од првиот 
интеграл, вториот интеграл, што е најчест случај, може да се 
пресмета и со изразување на  x x y  (во овој случај на интервалот 

постои пар меѓусебно инверзни функции). Имаме:  

1x y  ,  0,1y ; од каде што: 1x   и 21 2ds x dy dy   . 

 Следува:    
1 1

2
0 0

1 2 2 2 1I y y dy y dy        

12

0

1 22 2 1
2 2
y

y
         

   2
. 

 
 Задача 2. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

C C

xyds  , 

каде што  е контурата на правоаголникот : C ABCD
 0,0A , ,  0,4B  2,4C  и  2,0D . 

 Решение. Кривата се состои од четири отсечки. Две се дел 

од прави со равенки y c  чиј елемент на лак е 21ds y dx  , 

додека другите две со x c , каде што: 21ds x dy  . 

 :AB  0y   0y  ; ; dxds  20  x .
 :BC  4x   0x  ; 21ds x dy dy   ; 20  y .

 :CD  2y   0y  ; 21ds y dx dx   ; 2 4x 
 :DA  0x   0x  ; 21ds x dy dy   ; 0 2y  . 
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Цртеж 8.1.2. 

 Следува:
 

C AB BC CD DA

         
2

0

40 ydy
4

0

2 0xdx  
2 42 2

0 0

4 2 2
2 2
y x 4 16 24     .

 
 

 Задача 3. Види ја задачата 8.1.3. од првиот дел. 
 

По параметарски зададени рамнински криви 
 

 Задача 4. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

I 
C

xyds , 

каде што  е делот од елипсата: C
2 2

2 2 1x y

a b
   што лежи во прв 

квадрант. 
 Решение. Задачата ќе се реши полесно ако ги искористиме 
параметарските равенки на делот од елипсата во прв квадрант: 

cosx a t , siny b t , 0,
2

t
    

. 

Следува: sinx a t  , cosy a t  и  

 dtyxds 22  2 2 2 2sin cosa t b t dt . 
 

 Сега го сведуваме криволинискиот интеграл на единечен: 
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I 
2

2 2 2 2

0

cos sin sin cosa tb t a t b td



 t  . 

 
Цртеж 8.1.4. 

 
Воведуваме смена: , од каде што: 2 2 2 2sin cosu a t b t 

    2 2 2 22 sin cos 2 cos sin 2 sin cosdu a t t b t t dt a b t tdt     . 

Кога 2b0t u    и кога 2

2
t u а


   . 

Затоа: 

I 
   

22

2 2

3
2

2 2 2 2

2
32 2

aa

b b

du ab
ab u u

a b a b
 

 
 
 

3 3

2 23

ab a b

a b






  
  

 
 

2 2 2 2

3 3
ab a b a ab b ab a ab b

a b a b a b

    


  
. 

 
 Задача 5. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

4 4
3 3

C

I x y d
 

    s , 

каде што  е кривата: C
2 2
3 3

2
3x y a  . 

 Решение. Кривата  е астроида. Нејзините параметарски 
равенки се: 

C
:C 3cosx a t , 3siny a t ,  0,2t  .  

 Поради симетричноста на кривата  и површината C

z 3
4

3
4

yx   важи 
1

4
C

I zds  , каде што  е делот од астроидата 1C
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C  во прв квадрант, т.е. за 0,
2

t
   

. Ги пресметуваме изводите и 

елементот на лакот: 

 2 23 cos sin 3 sin cosx a t t a t    t 23 sin cos, y a t t ; 

 и 

 dtyxds 22 
sin ,cos 0

2 4 2 2 4 29 cos sin 9 sin cos
t t

a t t a t tdt


   
2 23 sin cos cos sina t t t tdt  tdtta cossin3 . 

 
Цртеж 8.1.5. 

 
На крај го определуваме интегралот:  

   
2 4 4

3 33 3

0

4 cos sin 3 sin cosI a t a t a t tdt



 
    

4 42
4 43 3

0

12 cos sin sin cosa a t a t t tdt



 
   

 
7 2

5 53

0

12 cos sin sin cosa t t t t dt



   

   
7 2 2

5 53

0 0

12 cos cos sin sina td t dt td t d

  
 t   
  
   
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7 6 62 2
3

0 0

cos sin12
6 6
t t

a

  
   
 
 

7
312 cos cos 0 sin sin 0

6 2 2
a

       
  

7 7
3 32 2 4a a . 

 
По параметарски зададени просторни криви 

 
 Задача 6. Да се пресмета криволинискиот интеграл: 

 2 2 2

C

I x y z ds   ,  

каде што  е кривата: C tax cos , tay sin , btz  ;  2,0t . 
 Решение. Имаме: 

sinx a t  ,  и cosy a t z b ; 
од каде што: 

 dtzyxds 222   dtbtata 22222 cossin  

 2 2 2 2 2 2sin cosa t t b dt a b dt    . 

 
Цртеж 8.1.6. 

Следува: 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2

0

cos sinI a t a t b t a b dt


      

  
2

2 2 2 2 2 2 2

0

cos sina b a t t b t dt


     
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 
2

2 2 2 2 2

0

a b a b t dt


  
23

2 2 2 2

0
3
t

a b a t b


 

    
 

3
2 2 2 2 82

3
a b a b




 
     










3
82

32
222  b
aba . 

 
 

8.2. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 
 

По експлицитно зададени графици на функции 
 
 Задача 1. Да се пресмета криволинискиот интеграл: 

 
C

I xydx x y dy   , 

каде што  0,0A ,  1,1B ,  1,0C  и C  е кривата: 

 1) ABC  ,  каде што AB  е дел од правата xy  ; 

 2) C AB , каде што AB  е лакот од параболата ; 2xy 

 3) , каде што  е искршена линија. C ACB ACB
 Решение. 1) Кривата е отсечка. Користејќи го цртежот го 
сведуваме криволинискиот интеграл на единечен. 

y x  dy dx  и 0 1x  . 

 
Цртеж 8.2.1.1. 

Следува, интегралот е: 

 
1 1

2 2

0 0

2 2I x dx xdx x x dx     
13 2

0

1 42 1
3 2 3
x x 

3
    

 
.
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 2) Имаме: 
2xy   2dy xdx  и 0 1x  ; 

од каде што интегралот е: 

   
1 1

3 2 3 2 3

0 0

2 2 2I x dx x x xdx x x x dx         

 
1

3 2

0

3 2x x dx 
14 3

0

3 2 9 8 173 2
4 3 4 3 12 12
x x  

     
 

. 

 
Цртеж 8.2.1.2. 

 
 3) Интеграл по искршена линија е збир од интегралите по 
отсечките кои ја сочинуваат. Ги пресметуваме интегралите по 
отсечките AC  и CB : 

 
Цртеж 8.2.1.3. 

 
AC : 0y  0dy ; и 0 1x  , од каде  што: 0 

AC

. 
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CB : 1x  0dx ;  0 1y  ;  
од каде што: 

 
11 2

0 0

1 31 1
2 2

CB

y
y dy y

 
2

          . 

Значи: 
3
2

AC CB

I     . 

 
По параметарски зададени просторни криви 

 
 Задача 2. Види ја задача 8.2.3. од првиот дел. 
 
 Задача 3. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

2 2

5 5
3 3C

x dy y dx

x y




 , 

каде што C  е кривата: ,  од точката  до 

точката . 

tax 3cos tay 3sin  0,aA 
 aB ,0

 Решение. Диференцијалите се: 

 2 23 cos sin 3 sin cosdx a t t dt a t tdt    ; 
23 sin cosdy a t td t . 

 
Цртеж 8.2.3. 

 
Кривата е астроида. Вредноста на параметарот во двете точки е: 
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3 3: cos cos 1 cos 1A x a а t а t t t 2k         , ;  k
и  

3 3: sin sin 1 sin 1 2k
2

B y a а t а t t t
           , . k

 Кога не се дадени допуштените вредности на параметарот, 
подразбираме дека кривата се исцртува еднаш, т.е.  0, 2t  . Во 

тој интервал точката  се добива за А 0t  , додека B  за 
2

t


 . 

Затоа: 

2 2

5 5
3 3C

x dy y dx

x y







    
   

2 6 2 2 6 22

5 5
3 30 3 3

cos 3 sin cos sin 3 sin cos

cos sin

a t a t t a t a t t
dt

a t a t



  



  

 

2 3 2 7 3 7 2

5
5 50 3

3 sin cos 3 sin cos

cos sin

a t t a t t
dt

a t t



 



  

 
 

2 2 5 52
3

5
5 50 3

sin cos sin cos
3

cos sin

t t t t
a dt

a t t



 





24 2
3

0

sin 23
2
t

a d



     t  

4 22
3

0

sin 23
4
t

a dt




4 2
3

0

3 1 cos 4
4 2

t
a d




t   

 
4 4 3 42
3 3

0

3 sin 4 3 1 3sin 2 sin 0
8 4 8 2 4 1

t a
a t a



6
           

   
. 

 
 Задача 4. Да се пресмета криволинискиот интеграл:  

 
C

I y z dx zdz   , 

каде што   е кривата: C tax cos , tay sin , btz  ,  0,2t  . 

 Решение. Во оваа задача треба да пресметаме 
криволиниски интеграл по просторна крива зададена параметарски. 
Сведувањето на единечен интеграл е аналогно како во рамнинскиот 
случај. 
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sindx a tdt
I

dz bdt

  
    

  
2

2

0

sin sina t bt a t dt b tdt


   

2

0



 

2 2
2 2 2

0 0

sin sina tdt ab t tdt b tdt
 

     . 

 
Цртеж 8.2.4. 

 
 Ги пресметуваме трите интеграла: 

22 2
2

0 0 0

1 cos 2 1 sin 2sin
2 2 2

t t
tdt dt t

          
1 2
2

  ; 

 
2 2

2

0
0 0

sin
sin cos cos

cos
u t dv t

t tdt t t tdt
du dt v t

 
  

            

2
02 cos 2 sin 2 sin 2 sin 0 2t             ;  

и 
22 2 2

2

0 0

4 2
2 2
t

tdt
     . 

Конечно: 

 2 2 2 22 2 2 2I a ab b b ab a2           . 
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8.3. ГРИНОВА ФОРМУЛА 

  
 Задача 1. Види ја задача 8.3.3. од првиот дел. 
 
 Задача 2. Со помош на Гриновата формула да се пресмета 
интегралот:  

   22 22
C

I x y dx x y dy    , 

каде што  е триаголникот: , C  1,1A  2,2B ,  3,1C . 
 Решение. Имаме:  

2 22 2P x y   од каде што: y
y

P 4



  

и 

 2yxQ  , од каде што:  2 2Q 2x y x
x

y


   


. 

 
Цртеж 8.3.2. 

 

   2 2 4 2
D D D

Q P
I dxdy x y y dxdy x y dxdy

x y

  
               

 

 
 

2 4

1

2 1: 1 1
2 1 2

2 3: 2 2 4
2 1

x

x

AB y x y x
dx x y dy

BC y x y x


          

       
  

   
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42 2

1

2
2

x

x

y
xy dx


 

        
2

22 2

1

12 4 4
2

x x x x x dx
          

 
2

2 2 2

1

12 4 2 16 8
2

x x x x x dx   
2

2

1

2 4 2 8 4        x x x dx     

 
2

2

1

2 8 8 2x x dx     
2

2

1

4 4 4x x dx   
22 3

1

4 4 4
2 3
x x

x
 
    

  

     14 4 2 1 2 4 1 8 1
3

         
7 14 4 6 4
3 3

    4
3

         
   

. 

 
 Задача 3. Со помош на Гринова формула да се пресмета 
интегралот:  

31 y

C

y
I arctg dx y e dy

x x
  , 

каде што  е кривата што ја ограничува областа:  C

:D  , 94 22  yx xy 0 . 

 Решение. Имаме: 

x
arctg
x

P 
y1  2 2 22 2

2 2

1 1 1 1 1 1

1

P

y x y 2y x x x x y
x x


  

 


 и 

yeyQ  3  0


x

Q
.  

 
Цртеж 8.3.3. 
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Следува:  

D

Q P
I dxdy

x y

  
       2 2

1

D

dxdy
x y


 . 

 Преминуваме во поларни координати: 

cosx   , siny   ; од каде што: dxdy d d    и 2 2 2x y   . 

Притоа, 0
4
   и 2 3  . Значи: 

3 34
3

4
2 0 2

0 2 2

1 1 ln
4

I d d d


      

 
        

  3ln 3 ln 2 ln
4 4 2
 

    . 

 
 Задача 4. Со помош на инова формула да се пресмета 
ривол

Гр
к инискиот интеграл:  

2 3

C

I x ydx x dy   , 

каде што е кривата .  C   422  yx
 Решение. Имаме: 

2 yxP  2x
y

P





 и 3  xQ  23x
x

Q





. 

 
Цртеж 8.3.4. 

Со примена на Гриновата формула добиваме: 
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 2 2 23 4
D D D

Q P
I dxdy x x dxdy x dxdy

x y
           . 

 Преминуваме во поларни координати: 

  

cosx   , siny   ; од каде што: dxdy d d    и 2 2 2x y   . 

Притоа, 0 2    и 0 2  . Затоа: 

 
2 2

2 2

0 0

4 cosI d d


      
2 2

2 3

0 0

4 cos d


      

22 4

0 0

1 cos 24
2 4

d
  


2

0

1 sin 2 16 8 2 16
2 2


       

 . 

 
 Задача 5*. Со помош на ринова формула да се пресмета 
ривол

Г
к инискиот интеграл:  

   2 2 2 21 1
C

x y
I f x

   
   dx g y dy

x y x y
         

, 

 каде што е кривата определена со областа :  C   D

xy 2 , 222  yx , 0y . 

 Решение. Границит  областа маат венки: е на  и ра

222  yx , xy 2  и 0y   (1). 

 
Цртеж 8.3.5. 

 Ги определуваме пре :  
 

сечните точки

2 2x 
2 0x y 

 2x  ; 2 0y   0y  . 
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022  xx     012  xx  2x   , 1x  . 

 За 2x    не е исполнета втората равенка од (1), па 1x  . 
Оттука, 2 1y  , каде што бидејќи , добиваме:  0y  1y .  
 Парцијалните изводи на подинтегралните функции се: 

 22 2
2

1

1P
x y

y x y


  
; 

 

 22 2
2

1

1Q
y x

x x y


  
 и 



     2 22 2 2 2 2 2

2 2 4

1 1 1

Q P xy xy xy

x y 2
x y x y x y

  
   

       
. 

Со примена на Гриновата формула добиваме: 

D

Q P
I dxdy

x y

  
        22 2

4

1D

xy
dxdy

x y


 


 
 

2

2

2 221

22 2
0

1
4

2 1

y

y

yd x y
dy

x y

  


 
 

2

2

21

2 2
0

12
1

y

y

dy y
x y


 
    


1

2 2 4 2
0

2
1 2 1

y y
dy

y y y y

 
         


1 1

4 2
0 0

2 2
1 3

y y
dy dy

y y


   . 

Притоа: 
1

4 2
0

2
1
ydy

y y


 
2 0 0

2 1
y t y t

ydy dt y t

    
1

      

1

2
0 1

dt

t t


   

1

2
0 1 11

2 4

dt

t


    
 



1

1

22
0

0

1
2 2
3 31 3

22 2

tdt
arctg

t


 

      
   

  

1

0

2 2 1
3 3

t
arctg




2 3 1
3 3 3
arctg arctg
   
 

 

2
3 63
    
 

2
63 3 3
 
 ; и  

11 2

0 0

2 2
3 3 2

y
ydy

1
3

  .  
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Конечно: 
1
33 3

I


  . 

 
8.4. НЕЗАВИСНОСТ ОД ПАТОТ  ИНТЕГРАЦИЈА 

 
 Задача 1. Види ја задачат 4.4. од првиот дел. 

 НА

а 8.
 
 Задача 2. Да се пресмета тегралот: ин

 
 

 1,1
2 33 1

0,0

I x ydx x dy   . 

 Решение. Бидејќи не е дадена кривата која ги поврзува 
двете крајни точки, интегралот не зависи од тот на интеграција. 
За секој случај проверуваме дали е исполнет условот за 

па

независност: 

  22 33 xyx
yy

P








 и   
xx

23 31 xx
Q









. Значи 
x

PQ





y


. 

 
Цртеж 8.4.2. 

 
Следува дека постои функција таква што   U  : 

dU Pdx Qdy   т.е. 
U

P
x





  и 

U
Q

y





.  

Тогаш: 

 U Pdx y     yydxx 23    y 3y
x 
3

3
3

; и  yyx 

U
Q

y





  3 3 1x y x      1 y   y y  . 

Значи, 3U x y y  , од каде што: 

   

 1,13

0,0
1 1 2I x y y     . 
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 Задача 3. Да се докаже дека интегралот: 

2.
4

2

1.
6

2I xydx x dy





 
  

 
  

  , 

не зависи од патот на интеграција, а потоа да се пресмета неговата 
вредност. 
 Решение. Како контрола, проверуваме дали е исполнет 
условот за независност од патот на интеграција. Претходно ги 
определуваме подинтегралните функции и нивните парцијални 
изводи: 

xyP 2 x
y

P 2



; 2xQ , од каде што: 
y

P

x

Q








  x
x

Q 2



. 

Следува дека условите се исполнети. 
 Прв начин. Ја применуваме постапката за решавање на 
интегралот преку определување на функцијата чиј тотален 
диференцијал е записот под интегралот. Избираме прво да ја 
интегрираме функцијата .  P

 U Pdx y      
2

2 2
2
x

xydx y y y      2 x y y . 

U
Q

y





  2 2x y x     0y     0y  . 

Значи, 2U x y , од каде што: 

2,
4

1,
6

I U




 
  
 
  

 
2,

2 4

1,
6

x y




 
  
 
  


54

4 6 6 6
     


. 

 Втор начин. Избираме да ја интегрираме функцијата .  Q

     2 2U Qdy x x dy x x y x         и 

U
P

x





  2 2xy x xy     0x     0x  . 

2U x yЗначи, . Понатаму интегралот се пресметува како при 
првиот начин. 
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9. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ 

 
9.1. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ПРВ ТИП 

 
 Задача 1. Види ја задачата 9.1.3. од првиот дел. 

 
 Задача 2. Да се пресмета површинскиот интеграл: 

42
3

S

I z x y d
      S , 

каде што  е делот од рамнината S 1
432

zyx

 во прв октант. 

 Решение. Имаме: 

1
432

zyx 

42 4
3

x y z   
44 2
3

z x   y  ; 

од каде што: 

2




x

z
p , 

4
3

z
q

y


  


 и 2 2 16 611 1 4
9 3

p q      . 

   

   Цртеж 9.1.2.1.   Цртеж 9.1.2.2. 
Следува: 

4 4 614 2 2
3 3 3D

I x y x y dxdy
        
 

614
3D

dxdy 

 4 61 4 61 2 3 4 61
3 3 2

P D


  . 
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 Коментар. Плоштината на областа се пресметува и 
директно: 

 
3 1

22 2 23 1
2

0
0 0 0 0

3 1
2

x
x

x
P D dx dy dx y dx

       
       

       

22

0

1 13 3 2
2 2 4
x

x
   4 3        

. 

 
 Задача 3. Да се пресмета површинскиот интеграл од прв 
тип: 

S

I xdS  , 

каде што  е делот од сферата S 2 2 2 2x y z R    што се наоѓа во 
прв октант. 
 Решение. Воведуваме поларни координати: 

cosx   , siny   ; од каде што: dxdy d d    и 2 2x y 2  . 

    
Цртеж 9.1.3.1.  Цртеж 9.1.3.2. 

Имаме: 
2 21

D

I x p q dxd    y . 

Ја изразуваме равенката на површината во експлицитен вид:  

2 2 2 2x y z R    2 2 2z R x 2y    2 2z R x 2y   . 

Оттука: 
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2 2 2

x
p

R x y




 
 , 

2 2 2

y
q

R x y




 
 и  

2 21 p q  
2 2

2 2 2 2 2 21 x y

R x y R x y
 

   
  

2 2 2 2 2

2 2 2

R x y x y

R x y

   


  2 2 2 2 2

R R

R x y R 


  
. 

Следува: 

2

2 2
0 0

cos
R R

I d d
R



    


 


 
22

2 2
0 0

cos
R

R d d
R



  
  , 

каде што: 

1I 
2

0

cos d



   2
0

sin sin sin 0 1
2

     ; 

и  

2I 
2 2

0

d
R

R

 






 2 2

2 2 2 2

2 2

2

d Rd
u dv

R R

du d v R

 
 

 

 
   

   
 

    

 

2 2 2 2

0 0

RR

R R d       
sin 0 0

cos
2

R t t

d R tdt R t

 
 

    
  
    
 

 

 
cos 0

2 2 2 2 2 2 2 2sin 1 sin cos cos
t

R R R t R t R t R t
        

 
  

2

0

cos cosR tR tdt




2

2 2

0

cosR tdt




2

2

0

1 cos 2
2

t
R dt




  

2 2

0

sin 2
2 2
R t

t



   
 

2 2

2 2 4
R R 

 . 

Конечно:  
2 3

1 2 4 4
R R

I RI I R
 

   . 
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 Задача 4. Да се пресмета површинскиот интеграл од прв 
тип: 

 2 2

S

I x y d  S , 

каде што  е површината на телото образувано од површините:  S
22 yxz  и 1z . 

 Решение. Површината  се состои од површините: S

1 :S  1z ; и  2 :S 2 2z x y  . 

 
Цртеж 9.1.4.1.   Цртеж 9.1.4.2. 

 
На секоја од површините важи: 

1 :S  1z dxd, dS y  и  
1

2 2

S D

x y dxdy   ; и 

2 :S  2 2z x y  , 
222

2
yx

x
p


 , 

222
2

yx

y
q


 , и 

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 21 1 x y x y x y
p q

x y x y x y

  
      

  
2  т.е. 

2dS dxdy  и  
2

2 22
S D

x y dxdy   . 

Интегралот на површината  e збир од интегралите на  и ,  S 1S 2S

1 2S S

I        2 21 2
D

x y dxdy  . 
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Интегралот го решаваме со премин во поларни координати: 

cosx   , siny   ; од каде што: 

dxdy d d    и 2 2x y 2  ; и 0 2   , 0 1  . 

Значи: 

 
2 1

2

0 0

1 2I d d


        
14

0

1 2 2
4
   

   1 211 2 2
4 2





  . 

 
 Задача 5. Да се пресмета површинскиот интеграл од прв 
тип:  

2 2
S

dS
I 2x y z


  , 

ако   е дел од цилиндарот  во прв октант, ограничен 
со рамнините 

S 222 Ryx 
0x  , 0y  , 0z   и 0mz . 

 Решение. Проекцијата на површината во xOz -рамнината е 
определена со: 0 x R  , 0 z m  . Важи: 

2 2 2x y R 
0y

 2 2y R x  ; 

  
Цртеж 9.1.5.1.   Цртеж 9.1.5.2. 

од каде што: 

22222
2

xR

x

xR

x

x

y












, 0


z

y
 и 2 21 p q    
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2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 x R x x R

R x R x R x

 
  

  
 т.е. 

2 2

R
dS dxdz

R x



. 

Затоа: 

2 2 2 2 2 2

1

D

R
I dxdz

x R x z R x
 

   
  2 2 2 2

D

dxdz
R

R z R x


 
  

2 22 2
0 0

1 1R m

R dx dz
R zR x




 
0 0

1arcsin
R m

x z
R arctg

R R R
  

 arcsin1 arcsin 0 0
2

m m
arctg arctg arctg

R R

     
. 

 
9.2. ПОВРШИНСКИ ИНТЕГРАЛ ОД ВТОР ТИП 

 
 Задача 1. Види ја задачата 9.2.4. од првиот дел. 
 
 Задача 2. Да се пресмета површинскиот интеграл: , 

каде што  е надворешната страна на елипсоидот: 


Ѕ

zdxdy

S 12

22


c

z
22

2


b

y

a

x
. 

 Решение. Равенката на површината ја изразуваме 
експлицитно: 

12

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x


2 2

2 2

2

1z x
2

y

c a
  

b
 2

2

2

2

1
b

y

a

x
cz  . 

 
Цртеж 9.2.2.1. 

 Равенките:  
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2S : 
2 2

2 21 x y
z c

a b
   , : 1S

2 2

2 21 x y
z c

a b
     

ја определуваат горната и долната страна на површината . S
 Нормалниот вектор на надворешната страна на површината 
гради нетап агол со  и неостар агол со . 2S 1S

 
Цртеж 9.2.2.2. 

 
 Затоа интегралот по површината  ќе го претставиме како 
збир од интеграли по површините  и : 

S

21S S

2 1S S S

zdxdy zdxdy      

2 2 2 2

2 2 2 21 1
D D

x y x y
c dxdy c dxdy

a b a b
          

2 2

2 22 1
D

x y
c dxdy

a b
  

2 2
2

2 2

cos 0 2
0 1sin

x a dxdy ab d d

x y
y b

a b

    
 
  

          
 

 

2 1
2

0 0

2 1c d ab d


       

21 0
2 1

t t

d dt t

 
  

     1
0

 
     

 

10 1 3
2 2
0

1 0 0

1 22 4 2
2 2 3
dt abc

abc t abc tdt abc t
 4

3
    

  . 
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 Задача 3. Да се пресмета интегралот:  

2 2

S

I x y zdxdy  , 

каде што  е внатрешна страна на долната половина на сферата:  S

2222 Rzyx  . 

 Решение. Нормалниот вектор на внатрешната страна на 
површината со -оската гради остар или прав агол, поради што 
пред двојниот интеграл избираме знак „+“. Од: 

z

2222 Rzyx   2 2 2z R x 2y    2 2z R x 2y    , 

равенката на долната половина на површината е:  

2 2 2z R x y    . 

     
Цртеж 9.2.3.1    Цртеж 9.2.3.2. 

Затоа: 

 2 2 2 2 2

D

I x y R x y dxdy     

R

 

2 2 2

cos 0 2
sin 0

x dxdy d d

y x y

      
   

    
      

 

   
2

2 2 2 2 2 2

0 0

cos sin
R

d R d            

1 2

2
2 2 4 2 2

0 0

cos sin
R

I I

R d


       


.  
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Заради прегледност одделно ги пресметуваме двата интеграла: 

● 
2

2 2

0

cos sin d


   
22

0

sin 2
2

d
     
 

2 2

0

sin 2
4

d
     

2

0

1 1 cos 4
4 2

d
  

  
2

0

1 sin 4 1 12 sin8 sin 0
8 4 8 4



4
             

   
;  

и 

● 4 2 2

0

R d
R

    

2 2
2

2 2

0
2

0

R t
t R

d dt
R t

R t




 




  
   

        

 

 
2

0
22

2
R

dt
R t t 

  
2 1

4 2 2 2

0

1 2
2

R

R R t t t dt    

2 1 3 5
4 22 2 2

0

1 2
2

R

R t R t t dt
 

    
2

3 5 7
4 22 2 2

0

1 2 2 22
2 3 5 7

R

R t R t t
 

   
 

 

4 3 2 5 71 2 4 2
2 3 5 7
R R R R R

    
 

7 7 71 2 1
3 5 7
R R R    

71 2 1
3 5 7

R
     

7
735 42 15 8

105 105
R

R
 

 . 

Конечно, 
7 78 2

4 105 105
R R

I
 

    . 

 
 Задача 4. Да се пресмета површинскиот интеграл: 

I 
Ѕ

zdxdy xdxdz ydydz  ; 

каде што површината  е триаголникот со темиња во точките: S

 6,0,0А ,  и  0,6,0B  0,0,6C . 

 Решение. Од равенката на површината ја изразуваме 
експлицитно променливата : z

1
666

zyx

 6x y z    6z x y   . 

 Површинскиот интеграл може да се претстави како сума од 
три интеграла: 
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I 
Ѕ Ѕ Ѕ

zdxdy xdxdz ydydz     

          
Цртеж 9.2.4.1.    Цртеж 9.2.4.2. 

Го пресметуваме секој од нив: 

1
Ѕ

I zdxdy   6
D

x y dxdy  
0 6

0 6
x

y x

  
    

 

 
6 6

0 0

6
x

dx x y dy


     
66 2

0 0

6
2

x

y
dx x y


 

   
 

  

   26
2

0

6
6

2
x

dx x
 

   
 
 


 26

0

6
2
x
dx


  

6
2

0

1 36 12
2

x x dx    

62 3

0

1 36 12
2 2 3

x x
x

 
   

 

3 3
2 21 6 1 636 6 6 6 6 36

2 3 2 3
 

       
 

. 

2
Ѕ D

I xdxdz xdxdz    
6 6 6

6

0
0 0 0

x
x

xdx dz xdx z


     

 
6

0

6 x xdx   
6

2

0

6x x dx 
62 3

0

6
2 3
x x 

  
 

 

3
2 2 2 263 6 3 6 2 6 6 36

3
        . 

 Заради симетрија, x y , важи: 2 3I I . Конечно, 

36 2 36 108I     . 
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Цртеж 9.2.4.3. 

 
 

9.3. ФОРМУЛА НА ГАУС-ОСТРОГРАДСКИ 
 

 Задача 1. Види ја задачата 9.3.2 од првиот дел. 
 

 Задача 2. Да се пресмета површинскиот интеграл: 

I 
S

xdydz ydxdz zdxdy  , 

каде што  е надворешната страна на сферата S 2 2 2x y z а2   : 
 а) директно, 
 б) со примена на формулата на Гаус-Остроградски. 
 Решение. a) Имаме: 

I 
S S S

xdydz ydxdz zdxdy    . 

 Поради симетрија на интегралите, x y z   x , важи:  

S S S

xdydz ydxdz zdxdy    . 

 Затоа доволно е да го пресметаме: 

3I 
2 1S S S

zdxdy zdxdy zdxdy    , 

каде што  e горната, додека  долната полусфера.  2S 1S

 Ја скицираме површината. Важи:  
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Цртеж 9.3.2.1.   Цртеж 9.3.2.2. 

2 2 2x y z а   2  2 2 2z а x 2y    2 2 2z а x y    . 
Следува:  

2S : 2 2z а x 2y    и : 1S
2 2z а x 2y    . 

Исто така,  2
,

2Sn k



  и  1

,
2Sn k



 . Затоа: 

3I  2 2 2 2 2 2

D D

а x y dxdy а x y dxdy         

2 2 22
D

а x y dxdy  . 

Со премин во поларни координати:  

cosx   , siny   , од каде што: dxdy d d    и 2 2x y 2  , 

добиваме дека: 0 2    и 0 а  . Затоа: 

3I 
2

2 2

0 0

2
a

d a d


     
2 2 20

2 0
a t t a

d dt а t

 
  

     
 

     
 

 
22

2

0 3 3 3
22 2

0 0

2 4 42 2 2 2
2 3 3

aa

a

dt a
t tdt t a

3
       

  . 

Оттука: 
3

3
3

43 3 4
3
a

I I a
    . 
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 б) Бидејќи површината е затворена може да се примени 
теоремата на Гаус-Остроградски. Притоа, ориентацијата на 
површината е соодветна на телото што го гради. Затоа: 

I 
V

P Q R
dxdydz

x y z

   
      

  1 1 1
V

dxdydz   3
V

dxdydz . 

Бидејќи последниот троен интеграл е волуменот на сферата, важи: 

I 
3

343 3 4
3S

a
V a

   . 

 Коментар. Тројниот интеграл може да го пресметаме и 
директно без да ја користиме формулата за волумен на сфера. 

 
 Задача 3. Со помош на теоремата на Гаус-Остроградски да 
се пресмета интегралот:  

I  2 2 2

S

x dydz y dxdz z dxdy  , 

каде што  е надворешната страна на коцката:  S
0 x a  , 0 y a  , 0 z a  . 

 Решение. Ја скицираме површината. Бидејќи површината е 
затворена може да се примени формулата на Гаус-Остроградски: 
 

           
Цртеж 9.3.3.1.  Цртеж 9.3.3.2. 

I 
V

P Q R
dxdydz

x y z

   
      

  2 2 2
V

x y z dxdydz    
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 2
V

x y z dxdydz    
0 0 0

2
a a a

dx dy x y z dz      

 
2

0 0 0

2
2

aa a z
dx dy x y z

 
   

 
   

2

0 0

2
2

a a a
dx x y a dy

 
   

 
   

2 2

0 0

2
2 2

aa y a
dx axy a y
 

   
 


3 3

2

0

2
2 2

a a a
a x dx
 

   
 
  

 
2 4 4

3 2 3 2 4

0 0

32 2 2 2
2 2 2

aa x a a
a a x dx a x a a a

   
         

   
 43 . 

 
9.4. ШТОКСОВА ФОРМУЛА 

 
 Задача 1. Види ја задачата  9.4.2. од првиот дел. 
 
 Задача 2. Со примена на Штоксовата формула да се 
пресмета криволинискиот интеграл:  

 
C

zdzdydxyx 32 , 

каде што  е кружницата C 2 2 1x y  , 0z  . 
 Решение. Заради прегледност ги запишуваме 
подинтегралните функции ,  и P Q R ; a потоа под нив ги 
запишуваме редоследно парцијалните изводи по x ,  и ; освен 
изводот чиј редослед се совпаѓа со редоследот на функцијата. 
Имаме: 

y z

  2 3P x y       1Q      zR   

  223 yx
y

P





  0


x

Q  0


x

R   

  0


z

P
       0



z

Q  0


y

R
  

На овој начин ако ги запишуваме функциите од десно кон лево и од 
долу кон горе, го добиваме редоследот во Штоксовата формула. 

C S

R Q P R Q P
dydz dxdz dxdy

y z z x x y

                           
    
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 2 20 0 0 3
S

dydz dxdz x y dxdy    2 23
D

x y dxdy   

 
Цртеж 9.4.2.1. 

 
(  cosx ,  siny  од каде што:  dddxdy  ) 

   
2 1

2 2 2 2

0 0

3 cos sind d


        
2 1

2 2 5

0 0

3 sin cos d d


        

=
122 6

0 0

sin 23
2 6

d
     
 

2 2

0

sin 2 13
4 6

 
 

2

0

1 1 cos 4
8 2

d
  

   

2

0

1 sin 4
16 4


    

 
 1 12 sin 8 sin 0

16 4
      

  8


 . 

 
 Задача 3. Со примена на Штоксовата формула да се 
пресмета криволинискиот интеграл: 

I       2 2 2 2 2 2

C

y z dx x z dy x y dz     , 

каде што  е просторната крива: C 2 2 2 6x y z   , 2 2x y z  . 

 Решение. За проекцијата на кривата 2 2 2 6x y z   , 
2 2x y z   на xOy  рамнината важи: 

2 6z z   2 6 0z z      3 2z z 0    3 2z z    ; 

Решението 3z    отпаѓа. За  добиваме: 2z  2 2 2x y  . 
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Цртеж 9.4.4.1.  Цртеж 9.4.4.2. 

 
Цртеж 9.4.4.3. 

Ги определуваме парцијалните изводи: 

 2P 2y z    2Q x z2    2 2R x y   

 2P
y

y





  2Q

x
x





   2R

x
x





 

 2P
z

z





  2Q

z
z





  2R

y
y





. 

Следува: 

I 
S

R Q P R Q P
dydz dxdz dxdy

y z z x x y

                          
   

     2 2 2 2 2 2
S

y z dydz z x dxdz x y dxdy     
 

     2
S

y z dydz z x dxdz x y dxdy     . 



 
9. Површински интеграл 

д-р Зоран Мисајлески 
 

366 

 За површина чија граница е просторната крива, го земаме 
делот од рамнината 2z  . Следува дека 0dz  , па првите два 
интеграла се нули. Значи: 

   2 2
S D

x y dxdy x y dxdy   I    

 
Цртеж 9.4.4.4. 

2 2 2

cos 0 2

sin 0 2

x dxdy d d

y x y

      

   

    
 

     
 

 
2 2

0 0

2 cos sind d


          
2 2

2

0 0

2 cos sin d d


        

 
23

2

0
0

2 sin cos 0
3

d
     . 
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10. ВЕКТОРСКА АНАЛИЗА 
 

10.1. СКАЛАРНO ПОЛE 
(СКАЛАРНО ПОЛЕ, ГРАДИЕНТ, ИЗВОД ВО ПРАВЕЦ). 

 
 Задача 1. Да се најде градиентот на скаларното поле:  

 2 2 2lnu x y z    во точката  1,0,1М .
 

 Решение. Градиент на скаларното поле  е векторското 

поле: 

u

, ,u u u
gradu

x y z

   
     

, каде што:   , ,
M

F F F
gradu M

x y z

   
     

. 

Имаме: 

  2 2 2

1 2u
x

x x y z




  
,    12

2
1




M

x

u
; 

   y
zyxy

u 21
222 







   00
2
1




M

y

u
; 

  z
zyxz

u 21
222 





    1 2 1
2

u
M

z


 


. 

Следува: 
   1,0,1gradu M  . 

 
 Задача 2.  Да се најде изводот на функцијата:  

2 2u x x y y z    

во точката  1,1,1М  во правец на векторот  1,3,3l 


.
  Решение. Изводот на функцијата  во правец на векторот 

, односно 
u

0l


l


, се пресметува по формулата: 

    0
0

u
M gradu M l

l








  каде што 0
l

l
l



 . 

Имаме: 

 22 ,2,21,, yyzxxy
z

u

y

u

x

u
gradu 

















 ,    1,3,3Mgradu ;  

и 
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 
0 2 2

1,3,3 1 3 3, ,
19 19 191 3 3

l
    
  


, 

од каде што: 

 
19

15
19
31

19
33

19
13

19
3,

19
3,

19
11,3,3 












l

u
. 

 
 Задача 3. Да се напишат равенките и имињата на еквиска-
ларните површини на скаларните функции: 

   а)    , , , ,u x y z x y z ;
 

б)
 
  2 2, ,u x 2y z x y z   . 

 
Решение. Еквискаларна површина што одговара на 

скаларна функција е површината што се состои од сите точки со 
иста вредност кои се слики на скаларната функција. 

 а) u C  2 2 2x y z C   , 0C   2 2 2 2x y z C   . 

Следува дека еквискаларните површини се сфери (цртеж 10.3.1). 

б) u C  2 2 2x y z C    2 2 2z x y C   . 

Следува дека еквискаларните површини се конуси (цртеж 10.3.2). 

  
10.1.3.1. Сфери  10.1.3.2. Конуси 

 
 Задача 4. Кој е правецот на најголемата промена на 
функцијата: 

zyzxu cossin   

во координатниот почеток? Во кои точки 0gradui


? 
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 Решение. а) Правец на најголема промена на едно поле во 

дадена точка е неговиот градиент. 

 Ги пресметуваме парцијалните изводи: 

sinu
z

x





, z
y

u cos



, zyzx
z

u sincos 



; 

од каде што нивните вредности во координатниот почеток М  се: 

     0u
М

x





,   1u

М
y


 


,   0u

М
z





. 

Следува дека градиентот е: 

   0, 1,0gradu М   . 
 2) Бидејќи: 

 1,0,0 , ,u u u u
igradu

x y z x

    
      


, 

важи: 

0 0 sin 0u
igradu z z k

x


      



, k .

 
 

 Задача 5. Дадено е скаларното поле   1lnu r
r




, каде што: 

222 zyxr  . Да се одредат точките во кои .1gradu  

 Решение. Прв начин. Имаме: 

 
2 2

1lnu r
2x y z


 


, 

од каде што: 

 
2 2 2

2 232 2 2

1 1 2
2

u x
x y z x 2x x y zx y z

             
. 

Од симетрични причини (кога x y z x   , u u ) следува дека:  

2 2

u y
2y x y z


 

  
 и 2 2

u z

z x 2y z


 

  
. 

Сега: 
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1gradu  
22 2

1u u u

x y z

                  
  

     
2 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2
1x y z

x y z x y z x y z
  

     
  

 
2 2 2

22 2 2
1x y z

x y z

 


 


2 2 2

1 1
x y z


 

 2 2 2 1x y z    1r . 

 

Втор начин. Имаме: 2

1 x
x

ru
r r

x r r

         
. Заради симетрија: 

yru

y r


 


 и zru

z r


 


. 

Следува: 

1gradu  
2 1gradu    

1
222
































z

u

y

u

x

u


2 2 2

2 1x y zr r r

r

   
 . 

Од 222 zyxr  , добиваме:  

2 2 2

1 2
2

x

x
r x

rx y z
  

 
.  

Заради симетрија y

y
r

r
   и z

z
r

r
  ; поради што:  

22 2 2
2 2 2

2 2 2 1x y

x y z r
r r r

r r

        . 

Значи: 

1gradu   2

1 1
r

  2 1 1r r   . 
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10.2. ВЕКТОРСКО ПОЛЕ (ВЕКТОРСКО ПОЛЕ, ДИВЕРГЕНЦИЈА, РОТОР) 

 
 Задача 1. Да се најде дивергенцијата на векторското поле:  

   
r

r
rfra


 , каде што:  , ,r x y z


 и 2 2r x y z2   . 

 Решение. Дивергенцијата на векторското поле се пресмету-

ва по формулата: 
z

a

y

a

x

a
adiv zyx
















. 

 Прв начин. Векторското поле го запишуваме во вид: 

           






















zyx aaa

z
r

rf
y

r

rf
x

r

rf
zyx

r

rf
r

r

rf
a ,,,,   

и  

2 2 2

2
2

x

x x
r

rx y z
  

 
. 

Притоа: 
     

2
x xx

f r r r f r r f ra
x

x r r

  
  


     

2 x

f r r f r f r
r x

r r

 
    

     
2

f r f r f rx x
x x

r r r r r


  

     2 2
2 3

f r f r f r
x x

r r r


  .

 

Од симетрични причини x y z   x y za a a   следувa дека: 

     
r

rf
y

r

rf
y

r

rf

y

ay 


 2
3

2
2

'
  

и 
     

r

rf
z

r

rf
z

r

rf

z

az 

 2

3
2

2

'
. 

Оттука: 
         2 2 2 2 2 2
2 3 3

f r f r f r
diva x y z x y z

r r r


       


 

               2 2
2 3 3 3 2

f r f r f r f r f r f r
r r f r f r

r r r r r


       

r
. 
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 Втор начин. Векторското поле го запишуваме преку 
крајните променливи: 

   
2 2 2

, ,
, ,

f x y z
a x y z

x y z


 

 



2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,xf yf zf

x y z x y z x y z

 
 
       

, 

каде што:  2 2 2f f x y z   . Значи: 
2 2 2x

xf
a

x y z


 
 и:  

   
 

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

x
x x

xf x y z xf x y za

x x y z

     
 

  
 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

x x
f xf x y z xf

x y z x y z

x y z

 
    

      
 

 

 

2 2

32 2 22 2 2
2 2 2 2

f x f x f

x y zx y z x y z


 

    
 (1), 

каде што:  2 2 2f f x y z    . Поради симетрија: 

 

2 2

32 2 22 2 2
2 2 2 2

ya f y f y f

y x y zx y z x y z

 
  

     
 (2) , и  

 

2 2

32 2 22 2 2
2 2 2 2

za f z f z f

z x y zx y z x y z


  

     
 (3). 

Со собирање на (1)-(3) добиваме: 

   
 

2 2 2 2 2 2

32 2 22 2 2
2 2 2 2

3 x y z f x y z ff
diva

x y zx y z x y z

   
  

    


  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 2f f f
f f

x y z x y z x y z
    

     
. 
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 Задача 2.  Да се определат константите ,  и ; така што 
векторското поле: 

а b c

   2, , 2 , 3 , 4 2a x y z x y az bx y z x cy z      


 

да биде потенцијално. 
 Решение. Полето е потенцијално ако 0arot


. Имаме: 

 2 2xа x y az    3ya bx y z    4 2za x cy z   ; 

 2xa

y





    ya b

x





    4za

x





  ; 

 xa a
z





    1ya

z


 


   za c

y





   (1). 

од каде што следува дека: 

 , , 0,y yx xz z
a aa aa a

rota
y z z x x y

    
           

 0,0   

  1, 4, 2 0,0,0c a b      1c   , 4a  , 2b  . 

 Коментар. Забележуваме дека записот е ист со записот во 
Штоксовата формула. Затоа на ист начин од (1) се запишуваат 
членовите во векторот ротација rota


, како парови разлики одејќи 

од долу кон горе, и од лево кон десно. Квадратната шема (1) се 
формира така што се запишуваат координатните функции и под нив 
се пресметуваат соодветните изводи. 
 
 Задача 3. Да се определи константата , така што 
векторското поле: 

а

   2, , 2 4 , 3 , 4 2a x y z x y z ax y z x y z      


 

да биде потенцијално. 
 Решение. Имаме: 

 2 2 4xа x y z    3ya ax y z    4 2za x y z   ; 

 2xa

y





  ya a

x





  4za

x





; 

 4xa

z





  1ya

z


 


  1za

y


 


. 
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Следува: 

, ,y yx xz z
a aa aa a

rota
y z z x x y

    
          


  

   1 1, 4 4, 2 0,0, 2a а      . 

Значи, полето е потенцијално за 2а  . 
 
 Задача 4. Да се определат константите  и  така што 
векторското поле:  

b c

   , , 2 , 3 , 4 2a x y z x y az bx y z x cy z      


 

да биде потенцијално. Да се најде потенцијалот  за така 
добиеното поле. 

u

 Решение. Имаме: 

 2xа x y az    3ya bx y z    4 2za x cy z   ; 

 2xa

y





  ya b

x





  4za

x





; 

 xa a
z





  1ya

z


 


  za c

y





. 

Важи: 

 0,0,0rota 


    1, 4, 2 0,0,0c a b     1c   , 4a  , . 2b 

Значи:  
   2 4 , 2 3 , 4 2a r x y z x y z x y z      
 

. 

 Потенцијал на векторското поле a


 е векторската функција  
таква што: 

u
gradu a


. Имаме: 

 
2

2 4 ,
2

u x
u dx xy xz f y z

x


    

 , 

па: 
u

Q
y





 2 2 3f

x x y z
y


   


 3f
y z

y


  


; 

од каде што: 

 , f
f y z dy

y


 

  
2

3
2
y

zy g z   . 
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Оттука: 

  
2

232 4
2 2
x

u xy xz y zy g z        

од каде што: 

u
R

z





  4 4 2x y g z x y z        2g z z     2g z z C  . 

 Конечно: 
2

2 232 4
2 2
x

u xy xz y yz z C       . 

 
 Задача 5.  Најди ги функциите  такви што: u

 2 22 , , 2gradu xy z x xz z   . 

 Решение. Имаме: 
22u

xy z P
x


  


, 2u

x Q
y


 


, 2u

xz z R
z


  


. 

Од првото равенство: 
u

u dx
x


 

  2 2 ,x y xz f y z  , од каде што: 

u
Q

y





 2 2f
x x

y


 


 0f

y





    ,f y z g z . 

Следува дека: , од каде што:  2 2u x y z x g z  

u
R

z





  2 2xz g z xz z     g z z    

2

2
z

g z C


  . 

 Значи:  
2

2 2

2
z

u x y z x C


    . 
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10.3. КРИВОЛИНИСКИ ИНТЕГРАЛ НА ВЕКТОРСКО ПОЛЕ. 

ЦИРКУЛАЦИЈА 
 

 Задача 1. Да се пресмета криволинискиот интеграл на 
векторското поле: 

 2 ,f a y y a  


 

по делот од првиот лак на циклоидата:  

   sin , 1 cosx a t t y a t    ,  0,t  . 

 Решение. Кривата е рамнинска. Криволиниски интеграл на 
векторско поле по рамнинска крива е интегралот:  

C

fdr
 

каде што:  , ,dr dx dy dz


. 

 
Цртеж 10.3.1. 

Имаме: 

C

fdr 
       1 cos

2
sinC

dx a t dt
a y dx y a dy

dy a tdt

  
     

 
  

         


0

sincos1cos1cos12 dttaatatataa  

      
0

1 cos 1 cos cos sina t a t a t a t d


t     

 2 2

0

1 cos sin cosa t t t


dt   





 


 dt

tt
a



0

2

2
2sin

2
2cos11  
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 
2

0

1 cos 2 sin 2
2
a

t t dt


  
2

0

sin 2 cos 2
2 2 2
a t t

t


    
   

   
2 1 1sin 2 sin 0 cos 2 cos 0

2 2 2
a         

 

2

2
a 

. 

 
 

 Задача 2. Да се пресмета циркулацијата на векторското 
поле: 

 2 2 2, ,a y x z 


, 

по затворената контура  што се добива како пресек на 
параболоидот: 

C
2 2 1x z y    со координатните рамнини во прв 

октант. 
 Решение. Ако јa примениме Штоксовата формула добиваме: 

  
Цртеж 10.3.3.1.   Цртеж 10.3.3.2.  

 
  2P y   2Q x   2R z ; 

  2P
y

y





 2Q

x
x


 


 0R

x





; 

  0P

z





 0Q

z





 0R

y





. 

Следува дека интегралот е: 
2 2 2

C C

adr y dx x dy z dz    
 
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     0 0 0 0 2 2
S

dydz dxdz x y dxdy        

 2
S

x y dxdy    2
D

x y dxdy    
21 1

0 0

2
x

dx x y dy


     

211 2

0 0

2
2

x

y
dx xy


 

     
 

  
1

22 2

0

12 1 1
2

x x x dx    
    

 
1

3 2 4

0

2 2 1 2x x x x d     x 
14 3 5

2

0

2 2
4 3 5
x x x

x x
 

     
 

  

1 2 11 1
2 3 5

       
 

60 15 20 6 31
30 30

  
   . 

 
 Задача 3. Дадено е векторско поле: 

      2 2 2 2 2 22 , 2 , 2a x y z yz y z x zx z x y xy       , 

Да се провери дали полето е потенцијално и да се пресмета 
циркулацијата 

C

adr
 

, каде што  е лакот што ги спојува точките: C

 0,0,0M  и  1,1,1M . 

 Решение. Полето е потенцијално ако 0rota 


. Навистина: 

 2 22 2P xy xz yz    2 22 2Q yz x y xz    2 22 2R x z y z xy    

 4P
xy z

y


 


  4Q

xy z
x


 


  4R

xz y
x


 


; 

 4P
xz y

z


 


  4Q

yz x
z


 


  4R

yz x
y


 


; 

па: 

, ,R Q P R Q P
rota

y z z x x y

      
           

  0,0,0 . 

 Бидејќи полето е потенцијално интегралот не зависи од 
патот на интеграција. За крива ја избираме отсечката: 

MN :
1 1 1
x y z

t   ,  0,1t  x t , y t , z t ;  0,1t . 
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Следува: dx dt , dy dt , dz dt ,  0,1t ; од каде што: 

C

adr 
 

 

     2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
MN

xy xz yz dx yz x y xz dy x z y z xy dz          

     
1

3 3 2 3 3 2 3 3 2

0

2 2 2 2 2 2t t t dt t t t dt t t t dt          

 
1

3 2

0

3 4t t dt 
14 3

0

13 4 3 1 4
4 3 3
t t         

  
. 
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11. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНА ГЕОМЕТРИЈА 
 

11.1. КРИВА 
 

 Задача 1-2. Да се напишe една векторска функција на 
кривите дефинирани со равенките: 

 1) zxy 3 , ; 2) 232 xy  2 2 2x y R  , 1x y z   . 

 Решение. 1) Ја параметризираме првата променлива: x t , 
. Тогаш: t

3ty z , 22 3y t . 

Од втората равенка добиваме: 23
2

y t  . Од првата: 

3
23

3 3 2 2
ty t t

z t    . 

 Следува дека векторската функција е: 
3

23, ,
2 2

t
r t t

 
  
 


t, . 

 2) Првата равенка опишува кружен цилиндар во простор, чиј 
карактеристичен пар параметарски равенки се:  

cosx R t , siny R t  (1). 

Имено, 2 2 2 2cos sin 2R t R t R    2 2 2cos sin 2R t t R   2 2R R  

ја задоволуваат равенката и обратно секоја точка од цилиндарот 
може да се запише во обликот (1). Записот е еднозначен за 

0, 2t  . Втората равенка е рамнина во која ако се заменат x  и 

y , добиваме: 

 ttRtRtRyxz cossin1sincos11  . 

 Следува дека векторската функција е:  

  cos , sin ,1 sin cosr R t R t R t t  


. 

 
 Задача 3.  Да се најде ортогоналната проекција на кривата:  

2 2 3x y z  , 4 4 3x y z 0   ; 
на xOy -рамнината. 
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 Решение. Од втората равенка во системот:  

4 4 3x y z   0  3 4 4z x y  . 

Заменуваме во првата: 
2 2 3x y z   2 2 4 4x y x y    2 24 4x x y y 0      

   2 22 4 2 4x y 0          2 22 2x y 8    . 

 Следува дека ортогоналната проекција е кружницата:  

   2 22 2x y 8    , 0z  . 

 
 Задача 4.  Да се одредат функциите f  и g , така што 
проекцијата на кривата:  

      , , cos 2r t f t g t t 


, 0,
4

t
    

 ; 

на рамнината xOy  е делот од елипсата 2 24 4x y y 0   , ; 

додека проекцијата на 

0x 
xOz -рамнината, е параболата 2 1z y  . 

 Решение. Од условот на задачата добиваме: 
2 24 4f g g 0    и 2cos 2 1t g  . 

Од втората равенка: 21 cos 2 sin 22g t   t . Со замена во првата: 

2 4 24sin 2 4sin 2 0f t  t    2 2 24sin 2 1 sin 2f t t    
2 2 24sin 2 cos 2f t t  2 2sin 4f t  sin 4f t . 

Последната еквиваленција е точна бидејќи:  

0x f   и sin  за 4 0t  0,
4

t
    

. 

 
 Задача 5.  Да се докаже дека тангентите на кривата: 

  k
t

j
t

ittr


27
2

3

32

 , 

зафаќаат константен агол со правецот одреден од векторот:  
kiа


 . 

 Решение. Радиус-векторот на кривата е 
2 32, ,
3 27
t t

r t
 

  
 


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 Векторот што го одредува правецот е:  1,0,1a 


. Еден 

тангентен вектор е: 
2 22 6 2 21, , 1, ,

3 27 3 9
t 



t t t
t r

  
    

  

 

 

. Косинусот од 

аголот меѓу векторите е: 

cos , at
a t

a t
 

 

2

2 4

21
9

4 42 1
9 81

t

t t




 

2

22 2

21
9

2 22 1 2
9 9

t

t t




 
   

 

 

2

22

21 1 29
2222 1

9

t

t


 

 
 

 

, од каде што:   2, arccosa t
2 4


 

 . 

 Следува дека аголот меѓу векторите е константен. 
 

 Задача 6.  Да се докаже дека тангентите на кривата:    
2 3x y , 2 9xy z ; 

зафаќаат константен агол со некој константен вектор. Потоа да се 
одреди константниот агол и вектор. 

 Решение. Нека x t . Од првата равенка следува дека:  
2 2

3 3
x t

y   . 

Со замена во втората равенка добиваме: 
2

2 9
3
t
t z 

32
27
t

z  . 

Следува дека  
2 32, ,
3 27
t t

r t t
 

 
 


 , од каде што: 

   
2

22 6 2 21, , 1, ,
3 27 3 9
t t

t t r t t t
        

  

  . 

Нека  е константен вектор. Тогаш:   1 2 3, ,а a a a
 

 cos ,a t C
 

at
C

a t



   
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2
1 2 3

2 4

2 2
3 9
4 41
9 81

a a t a t
C

t t

 


 


2
1 2 3

2
2

2 2
3 9

21
9

a a t a t
C

t

 


  
 

  

2 2
1 2 3

2 2 21
3 9 9

a a t a t C t     
 

  

1a C , 0
3
2

2 a , 3
2 2
9 9
a C  1a C , 2 0a  , 3a C . 

 Значи, постои константен вектор  1,0,1а С


 со кого 

тангентите зафаќаат константен агол. Косинусот од аголот е: 

 cos ,a t 


2

2

21
9

22 1
9

C t

C t

  
  
  
 

1 2
22

 , 

од каде што аголот е:   2, arccos
2 4

a t


 
 . 

 
 Задача 7. Да се најде пресекот на xOy -рамнината и 

тангентата на кривата  2 31 , ,1r t t t   


 во точката во која .   1t 

 Решение. Тангентниот вектор е  21, 2 ,3t t  t


. Во  се 

добива точката 

1t 

 2, 1, 2А  . Важи:    1, 2,3 t A


.  

 Следува, параметарските равенки на тангентата се: 

1

0 0 0

2 3

1x x y y z z

t t t t

  
   

2 1 2
1 2 3
x y z

t
  

  


  

2x t  , 2 1y t   , 3 2z t  . 

 Пресекот  на тангентата со рамнината P 0z   се добива за: 

23 2 0
3

t t     . 

Тогаш: 
2 42
3 3

x     и 
2 12 1
3 3

y       
 

 т.е. 
4 1, ,0
3 3

P  
 
 

. 



 
11. Диференцијална геометрија 

д-р Зоран Мисајлески 
 

384 

 
11.2. ПРИРОДНА ПАРАМЕТРИЗАЦИЈА 

  
 Задача 1. Да се докаже дека: 

     2 2

2

1 1 1 21 , , ln 1
2 2 21

r s s s s s
s s

 
        


, 

е природна параметризација. 

 Решение. Нека 2 1u s s   . Тогаш, 
1 1 2, , ln
2 2 2

r u
u

 
   
 


u . 

 Го пресметуваме изводот, користејќи го правилото за извод 
од сложена функција: 

dr dr du

ds du ds
 
 

2 2

1 1 1 2 1, , 1
2 2 2 1

s

u u s

  
        

 

2

2 2

1 1 2 11, ,
2 1

s s

u u s

   
     

2 2

1 1 21, ,
2 1

u

u u s

 
    

. 

 Јасно, 2 1 0u s s    . Должината на тангентниот вектор 
е: 

dr dr du

ds du ds
 

 
4 2 2

1 1 21
2 1

u

u u s
  



4 2

2 2

1 1 2
2 1
u u u

u s

 



 

 22 2

2 2

11 1 1 1
2 21 1

u u

u us s

  1
  

 
 

 
2 2 2

2 2

1 2 1 1 1
2 1 1

s s s s

s s s

    


  

 2 2

2 2

2 11 1
2 1 1

s s s

s s s

  1


  
. 

 Бидејќи тангентниот вектор е единечен, следува дека 
параметризацијата е природна. 
 
 Задача 2. Да се најде природната параметризација на 
завојницата зададена со равенката    3 cos 3 sin ,r t ti tj tk  

 
а 

потоа да се најде единечниот тангентен вектор. 
 Решение. Равенката на завојницата е: 
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   , 3 cos , 3 sinr t t t t


. 

Следува: 

   
0

t

r t r u du 
      1, 3 sin , 3 cosr u u u  

  

2 2

0

1 3sin cos
t

u udu   0
0

1 3 2 2
t

t
du u t s    . 

 Последното равенство е исполнето ако 
2
s

t  . Значи, 

природната параметризација е: 

  3 cos 3 sin
2 2
s s

r s i j k  
2
s  

. 

Oттука, единечниот тангентен вектор е: 

    1 1, 3 sin , 3 cos
2 2 2 2

s s
t s r s

      1
2

           


 
 

1 3 3, sin , cos
2 2 2 2 2

s s 
  

 
. 

 
11.3. КРИВИНА. ПРИРОДЕН ТРИЕДАР. ТОРЗИЈА 

 
Природен триедар 

 
 Задача 1. Да се најдат единечните вектори на тангента, 
главна нормала и бинормала; t


, n


 и b


; за вредноста на 

параметарот 
2

t


  на кривата:      sin 1 cos sinr t t j tk  t  t i
 

. 

 Решение. Радиус-векторот на кривата е: 

   sin ,1 cos ,sinr t t t t t  


  

и  

sin ,1 cos ,sin 1,1,1
2 2 2 2 2 2

r
                   
     


. 

Неговите изводи се: 
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   1 cos ,sin ,cosr t t t t 
  и  1 cos ,sin ,cos 1,1,0

2 2 2 2
r

           
   
 ; 

   sin ,cos , sinr t t t t 
  и  sin ,cos , sin 1,0, 1

2 2 2 2
r

            
   
 ; 

од каде што векторите од природниот триедар се:  

 
Цртеж 11.3.1. 

 

   1,1,0 12 1,1,0
2 1 1 2

2

r
t

r






 
          
 
 





, 

 

   
1 0 0 1 1 1

, , 1,1,
0 1 1 1 1 02

r r
    1         

     , 

 

2 2
2

2 2

r r
b

r r

 


 

                      
   

  


  

   1,1, 1
1 1 1 3
1,1, 1 1 

  
 

, 

и 

 2 2
n b t

         
   

   
1 1 1 1 1 11 1 1, , 1, 1, 2
1 0 0 1 1 12 3 6

     
   

 
. 
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 Задача 2. Да се најдат единечните вектори на тангента, 
главна нормала и бинормала; , t


n


 и b


; на природниот триедар на 

кривата:    t os t21 1sin c sin
2 2

r t ti t j tk  sin
 
. 

 Решение. Го запишуваме радиус-векторот во координатна 

форма:    21 1sin , sin cos ,sin
2 2

r t t t t t t   
 


. Во продолжение ги 

пресметуваме елементите потребни да се определат единечните 
вектори, како и самите вектори: 

   2 21sin cos , 1 cos sin ,cos
2

r t t t t t t    
 


  

 21sin cos , 2cos ,cos cos sin ,cos ,1
2

t t t t t t t
   
 

; 

  2 2cos sin cos 1 2 cosr t t t t t   
 ; 

   cos sin ,cos ,1 1 sin , cos ,1
2 cos 2

t t tr
t t

tr
   t

 ; 

    2 2cos sin ,2cos sin , sinr t t t t t t   
   cos 2 , 2 , sint sin t t  . 

r r 
  

2 2

cos 1 1 sin
cos , ,

2sin cos sin sin cos sin
t t

t
t t t t t t


    

 

2 2

sin cos
cos sin 2sin cos

t t

t t t t


  

cos sin cos 2sin cos ,t t t t  t  

2 2 2 2 3 2cos sin sin , 2sin cos cos sin cost t t t t t t t       

  2 2 2cos sin cos ,cos , cos sin cost t t t t t t    2cos sin ,cos , 1t t t  ; 

   
2

2 2 2

cos sin ,cos , 1 1 sin ,cos , 1
2cos sin cos 1

t t tr r
b t

r r t t t


   

  
t

  
  

 

; 

n b t 
  cos 1 1 sin sin cos1 1 , ,

cos 1 1 sin sin cos2 2
t t t

t t t

  
 

 

t

t


 

  1 2cos , 2sin ,0 cos , sin ,0
2

t t t t    . 
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Кривина и торзија 

 
 Задача 1. Да се најде кривината и радиусот на кривина за 
кривата: sin cosx z z z  , cos siny z z z  . 
 Решение. Ако го земеме  за параметар, z z t , равенката 
на кривата го добива обликот:  sin cos ,cos ,r t t t t  sint t t


. 

 Првите два извода и модулот на првиот извод се: 

 sin , cos ,1r t t t t
 , 

2 2 2 2 2sin cos 1 1r t t t t t    
 ; 

 sin cos ,cos sin ,0r t t t t t t  
 . 

 Векторскиот производ на изводите и неговиот модул се: 

r r 
   cos 1 1 sin sin cos

, ,
cos sin 0 0 sin cos sin cos cos sin
t t t t t t t t

t t t t t t t t t t t t

 
     

 

 2 2 2 2sin cos ,sin cos , sin cos sin sin cos cost t t t t t t t t t t t t t t t       

 2sin cos ,sin cos ,t t t t t t t   , 

r r 
      2 2 4sin cos sin cost t t t t t t      

2 2 2 2 2 2 4sin 2 sin cos cos sin 2 sin cos cost t t t t t t t t t t t t        
2 41t t  . 

Оттука:  

 

2 4

3 32

1

1

r r t t
K

r t

  
 



  


, 
1

R
K

   
 32

2 4

1

1

t

t t



 
. 

 
 Задача 2. Да се најде кривината и торзијата на кривата: 

   3 2 33 ,3 ,3r t t t t t t  


. 

 Решение. Имаме: 

   2 2 23 3 ,6 ,3 3 3 1 , 2 ,1r t t t t t      2t
 , 

   3 2 , 2, 2 6 ,1,r t t t    t
 , 
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 6 1,0,1r  
 ; 

 

r r 
  

2 2 2 22 1 1 1 1 2
18 , ,

1 1
t t t t t t

t t t t

    
    

 

 2 2 3 3 2 218 2 1 , ,1 2t t t t t t t t          2 218 1, 2 , 1t t t   , 

 

   2 22 2 23 1 4 1r t t t     
 2 4 2 2 43 1 2 4 1 2t t t t t        

     24 2 2 23 2 2 1 3 2 1 3 2 1t t t t      , 

r r 
      2 22 2 218 1 4 1t t t     4 2 2 4 218 2 1 4 2 1t t t t t        

     24 2 2 218 2 2 1 18 2 1 18 2 1t t t t      , 

 

 
  

 
   

2 2

3 3 32 22

18 2 1 18 2 1 1

27 2 2 1 3 13 2 1

r r t t
K

t tr t

  
   

  
2

  


; 

 

   , ,r r r r r r  
             2 218 6 1 1 108 2 216t t          

и 

 
2

, ,r r r
T

r r
  



    
         2 22 2 22

216 18 12 1

18 2 1 3 118 2 1 t tt
2


    

 
. 

 
 Задача 3. Во точката во која кривата: 

  2t tr t e i e j tk  
 

 

има максимална кривина, да се најде торзијата на кривата. 
 Решение. Радиус векторот е:    , , 2t tr t e e t


. 

 Прво ја наоѓаме равенката на кривината: 

 , , 2t tr e e 
 ,  , ,0t tr e e

 , 
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r r 
   2 2, ,

0 0

t tt t

t tt t

е ее е

е ее е





 
  

 
 2 , 2 ,2t tе е , 

 22 2 2t t t t t tr e e e e e e        
 , 

r r 
   2 22 2 4t tе е     

 2 22 2t tе е     2
2 t tе е    2 t tе е  . 

Следува: 

3

r r
K

r


 
  


 
   3 2

2 2
t t

t t t t

е е

e e e e



 




 
. 

 Максималната кривина ја наоѓаме според постапката за 
одредување екстрем на функција. 

 
 

 3 3
22 2 2

t t
t t

t t t t

e e
K e e

e e e e




 

     
 

. 

од каде што: 

0K    0t te e   t te e  2 1te   2 0t   0t  . 

 Сега ја определуваме торзијата: 

 , , 0t tr e e 
   

и 

   , , 2 2 2 0 2 2t t t tr r r r r r е е е е         
           , 

од каде што:  

 
   2 2

, , 2 2 2

2 t t t t

r r r
T

е е е еr r  
     

 
2

    
  

. 

Во точката во која 0t  :  

 2

2 2
41 1

T    


. 
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11.4. РАМНИНСКА КРИВА 

 
 Задача 1. Да се докаже дека една крива е рамнинска ако и 
само ако 0T  . Во која рамнина лежи рамнинската крива. 

 Решение.  ) Нека 0T  . Следува: 0db
Tn

ds
 



, од каде 

што b  и  е константа. Тогаш: C


C

  0d dr db
r b b r tb

ds ds ds
    

   
, односно 1rb C


, 1C const . 

 Притоа, t


 е единечниот тангентен вектор и b


 е единечниот 
вектор на бинормалата. Векторите се заемно нормални, т.е. .  0tb 




 Од аналитичка геометрија е познато дека равенката  

кога 
1rb C

b

 е константа е равенка на рамнина нормална на векторот b


, 

т.е. на оскулаторната рамнина. 
 
  Обратно ако )  r s


 е рамнинска крива, од дефиницијата 

на лимес, следува дека векторите 
dr

t
ds




 и nK
ds

td 

  се во иста 

рамнина. Оттука векторот ntb


  има постојан пр вец. Бидејќи  

е единечен вектор тој е константен, од каде што: 

а b


0db

ds



 т.е. T . 0

 
 Задача 2. Да се докаже дека кривата:  

       2 2 21 3 2 1 2 3r t t t i t t j t t k        
 

 

e рамнинска, и да се најде рамнината во која лежи. 

 Решение. Кривата е рамнинска ако и само ако  , , 0r r r 
     . 

Притоа: 

 2 2 21,3 2 1, 2 3r t t t t t t      


,  2 1,6 2, 2 2r t t t   
 , 

 2,6, 2r 
 ,  0,0,0r 

 . 

Бидејќи мешаниот производ содржи нулти вектор важи:  , , 0r r r 
     , 

т.е. . Следува дека кривата е рамнинска. 0T 
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 Задача 3. Да се докаже дека кривата:  

C : cos
2
a

x t ,  1 sin
2
a

x t  ,  1 sin
2
a

x t  ; 

e рамнинска, и да се најде рамнината во која лежи. 
 Решение. Имаме: 

   cos , 1 sin , 1 sin
2 2 2
a a a

r t t    
 

t


, 

 sin , cos , cos sin ,cos ,cos
2 2 2 2
a a a a

r t t t t t     
 

 t , 

 cos , sin , sin cos ,sin ,sin
2 2 2 2
a a a a

r t t t t t t       
 

  

 sin , cos , cos sin ,cos ,cos
2 2 2 2
a a a a

r t t t t t t       
 

  

Бидејќи  и r r
  се колинеарни важи:  , , 0r r r 

     , од каде што:  

 
2

, ,
0

r r r
T

r r
  



    
  

. 

 Кривата лежи во оскулаторната рамнина која е нормалана на 
векторот: 

b r r      
2 cos cos cos sin sin cos

, , 0
sin sin sin cos cos sin4
t t t t t ta

t t t t t t

   
,1, 1   

 
 

Следува дека нејзината равенка e: 

     0 0 0 0A x x B y y C z z      

   0 01 sin 1 sin 0
2 2
a a

y t z t
       
 

 0y z  . 
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11.5. ОСНОВНИ ПРАВИ И РАМНИНИ 

 
 Задача 1. Види ја задачата 11.4.2. од првиот дел. 
 
 Задача 2. Да се најдат равенките на основните прави и 

рамнини на кривата:   2 2, , ln sint t
r t t

 
   
 

 во точката  0,1,1A . 

 Решение. Прво го определуваме параметарот кој одговара 

на точката : A
2 1t


 
2

t


 . Потоа ги наоѓаме векторите 

паралени на  r A
  и  r A

 : 

 
Цртеж 11.5.2. 

  2 2 1 2 2, , cos , ,
sin

r t t ctgt
t   

     
  





 , 

   2 2 2 2, , , ,0 1,1,0
2

r A ctg


   
       
   

 ; 

  2

10,0,
sin

r t
t

   
 

  и 

     
2

10,0, 0,0, 1 0,0,1
sin

2

r A 

 
 

    
 
 

 . 

Следува: 

     1,1,0t A r A
  , 
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       
1 0 0 1 1 1

, , 1, 1,0
0 1 1 0 0 0

b A r A r A
 

  
 

      и 

        
1 0 0 1 1 1

, , 0,0,2 || 0,0,1
1 0 0 1 1 1

n A b A t A
   

  
 


 

 

Конечно, основните прави и рамнини се: 

 : t
01

1
1

1 zyx






;  : N

02
011




yx

yx
; 

          тангента  нормална рамнина 

 : b
1 1

1 1 0
x y z 

 


;  : O
   

0
011




yx

yx
; 

        бинормала  оскулаторна рамнина 

 : n
1 1

0 0 1
x y z 

  ;  R : 0z ; 

   главна нормала  ректификациона рамнина 
 
 Задача 3. Да се најдат равенките на основните прави и 
рамнини на кривата: 

tx sin , ty cos , tgtz  ; 

во точката во која 
4

t


 . 

 Решение.  Имаме:  

   tgttttr ,cos,sin


,   sin ,cos ,
4 4 4

r A tg
     

 



2 2, ,1

2 2
A
 
  
 

; 

  





 

t
tttr 2cos

1,sin,cos , 

   
2

1 2 2 1cos , sin , , , 2 2, 2,4
4 4 2 2 2cos

4

r А
 



 
  

         
  

 

 ; 

  3 3

sin 2sinsin , cos , 2 sin , cos ,
cos cos

t t
r t t t t t

t t

          
  

 


, 
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 
3

2sin
4sin , cos ,

4 4 cos
4

r А


 



 
 

    
 
 

  2 2 1, , 4 2, 2,
2 2 2

 
      
 

8 ; 

Оттука: 

   2, 2, 4t A 


, 

     b A r A r A
    












22
22,

28
24,

82
42

  22,2824,2428    4 2, 12 2, 4 4 2,3 2,1      

     ||n A b A t A
 








 22
232,

24
21,

42
123

   13 2, 3 2, 2 6 2 13, 3, 4 2      . 

 Основните прави и рамнини се: 

t : 
4

1
2
2
2

2
2
2










z

yx
, 

N :  2 22 2 4
2 2

x y z
   

1 0           
   

  

2 1 2 1 4 4 0x y z       2 2 4 4x y z 0    . 

b : 
1

1
23
2
2

2
2
2








z

yx
, 

O : 
2 22 3 2

2 2
x y z

   
           

   
1 0   

2 1 3 2 3 1 0x y z       2 3 2 5x y z 0    . 

n : 
24
1

3
2
2

13
2
2











z

yx
, 
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R :  2 213 3 4 2 1 0
2 2

x y z
   

           
   

  

13 2 3 213 3 4 2 4 2 0
2 2

x y z       13 3 4 2 2 0x y z    . 

 
 Задача 4*. Да се најдат основните прави и рамнини на 
кривата: , ; во точката 1222  zyx zyx 233   1,1,1A . 
 Решение. За параметар избираме: tx  . Тогаш: 

1222  zyt ,  ; : zyt 233  A 1x t y z    . 

 Важи: 1x , . Ги диференцираме двете равенки по : 0x t

0222  zzyyt   0t yy zz    , : 1 0A y z    ; 

2 23 3 2t y y z   , : A 3 3 2y z    21
3

y z    

Следува: 
2
3

z z   0z  . Оттука, 1y   . Диференцираме по втор 

пат за да ги добиеме вредностите на вторите изводи: 
2 21 0y yy z zz        , A : 2 0y z     2 y z   (1); 

2 26 6 3 2t yy y y z     , : 6 6A 3 2y z    12 3 2y z    (2). 

Ако (1) го помножиме со 2  и додадеме на (2), добиваме: 

8 0y   8y   . Оттука: 6z   . 
 Значи: 

     , , 1, 1,0r A x y z  
      

и  
       , , 0, 8, 6 2 0, 4,3r A x y z     
    ; 

од каде што: 

   1, 1,0t A 


, 

     
1 0 0 1 1 1

2 , ,
4 3 3 0 0 4

b A r A r A
   

    
 


     

   2 3, 3, 4 2 3,3, 4     . 



 
11. Диференцијална геометрија 

д-р Зоран Мисајлески 
 

397 

     n A b A t A
  3 4 4 3 3 3

, ,
1 0 0 1 1 1

   
   

   4, 4, 6 2 2, 2,3     . 

Конечно, равенките на основните прави и рамнини се: 

 : t
0

1
1
1

1
1 






 zyx

; : N
   

0
011




yx

yx
; 

            тангента           нормална рамнина 

 : b
4
1

3
1

3
1








 zyx

; : O
     

02433
0141313




zyx

zyx
; 

          бинормала         оскулаторна рамнина 

 : n
3

1
2

1
2

1 





 zyx
; R :

     2 1 2 1 3 1
2 2 3 7 0
x y z

x y z

0     

   
. 

       главна нормала      ректификациона рамнина 
 

 Задача 5. Да се најдат равенките на тангента, нормална 
рамнина, бинормала, оскулаторна рамнина, главна нормала и 
ректификациона рамнина, во произволна точка на кривата:  

tx 2sin
2
1

 ,   tz sinttty cossin
2
1

 ,  . 

Да се докаже дека секоја од горенаведените прави зафаќа со -
оската константен агол. 

z

 Решение. Имаме: 

  





  tttttr sin,cossin

2
1,sin

2
1 2

, 

 2 21 12sin cos , 1 cos sin ,cos
2 2

r t t t t
 

t   
 


  

 21sin cos , 2cos ,cos cos sin ,cos ,1
2

t t t t t t t   
 

, 

  2 2cos sin ,2cos sin , sinr t t t t t      cos 2 , sin 2 , sint t t  . 

Следува:  

 sin ,cos ,1t r t t
  , 

b r r
   cos 1 1 sin sin cos

, ,
sin 2 sin sin cos 2 cos 2 sin 2
t t t

t t t t t t

 
     

t
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 2sin cos 2sin cos ,cos 2 sin , sin sin 2 cos cos 2t t t t t t t t t t        

 2 2 3 2sin cos ,cos , 2sin cos cos sin cost t t t t t t t     

 2sin cos ,cos , cost t t t   cos sin ,cos , 1t t t  . 

cos 1 1 sin sin cos
, ,

cos 1 1 sin sin cos
t t t

n b t
t t t

   t

t


   

 

 
 

   2cos , 2sin ,0 2 cos , sin ,0t t t t   . 

 а) Ако ставиме: 

21 sin
2

A t ,  1 sin cos
2

B t t  t  и sinC t ; 

основните прави и рамнини ќе ги запишеме во обликот: 

: 
sin cos 1
x А y B z C

t t

  
  , t

N :    sin cos 0t x A t y B z C      ; 

b : 
sin cos 1
x A y B z C

t t

  
 


, 

O :      sin cos 0t x A t y B z C     

n

; 

: 
cos sin 0
x A y B z C

t t

  
 


, 

R :    cos sin 0t x A t y B    . 

 
 б) Бидејќи b


и n


 имаат трета координата , следува дека  
лежат во 

0
xOy -рамнината. Затоа аголот што го зафаќаат со -

оската е 

z

2


. Векторот  0,0,1k 


 е ортот на -оската, додека 

 е носечки вектор на тангентата. Следува: 

z

1 sin , ,1t t t


cos

 cos ,t z


   1
1 2 2

0 0 1 1 2cos ,
221 sin cos

kt
k t

k r t t

 
   

 


 

   , 

од каде што добиваме дека:   2, arccos
2 4

t z


  . 

 Значи сите вектори зафаќаат константен агол со -оската. z
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