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Предговор 

 
 Збирката задачи „Решени задачи по Векторска и линеарна 
алгебра“ го опфаќа материјалот од векторската и линеарна алгебра 
што се изучува на Градежниот факултет. 
 Збирката можат да ја користат и студентите од останатите 
технички факултети бидејќи во нивните предмети од областа 
математика се изучува ист или сличен материјал, како и учениците 
од средното образование на природно-математичката насока кои го 
изучуваат предметот „Линеарна алгебра со аналитичка геометрија“. 
 
 Темите на кои припаѓаат задачите, како и теоремите, 
формулите и правилата кои се користат во збирката, се според 
учебникот: „Векторска и линеарна алгебра“ од истиот автор. 
 
 Најголем дел од решените задачи се формирани во периодот 
2004 - 2006 година, при подготовката на материјал за спроведување 
на вежбите од страна на авторот. Во 2007 година дел од задачите се 
обработени на компјутер и дел од нив се ставени на веб-страницата 
на факултетот, а во 2012 се преработени и дополнети приближно до 
оваа форма и како такви им се даваат на студентите за подготовка на 
предметот, а ги користат и асистентите и авторот како материјал за 
држење на вежбите и дел од предавањата. Најголем дел од задачите 
се зададени на испитите и парцијалните испити по предметите 
Математика, Математика I и Математика II, и тоа во периодот од 
2006-2014 година, додека подоцна, од 2014 до денес, се задаваат 
како дел од испитните задачи со исти или сменети цифри по 
предметите Математика и Математика I. 
 
 Авторот му се заблагодарува на Љупчо Петров, демонстратор 
на предметите Математика и Математика I за учебните 2018 / 2019 и 
2019 / 2020, кој го прочита материјалот и исправи некои технички 
пропусти. 
 Ова е прво издание на збирката и авторот ќе им биде 
благодарен на читателите кои со своите забелешки ќе придонесат во 
подобрувањето на квалитетот на учебникот во наредните изданија. 

 
 

       Зоран Мисајлески 

 



 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Збирката е посветена на мајка ми Верче 



 
1.0.1. Аксиоматика на реалните броеви и воведни задачи 

 

Д-р Зоран Мисајлески  1. Броеви 1 

 
1. РЕАЛНИ БРОЕВИ 

 
1.0. Вовед во реалните броеви* 

 
1.0.1. Аксиоматика на реалните броеви* 

 
 Задача 1-5. Докажи ги во  тврдењата:  
 1) Неутралниот елемент во однос на собирањето е единствен; 
 2) Секој a  , има единствен спротивен елемент a ; 
 3)   aa  ,   baba  ; 
 4) Равенките bxa   и bay  , имаат единствени 
решенија во ; 
 5) cbcaba   (закон за кратење од лево) и  
     cbacab   (закон за кратење од десно). 
 Решение. 1) Бројот  е неутрален елемент бидејќи за секој 

, 
0

x  0 0x x   
0

x . Нека постојат два неутрални елементи  и 
. Бидејќи  е неутрален елемент важи 

0

10 111 00000  . Бидејќи 

 е неутрален елемент важи 10 0100001  . Следува 100  . 
 2) Секој a   има спротивен елемент a   т.е. елемент за 
кој   0 aa

a

aa . Ќе ја покажеме единственоста. Нека и  е 

спротивен елемент на , т.е. 
1a

011  aaaa . Тогаш 

         aaaaaaaaaa  00 1111 . 
 3) Со примена на аксиомите за множеството реални броеви 
добиваме 

             aaaaaaaaaa  00 . 

Од           baabbaba  

  0 0b a a b b b b b             . 

Следува  baba  . 
 4) Ако равенката bxa   ја собереме со a  имаме, 

  baxaa     abxaa   abx  . 

 Ако bxa  1  за некој елемент , тогаш спроведувајќи ја 

истата постапка добиваме 
1x

abx 1 , од каде следува xx 1 .  
 Единственоста на решението на втората равенка bay   се 
покажува аналогно. 
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 5) Имаме 
    caabaacaba  

     caabaa cbcb  00 . 
 Законот за кратење од десно следува заради комутативноста 
на собирањето. 
 
 Задача 6-8. Докажи дека во   важи: 
 6) 000  aa , 0ab  ако и само ако 0a  или 0b ; 
 7)      abbaba  ,    abba  ; 

 8)   bcaccba  ,   cbcabac  . 

 Решение. 6) Од 000   следува   00000  aaaa  од 
каде . 0 0a  
 Равенството 00 a  е исполнето заради комутативниот 
закон на множењето. 
 Нека 0ab  и 0a . Тогаш, 

  011   aaba    01  baa  01 b  0b . 
Аналогно ако 0ab  и 0b  следува дека 0a . 
 Обратно ако 0a  или 0b , тогаш 0ab . 
 7) Од     baabbaab  00  следува   abba  . 
Аналогно се покажува другото равенство. 
 Со користење на првиот дел од задачата добиваме 

        ababbaba  . 
 8) Имаме  

       bcaccbaccbacba  . 
Заради комутативноста на множењето точна е и втората формула. 
 
 Задача 9-13. Докажи ги во  следниве својства: 
 9) Неутралниот елемент во однос на множењето , е 
единствен; 

1

 10) Секој  \ 0a  , има единствен инверзен елемент ; 1a

 11)   , aa 
 11   111   baab ; 

 12) Равенките bax   и bya  ,  \ 0a  , b , имаат 

единствени решенија во ; 
 13) cbaacab  0  (закон за кратење од лево) и  
      cbacaba  0  (закон за кратење од десно). 
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 Решение. Доказот е аналоген како доказот на тврдењата во 
задачите 1-5. 
 
 Задача 14-20. Докажи дека во  важи 
 14) 00  aa ;  15) 0 bababa ;  
 16) ;  17) ; 02  aaa 01
 18) ; 19) Ако 00 1  aa ba   и  тогаш 0c bcac  ; 
   20) . 220 baba 
 Решение. 14) Од  и аксиома 14 добиваме  0a

   aaa  0 , 
од каде според аксиома 2 имаме a0 , што е исто со . 
Аналогно се покажува обратната насока. 

0 a

 15) Имаме 
         abbbababaaba 00

        0 baaabaababbb . 

 16) Ако , според аксиома 15 имаме  . Ако 
, тогаш од а), 

0a
a

02  aaa
0a b  и  од каде имаме  0b

   2 2 0a b b b     . 

 17) Имаме 01  бидејќи за секое a  , aa 1  (6) и  00 a
Од (6) и в) следува 0111  . Значи, 01  и , па следува . 01 01
 18) Нека  и 0 . Тогаш,   и  0a 1 a 01  a

  10 11   aaaa , 

од каде добиваме 01 , што не е можно. Следува, . 01 a
 19) Нека ba   и , тогаш 0c 0 ab  и  од каде  0c

  0 cab  0 acbc  acbc  , што е исто со bcac   
 20) Ако неравенсвото ba   го помножиме со  и  
имаме  и , од каде следува дека . 

0a 0b
aba 2 2bab  22 ba 

 
 Задача 21. Докажи дека множеството реални броеви е секаде 
густо, односно меѓу секои два реални броја постојат бесконечно 
многу. 
 Решение. Да претпоставиме спротивно, нека постојат два 
реални броја  и  меѓу кои се наоѓаат најмногу  реални броеви. 
Со помош на аксиома 13, броевите може да ги подредиме во низа 

c

n

d n

dccc  ...1 , така што меѓу секои два реални броја да не се 

наоѓа ниту еден друг. 
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 Од друга страна, за произволни реални броеви  и  такви 
што , од аксиома 14 следува, 

a b
ba  baaa   и ba b b  , од 

каде имаме  
bbaa 22        bbaa 22222 111   

   b22 1
b

2

a
a22 1 
  b

ba
a 




2
. 

 Бројот 
2

ba 
 се наоѓа меѓу броевите  и , што противречи 

на претпоставката. Следува, меѓу секои два реални броеви постојат 
бесконечно многу реални броеви. 

a b

 
Неколку задачи со реални броеви 

 

 Задача 22. Докажи дека 
48

172 n
 е природен број за секој 

. n
 Решение. Со помош на формулата за разлика од n -ти степен,  

  1221 ...   nnnnnn babbaababa   
добиваме 

    17...774817...771717 2212221222   nnnnn . 

 Следува, 
48

172 n
 е природен број за секој n . 

 
 Задача 23. Определи ги целите броеви, n , за кои 

количникот  
1

2033 2




n

nn
 исто така е цел број. 

 Решение. Бидејќи  
 

1

20
3

1

2013

1

2033 2











n
n

n

nn

n

nn
, 

бројот 
1

2033 2




n

nn
 е цел ако и само ако бројот 

1

20

n
 е цел број, 

односно 201n . Делители на 20 се 20,10,5,4,2,1  . 

Бидејќи  е делител на , 1n 20  21,11,6,6,3,2,0,1,3,4,9,19 n . 
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 Задача 24-25. Разложи ги на фактори изразите:  

24) ; 25) . 853 2  xx 26 2  xx
 Решение. Разложувањето ќе го направиме според формулата  

  21
2 xxxxacbxax  , 

каде  и  се решенијата на квадратната равенка . 1x 2x 02  cbxax

 24) Ја решаваме равенката . Имаме 0853 2  xx

1,2

5 25 96

6
x

  
  1,2

5 121

6
x

 
   

1,2

5 11

6
x

 
  11 x , 

3

8

6

16
2 x . 

Следува     831
3

8
13853 2 






  xxxxxx 

2

. 

 25) Бидејќи 

026  xx  1,2

1 1 48

12
x

 
  1,2

1 7

12
x


   

3

2

12

8
1 x , 

2

1

12

6
2 x   

добиваме  

  1223
2

1

3

2
626 2 






 





  xxxxxx . 

 
Задача 26. Нека  и  се позитивни реални броеви и a b ba  . Докажи 

дека ab ab  . 
 Решение. Со еквивалентни трансформации неравенството 
што треба да го покажеме ќе го сведеме до еквивалентно на него 
неравенство, чија точност е очигледна. Со квадрирање на 
неравенството добиваме, 

abab     abab 
2

 abaabb  2 

a2ab2   aaaab   ab   ab   
 Последното неравенство е секогаш точно. Заради 
еквивалентноста на чекорите, точно е и првото неавенство. 
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 Задача 27-28. Упрости ги изразите: 

 27) 
 

ba

bab

bbaa

bbaba







 332 33

; 

 27)  
0

1

3

1

3

4

3

4

3

1

3

2

3

2

32

43
:123

2




































 a

a
aa

aa

a

aa

a
. 

 Решение. 27) 
 









ba

bab

bbaa

bbaba 332 33

 

 









ba

bab

ba

bbabbabaa 3233
33

333

 

 
   







baba

bab

bbaa

babaa 3333 3

 
   







ba

b

bbaaba

bbaaa 33
 

 
3

33333













 ba

ba

ba

ba

ba

b

ba

a
. 

28)   




































0
1

3

1

3

4

3

4

3

1

3

2

3

2

32

43
:123

2
a

a
aa

aa

a

aa

a

   







 






















1
2

3

12 3

1

3

4

3

1

3

2

a
a

aa

a

aa

a







 











1

2
3

12 a
a

a

a

a

a

 
   





1
23

12

2 222

a

aa

aa

aaaa

  
  

0111
12

12



 a

aa

aa

a
, 

при што искористивме дека   12232  aaaa

0232  aa

 бидејќи 

решенијата на квадратната равенка  се  

2

893
2

1


a 

2

13
2

1


a  21 a , 12 a . 
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 Задача 29-30. Докажи дека:  

 29) 2  е ирационален број; 30) 32   е ирационален број. 

 Решение. 29) Нека 2  е рационален број. Тогаш  

q

p
2 , каде p   1, qpНЗД .  , q   и 

Со квадрирање на идентитетот добиваме 
2

2

2
q

p
  или . 

Следува  е делител на , од каде 

222 pq 

2 2p p2 , односно 12pp   за некој 

цел број . Ако замениме во равенството, имаме 1p

 21
2 22 pq   2

1
2 42 pq   2

1
2 2pq  . 

Од последното равенство следува дека 
22 q  q2  12qq   за некој цел број . 1q

 Значи добивме дека p2  и q2 , што противречи на 

претпоставката дека броевите p  и  се заемно прости. q

 30) Нека 32   е рационален број. Тогаш, r 32  за 
некој рационален број 0r  . Тогаш,  

23  r   223  r  2223 2  rr  122 2  rr 

r

r

2

1
2

2 
 . 

Добивме 2  е рационален број, што не е точно. Следува, 32   е 
ирационален број. 
 
 Задача 31. Докажи дека збир од рационален и ирационален 
број е ирационален број. 
 Решение. Нека r  е рационален број,  е ирационален број и 
нивниот збир 

i

srir   е рационален број. Тогаш би добиле дека 

 е рационален број, како разлика на два рационални броеви, 

што не е можно. 

rri s 

 Следува дека збир од рационален и ирационален број е 
ирационален број 
.
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1.0.2. Равенки и неравенки со апсолутна вредност 

 

 Задача 1. Докажи го равенството 2

22

22
x

xxxx








 








 
. 

 Решение. Ако тргнеме да ја развиваме левата страна од 

равенството, имајќи предвид дека 22
xx  , добиваме 














 








 
4

2

4

2

22

222222
xxxxxxxxxxxx

2
2222

4

22

4

22
x

xxxx






. 

 

 Задача 2. Упрости го изразот  22 216  aa , ако се знае 

дека . 44  a

Решение. Условот 44  a  е еквивалентен со 4a  односно 

. Следува 0a , од каде имаме  162 a 162 
  222 161616 aaa  . Затоа 

   aaaaaaa  454204416216 2222 . 

 
 Задача 3-6. Реши ги равенките 
 3) 523  xx ;  4) xxxx  12 ; 

 5) 122 x ;  6) 212  xxx . 

 Решение. 3) Имаме 03 x  за 3x  и 03 x  за . 
Формираме табела во која ги определуваме знаците на членовите 

 и . 

2x

3x 2x
     





2

3

,22,33,

x

x

x

 

 . Нека 1  3,x . Тогаш, 3 0x    и 02 x , па  

523  xx      523  xx  55  . 
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Значи, равенката нема решение за  3,x . 

 . Нека 2  2,3x . Тогаш  и 03 x 2 0x   , па  

523  xx    523  xx  42 x  2x . 

Следува,  е решение на равенката. 2x
 . Нека 3   ,2x . Тогаш  и 03 x 2 0x   , па  

523  xx  523  xx  55  . 

 Равенката е исполнета за секоја вредност на променливата x . 
Следува дека секое   ,2x  е решение на равенката. 

 Значи, множеството решенија е  ,2 . 
 4) Во следната табела, со помош на граничните точки ,  
и 2 ,  ги определуваме интервалите на промена на знак на членовите 

1 0

x ,  и  . Имаме x2 1x
       






x

x

x

x

2

1

,22,00,11,

. 

 . За 1  1,x , 

xxxx  12      xxxx  12   

xxxx  12  32 x 
2

3
x . 

Бидејќи  1,
2

3
x , следува дека е решение на равенката. 

 . За 2  0,1x .  

xxxx  12      xxxx  12   

xxxx  12  01 . 
Добивме противречност. Следува, равенката нема решение на 
дадениот интервал. 
 . За 3  2,0x .  

xxxx  12      xxxx  12   

012  xx  12 x 
2

1
x . 

Следува дека 
2

1
x  е решение на равенката 
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 . За 4   ,2x , 

xxxx  12  xxxx  12  03  . 

Равенката е противречна, па нема решение. 

 Следува, решенија на равенката се 
2

3
  и 

2

1
. 

 5) Членот 2x  е позитивен ако , а негативен ако . 2x 2x
 . Нека 1  2,x . Тогаш, 

122 x    122  x  122  x   

1 x  1x  1x . 

И двете вредности на променливата x , припаѓаат на интервалот 
, односно се решенија на равенката  2,

 . Нека 2   ,2x . Тогаш 

122 x  122 x  14 x   

14 x  5x , 3x . 
Следува  и 3x 5x  се решенија на равенката. 
 Значи, сите решенија на равенката се 1 , ,  и . 1 3 5
 6) Имаме 02 x  за  и 2x 02 x  за 2x .  
 Бидејќи  за 012  xx

2

411
2

1


x 

2

51
2

1


x  6,1

2

51
1 


x , 6,0

2

51
2 


x ,  

и коефициентот пред  е позитивен, следува дека 2x

012  xx  за 

















 
 ,

2

51

2

51
,x  и  

012  xx  за 






 


2

51
,

2

51
x . 

Заради прегледност, резултатите ги внесуваме во табела 

 











 







 







 


1

2

,22,
2

51

2

51
,

2

51

2

51
,

2 xx

x

x

. 

Оттука, 
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 . За 1 






 








 
 2,

2

51

2

51
,x , 

212  xxx   212  xxx   

212  xxx  32 x  3x . 

Следува 3x  и 3x  се решенија на равенката. 

 . За 2 






 


2

51
,

2

51
x , 

212  xxx     212  xxx   

0122  xx    01 2 x  1x . 
Вредноста 1x  е решение на равенката. 
 . За 3   ,2x , 

212  xxx  212  xxx   

0122  xx    01 2 x  1x . 

Бидејќи   ,21 , во дадениот интервал равенката нема решение. 

 Конечно, решенијата на равенката се 3 , 1 и 3 . 
 
 Задача 7-8. Реши ги неравенките: 7) 32 x ; 8) 43 x . 

 Решение. 7) Имаме  
32 x  323  x  232223  x  51  x . 

 8) 43 x  4343  xx  17  xx . 

 
 Задача 9-10. Реши ги неравенките:  
  9) 152 x ;  10) xx  23 . 

 Решение. 9) Прв начин. Од дефиницијата за апсолутна 
вредност на 152 x , добиваме 

 152 x  42 x  2x  или 
152 x  62x  3x . 

Следува, решението на неравенката е множеството  \ 2,3 . 

 Втор начин. Ја решаваме комплементарната неравенка  
152 x  1521  x  152521  xx  32  xx . 
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 Нејзиното решение е интервалот  3,2 , од каде бараното 

решение е  \ 2,3 . 

 10) Имаме 
xx  23    xxx  232  xxx  232 

xxxx  2 233  12 32  x 
2

1
x . 

Следува дека решението е интервалот 





 ,

2

1
. 

 
 Задача 11-14. Реши ги неравенките 

11) 1324  xx ; 12) 521  xx ;13) 1
5

3




x

x
;  14) 1

13

32




x

x
. 

 Решение. 11) Точките на промена на знак на членовите  

и  се соодведно 

4x

32 x 4x  и 
2

3
x . Ги определуваме интервалите 

на кои дадените членови имаат ист знак 

 


















 

32

4

,44,
2

3

2

3
,

x

x

x

 

1 . За 




 

2

3
,x  неравенката има вид 

    1324  xx  1324  xx  x36   2x . 

2 . За 




 4,

2

3
x  неравенката е  

  1324  xx  1324  xx  1x . 

3 . За   ,4x , 

1324  xx  83 x 
3

8
x . 

 Следува дека равенката нема решение за ниту една вредност 
на x , односно множеството решенија е празно множество. 
 12) Бидејќи 01x  за 1x  и 02 x  за 2x , имаме  
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     





2

1

,11,22,

x

x

x

. 

 . За 1  2,x   

    521  xx  521  xx  62  x  3x  

Следува  3,x . 

 . За 2  1,2x  неравенката е  

  521  xx  521  xx  53  . 
Бидејќи исказот  не е точен, неравенката нема решение во 
дадениот интервал. 

53 

 . За 3   ,1x , 
521  xx  42 x  2x . 

Следува,   ,2x . 
 Конечно, решението на неравенката е множеството  

    ,23, . 
 13) Прв начин. За 05 x  неравенката е еквивалентна со 

53  xx  x28   4x , 
односно решение е интервалот  ,5 . 
 За 05 x  неравенката е еквивалентна со 

53  xx  x28   4x , 
односно решение е интервалот  4, . 

 Значи, решение на неравенката е множеството  \ 4,5 . 

 Втор начин. Имаме 

1
5

3




x

x
 01

5

3




x

x


 
0

5

53





x

xx
 0

5

28




x

x
   




















05

028
05

028

x

x
x

x






















5

4
5

4

x

x
x

x

  5x
4x
     ,54,x . 

 Трет начин. 1
5

3




x

x
 0

5

28




x

x
    0528  xx  

 Решенија на равенката    0528  xx  се  
028  x  4x , 05 x  4x  или 5x . 
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 Бидејќи членот пред  е негативен, параболата 2x
    528  xxxf  е свртена со темето надолу и има негативни 

вредности на интервалот  \ 4,5 . 

 14) Неравенката 1
13

32




x

x
 е еквивалентна со системот 

неравенки 1
13

32
1 





x

x
. Множиме со 13 x . 

 . За 1 013 x , односно 
3

1
x добиваме  

    1313
13

32
13 




 xx
x

x
x  133231  xxx 

452  xx  4 x
5

2
x  4x . 

 Следува дека решение е интервалот  ,4  

 . За 2 013 x , односно 
3

1
x , добиваме  

133231  xxx  xx  452  4
5

2
 xx 

5

2
x . 

Следува дека решение е интервалот 




 

5

2
, . 

 Значи, конечното решение е множеството  




  ,4

5

2
, . 

 
 Задача 15* (Предлог за регионален натпревар за втора 
година средно гимназиско образование). Определи ја вредноста на 

параметарот , така што неравенката a
 

1
1

2
2





xx

xa
, да е исполнета 

за сите вредности на променливата x . 
 Решение. Прв начин. Ако  неравенката е точна за секој 
реален број .  

0x
a

 Нека 0x . Тогаш,  
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 
1

1

2
2





xx

xa


x

xx
a

1
2

2 
  и 

112sgn
11


1 22







x
x

x
x

xx

x

xx
. 

Притоа, за 1x  важи равенство. Искористивме дека  

22
11

2
















x
x

x
x , за 0x . Значи 

12 a  121  a  13  a . 

 Втор начин. Неравенката 
 

1
1

2
2





xx

xa
 е еквивалентна со 

 
1

1

2
1

2






xx

xa
. Бидејќи 0

4

3

2

1
1

2
2 






  xxx , имаме 

    121 22  xxxaxx  
 Ако 0x , неравенката е точна за секој реален број . a
 Ако , неравенката е еквивалентна со  0x


x

xa
x

x
1

3
1

1 





  . 

x
xa

x
x

1
12

1
1 

Бидејќи 2
1

x

x , од каде 2
1







 

x
x , следува дека 

a
x

x 





  3

1
1  и a

x
x  1

1
3 . 

За да биде равенката точна за секоја вредност на променливата 
, треба 0x  1,3 a . 

 Ако 0x , неравенката е еквивалентна со  

x
xa

x
x

1
3

1
1 






  . 

Бидејќи 2
1


x

x  од каде 2
1







 

x
x , имаме 

a
x

x 





  1

1
1  и a

x
x  5

1
3 . 

Следува за 0x ,  1,5a . Значи, решението е интервалот .  1,3 
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1.1. РЕАЛНИ БРОЕВИ 
 

1.1.1. МАТЕМАТИЧКА ИНДУКЦИЈА 
 

 Задача 1. Докажи го равенството  
  21 3 5 2 1n n       за секој n . 

 Решение. За 1n  го добиваме равенството 211 . Јасно, 
равенството е точно. 
 Претпоставуваме дека равенството е точно за kn  , т.e. 

  21 3 5 2 1k k      . 

 Треба да покажеме дека равенството е исполнето за , 

односно дека 

1 kn

 2
1 3 5 2 1 1k k      . Навистина, ако тргнеме 

од левата страна на равенството и ако ја искористиме индуктивната 
претпоставка, добиваме 

     221 3 5 2 1 2 1 2 1 1k k k k k           . 
 Според принципот на математичка индукција, тврдењето е 
точно за секој природен број . n
 
 Задача 2. Со помош на принципот на математичка индукција  
докажи дека  

     1 2
1 2 2 3 1

3

n n n
n n

 
        за секој n . 

 Решение. За 1n  имаме дека 
3

321
21


  . Следува за  

тврдењето е точно. 

1n

 Претпоставуваме дека равенството важи за kn  , односно 

дека      1 2
1 2 2 3 1

3

k k k
k k

 
      . 

Тогаш за 1 kn , добиваме  

     1 2 2 3 1 1 2k k k k        

 
        1 2

1 1
3

k k k
k k

 
2k      

   1 2 1
3

k
k k

    
 

  
  

3

321  kkk
, 
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од каде согласно принципот на математичка индукција, заклучуваме 
дека тврдењето е точно за секој n . 
 
 Задача 3. Докажи дека  

 22
3 3 3 1

1 2
4

n n
n


    за секој n , 

користејќи го принципот на математичка индукција. 

 Решение. За 1n  тврдењето е точно бидејќи 
 

4

111
1

22
3 
 . 

 Претпоставуваме дека равенството е точно за kn  , т.е.  

 22
3 3 3 1

1 2
4

k k
k


    . 

Тогаш за 1 kn , имаме 

     
22

3 33 3 3 1
1 2 1 1

4

k k
k k k


        

       2 22 2
2 2 1 24 4

1 1 1
4 4

k kk k k
k k k

    
        4

. 

 
 Задача 4. Докажи дека, за секој природен број  важи 
равенството  

n

   
1 1 1

1 3 3 5 2 1 2 1 2 1

n

n n n
   

   



. 

 Решение. За 1n  имаме дека 
112

1

31

1





, што е точно 

тврдење. 
 Претпоставуваме дека равенството е точно за kn  , односно 

   
1 1 1

1 3 3 5 2 1 2 1 2 1

k

k k k
   

   



. 

Треба да покажеме дека тврдењето е точно за 1 kn , односно  

       
1 1 1 1 1

1 3 3 5 2 1 2 1 2 1 2 3 2 3

k

k k k k k


    

      
 . Имено, 

Д-р Зоран Мисајлески  1. Броеви 17 



 
1.1.1. Математичка индукција 

 

       
1 1 1 1

1 3 3 5 2 1 2 1 2 1 2 3k k k k
    

     
  

   32

132

12

1

32

1

12

1

3212

1

12

2























 k

kk

kk
k

kkkk

k
. 

Со групирање, триномот  ќе го претставиме како 
производ на два члена, од кои едниот да биде 

132 2  kk
1k . Имаме 

          112112122132 22  kkkkkkkkkk . 
 Оттука, 

  3212

132 2



kk

kk   
   32

1

3212

112









k

k

kk

kk
. 

Следува deka тврдењето е точно и за 1 kn . Според принципот на 
математичка индукција тврдењето е точно за секој n . 
 
 Задача 5. Докажи го  равенството  

nn

nn

34

32

4

3

33

3

3

2

3

1
32 


  , n . 

 Решение. За 1n  равенството има облик  

34

32

4

3

3

1




  односно 
3

1

3

1
 . 

 Нека важи равенството за kn  , односно 

kk

kk

34

32

4

3

33

3

3

2

3

1
32 


   

Тогаш за 1 kn , добиваме 











  1132 3

1

34

32

4

3

3

1

33

3

3

2

3

1
kkkk

kkkk  

 
1 1 1

2 13 4 4 6 9 3 2 5 3 2 5 3

4 4 3 4 4 3 4 4 3 4 4 3k k k

kk k k k
   1

3
k

      
       

   
, 

што значи дека равенството е точно за секој 1 kn . 
 
 Задача 6. Докажи дека  

  22

2

1

1
1...

9

1
1

4

1
1

2 



















 





 

n

n

n
, n  . 

 Решение. За 1n  равенството има облик  
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4

3

4

3

22

21

4

1
1 




 . 

 Нека важи равенството за kn  , односно 

  22

2

1

1
1...

9

1
1

4

1
1 2 




















 





 

k

k

k
. 

 Тогаш  

     












































 





 

222 2

1
1

22

2

2

1
1

1

1
1...

9

1
1

4

1
1

kk

k

kk
 

     
   
   

 
 

2 2

2

1 3 1 22 4 4 1 4 3

2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 22

k k kk k k k k

k k k k kk k

       
  

    


 

, 

односно равенството важи и за 1 kn . Според принципот на 
математичка индукција, равенството е точно за секој n . 
 
 Задача 7. Докажи дека  е делив со 27. 281810  nn

 Решение. За 1n  имаме дека  е делив со 27 
бидејќи 

028118101 
0270  . 

 Претпоставуваме дека тврдењето важи за kn  , односно 
281810|27  kk  akk 27281810   за некој цел број a . 

Оттука, . 28182710  kak

 Сега, за 1 kn , добиваме  
   28181810102811810 1 kk kk

 10 27 18 28 18 10a k k      
 10 27 9 18 270 27 10 6 10a k a k       . 

 Согласно принципот на математичка индукција, тврдењето е 
точно за секој природен број . n
 
 Задача 8. Покажи дека збирот од кубовите на три 
последователни природни броја  

   333 21  nnn е делив со 9. 

 Решение. Бројот  е делив со 9. Следува дека 
равенството е точно за 

36321 333 
1n .  

 Нека равенството е точно за kn  . Значи бројот  

   333 21  kkk   е  делив со 9, 
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односно     akkk 921 333   за некој природен број a . Тогаш, 

     3 3
1 2 3k k k

3       

   3 3 3 21 2 3 3 3 9 2k k k k k 7         

     2727921 2333 kkkkk  

  3399 2 kka  339 2  kka . 

 Следува дека бројот      3 3
1 2k k k

3
3    

1

 е делив со 9, 

односно равенството е точно за  kn . Според принципот на 
математичка индукција тврдењето важи за сите природни броеви. 

 
 Задача 9. Докажи дека производот од 4 последователни 
природни броја    321  nnnn  е делив со  24. 

 Решение. Бројот 4321   е делив со 24. 
 Претпоставуваме дека бројот    321  kkkk  е делив со 
24. Тогаш, 
            32143214321  kkkkkkkkkkk . 

 Да ја разгледаме десната страна од равенството. Првиот 
собирок е делив со 24 од индуктивната претпоставка. Вториот 
собирок содржи производ од 3 последователни природни броја кои 
се деливи со 6, па вториот собирок е делив со 2464  . Оттука и 
збирот  е делив со 24. 
 Значи равенството е точно и за 1 kn . Според принципот 
на математичка индукција равенството важи за сите природни 
броеви. 
 

 Задача 10. Докажи дека 
168

1132 n
  е природен број, за секој 

. n

 Решение. Со  nP  да го означиме тврдењето 
168

1132 n
  е  

природен број. 

  е точно тврдење бидејќи  1P 1
168

168

168

1132




 е природен 

број. 
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 Нека  kP  е точно тврдење, односно нека 
168

113 2 k

 е 

природен број. Ќе покажеме дека  1kP  така е точно тврдење, 

односно дека 

 исто

168

22 k 113 
 ен број. Имено, е природ

 













168

1116813

168

116913

168

11313

168

113 222222 kkkk


 k

kk
2

22

13
168

11316813

168

1132 k
 

е природен број бидејќи е збир од два природни броја  

k213  и 
168

1132 k
. 

 
 Задача 11. Докажи го равенството 

1

132





x

x
xxxxx

n
n  , 1x , n . 

 Решение. Тврдењето 
1

11





x

x
xx  т.е. x  е точно. x

 Нека е точно тврдењето 2 3 1

1

k
k x

x x x x x
x


    


  за 

некој природен број . Тогаш, 1k

2 3 1 11

1

k
k k kx

x x x x x x x
x

 
      



1

1

1

1

1

1 11




















 

x

x
x

x

xxx
xx

x

x
x

kkkk
k

k

. 

Следува дека тврдењето е точно и за бројот 1k . Спо ринципот 
на математичка индукција, тврдењето е точно за сите природни 
броеви. 

ред п

 
 Задача 12. Докажи го неравенството на Бернули 

, за секој реален број   nxx n  11 1x , и природен број . n

 Решение. За 1n  тврдењето е точно бидејќи xx  11 . 

Претпоставуваме дека тврдењето е точно за kn  , односно 
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  kxx k  11 . 

Треба да покажеме дека тврдењето е точно за 1 kn , односно 

дека    xkx k 111 1   . Навистина, 

           21 111111 kxxkxxkxxxx kk

   xkkxxk 1111 2  . 
Од принципот на математичка индукција следува точноста на 
тврдењето за секој природен број . n
 
 Задача 13. Со помош на математичка индукција докажи го 
идентитетот 

12

1

24

2

2
1

2

1

1

1

2

1

2

1

2

1

1





















nn

xxxxxx

nn

 , 

за било кој реален број 1x    и број 0n . 

 
 Задача 14. Докажи го неравенството  

   222 ! 2 !nn n , n , . 1n
 Решение. Неравенството е точно за 2n  бидејќи,  

 24 !226424!4   

 За  нека важи 2 kn    22 !2!2 kk k . 
 Треба да покажеме дека неравенството е точно за  

односно дека 

1 kn

    222 !12!22   kk k . Имено, 

             
 12

12
12!22212!2!22

2
22





k

k
kkkkkk k

     222222 !12
22

12
!12 




  k
k

k
k kk  

 Според принципот на математичка индукција неравенството 
е точно за секој n , . 1n
 

 Задача 15. Докажи го неравенството, 6 6 . . . 6 3

n

   


 за 

секој природен број . n

 Решение. За 1n , тврдењето е 6 3  и очигледно е точно. 
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 Нека тврдењето е точно за , односно kn 

 6 6 . . . 6 3

k

   


. 

 Следува 6 6 6 . . . 6 6 3 9

k

      


. Ако го коренуваме 

последното ненегативно неравенство добиваме 

1

6 6 . . . 6 6 3 3
k

k

     


. 

 Последното неравенство е неравенството што се добива за 
. 1 kn

 Според принципот на математичка индукција неравенството 
е точно за секој n . 
 
 Во следнава задача без примена на математичка индукција ќе 
се изведат сумите од првите  броеви, како и збирот од нивните 
квадрати и кубови. 

n

 
 Задача 16*. Пресметај ги сумите:  

а) n ...21 ; б) ; в) . 222 ...21 n 333 ...21 n
 Решение. а) Со собирање на идентитетите 

 за   121 22  nnn nn ,...,2,1  добиваме 

    nnn  ...21211 22   

  nnnn  ...21222   

  nnn  2...212 
 

2

1
...21




nn
n . 

 
   

2 2

2 2

2 2

2 2

2 1 2 1 1

3 2 2 2 1

...

1 2 1

1 1 2 1 2 ...

n n n

n n

   
   

   

n      

 

 б) Ги собираме идентитетите  
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  1331 233  nnnn  за nn ,...,2,1 . Имаме 

      nnnn  ...213...21311 22233 

   
n

nn
nnnn 




2

1
3...21333 22223 , од каде 

   





2

1
323...213 23222 nn

nnnn 
2

3

2

3
23

2
23 nn

nnn  

 






2

132

2

32 223 nnnnnn
    

2

121

2

1
2

1
2










 

nnn
nnn

, 

( 0132  nn 
4

893
2

1


n 

2

1
1 n , 12 n ) 2

Следува, 
  

2

121
...21 22 


nnn

n . 

 
     

3 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2 2

2 1 3 1 3 1 1

3 2 3 2 3 2 1

...

1 3 3 1

1 1 3 1 ... 3 1 ...

n n n n

n n

     
     

    

n n        

 

 в) Од идентитетите   14641 2344  nnnnn , за 
 имаме nn ,...,2,1

 
        nnnnn

nnnnn







...214...216...21411
14641

...

124262423

114161412

22233344

2344

2344

2344

 

или  

      
n

nnnnn
nnnnn 







2

1
4

6

121
6...214464 333234   

од каде 
        12121364...214 234333 nnnnnnnnnn  
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      12121364 23 nnnnnnn

     22132364 223 nnnnnnn  

  22132364 223 nnnnnnn   nnnn 23 2

   2222 112  nnnnn . 

Следува 
    222

333

2

1

4

1
...21 






 





nnnn

n . 

 
 Задача 17. Докажи го равенството 

nn

n

nn

1
1

2
...

42
222

 , за секој n . 

 Решение.  Прв начин. За 1n , равенството е 
1

1
1

1

2
2

 , 

односно 2 . 2
 Нека равенството е точно за kn  , односно  

kk

k

kk

1
1

2
...

42
222

 . 

Ако помножиме со  добиваме, 2k







 

k
kk

1
12...42 2  или . kkk  2...42 2

Треба да го покажеме равенството за 1 kn , односно  

     
 
  1

1
1

1

12

1

2
...

1

4

1

2
2222 












 kk

k

k

k

kk
. 

Тргнувајќи од левата страна, добиваме 

     
 
 

 
 

















 22222 1

122...42

1

12

1

2
...

1

4

1

2

k

kk

k

k

k

k

kk

   
   

 
2 2

2 2 2

2 12 2 3 2 2 1
1

1 11 1 1

k kk k k k k k

k kk k k

      
    

   
. 

 Втор начин. Користејќи го збирот 
 

2

1
...21




nn
n , 

бараното равенство ќе го покажеме директно:  

   
nn

n

n

nn

n
n

n

n

nn

1
1

12

2

12
...21

2
...

42
22222 





 . 
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 Задача 18*. (Предлог за регионален натпревар за четврта 
година од средното гимназиско образование) Докажи дека за секој 
природен број , постојат различни природни броеви ,  , ..., 

, такви што 

2n 1x 2x

nx 2013

11
...

11

21


nxxx

. 

 Решение. Задачата ќе ја докажеме со методот на 
математичка индукција. За 2n ,  

674671

1

6743

1

671

1

3

1

674

1

6713

1

2013

1












 


 , 

т.е. равенството е исполнето. 
 Нека тврдењето важи за kn  , односно постојат различни 

природни броеви ,  , ..., , такви што 1x 2x kx
kxxx

1
...

11

2013

1

21

 . 

 Тогаш 
kxxx 2

1
...

2

1

2

1

4026

1

2013

1

21

 . 

Јасно , односно 2013ix 40262 ix  за сите ni ..,2,1  и ,  , ..., 

 се различни природни броеви. Следува  дека тврдењето важи и 

за . 

12x 22x

kx2

n 1k
 

1.1.2. БИНОМНА ФОРМУЛА 
 

 Задача 1. Степенувај го биномот  452 x . 

Решение. Користејќи ја биномната формула добиваме 

        4322344 552
3

4
52

2

4
52

1

4
252 


























 xxxxx , 

каде биномните коефициенти се  и 4
3

4

1

4


















6

2

34

2

4












. 

Следува 
 452 x  62512524254658416 234 xxxx

625100060016016 234  xxxx . 
 

Задача 2. Најди го седмиот член во развојот на биномот 

 12
2x . 



 
1.1.2. Биномна формула 

 

Решение. Според формулата за определување на -от 

член во развојот на биномот , добиваме 

1k

kkn
k ba

k

n
T 

 







1

  66366612
7 73928113472

123456

789101112
2

6

12
xxxxT 












  . 

 
Задача 3. Најди го средниот член во развојот на биномот 

.  82x
Решение. Развојот на биномот има 9 члена. Следува дека 

средниот член е петтиот, 

 48 4 4 4 4
5

8 8 7 6 5
2 16 16 7 2 5 1120

4 4 3 2 1
T x x x     

              
x . 

 
Задача 4. Определи го членот во развојот на биномот 

9
2 1







 

x
x што не ја содржи променливата x . 

Решение. Користејќи ја формулата за определување на -
от член од развиениот бином, добиваме 

1k









 


kkn

k ba
k

n
T 1

      kk
k

k
x

kx
x

k
31892 9

1
19 

























k

kk

x
x

k
218 1

1
9  







 . 

 За членот што не ја содржи променливата x  важи 0318  k , 
односно . Следува седмиот член, 6k

  84
23

789

6

9
1 6

16 











T , 

не ја содржи променливата x . 
 
 Задача 5. Најди го средниот член во развојот на биномот 

n

a

a
aa 













 5

2
2  ако биномниот коефициентот на петтиот спрема 

биномниот коефициентот на третиот член се однесуваат како 14:3. 
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 Задача 6. Определи го четвртиот член од развиениот бином 

y

x
x 













3

2
4

7
 ако x  и  ги задоволуваат релациите  y

5:3:1
1

::
1


























 x

y

x

y

x

y
. 

 Решение. Ги запишуваме корените во биномот во степенски 
вид 

yy

xx
x

x 





















3

2

3

1

4

1

3

2
4 7

7
. 

 Од условот , добиваме 3:1:
1

















 x

y

x

y

133
3

1

13

1

)!(!
!

)!1()!1(
!










xxy

x

xy

xyx
y
xyx

y


3

y
14 x

5

. 

 Од условот , добиваме  :3
1

: 
















x

y

x

y









xxy

x

xy

xyx
y
xyx

y

3555
5

31

5

3

)!1()!1(
!

)!(!
!

5
y

58 x
. 

Со елиминирање на променливата  од двете равенки, добиваме   y

5

58

3

14 


 xx
520=41524520  xxxx . 

Оттука, 7
5

558



y . Следува дека четвртиот член од развиениот 

бином е 
































3

3

2

3

137

4

1

134 575
3

7
TT 1

7

1

5

1
57575

123

567 21 

  . 
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 Задача 7. Биномниот коефициент на третиот член од 

развиениот бином 
n

xx
x 











3

3 1
е 10. Најди го членот што го 

содржи  3

5

x . 

 Решение. Степенот на биномот  ќе го најдеме од условот, 
биномниот коефициент на третиот член од развиениот бином е 10. 

n

 
 1!

10 10
2 2! 2 ! 2

n n nn

n

 
     

   

 1 20n n      451 nn  5n . 

Следува дека секој член од развојот има форма  

3

55

3

4
)5(

3

1

1

55 kk
kkkn

k x
k

xx
k

ba
k

n
T




 

























 . 

 Бидејќи го бараме членот што го содржи 3

5

x , треба да важи 

3

5

3

55


 k
, односно 555  k  или 2k . Добивме дека третиот 

член 

3

5

3

5

3

5

3 10
2

45

2

5 












 xxxT , 

ги исполнува условите од задачата. 
 

 Задача 8. Збирот  од биномните коефициенти на првиот и 

третиот член од биномот  nxx  42  е 29, а четвртиот член е 4 пати 
поголем од третиот. Најди го x . 

Решение. Степенот на биномот  ќе го најдеме од условот, 
збирот од првиот и третиот биномен коефициент е 29. 

n

29
20

















 nn
 29

2

)1(
1 




nn
 582 nn2   056nn2 


2

151

2

1

2

56411
2

1








n

225
 81 n  72 n . 
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Значи, 8n . Од условот, четвртиот член е 4 пати поголем од 

третиот, добиваме . Ако замениме 

за , имаме 

       2233
42

2
442

3
xnxxnx nn 



















8n

         22283
238

22
2

8
422

3

8 xxxx 




















xxx 466 22
!6!2

!8
42  x52

!5!3

!8
  xx62

6

1xx 465 2422
3

1   

xx 22
3

2
2

3

1
 

3

1
x . 12  22  xx  12  xx

Следува дека бројот 
3

1
  ги исполнува барањата на задачата. 

 
 Задача 9. Биномните коефициенти  на четвртиот и шестиот 

член од развојот на биномот 
n

x
x







 

1
 се однесуваат како . 

Определи го членот во развојот што не го содржи  

18:5

x . 
 Решение. Бидејќи четвртиот и шестиот биномен коефициент  
се однесуваат како 5 : , добиваме 18

  

 
18

5

!5!5
!

!3!3
!







n
n
n
n

18:5
5

:
3













 nn    7243  nn   

721272  nn   0607n 2n
  5 512012  nnnn . 

 Бидејќи  е природен број, решението n 5n  го отфрламе. 
Значи . Имајќи предвид  дека 12n 1k -от член има облик 

 
12

1

12 1
k

k
n k k

k

n
T a b x

k k x






                
12

2

3

212 1212 
















 kk
k x

k
xx

k
 

и степенот на x  во развојот на биномот е 0, добиваме  

012
2

3


k
 т.е. 8k . 

Значи бараниот член е деветтиот член и тој изнесува  
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495
234

9101112

8

12
9 












T . 

 

 Задача 10. Третиот член од развојот на биномот  5lg xxx   е 

. Најди го 610 x . 
 Решение. Третиот член во развојот на биномот е  

xx xxxT lg23lg23
3 10

2

5 







 . 

 Од условот на задачата  ја добиваме равенката  6
3 10T

6lg23 1010  xx  5lg23 10 xx  5lg23 10lglg  xx   

  5lglg23  xx  55lglg2 2  xx  
Со смената xt lg , последната равенка ја трансформираме во 
равенката 


4

4093
2

1


t  11 t , 

2

5
2 t . 

4

73
2

1


t0532  tt 2

Следува дека 1lg x  и 
2

5
lg x , од каде имаме  

101 x , 
10100

1
10 2

5

2 


x . 

 
 Задача 11. Најди го членот со најголем коефициент во 
развојот на биномот  1865 x . 

 Решение.  Да разгледаме два последователни члена во 
развиениот облик на биномот  

kk
k k
T 65

18 18
1


 








   и . 119 65

1

18 










 kk
k k
T

Членот  е поголем од членот  ако 1kT kT

      
11918 65

!19!1

!18
65

!18!

!18 





kkkk

kkkkkk TT 1   

        
118118 655

!1819!1

1
665

!18!1

1  





kkkk

kkkkkk
  
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kk 


19

56 1

 kk 56114  
11

4
10

11

114
k .  11411 k

Да забележиме дека еквиваленцијата (1) е точна бидејќи 
, односно членот . Значи за  18,...,2,1k  019  k 10k  важи 

, од каде имаме . Сосема аналогно за kk TT 1 111 TT 10 ...T 

11

114
k , односно  ќе важи 11k kk TT 1 . Оттука 1811 TT 12 ...T  . 

Следува дека единаесеттиот член  

108
11 65

10

18








T 1311651732 1082   

има најголем коефициент. 
 
 Задача 12-13. Пресметај го бројот 

12) ;  13) . 
































7

7
...

2

7

1

7

0

7

































7

7
...

2

7

1

7

0

7

 Решение. 12) Ако во биномната формула  

  nnkknnnn b
n

n
ab

n

n
ba

k

n
ba

n
a

n
ba 













































  11

1
......

10
 

ставиме: , 7n 1a  и 1b , добиваме 

 72
7

7
...

1

7

0

7


























.   



























7

7
...

1

7

0

7
11 7

 13) Ако во биномната формула ставиме: 7n , 1a  и  
добиваме 

1b

 0
7

7
...

2

7

1

7

0

7



































.   



































7

7
...

2

7

1

7

0

7
11 7

 

 Задача 14.  Во развојот на биномот  

n

a

a
a 










7 3
5

1

8
 најди го 

оној член што содржи  ако збирот на сите биномни коефициенти 
во развојот на биномот  е 4096. 

3a

 Решение. Бидејќи збирот на сите биномни коефициенти во 

развојот на биномот  na b  изнесува , имаме , односно 2n 2 4096n 
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12n . Користејќи ја формулата за општиот член на биномот, 
добиваме  































kk

k
a

a
a

k
T

7 3

12

5
1

1

8

12

 








 





 7

3

5

12

5

12
12 8

12 kkk
k aaa

k
7

3

5

)12(6

5

12

8
12 kkk

a
k












. 

Од условот 37

3

5

)12(6

aa
kk






 добиваме 3
7

3

5

)12(6


 kk
, односно  

73995710515425043
35

15)12



kkkk

kk(42

 
Значи, бараниот член е осмиот  

3331
8 99

8

1

12345

89101112
8

7

12
aaaT 












  . 

 
 Задача 15. Најди ги рационалните членови во развојот на 

биномот  2475 23  . 

Решение. Од формулата за општиот член имаме, 

    75

24
724

5
1 23

24
23

24 kk
kk

k kk
T




 
















 . 

Последниот израз е рационален број ако истовремено 
5

24 k
 и 

7

k
 се 

цели броеви. Бидејќи  24,...,1,0k , 
7

k
 е цел број само ако 

. Од нив само за  21,14, 7,0k 14k , изразот 
5

24 k
 е цел број. 

Следува дека развојот на биномот има само еден рационален член  

22
15 23

14

24








T .

 
 

 



 
1.2.1. Комплексни броеви 

 

1.2.1. КОМПЛЕКСНИ БРОЕВИ 
 
 Задача 1-2. Претстави ги во алгебарски вид броевите: 

 1) 
i2

7
;  2) 

i

i

21

3




. 

 Решение. 1) Комплексниот број го претставуваме во 
алгебарски вид, така што го множиме со коњугираниот член на 
изразот во именител, 

i
i

i

i

ii 5

7

5

14

14

714

2

2

2

7

2

7













. 

2) 
  

   i
iii

ii

ii

i

i

















1
5

55

41

263

2121

213

21

3
. 

 
Задача 3-4.  Запиши ги во тригонометриска форма следниве 

комплексни броеви 
  3) iz 31 ;    4) 1z . 
 Решение. 3) Прв начин.  Комлексниот број го претставуваме 
како точка во рамнина. Неговиот радиус и аргумент се  

2)3()1( 22   и 
3

4

31

3   arctg . 

 Следува дека 





 

3

4
sin

3

4
cos2


iz . 

 Втор начин. Радиусот и аргументот на комплексниот број ги 
определуваме по формулата  


















x

y
arctg

x

y
arctg

x

y
arctg



квадрант

квадрант

квадрант

42

3,2

1



 . 

Бидејќи отсечоците на x  и y  оските 
се негативни, комплексниот број се 
наоѓа во трет квадрант. Следува дека 

3

4

3
3

1

3  



 arctgarctg . 
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 Коментар. Забележуваме дека при пресметувањето на аголот 
според формула, определуваме аркустангенс од количникот од 
отсечоците на x  и y  оските, додека при претходниот начин 
работиме со должините на отсечоците. 
 4) Комплексниот број 1z  
лежи на негативната страна на x -
оската.  
 Јасно, 1  и 1 . До истиот 
резултат може да дојдеме формално со 
примена на формулите за радиус и 
аргумент на комлексен број. Следува,  

 sincos iz   . 
 
 Во понатамошните задачи, при 
сведување на комплексните броеви во тригонометриски вид, заради 
економичност во испишувањето, ќе го применуваме вториот метод 
и меѓу-оперциите ќе ги пишуваме во заграда. 
 

     Задача 5. Пресметај ја вредноста на изразот  
 
 6

5

1

122

i

i




. 

 Решение. Имаме 

 
 





61

122

i

i
5



























4

7
2

4
2

1

1
211

3
3

2

12
4124

22

11





arctg

arctgarctg
 

 








 







 

6
6

5
5

4
7

sin
4

7
cos2

3
sin

3
cos4





i

i 10

3

5 5
2 cos sin

3 3
42 42

2 cos sin
4 4

i

i

 

 

   


   

 















 






 







 







 

23

5
sin

23

5
cos2

2
sin

2
cos

3

5
sin

3

5
cos

2 77 




i
i

i
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





 

6

7
sin

6

7
cos27 

i 









22

3
27 i  i 326 . 

 

 Задача 6. Пресметај ја вредноста на изразот 
16

2

1

1

3






 


 i

i

i
. 

Решение. Имаме 


 
 

162

12

16











ii

ii
16

2

1

1

3






 


 i

i

i
  












16

2

2

22

216

ii

iii
1616

1

4

22

8

















 i

i

i

i
. 

 Наместо да ги степенуваме одделно броителот и именителот 

во дропката 
1

4

i
i

, можеме најпрво истиот комплексен број да го 

претставиме во алгебарски вид 
 

   



 11

14

1

4

ii

ii

i

i
 




1

44
2

2

i

ii  ii
ii









1222
2

44

11

44
. 

Потоа бројот i1  го претставуваме во тригонометриски вид 

 















































4
sin

4
cos2

44

7
2

4
2

1

1
211

1

22





i

arctg
i

и со еднократна примена на Моавровата формула, го добиваме 
бараниот резултат: 

16

1

4







i
i    































16

1616

4
sin

4
cos2212


ii  

16 8 16 16
2 2 cos sin

4 4
i

                
  

    242 cos 4 sin 4i     242 . 
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 Задача 7. Пресметај ја вредноста на изразот 
 
  21

1



n

n

i

i
. 

 Решение. Во тригонометриски запис комплексниот број 







 

4
sin

4
cos21


ii , додека  






 





4

sin
4

cos21


ii .  

Затоа 

 
 


 21 ni

1 ni
















 


















 

2

4
sin

4
cos2

4
sin

4
cos2

n

n

i

i





 

 
      







 










 



4

2
sin

4

2
cos2

4
sin

4
cos2

2 n
i

n

n
i

n

n

n





 

     2 2 2
2 cos sin

4 4 4 4

n n n nn n
i

         
          

















 







 

4

22
sin

4

22
cos2

 n
i

n
 

   2 cos 1 sin 1
2 2

n i n
        

















34,2

24,2

14,2

4,2

kni

kn

kni

kn

        
k,  . 

 
 Задача 8.  Во множеството комплексни броеви најди го 

коренот 6 1 . Потоа скицирај ги решенијата. 
 Решение. Прв начин. Тригонометрискиот запис на бројот 1 
е . Оттука, множеството од шести корени на 
единицата е  

0sin0cos1 i









 5,4,3,2,1,0
6

2
sin

6

2
cos16 k

k
i

k 
. 
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 Секој корен во горната формула го добиваме за некоја 
вредност на , и тоа k
 за , 0k 10sin0cos0  iw , 

 за , 1k

1

1 3
cos siw i  n

3 3 2 2
i

 
  ;  

 за , 2k

2

3

2

1

3

2
sin

3

2
i


cos2 iw 


; 

 за , 3k
sin 1cos3   iw ;  

 за , 4k
2

3

2

1

3

4
sin

3

4
cos4 iiw 


; 

 и за 5k , 
2

3

2

1

3

5
sin

3

5
cos5 iiw 


. 

На цртежот се нанесени корените на тригонометриската кружница. 
 Втор начин. Определуваме еден шести корен на 1. 
Очигледно, 10 w  е шести корен на 1. Останатите корени лежат на 

централната кружница со радиус 1 и се поместени за  еден од 
друг. Затоа, 

060

2

3

2

1

3
sin

3
cos 01 iwiw 






 


, 

2

3

2

1

3

2
sin

3

2
cos 02 iwiw 






 


, 

  1sincos 03  wiw  ,  

2

3

2

1

3

4
sin

3

4
cos 04 iwiw 






 


 и 

2

3

2

1

3

5
sin

3

5
cos 05 iwiw 






 


. 
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 Задача 9.  Во множеството комплексни броеви најди го 
коренот i44 . Потоа скицирај ги решенијата. 
 Решение. Прво комплексниот број под коренот го 
претставуваме во тригонометриски вид. 

16 16 4 2
4 4 4 3

4 4 4

i
arctg


   

   
    
       

3 3
4 2 cos sin

4 4
i

    
. 

 
Потоа ја применуваме Моавровата формула за квадратен корен на 
комплексен број,  


































 



 1,0

2

2
4

3

sin
2

2
4

3

cos2444 k
k

i
k

i


. 

Следува дека за 0k  коренот е 





 

8

3
sin

8

3
cos224

0


iw , 

и за ,  1k







 















 





8

11
sin

8

11
cos22

2

2
4

3

sin
2

2
4

3

cos22 44
1



iiw . 

 Коментар. Корените лежат на централна кружница со радиус 
4 22  и се поместени за  степени.  0180

 Затоа е доволно да се најде еден корен. Сите останати корени 
се добиваат со ротација на дадениот корен. Така со помош на 
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коренот , може да се определи коренот , кој може да се добие 

со ротација за  на , односно, 
0w 1w

0180 0w

    





 

8

3
sin

8

3
cos22sincossincos 4

01

 iiwiw







 














 






 

8

11
sin

8

11
cos22

8

3
sin

8

3
cos22 44 

ii . 

 
Задача 10-11.  Во множеството комплексни броеви реши ги 

равенките: 
  10) ; 11) 0162 z     011 3  izi . 

Решение. 10) 0162 z  162 z  1416 z . 
Бројот 1  во тригонометриски вид е  sincos1 i . Оттука 







 





2

2
sin

2

2
cos4

 k
i

k
wk , 1,0k ; 

односно  и iw 40  iw 41  . 

 Коментар. Забележуваме дека ако  е позитивен реален број 

тогаш 

a

a  во множеството комплексни броеви е множеството 

 aa , , каде a  е корен во множеството реални броеви, додека 

ако  е негативен реален број, тогаш a a  во множеството 

комплексни броеви е множеството  aiai , , каде a  е 
корен во множеството реални броеви. 

11) Аналогно и оваа равенка ја решаваме најпрво по ,  z


i

i
z





1

13      011 3  izi  

потоа го средуваме изразот 

i1

i1  























4
1211

4

7
21211

22

11





arctg

arctg
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7 7
2 cos sin

4 4

2 cos sin
4 4

i

i

 

 

   


   

 

7 7
cos sin

4 4 4 4
i

                2

3
sin

2

3
cos


i  

и на крај бараме трет корен од претходниот број. Третите корени се 

2,1,0,
3

2
2

3

sin
3

2
2

3

cos 





 k
k

i
k

wk



; 

при што 

iiiw 
2

sin
2

cos
6

3
sin

6

3
cos0


, 

2

1

2

3

6

7
sin

6

7
cos

3

2
2

3

sin
3

2
2

3

cos1 iiiw 








, 

2

1

2

3

6

11
sin

6

11
cos

3

4
2

3

sin
3

4
2

3

cos2 iiiw 








. 

 
Задача 12-13.  Во множеството комплексни броеви реши ги 

равенките: 
  12) ;  13) 043 24  zz 032 3  iz . 

Решение. 12) Ја решаваме равенката со смената . tz 2

0432  tt     014  tt  4t   1t  

За  ја добиваме равенката 44t 2 z  чии решенија се:  
iw 20   и iw 21  , 

и за  ја добиваме равенката 11t 2 z  чии решенија се  
13 w , 14 w . 

Значи, множеството решенија на бараната равенка е  ii 2,2,1,1  . 

 13) Равенката 032 3  iz  се сведува на iz
2

1

2

33  . 

Притоа  

Д-р Зоран Мисајлески  1. Броеви 41 



 
1.2.1. Комплексни броеви 

 

3
sin

3
cos

2

1

2

3 
ii  . 

 Следува дека решенијата на равенката се  

2,1,0,
3

2
3sin

3

2
3cos 





 k

k
i

k
wk



 односно 

9
sin

9
cos0


iw  ,  

9

7
sin

9

7
cos

3

2
3sin

3

2
3cos1



iiw 





  и 

9

13
sin

9

13
cos

3

4
3sin

3

4
3cos2



iiw 





 . 

 
Задача 14-15.  Определи ги множествата комплексни броеви: 

  14)  3zz ;  15)  211  zz . 

Решение. 14) Го запишуваме бројот iyxz   во алгебарски 
облик. Тогаш 

3z  322  yx  922  yx . 

Последниот израз е равенка на централна кружница со радиус 3  

  
 15) Имаме 

 211211 iyxz  

   211 22 yx   411 22  yx   
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 Значи множеството решенија на равенката е внатрешноста на 
кружниот прстен определен со кружниците со центар во  и 
радиуси 1 и 2 . 

 0,1

 
Задача 16.  Најди го комплексниот број  oд условот  z

1
1


z
z

, i
z

z
 . 

Решение. Го запишуваме бројот iyxz   во алгебарски 
облик. 

1
1




iyx

iyx 01iyx

 1 iyxiyx    2222 1 yxyx    

  2222 1 yxyx   2222 12 yxxyx    


2

1
x  (1)  и 012 x

i
iyx

iyx



 0iyx

 yixiyx x y  (2).    

Со замена на (1) во (2), добиваме 
2

1
y . Значи iz

2

1

2

1
 . 

 
 Задача 17. Определи го комплексниот број , што ги 
исполнува условите  

z

5

3

2

3
Re 










i

iz
 и 

5

7

3

3
Im 










i

iz
. 

 Решение. Нека iyxz  . Ќе ги искористиме релациите 

2
Re

zz
z


  и 

i

zz
z

2
Im


 . Имаме 


 

5

3

2

3
Re 










i

yix

5

3

2

3
Re 










i

iz


5

3

2

3
Re 










i

iiyx


   

5

3

2
2

3
2

3


 





i
yix

i
yix

  

       
5

6

5

23

5

23





 iyixiyix
  
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        62323  iyixiyix 
       3 622 32233  ix yixyixyixy 

   6322  yx  332  yx  02  yx  (1) и 


 

5

7

3

3
Im 










i

yix

5

7

3

3
Im 










i

iz


5

7

3

3
Im 










i

iiyx


   

5

7

2
3

3
3

3


 





i
i
yix

i
yix



       
5

14

10

33

10

33 iiyixiyix








        iiyixiyix 283333  
        3 iix 2833 yixyixyixy 33333 

 yi 33


  iix 282     iixyi 1433    3 143  xy

1493


 xy  053  yx  (2). 
Од (1) и (2) имаме  

02  yx  и 053  yx . 
Ќе го решиме системот равенки. Од првата равенка . 
Заменуваме во втората равенка 

xy 2

053  yx  056  xx  55  x  1x . 
Оттука, . Следува комплексниот број е 2y iz 21 . 

 
 Задача 18*. Докажи ги тригонометриските идентитети  

xxx 3sin4sin33sin   и . xxx cos3cos43cos 3 
 Решение. Нека xixz sincos  . Со примена на моавровата 
формула добиваме 

  xixxixz 3sin3cossincos 33  . 
 Од друга страна 

  xixxxxixxixz 322333 sinsincos3sincos3cossincos  . 
 Ако ги прирамниме десните страни на равенставата добиваме 

xixxxxixxix 3223 sinsincos3sincos3cos3sin3cos  . 
Оттука следува, 

xxxx 23 sincos3cos3cos    xxxx 23 cos1cos3cos3cos 
x4  xxx cos3cos43cos 3 

 
xxx 3 3cos3cos3cos  cos  и  
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xxxx 32 sinsincos33sin     xxxx 32 sinsinsin133sin 
x3  xxx 3sin4sin33sin 

 
xxx 3sin3sin33sin  sin . 

 
 Задача 19*. Пресметај ги сумите nxxx cos...2coscos    и  

nxxx sin...2sinsin  . 
 Решение. Нека xixz sincos  . Тогаш 

   nxxxinxxx sin...2sinsincos...2coscos
 nxinxxixxix sincos...2sin2cossincos

 
1

1
...1... 12




 

z

z
zzzzzzz

n
nn , 

каде што  
   xixxixz sincos11sincos1  


2

cos
2

sin2
2

sin2 2 xx
i

x
ii 






 

2
sin

2
cos

2
sin2

x
i

xx
i  и 

   nxinxnxinxzn sincos11sincos1  


2

cos
2

sin2
2

sin2 2 nxnx
i

nx
ii 






 

2
sin

2
cos

2
sin2

nx
i

nxnx
i . 

Следува, 

  






 







 





2
sin

2
cos

2
sin2

2
sin

2
cos

2
sin2

sincos
1

1
x

i
xx

i

nx
i

nxnx
i

xix
z

z
z

n

 

sin
2 cos sin

2 2 2 2sin
2

nx
nx x nx x

x i x
x
                



   






 




2

1
sin

2

1
cos

2
sin

2
sin xn

i
xn

x

nx

. 

Со прирамнување на реалниот и имагинарниот дел во равенството, 
   nxxxinxxx sin...2sinsincos...2coscos  
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   






 




2

1
sin

2

1
cos

2
sin

2
sin xn

i
xn

x

nx

, добиваме 

 
2

1
cos

2
sin

2
sin

cos...2coscos
xn

x

nx

nxxx


  и 

 
2

1
sin

2
sin

2
sin

sin...2sinsin
xn

x

nx

nxxx


 . 

 
 Задача 20*. Во кружница со центар во точката iz 430  , 

впишан е правилен шестоаголник. Едно негово теме е во точката 
. Определи ги останатите темиња. iz 531 

 Решение. Останатите темиња, , , ,  и  се добиваат 

со ротација за агли од 

2z 3z 4z 5z 6z

3


, 

3

3
,  , 

3

4
 и 

3

5
 на бројот  околу 

центарот . Притоа, 

1z

0z izz  01 . Следува дека 

 0102 3
sin

3
cos zzizz 






 


 iiiz 










2

3

2

1
432 

2

3

2

1
432  iiz  iz

2

9

2

3
32  , 

 0103 3

2
sin

3

2
cos zzizz 






 


 iiiz 










2

3

2

1
433   

2

3

2

1
433  iiz  iz

2

7

2

3
33  , 

  0104 sincos zzizz    iiz  1434  iz 334  , 

 0105 3

4
sin

3

4
cos zzizz 






 


 iiiz 










2

3

2

1
435   
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2

3

2

1
435  iiz  iz

2

7

2

3
35   

 0106 3

5
sin

3

5
cos zzizz 






 


 iiiz 










2

3

2

1
436   

2

3

2

1
436  iiz  iz

2

9

2

3
36  . 

 
 Задача 21. Дадени се две спротивни темиња од квадратот 

,  и 4321 zzzz 22 z iz 314  . Најди ги преостанатите две темиња. 

 Решение. Нека  е средината на отсечката . Тогаш  0z 42zz

i
izz

z
2

3

2

3

2

312

2
42

0 





 . 

 Комплексниот број  го добиваме со ротација за 1z 2


 на 

бројот  околу . Следува дека  4z 0z

 0401 2
sin

2
cos zzizz 






 


  

 





  iiiiz

2

3

2

3
31

2

3

2

3
1 0401 zzizz  







  iiiz

2

3

2

1

2

3

2

3
1 

2

3

2

1

2

3

2

3
1  iiz  iz 1 . 

Аналогно  го добиваме со ротација за 3z 2


 на бројот , па 2z

 





  iiiz

2

3

2

3
2

2

3

2

3
3 0203 zzizz  







  iiiz

2

3

2

1

2

3

2

3
3 

2

3

2

1

2

3

2

3
3  iiz  33 2  iz . 

Следува дека преостанатите темиња на квадратот се  
iz 1  и 323  iz . 
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 Задача 22*. (Државен натпревар за втора година, гимназиско 
образование, 2013) Од надворешноста на страните  и  во 
триаголникот , се конструирани квадрати со центри  и 

BC AC
DABC E . 

Нека P  е средина на страната AB . Докажи дека отсечките  и PD
PE  се еднакви и заемно нормални. 
 Решение. Триаголникот го сместуваме во координатен 
систем , така што средината xPy P  да е во координатниот почеток и 
страната  да лежи на AB x -оската, при што темето  се совпаѓа со 
комплекснот број 

A
1 , а темето B  со бројот 1. Нека на темињата D , 

 и C E  им одговараат комплексните броеви , c  и e , соодветно.  d
Тогаш комплексниот број 1 е добиен со ротација за  околу  на 

. Затоа, 

090 D
c


i

ic
d





1

1
 (1).  dcid 1    11  icdi

 Од друга страна комплексниот број  е добиен со ротација за 
 околу центарот 

c
090 E  на бројот 1 . Значи 


1

1

ic
e i

i





 (2). 

i

ci
e





1

 eiec  1    ciei 1

Од (1) и (2) добиваме дека ide  . Последново равенство значи дека 
темето E  е добиено со ротација за  на темето 090 D  околу 
координатниот почеток, односно отсечките  и PD PE  се еднакви и 
заемно нормални. 
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 Задача 23*. (Предлог за регионален натпревар за втора 
година, гимназиско образование) Нека ,  и  се комплексни 

броеви со радиуси  
1z 2z 3z

2013321  zzz . 

Докажи дека    133221 zzzzzz   е реален број. 

 Решение. Да забележиме дека ако 2013321  zzz , 

тогаш  

1

2

1

2013

z
z  , 

2

2

2

2013

z
z   и 

3

2

3

2013

z
z  . 

Оттука, 
     133221 zzzzzzz  





























1

2

3
3

2

2
2

2

1

201320132013

z
z

z
z

z
z

2 2

1 2 3
2 3 1

2013 2013 2013
z z z

z z z

    2 
         



   
321

2
13

2
32

2
21 201320132013

zzz

zzzzzz 
, 

од каде 
   





321

2
13

2
32

2
21 201320132013

zzz

zzzzzz
z  
































3

2

2

2

1

2

2

1

2

2

2
2

3

2

2

2
2

2

2

1

2

201320132013

2013
20132013

2013
20132013

2013
20132013

zzz

zzzzzz

 
   

z
zzz

zzzzzz





321

2
13

2
32

2
21 201320132013

. 

Од последниов заклучок следува дека zz , односно  е реален број. z

Д-р Зоран Мисајлески  1. Броеви 49 



 
1.2.1. Комплексни броеви 

 

 
 Задача 24*. (Предлог за регионален натпревар за втора 
година, гимназиско образование) Нека  е комплексен број, таков 
што 

z
2z . Определете ја минималната и максималната вредност на 

изразот 
z

z
1

 . 

 Решение. Имаме  

1
2

111 2
2




 z
z

z

z
z . 

Бидејќи  

311
22  zz  и 511

22  zz , следува дека 





2

5
,

2

31

z
z . 

Сега, за  

 важи 
2

3

2

1
2

1


z
z  и за 2z iz 2 ,  

2

5
12

2

11 2  i
z

z . 

 Значи минималната и максималната вредност на 

комплексните броеви 
z

z
1

 , се 
2

3
 и 

2

5
. 

 
 Задача 25*. (Предлог за државен натпревар за втора година, 

гимназиско образование) Докажи дека 
2

1

5

3
cos

5
cos 


. 

 Решение. Прв начин. Нека 
5

sin
5

cos


iz  . Тогаш  

1sincos5   iz   015 z     011 234  zzzzz . 
Бидејќи 01 z , следува дека 

01234  zzzz  (1). Притоа zz 6  (2) 
 Од друга страна,  

 
z

z

z
zzz

2

11

2

1

2

1

5
cos

2 







 


 и 

3

6

3
3

2

11

2

1

5

3
cos

z

z

z
z









 


, 

од каде 

2

1

22

1

2

1

2

1

5

3
cos

5
cos

3

31

3

242

3

62











z

z

z

zzz

z

z

z

z
. 
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 Втор начин. Задачата може да ја решиме и со помош на 
формулите за двоен агол. Имаме 















 














 

5

3

52

1
cos

5

3

52

1
cos2

5

3
cos

5
cos




5

2
cos

5
cos2


 

2 2 2 4
cos sin cos sin sin 15 5 5 5 52sin cos

5 5 sin sin 2sin 2sin
5 5 5 5

2

    
 

       .

 
 

1.2.2. КУБНА РАВЕНКА 
 

 Задача 1. Реши ја кубната равенка . 083 x
 Решение. Равенката е еквивалентна со . Го 
запишуваме комплексниот број во тригонометриски облик, 

8



3 x

  sincos88 i . Според формулата на Моавр за -ти корен на 
комплексен број, решенијата се  

3

за , 0k 31
2

3

2

1
2

3
sin

3
cos80 iiiw 















 


, 

за , 1k 





 





3

2
sin

3

2
cos81


iw   2sincos2   i  и 

за , 2k 





 





3

4
sin

3

4
cos82


iw 






 

3

5
sin

3

5
cos2


i  
























3
sin

3
cos2


i 31

2

3

2

1
2 ii 








 . 

Значи решенијата на равенката се 2 , 31 i  и 31 i . 
 

 Задача 2. Реши ја кубната равенка . 056243  xx
 Решение. Квадратната резоловента на равенката има 
решенија  

 0
3

24
56

3

3
2  zz0

27

3
2 

p
qzz   
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
2

845656 32

2
1


z . 0856 32  zz

Притоа   266116232 92324922278456  , од каде 

2

9256 26

2
1


z 

2

7256
2

1


z  641 z , 82 z . 

Ќе го разгледаме бројот 82 z .  

 Избираме 2 u  од каде   4
23

24

3





u

p
v . Тогаш 

1 2 4 2x u v      , 




















2

3

2

1
4

2

3

2

1
22

2 iivux 

iii 33132231  . 

Следува дека ix 3313  . 

 Втор начин. Според методот на Њутн, со проверка 
утврдуваме дека 2x

524 x
 е решение на равенката. Количникот на 

полиномот  со 63 x 2x  е . Соодветната 
квадратна равенка има решенија, 

2822  xx

02822  xx   

2

11242
3,2


x 

2

362
3,2

i
x


  ix 3313,2  . 

 
 Задача 3. Реши ја кубната равенка . 0563  xx
 Решение. Решенијата на квадратната резолвента се 

0
27

3
2 

p
qzz  0

3

6
5

3

3
2 


 zz  085  zz 2 

2

32255


2

7
2

1

i
z

5
 . 

2
1


z

Го избираме бројот iz
2

7

2

5
 . Го запишуваме комплексниот број 

во тригонометриски вид,  

и 
5

7

25

27
arctgarctg  . 228

4

32

4

7

4

252 R , 
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Значи   sincos2 2

3

iz  ,  каде 
5

7
ar ctg . Следува еден трети 

корен е 







 






 










u


3
sin

3
cos2

3
sin

3
cos2

3

1

2

3 
ii , 

5

7
arctg , 

од каде 







 







 




3
sin

3
cos2

3
sin

3
cos23

6

3




i
i

u

p
v  

и 

3
cos22

3
sin

3
cos2

3
sin

3
cos21









 






  iivux , 

 2
2  vux



















 

2

3

2

1

3
sin

32

1

3
sin

3
cos2 iii








cos2

2

3
i





 

3
sin3

3
cos2


, 

5

7
arctg  

 vux  2
3














 















 

2

3

2

1

3
sin

3
cos2

2

3

2

1

3
sin

3
cos2 iiii


 







 

3
sin3

3
cos2


, 

5

7
arctg . 

 Втор начин. Со проверка покажуваме дека 1x  
 56   

а  

е решение 
на равенката. При делење на полиномот со 3x x 1x  
добиваме количник 52  xx . Ја решаваме равенкат

052  xx 
2

211
3,2




2

2011
3,2


x  x . 

Значи решенијата на кубната равенка се 1
2

21

2

1
  

2

21

2

1
 . и , 

 Забележуваме дека во оваа задача методот на Њутн дава 
попрегледен запис на решенијата. 
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0 Задача 4. Реши ја кубната равенка 3x3  ix . 

 Решение. Квадратната резолвента 0
3

2 
p

qzz  има 
27

ешенија, р

0
33

33
2  izz  01 izz 2  

2

41
2

1



i

z 
22

3
1

i
z  , 

22

3
2

i
z  . 

Го сведуваме бројот 
22

3
1

i
z   во тригонометриски вид,  

1
4

1

4

3
R , 

63

3

23

21     arctgarctg

cos
6

sin
6

од каде 1


iz   негов трети корен е  . Еден

18183
sincos6sin

3
6cos


 

iiu  , 

од каде  

18
sin

18
cos

18
sin

18
cos

18
sin

18
cos3

3

3




ii
i

u

p
v 






 







 

  

Следува дека решенијата се  

18
sin2

18
sin

18
cos

18
sin

18
cos1


iiivux  , 

 2
2  vux






















3

2

1

18
sin

18
cos

2218
sin

18
cos iiii

 31








2

1 3 1 3 1 3 1 3
cos sin

18 2 2 2 2 18 2 2 2 2
i i i i i

   
             




18
sin

18
cos3


i , 
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 vux  2
3

1 3
cos

2 18

       

1 3
cos sin sin

18 18 2 18 2 2
i i i i

                    

1 3 1 3 1 3 1 3
cos sin

18 2 2 2 2 18 2 2 2 2
i i i i i

   
              




18
sin

18
cos3


i . 

 

 Задача 5. Реши ја кубната равенка 0323  xx . 
 Решение. Ја решаваме квадратната резолвента  


 

00
27

3
2 

p
qzz

3

2
3

3

3
2 


 zz 0

3

2
3

3

3
2  zz 

2
33

7
3

2222
1 z 33

2
433

3


 33

2
1 z

381
3




2 
1 z 

332

9


 2

3

1 38


z , 2

3

2z 3
7

2
1


z


. 

Еден трети корен на 2

3

2 3


z  е  

3

1
3 2

1




u , од каде 
3

2
32

33

2 2

1


2

1









v . 

Следува дека решенијата се 

3
3

3

3

2

3

1
x1  vu , 

















 11


2

3

2

1

3

2

2

3

2
2 iivux 

3
2

iii
2

1

2

3

3

1

2

1

32

1
 , 

ivux
2

1

2

32
3   . 
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 0
27

2

3

13  xx .  Задача 6. Реши ја кубната равенка

 Решение. Ја решаваме квадратната резолвента. 

 0
3

3

1

27

2
3

3

2 








 zz0
27

3
2 

p
qzz  0

27

1

27

2
2

2  zz  


22

1z
27

4

27

4

27

2
22 


27

1

27

1
21  zz . 

2
1z  

Избираме еден трети корен 

3
u . 

1
 Оттука 

3

1

3

1
3

3

1

3













u

p
v . 

Затоа, решенијата се 

3

2

3

1

3

1
1  vux , 

 
3

1
1

3

1

2

3

2

1

3

1

2

3

2

112 

 vux 

32 















 ii , 

 
3

1
1

3

1

2

3

2

1

3

1

2

3

2

11 

3
2

3 















 iivux  . 

 Задача 7. Реши ја кубната равенка
 

 01323  xxx . 3

 1
3

3

3
 yy

a
yx Решение. Воведуваме смена  (1). 

Тогаш, 

0133 23  xxx        0113131 23  yyy 
  0133123 2  yyy133 23  yyy 

0133363 2  yyy133 23  yyy   

046  yy  (2)
Квадратната резолвента на (2) има решени

3 . 
ја, 
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 
0

6
4

3

3
2 


 zz 084  zz 2  

3
 

2

32164
2

1


z 

2

164
2

1


z  

2

44
2

1

i
z


  iz 221  , iz 222  . 

z 21  i2 Комплексниот број  го претставуваме во 
тригонометриски вид,  

2244 R , 
4

3

422

2

2

  arctg . 







 

4

3
sin

4

3
cos22


iz . Еден трети корен е Значи, 





443














 sincos2
3
4

3

sin4

3

cos223 


iiu 
 

ii 







 1

2

2

2

2
2 , од каде  






  cos2


i







 




4
sin

4
4

sin
4

cos23

6

3




i
u

p
v  

ii 







 1

2

2

2

2
2 . 

Следува, решенијата на (2) се, 
2111  ivuy i , 

    


















2

3

2

1
1

2

3

2

1
12

2 iiiivuy 

1 3 1 3 1 3 1 3
1 3

2 2 2 2 2 2 2 2
i i i i           , 
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    


















2

3

2

1
1

2

3

2

1
12

3 iiiivuy 

1 3 1 3 1 3 1 3
1 3

2 2 2 2 2 2 2 2
i i i i           . 

Сега од (1) ги добиваме решенијата на равенката, 
112111  yx ,  

32131122  yx  и 

32131133  yx . 

  

има рационален
бидејќи 

 Втор начин. Ако 
равенката 0133 23  xxx  

 корен, тогаш, 
слободниот член е 1 , 

коренот p  е цел број и 1p  т.е 

 1 . ,1p
 Со проверка се бива 
дека p  
равенката. Со делење на 
полиномот 133 23  xxx  о 

1x  го добиваме биномот 
. 

до
1 е решение на

с

на 

 

 
1x42 x Решенијата 

равенката 0142  xx  се: 

32
2

1
2,1 x . 

2


4












 133 23 xxx

1

1

44

134

141:

2

2

23

2







x

x

xx

xx

xx

xxx

 

 

, решенија на к  равенка се   Значи убнат
11

а
x , 322 x  и 323 x .
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1.3. Задачи а вежбање 
 

1.1.1. Математичка индукција

 з

 
 Задача 1-10. Со помош на принципот на математичка 
индукција, докажи ja точноста на равенствата за секој n : 
 1) 

 2) 

122...221 12   nn ; 
1

1 1

3 5 2 1 1
1 1

2 4 2 2

n

n nn


 


       ; 

 3)      
2

1
11...321 121222 

  nn
n nn ; 

 4)    2
22 2

6 3 1
1 4 ... 3 2

2

n n n
n

 
     ; 

 5)          1 2 3
1 2 3 2 3 4 1 2

4

n n n n
n n n

  
          ; 

 6)    
 

   
31 1 1

1 2 3 2 3 4 1 2 4 1 2

n n

n n n n n


   

       
 ; 

 7)  
1 1 1

1 2 2 3 1 1

n

n n n
   

   
 ; 16); 

 8) 
110 9 10

1 11 ... 11...1
81

n

n

n  
    ; 

 9) 
1

1
...1 12




 

x

x
xxx

n
n , 1x ; 

 10) 
 

 2
1

12

1

11
...321









x

xnnx
nxxx

nn
n , 0x  . 

 Задача 11-14. Докажи дека за секој n , бројот: 
 11) е делив со 57; 12) 122 87   nn  27 1n   е делив со 48; 
 13) е делив со 11;   14) е делив со 27. 
 Задача 15-17. Со помош на принципот на математичка 
индукција, докажи ja точноста, за секој

2332 52   nn  11810  nn  

 n , на неравенствата  

 15) nn 2 ;  16) 
1 1 4

...
2

n

a
a a a

 
    ;     
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   17) n
1

...
11

. 
n21

1.1.2. Биномна формула 
 Задача 1-2. Запиши ги во развиена форма биномите: 

1)  41x ;  2)  52 x . 
 Задача 3. т  Најди го третио член во развојот на биномот 

12

34

7 2

1
x


  . 

 4. Најди ги средните два члена во развојот на 
x 

 Задача  

 11
2 3x y . биномот 

       Задач  . а 5 Најди го членот во развојот на биномот 
12

3 22 7

5 2
x

 
34 x 

 што го содржи 14 x . 

1.2. Комплексни броеви 
1.2.1. Комплексни броеви 

 Задача 1-2. Претстави ги во алгебарски вид броевите: 

1) 
i

i

37

43




;       2) 
i

i52

31


. 

Задача 3-4. Претстави ги во тригонометриски вид броевите:  

16) 

 

iz 222 ;       17) 3z i   . 
 

 Задача 5.  Пресметај го изразот 
7

31

1











i

i
 . 

1.2.2. Кубна равенка 
 реши ја 

ч  В ксни 

 

 Задача 1. Во множеството комплексни броеви
4 равенката 02z
а 2-7. пле бр

. 
 Зада о множеството ком оеви реши ги 
убнитк е равенки: 

 2) 0273 x ;   3) 013 x ; 
 4) 02693  xx ;    5) 0463  x ; x
 6) 3 2 6 0x x x   ; 2 5  7) 3 2 1 0x x x    . 
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2. ДЕТЕРМИНАНТИ И СИСТЕМИ ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ 

 
2.1.  ДЕТЕРМИНАНТИ 

 
2.1.1. Детерминанти од втор и трет ред 

 
Детерминанти од втор ред 

 
 Задача 1-6. Пресметај ги детерминантите: 

 1)    213
2

1
2

2

1
1

32



; 

 2) 
5123

2351


       23235151  

  112951  ; 

 3) 0112log8log3log9log
3log2log

8log9log
8293

98

23  ; 

 4) 0
1

22
2

 aa
a

aa
; 

 5) 



2222 yxyxyxyx

yxyx

 
       2222 yxyxyxyxyxyx   33333 2yyxyx  ; 

 6) 



sinsincoscos

coscossinsin




  

      coscoscoscossinsinsinsin    

  2222 coscossinsin    2222 coscossinsin  
011  . 

 
 Задача 7.  За кои вредности на x  детерминантата 

22

42




x

x
 има вредност нула? 

 Решение. Ја пресметуваме детерминантата 
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    2 22 3
2 2 3 4 3

1 2

x
x x x x

x


1        

 
. 

Нејзината вредност е нула ако и само ако , од каде  
односно  или 

012 x 12 x
1x 1x . 

 

 Задача 8. Реши ја равенката 0
cos3

1sin6


x

x
. 

 Решение. Со пресметување на детерминантата 

 1cossin233cossin6
cos3

1sin6
 xxxx

x

x

 
условот на задачата се сведува наоѓање решение на равенката  

0cossin2 xx  12sin x   


kx 2

2
2  , k   

kx 
4

, k  . 

 

 Задача 9.  Реши ја неравенката 8
23

12




x

x
. 

 Решение. Неравенката 8
23

12




x

x
 се сведува на  

8342 x  092 x  
 Соодветната равенка 0  има решенија  92 x

3x  и 3x . 
Бидејќи коефициентот пред  е позитивен, следува дека 2x  3,3x . 
 
 Задача 10.  Докажи го равенството  

    2222222

222

czbyaxzyxcba
xz

ac

zy

cb

yx

ba
 . 

 Решение. Ако ги запишеме левата и десната страна на 
равенството во развиен облик 


222

xz

ac

zy

cb

yx

ba        azcxcybzbxay 222  

222222222222 222 zaacxzxcycbczyzbxbabxyya   
и 
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      2222222 czbyaxzyxcba  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a x a y a z b x b y b z c x c y c z       

2 2 2 2 2 2 2 2 2a x b


y c z abxy acxz bcyz     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a y a z b x b z c x c y abxy acxz bcyz        , 
ја констатираме точноста на тврдењето. 
 

Детерминанти од трет ред 
 
 Задача 11. Со примена на Сарусово правило пресметај ja 

детерминантата 

aaa

baa

bba

. 

aaa

baa

bba

aaa

baa

bba


aa

aa

ba

    babababaaba 222223  

 3 2a ab  2a b 2 22 2a ab b a   2baa  . 

 
 Задача 12-13. Со примена на правило на триаголник 
пресметај ги следните детерминанти:  

12) 

2 3 4

1 1 3

1 2 0


 


 

           2 1 0 3 3 1 1 2 4 4 1 1 3 1 0 3 2 2                       

1512489  ; 

13) 


111

1cos1sin1

1sin1cos1




 

       cos1cos1sin1sin1cos1 2  

     sin1sin1   22 sin1cos222coscos21

1sincos 22   . 
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 Задача 14. Пресметај ја следнава детерминанта со развивање 
по прва редица. 
 Решение. Имаме 

142

210

132




=   







42

10
1

12

20
3

14

21
2  

      282121420403812  . 
 

 Задача 15. Пресметај ја детерминанта 

142

210

132




, со 

развивање по втора колона. 
 Решение. Имаме 

 

142

210

132




=

0 2 2 1 2 1
3 1 4 12 16

2 1 2 1 0 2

 
28      

 
 . 

 
 Задача 16-17. Користејќи својства на детерминанти 
пресметај ги најбрзо детерминантите: 

16)

321

311

632




;   17)

171

170

101707101 
. 

 Решение. 16) Елементите од првата и третата колона се 
пропорционални, па вредноста на детерминантатата е нула, т.е. 

0

121

111

232

3

321

311

632
34










. 

 17) 

101 707 101 1 7 1 1 1 1

0 7 1 101 0 7 1 101 7 0 1 1

1 7 1 1 7 1 1 1 1

  
     

 707 1 1 1 1 1414     . 
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 Задача 18. Користејќи својства на детерминанти пресметај ja 
најбрзо детерминантaта  

621

321

111

. 

 Решение. Со одземање на првата и втората редица, а потоа 
развивање по првата колона од третата добиваме 

621

321

111

325
51

21

510

210

111

 . 

 
 Задача 19-21. Користејќи ги својствата на детерминантите, 
пресметај: 

19) 
222

111

zyx

zyx ; 20) 

baba

abab

baba





; 21) 

abc

acb

bca

1

1

1

. 

 Решение. 19) Прв начин. Од втората и третата редица ја 
одземаме првата редица помножена со x  и , соодветно, а потоа 
детерминантата ја развиваме по првата колона. Добиваме 

2x


222

111

zyx

zyx 



22220

0

111

xzxy

xzxy       


xzxzxyxy

xzxy
 

   



xzxy

xzxy
11        xyxzxzxy

   yzxzxy  . 
 Втор начин. Втората редица ја множиме со x  и ја додаваме 
на третата редица, потоа првата редица ја множиме со x , ја 
додаваме на втората и развиваме по прва колона. 


222

111

zyx

zyx  
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        









xzzxyy

xzxy

xzzxyy

xzxy

zxzyxy

xzxy

0

0

111

0

0

111

22

 

      yzxzxy
zy

xzxy 
11 . 

 20) Забележуваме дека збирот на елементите во редиците е 
еднаков. Затоа првата и втората редица ги додаваме на третата. 
Потоа од втората и третата редица ја одземаме правата и ја 
развиваме детрминантата по третата колона. Имаме  

baba

abab

baba




  
 
 







baaba

babab

baba

2

2

2

  



1

1

1

2

aba

bab

ba

ba

  



0

0

1

2

bab

aab

ba

ba    






bab

aba
ba2

   abbababa 22 22     3322 22 babababa  . 
 21) Од втората и третата редица ја одземаме првата. Имаме 




bcabac

bcacab

bca

abc

acb

bca

0

0

1

1

1

1

 
 acbac

abcab

bca




0

0

1

. 

Сега ги вадиме заедничките членови од втората и третата редица 
пред детерминантата и ја развиваме новодобиената детерминанта по 
прва колона, 

   


b

c

bca

acabD

10

10

1

      bcacab
b

c
acab 





1

1  . 

 
 Задача 22-24. Користејќи ги својствата на детерминантите, 
пресметај: 

22) 

111

1cos1sin1

1sin1cos1







;  23) 

cbacc

bcbab

aacba






22

22

22

;  
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24) 

33333

22222

11111

cbxaxba

cbxaxba

cbxaxba





. 

 Решение. 22) Од првата и втората редица ја одземаме третата 
редица. Потоа развиваме по трета колона. Имено, 







111

0cossin

0sincos

111

1cos1sin1

1sin1cos1

32
*

2

31
*

1







RRR

RRR

  1sincos
cossin

sincos
1 2233 


  




. 

 23) Забележуваме дека збирот на елементите во колоните е 
еднаков. Затоа втората и третата редица ги додаваме на првата. 
Потоа првата колона ја одземаме од останатите и ја развиваме 
детерминантата по првата редица. Имаме 

baccc

bacbb

aacba






22

22

22








baccc

bacbb

cbacbacba

22

22  

  



baccc

bacbbcba

22

22

111

  



bacc

acbbcba

02

02

001

   
  




cba

cba
cb

0

0
 a  c 3ba  . 

 24) 






33333

22222

11111

cbxaxba

cbxaxba

cbxaxba

D   
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









3333

2222

1111

3333

2222

1111

cbxaxb

cbxaxb

cbxaxb

cbxaa

cbxaa

cbxaa

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0

a a x c a b c b x a x c b x b c

a a x c a b c b x a x c b x b c

a a x c a b c b x a x c b x b c

  

 

. 

 Првата детерминанта е нула бидејќи елемените во првата и 
втората колона се пропорционални. Од исти причини и четвртата 
детерминанта е нула. Од втората и третата колона на третата 
детерминанта вадиме x  пред детерминантата. Тогаш 



333

222

111
2

333

222

111

cab

cab

cab

x

cba

cba

cba

D 

333

222

111
2

333

222

111

cab

cab

cab

x

cba

cba

cba

  

333

222

111
2

333

222

111
2

333

222

111

1

cba

cba

cba

x

cba

cba

cba

x

cba

cba

cba

  312321123132213321
21 cbabcacbacbacbacbax  . 

 

 Задача 25. Докажи дека 0

1

1

1

23

32

32






aaa

aaa

aaa

. 

 Решение. Прво, од втората и третата колона извлекуваме по 
едно  пред детерминантата. Потоа, првата редица ја множиме со 

 и ја додаваме на втората, па на третата редица. Тогаш 
детерминантата не се менува. Симболично постапките ќе ги 
означиме со 

a
1

  21 1 RR   и   31 1 RR  . Следува дека 






23

32

32

1

1

1

aaa

aaa

aaa  
 
 






aaa

aaa

aaa

11

11

11

3

22

2

 
 









31

21
2

2

2

1

1

11

11

11

RR

RR

aa

aa

aa

aa  
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




22

2

2

110

110

11

aa

aa

aa

a  
       

2

2

1 1

1 0 1 1

0 1 1 1 1

a a

a a

a a a a


  

    

    0

110

110

11

111
32

2

2
RR

aa

aaaa







 . 

 

 Задача 26. Докажи дека 

1

1

1

1

1

1

33

22

11

33

22

11

yx

yx

yx

byax

byax

byax






. 

 Решение. Прв начин. Третата колона ја множиме со  и со 
 и ја додаваме на првата и втората колона соодветно, од каде 

веднаш следува точноста на равенството 

a
b












3
*
3

23
*
2

13
*
1

33

22

11

1

1

1

KK

KbKK

KaKK

byax

byax

byax

1

1

1

33

22

11

yx

yx

yx

. 

 Втор начин. 
















1

1

1

1

1

1

1

1

1

3

2

1

33

22

11

33

22

11

bya

bya

bya

byx

byx

byx

byax

byax

byax

 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

1 1 0 1 0 1

1 1 1 1

x y x b x y x y

x y x b x y x y

x y x b x y x y

     . 

 
 Задача 27. Докажи дека детерминантата  

  
 
 


5451

4341

3231






mmm

mmm

mmm

D  

не зависи од . m
 Решение. Втората колона ќе ја помножиме со  2 m  и ќе 
ја додадеме на третата колона. Потоа, првата колона ќе ја 
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помножиме со  3 m

 
 

 и ќе ја додадеме на втората колона. 
Најпосле, детерминантата ја развиваме по првата редица. 

    
   





4

3

mm

mm 
52521

42411

001

mm

mmD

 





5221

411

001

m

m

  2
522

41




m

m
. 

 Следува дека вредноста на детерминантата не зависи од . m
 

 Задача 28. Реши ја равенката 0

541

42

123







xxx

xxx

xxx

. 

 Решение. Забележуваме дека без примена својства на 
детерминанти ќе се добие сложен израз кој тешко се средува. Но ако 
од втората и третата равенка ја одземеме првата, добиваме 

 0

422

165

123

1

2

3

31
*
3

21
*
2 












 xxx

RRR

RRR

xx

xx

xx

54

4

12






x

x

x

, 

што се сведува на линеарната равенка по променливата x  
            02203211211022324  xxxxxx   

       0122222322  xxx  0123  xxx 

023 x 
3

2
x . 

 
2.1.2. Детерминанти од n-ти ред 

 

 Задача 1. Пресметај ја детерминантата 

1401

4210

0132

1021







D . 

 Решение. Прв начин. Ја развиваме детерминантата по прва 
едицар  
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









1401

4210

0132

1021

D   

  





 

140

421

013

11 11   



 

141

420

012

21 21  

   
401

210

132

110 41





  . 

Понатаму членот   ji1  од производот директно ќе го 
пресметуваме. Имено ако збирот на редицата и колоната е парен 

број тогаш  1   ji 1, а ако е непарен број   11   ji . Ги 
пресметуваме детерминантите од трет ред 

531486

140

421

013







,  

323244

141

420

012





, 13168

401

210

132







 

Следува, 
    21364531332253 D . 

 Втор начин. Ја сведуваме детерминантата во скалеста 
форма, а потоа ја пресметуваме детерминантата како производ од 
дијагоналните елементи. 

1 2 0 1

2 3 1 0

0 1 2 4

1 0 4 1

D




 


 

 1 2

1 4

2

1

R R

R R

 


 

1 2 0 1

0 1 1 2

0 1 2 4

0 2 4 2


 





 2 3

2 4

1

2

R R

R R


 
 
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2200

2300

2110

1021
















43 3

2
RR






3

2
000

2300

2110

1021

  2
2

311 
3

. 

 Трет начин. (комбиниран) Прво со примена на елементарни 
трансформации детерминантата ја сведуваме на детерминанта чии 
елементи во првата колона под првиот елемент се нули, а потоа ја 
развиваме по истата колона. 

1401

4210

0132

1021







D
 







41

21

1

2

RR

RR








2420

4210

2110

1021

  2

242

421

211

11 11 





  . 

 Најчесто ќе го применуваме третиот начин. 
 

 Задача 2. Пресметај ја детерминантата  

7

3

7

1

7

2

7

1
2

5

5

4

2

9

3

2

15
5

21
123

2

3

5

2

2

5

3

1









D . 

 Решение. Од четврата редица вадиме 
7

1
 втората редица 3, 

додека од првата, втората, третата и четвртата колона вадиме 
3

1
, 

2

1
, 

5

1
 и 

2

1
 пред детерминантата. 
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1 5 2

3 2 5
7

1 4

3

2

1
3 5

7
2 9 4

3 2 5
1 2 1

D








 

5

5

2
3

1 5 2 3
3 8 7 101 1 1 1 1

3
7 3 2 5 2 2 9 4 5

3 4 5 6


 


 

 

1 5 2 3

3 8 7 11

140 2 9 4 5

3 4 5 6





 

0
. 

 Сега првата редица ја множиме со 3 , 2  и 3  и ја додаваме 
на втората, третата и четвртата редица, соодветно. Потоа ја 
развиваме детерминантата по првата колона. 












15111

101

117

140

1

151110

1010

1170

3251

140

1
D  

35140

1
157111

1
 . 

 

 Задача 3. Пресметај ја детерминантата 

32215

54236

70403

30201

43127

D . 

 Решение. Втората и третата редица имаат нули на исти 
позиции. Затоа втората редица ја множиме со 2  и ја додаваме на 
третата редица. Добиваме 

32215

54236

10001

30201

43127

D . 
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 Сега, детерминанантата ја развиваме по третата редица, 


BA

D

2215

4236

0201

3127

3221

5423

3020

4312

 . 

Ќе ги пресметаме одделно секоја од детерминантите со развивање 
по втора колона, 


221

423

312

3

321

543

432

2A

    66166184832720162415242   
и 


215

436

327

2

221

423

312

B

    862242845184042261661848  . 
Оттука детерминатата е 

286 D . 
 

 Задача 4. Пресметај ја детерминантата  

d

c

b

a

D









1111

1111

1111

1111

. 

 Решение. Првата редица ја множиме со 1  и ја додаваме на 
останатите редици. Имаме 

da

ca

ba

a

D

00

00

00

1111






  

 Детерминаната ја развиваме по четвртата редица 
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  





ca

ba

a

d

c

baD

0

0

111

00

00

111

  abcdbcdacdabdabcabcacabbcdabc  . 
 

 Задача 5. Пресметај ја детерминантата 

abab

abba

baab

baba

D  . 

 Решение. Забележуваме дека збирот на елементите во 
редиците е ист. Затоа соодветните елементи од првите три колони ги 
додаваме на четврата колона. 

 

1

1

1

1

2

22

22

22

22

bab

bba

aab

aba

ba

babab

babba

baaab

baaba

D 






 . 

Сега од елементите од втората, третата и четвртата редица ги 
одземаме елементите од првата редица и ја развиваме детерминанта-
та по четвртата колона. 

  







0

000

00

1

2

abbaab

ab

baab

aba

baD   

0111

0100

0011

1

2 3






aba

abba  

   0

111

100

011

2
3

0

3 







abba . 
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 Задача 6*. Пресметај ја детерминантата  

0...111

1...011

1...101

1...111


D . 

 Решение. Елементите од првата редица ги множиме со 1 и 
ги додаваме на останатите редици. Добиваме 



1...000

0...100

0...010

1...111









D . 

Елементите под дијагоналата се нула. Затоа вредноста на 
детерминантата е производ од елементите на дијагоналата, односно 

       111...111  n

n

D  . 

 
 

 Задача 7*. Низа на Фибоначи се нарекува низата која 
започнува со броевите 1 и 2, а секој нареден член е збир од 
претходните два, 1,2,3,5,8,... Докажи дека -тиот член на низата на 
Фибоначи е еднаков со детерминантата од -ти ред  

n
n

11...0000

00...1110

00...0111

00...0011









nD . 

 Решение. Треба да покажеме дека 21   nnn DDD , каде 

, .  11 D 22 D
 Детерминантата ја развиваме по првата колона, а потоа 
втората детерминанта по првата редица. Имаме, 
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  
















  



  



11

11...0000

00...1110

00...0111

00...0001

1

11...0000

00...1110

00...0111

00...0011

1

nn

nD


















  



  



21

11...0000

00...1110

00...0111

00...0011

1

11...0000

00...1110

00...0111

00...0011

nn

21   nn DD . 

Притоа,  и 11 D 2
11

11
2 


D . 

 
 Задача 8*. Со помош на математичка индукција докажи дека  

n

D

xxx

xx

xx

xx

xxx

xx

n

242

2

2

2

2

2

...1

1...000

1...000

00...10

00...1

00...01











  


, . n

 Решение. Нека детерминантата од левата страна на 
равенството е .  nD

За  равенството е точно бидејќи . 1n 2
1 1 xD 

 Нека равенството е точно за kn ,...,2,1 , односно 
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k

D

xxx

xx

xx

xx

xxx

xx

k

242

2

2

2

2

2

...1

1...000

1...000

00...10

00...1

00...01











  


. 

Тогаш за 1 kn , прво ја развиваме  по прва колона. а потоа 

втората детерминаната ја развиваме по првата редица. Имаме  
1kD

 

  











  



k

k

xx

xx

xx

xxx

xx

xD

2

2

2

2

2

2
1

1...000

1...000

00...10

00...1

00...01

1  

2

2

2

2

0 0 ... 0 0

1 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 1
k

x

x x x

x x
x

x x

x x









     



 

 

2

2

2
2 2

2

2

1

1 0 ... 0 0

1 ... 0 0

0 1 ... 0 0
1

0 0 0 ... 1

0 0 0 ... 1

k

k

x x

x x x

x x
x D x

x x

x x






 




     



  
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  1
221  kk DxDx . 

 Користејќи ја индуктивната претпоставка, добиваме 
     


224222422

1 ...1...11 kk
k xxxxxxxxD

   kkk xxxxxxxxx 2422242242 .........1
2 4 2 2 21 ... k kx x x x      , 

што требаше да се покаже. Според принципот на математичка 
индукција, равенството е точно за секој природен број. 
 
Задача 9**. Пресметај ја детерминантата на Вандермонд  

12

1
2

2
22

1
1

2
11

...1

...1

...1









n
nnn

n

n

xxx

xxx

xxx

D


. 

 Решение. Претпоследната, 1n
n

-ва колона ја множиме со 
 и ја додаваме на последната -та колона, 1x 2n -вата колона ја 

множиме со 1x  и ја додаваме на последната 1n -та колона и т. н., 

се до првата колона која ја множиме со 1x  и ја додаваме на втората 
колона. На тој начин ја добиваме детерминантата 












2
1

1
1

2
1

2
21

1
221

2
212

...1

...1

0...001

n
n

n
nnnn

nn

n

xxxxxxxx

xxxxxxxx
D


 

   

   











1
2
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2

212212
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n
n
nnnn

n
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     

2 2
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2 2
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2 2
1 1 1
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n
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





   
   

1



   
    
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     

2 2
2 2 2

2 2
3 3

2 1 3 1 1

2 2

1 ...

1 ...
...

1 ...

n

n
n

n

n
n n n

x x x

x x x
x x x x x x

x x x







  
    



     111312 ...  nn Dxxxxxx  

 Забележуваме дека новодобиената детерминанта има ист 
облик, но еден степен помалку. Затоа 

     2224231 ...   nnn DxxxxxxD  

Продолжувајќи ја понатаму постапката добиваме производ од сите 
разлики во кои индексот на намалителот е поголем од индексот на 
намаленикот, односно 

 



nij

jin xxD
1

. 

 
 

2.2. СИСТЕМИ ЛИНЕАРНИ РАВЕНКИ 
 

Дискусија на  систем 2x2, 2x3, 3x3 по параметар 
 

Дискусија на  систем 2x2 по параметар 
 
 Задача 1. Во зависност од параметерот  определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a








28

12

ayx

yax

 Решение. Прв начин. Главната детерминанта на системот е
      

a

a




8

2
16 a2  D 

Притоа, 
40160 2  aaD  

Споредните детерминанти на системот се 

xD a


2

21
,4  a  yD 28

1a
82 a   

 Дискусија: 
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 1. Ако 4a  тогаш 0D  и системот има единствено 
решение: 

D

D
x x =    4

1

44

4

16

4
2 










aaa

a

a

a
 

 
  

 
   4

2

44

42

44

42

16

82
2 















aaa

a

aa

a

a

a

D

D
y y . 

 2. За 4a  добиваме 0D , 0xD  и 0yD . Значи 

равенките се еквивалентни. Со отфрлање на првата равенка го 
добиваме  системот  

124  yx , 
кој има бесконечно решенија: 

2

14
,



t

ytx . 

 3. За 4a  равенките се противречни, па системот нема 
решение. 

 Втор начин. Од првата равенка имаме 
2

1

ax

y  (1). 

Заменуваме во втората равенка  

2
2

1
8 



ax
ax  416  axax 2     axaa  444   (2).

 Ако 04  a  односно 4a , последната равенка можеме да 

ја скратиме со a4 , при што добиваме 
a

x



4

1
. Тогаш, 

  aa
a

a
y











4

2

42

4

2

1
4

1

. 

 Ако 04  a , односно 4a , тогаш (2) е исполнета за секоја 
вредност на x , па решенијата на системот се совпаѓаат со 

решенијата на (1). Земаме tx  . Тогаш 
2

14 

t

y . 

 
 Задача 2.  Во зависност од параметрите  и , определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a b








1010

69

byx

yax

 Решение. Види учебник 
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Дискусија на  систем 2x3 по параметар 

 
 Задача 3. Во зависност од параметерот  определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a








12

02

azyx

zyx

 Решение. Коефициентите пред непознатите се 
пропорционални, ако 

1:11:12:2  aa  
 1. Нека 1a . Земаме една од променливите за параметар. 
Нека . Го решаваме системот ty 







tazx

tzx

12

2
, 

 12
1

11
2

2

12
 a

aa
D , 1

1

1





 tat
at

t
Dx , 

2
11

1
2

12

2










t

t

t

t
Dz ; и 

 12

1





a

tat

D

D
x x ,    1

1

12

2







aaD

D
z z  

 Оттука решенијата на бараниот систем се  

 12

1





a

tat
x , ty  ,  1

1



a

z , t  . 

 2. Ако 1a  равенките се противречни, па системот нема 
решение. 
 
 Забелешка. Не е сеедно која од променливите ќе ја земеме за 
параметар. Ако земевме tz  , ќе се добиеше системот 

, кој нема решение за произволна вредност на 






atyx

tyx

12

2
t . 

 Втор начин. Од првата равенка на системот добиваме 
. Заменуваме во втората равенка, zxy  2

122  azzxx    11  za  (1) 
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 Ако 01a , односно 1a , важи 
1

1



a

z . Земаме tx  . 

Тогаш  

1

122

1

1
2








a

tat

a
ty . 

 Ако 01a , тогаш равенката (1) нема решение, па и 
системот нема решение. 
 

Системи што се сведуваат на систем линеарни равенки 
 

 Задача 4. Реши гo системот равенки 
























4

11
2

11
2

11

xz

zy

yx

 . 

 Решение. Од равенките 
2

11


 yx
 , 

2

11


 zy
 и 

4

11


 xz
 

добиваме 2 yx , 2 zy  и 4 xz . Притоа, за yx  , zy   и 

xz   системот е еквивалентен со системот . Од првата 

равенка имаме 













xz

zy

yx

4

2

2

2 yx

4
. Тогаш од третата равенка добиваме 

, односно 2 2 yz  zy . Последната равенка е 
еквивалентна со втората. Земаме tz  . Тогаш, 2 ty  и 

422  t tx . Значи, решенијата се  tt ,2,t 4  , t  . 
 
 Задача 5. Реши гo системот равенки  










































1
3

3

32

1

2

1

3
3

1

32

2

2

2

1
3

1

32

1

2

1

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

.  
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 Решение. Со воведување на смените u
zyx


 2

1
, 

v
zyx


 32

1
 и w

zyx


 3

1
 го добиваме системот  













1

322

1

wvu

wvu

wvu















11

3122

1

vuvu

vuvu

vuw

  













022

02

1

v

vu

vuw















1

1

1

v

u

vuw














1

1

1

v

u

w

. 

 Оттука имаме дека  
12  zyx , 132  zyx  и 13  zyx  

односно 













13

132

12

zyx

zyx

zyx

  
 













1213

12132

21

zxzx

zxzx

xzy













3

2

x

x






13

136

21

zx

zxz

xz





6

3

z

y

  













0472

027

21

zx

zx

xzy














027

02

21

zx

x

xzy














1

0

2

y

z

x

. 

 Проверуваме дали  0,1,2   е решение и на првобитниот 
систем. Бидејќи истото е исполнето, решението на бараниот систем 
е подредената тројка  0,1,2  . 
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Дискусија на  систем 3x3, по параметар 
 
 Задача 6. Во зависност од параметарот , определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a














03

222

1

zyax

azyx

zyx

 Решение. Види учебник. 
 
 Задача 7. Во зависност од параметерот , определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a











11

332
822

zyax

zyx
zayx

 Решение. Детерминантите на системот се 







 aaa

a

a

D 22646

11

132

22
2  442  aaaa  

 4145614386661124

1111

133

28







 aaaa

a

Dx  

yD  4145614162264486

111

132

282

 aaaa

a

 

56232262416366

111

333

82
22 




 aaaaa

a

a

Dz   

(
6

561242
2,1 


a 

6

262
2,1 


a  ,

3

14
1 a 42 a )

    434
3

14
3 

  aaa 14


 a  

 Главната детерминанта е нула ако 
  4,0040  aaaaD  

 Дискусија: 
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 1. Ако 4,0  aa , системот има единствено решение 
 
  aaa

a
x

14

4

414





 , 
 
  aaa

a
y

14

4

414





 , 

  
  a

a

aa

aa
z

143

4

4143 





  

 2. За 4a  се добива системот  чии 

детерминанти се 











114

332
8242

zyx

zyx
zyx

0 zyx DDDD  и нема противречни и 

еквивалентни равенки. Затоа системот  е 

еквивалентен на претходниот. Избираме 






332

242

zyx

zyx

tz

8

  и го решаваме 

системот  од две линеарни равенки со две 

непознати. Детерминантите се 




2

2



t

t

3

28



yx

yx

3

4

1486
32

42



D ,  

 tttt
t

t
Dx 




 182236412624
33

428
, 

 53210641626
32

282





 tttt
t

t
Dy , 

од каде 
 

,
7

18

14

182 tt

D

D
x x 





 

7

53

14

532 





tt

D

D
y y . Значи 

решенијата на бараниот систем се 
18 3 5

, ,
7 7

t t
t t

        
 . 

 3. Ако 0a  имаме 0D  и 0xD , па системот нема 

решение. 
 

 Задача 8.  Во зависност од параметатрите  и , определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a c











12

1
12

czyx

zyx
zayax
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 Решение. Детерминантите на системот се 

acacaaac

c

aa

D  122122

21

111

12

, 

1222122

21

111

121

 caacacac

c

a

Dx , 

1111

11

111

11

 caaccaac

c

a

Dy , 

aaaaa

aa

Dz  122122

121

111

12

. 

Детерминантата на системот е 0, ако 1ac . Притоа, 0zD  за . 
Ако  и 

1a
1ac 1a , тогаш 1c . За  и 1a 1c , 

0x DD yD zD . 

 Дискусија: 
 1. За 1ac , системот има единствено решение  

ac

caac
x





1

12
, 

ac

caac
y





1

1
 и 

ac

a
z





1

1
. 

 2. За 1a  и 1c , го добиваме системот  кој е 

еквивалентен со . Ако ги одземеме равенките 

добиваме 











12

1
12

zyx

zyx
zyx






 2

x

x



1

1

zy

zy

0y . Тогаш, 1 zx . Ако tx  , имаме tz 1 . Па 

решенијата се  tt 1,0, , t  . 

 3. За 1ac  и 1a , важи 0D  и 0zD , односно системот 
нема решение. 
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 Задача 9.  Во зависност од параметарот  определи ги 

решенијата на системот равенки . 

a

1

0
0

z   









0415

523
4

ayax

zyx
zyax

 Решение. Детерминантата на системот е 





1415

523

41

aa

a

D

         143154011225142 aaaaaa  

 312554012122528 22 aaaaaa
 23633 22  aaaa . 

Таа има вредност нула ако 
   1212020 2  aaaaaaD  

 Дискусија: 
 1. Ако 12  aa , системот има единствено решение 

.  0,0,0

 2. За 2a  го добиваме системот  кој е  










0535

0523
042

zyx

zyx
zyx

еквивалентен со системот  и има решенија 







0523

042

zyx

zyx

,3
52

41
tt   x y ,2

35

24
tt   z ,

23

12
tt  t 

1

. 

 3. За a  го добиваме системот  кој е 

еквивалентен со системот  и има решенија 











035

0523
04

zx

zyx
zyx

0

0








523

4

zyx

zyx

,3
52

41
ttx   tty 17

35

14



 , ttz 5

23

11



 , t  . 
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2.3. Задачи за вежбање 

 
2. Детерминанти и системи линеарни равенки 

2.1. Детерминанти 
2.1.1 Детерминанти од втор и трет ред 

 Задача 1-4. Пресметај ги детерминантите: 

1) 
32 
51 

;       2) 

3

1

3

7
2

1

2

7

;       3) 
tgxx2cos

ctgx 1
;       4) 

x y

x y

a a

a a 
. 

 Задача 5-6. Реши ги равенките:  

5) 0
226

222




xx

x
;       6) 0

3cos7sin

3sin7cos


 xx

xx
. 

 Задача 7-8.  Реши ги равенките:  

7) 0
11

12




x

x
;       8) 0

25

23




x

xx
. 

 Задача 9-12. Пресметај ги детерминантите: 

9)

124

103

312





;       10) 

c

b

a






111

111

111

; 

11)

0cos

cos0cos

cos0

xtgx

xx

tgxx

;       12) 
2222

2222

2222

yxyx

zxzx

zyzy





. 

 Задача 13-14. Пресметај ги детерминантите:  

  13) 

1 2

4 1 2

2 3 1

1 



 со развивање по втора редица,  

  14) 2

1

1

1

2

x y

xy y

x x







 со развивање по трета колона. 
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2.1.2. Својства  на детерминанти од втор  и  трет  ред 
 Задача 1-4. Без развивање на детерминантите, користејќи ги 
својствата, покажи дека следниве детерминанти се 0. 

1) 

213

321

213




;       2)

412

241

613

; 

3) 

yxz

xzy

zyx





1

1

1

;       4)

zzz

yyy

xxx

2sincossin

2sincossin

2sincossin

22

22

22

. 

 Задача 5-6. Докажи дека: 

5) 

     
       

cos sin cos

sin cos sin sin 2

sin 2 0 cos 2

x y x y x y

x y x y x y x y

x x

   
     . 

6)      
2 2 3 3

22

2 2

1

2

x a x a x a

y y a x a y x y

x a x a

  
   

 
. 

 Задача 7. Без да ја развиваш детерминантата, покажи дека 

  
333

222

111
2

333333

222222

111111

11

cba

cba

cba

kkk

akcckbbka

akcckbbka

akcckbbka






. 

 Задача 8-9. Реши ги по x  равенките  

а) 0





axaa

aaxa

aaax

;       б) 0

321

123

321







xx

xx

xx

. 

2.1.3 Детерминанти од n -ти ред 

 Задача 1-6. Пресметај ги детерминантите:  

 1) 

1230

2103

3012

0321






D ; 2) 

2130

1311

2521

4613





D ; 
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 3) 

a

a

a
D

111

111

111

1110

 ;  4) 

011

101

110

111

d

c

b

a

D  ; 

 5) 

22223

12505

11211

23112

01433







D ; 6) 

12120

21432

11011

27301

31012









D . 

 
 Задача 7-12. Пресметај ги детерминантите, 

7) 

11

21 22

1 2 3

0 0 ... 0

0 ... 0

...n n n n

a

a a
D

a a a a


    

n

;       8) 

11 12 13 1

22 23 2

...

0 ...

0 0 0 ...

n

n

nn

a a a a

a a a
D

a


    

; 

9) 

1

2, 1 2

1 , 2 , 1

0 ... 0 0

0 ... 0

...

n

n n

n n n n n

a

a a
D

a a a a



 


    

nn

;  

      10) 

11 1, 2 1, 1 1

21 2, 2 2, 1

1

...

... 0

... 0 0 0

n n

n n

n

a a a

a a a
D

a

 

 
    

na

. 

 Задача 41-42. Со сведување до триаголна форма, пресметај 
ги детерминантите, 

 11) 

1 2 3 ...

1 0 3 ...

1 2 0 ...

1 2 3 ... 0

k

k

D k

   


    

;  12) 

3 3 ... 3 7

3 3 ... 7 3

7 3 ... ... 3
n

D 
    



. 
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 Задача 13-14. Пресметај ги детерминантите 

 13) 

1 1 1 ... 1

1 0 1 ... 1

1 1 0 ... 1

1 1 1 ... 0

D


  

  
    

 14) 

2

2

9214

7214

6365

6325

x

x
D





 . 

2.2 Системи линеарни равенки 
Линеарна равенка со две или три непознати 

 Задача 1-2. Реши ја равенката: 

1) 13
2

1
 yx ;       2) 072  zyx . 

Систем од 2 линеарни равенки со 2 непознати 
 Задача 3-5. Реши го системот равенки:  

3) ; 4) ; 5) . 







84

573

yx

yx








264

132

yx

yx








200

100

yx

yx

 Задача 6-7. Во зависност од параметерите ,  и , 
определи ги решенијата на системот равенки:  

a b c

6) , ; 7) . 






caybx

cbyax
0ba 22 







cbyax

cbyax

2

253

Систем од 2 линеарни равенки со 3 непознати 
 Задача 8-10. Реши го системот равенки: 

8) ;     9) ;    10) . 







12

232

zyx

zyx








2642

132

zyx

zyx







12

3224

zyx

zyx

 Задача 11-12. Реши го системот равенки:  

11)  ;  12) . 







02

032

zyx

zyx







02

0224

zyx

zyx

 Задача 13-14. Во зависност од параметрите a  и ,  определи 
ги решенијата на системот равенки: 

b

13) ;      14) 







12

02

zyx

zayx 2

2 1

ax by z

x y az

  
   

. 

Систем од 3 линеарни равенки со 3 непознати 
 Задача 15-20. Реши го системот равенки: 
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 а) ;  б)  ; 










3

5310
222

zyx

zyx
zyx












1532

2423
1

zyx

zyx
zyx

 в) ;  г) ; 











1532

2423
1

zyx

zyx
zyx











043

42
832

zyx

zyx
zyx

 д) ;  ѓ) . 










3963

2642
132

zyx

zyx
zyx











0000

0000
1000

zyx

zyx
zyx

 Задача 21-22. Реши ги системите равенки:  

20) 
























4

11
2

11
2

11

xz

zy

yx

; 21)










































1
3

3

32

1

2

1

3
3

1

32

2

2

2

1
3

1

32

1

2

1

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx

. 

 Задача 22. Со помош на Крамеровото правило, реши го 

системот равенки . 
















622

122

132

2422

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

Хомоген систем од 3 линеарни равенки со 3 непознати 
 Задача 22-23. Реши ги системите равенки  

  22)    23) . 










0

032
023

zyx

zyx
zyx











043

032
023

zyx

zyx
zyx

Дискусија на систем 3 со 3 по параметар 
 Задача 24-32. Во зависност од параметарот , определи ги 
решенијата на системот равенки  

a

 1) ;  2) ; 













0392

333

1

zyax

azyx

zyx














13

1

3

zyx

zyx

zyax



 
2.3. Задачи за вежбање 
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 3) ; 4) 
 

 









0345

0523
041

zaayx

zyx
zyxa  

 
 












21

1

11

azayx

azyax

zyxa

; 

 5) , 












1

2

3

azy

zax

ayx

1 a 1;        6) , abc ; 












032

2563

3245

czbyax

abcczbyax

abcczbyax

 7) ;  8) ;  9) . 












01024

054

03

zyx

zyx

azyx













1

1

3

azyx

zyx

zyax














02

1

3

zayx

zayx

zayx
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3. МАТРИЦИ 

 
3.1. ОПЕРАЦИИ СО МАТРИЦИ 

 
 Задача 1. Пресметај 2 -3A B , ако матрицата 

1 1 2

3 0 1

1 4 1

A

 
   
  

 и 

0 1 0

0 0 1

0 1 0

B

 
   
  

. 

 Решение. Матрица се множи со број, така што секој елемент 
од матрицата се множи со бројот. Затоа  

1 1 2 0 1 0

2 3 2 3 0 1 3 0 0 1

1 4 1 0 1 0

A B

   
          
       




































 






















2112

506

452

030

300

030

282

206

422

. 

 
 Задача 2. Определи ги x , ,  и , така што матрицата 

 да е еднаква со матрицата . 

y z t




















1

12
2

zt

x

tz

yx


















 20

44

1

0

t

y

 Решение. Од условот на задачата, имаме 








































20

44

1

0

1

12
2

t

y

zt

x

tz

yx
, односно  























21

44

122

1222

t

y

zttz

xyx
, 

од каде го добиваме системот равенки 
422 x , 412  yyx , 12  tz  и 212  ttz  или 

1x , 3 yx , 12  tz  и 1 tz . 
Од првата равенка имаме 1x

1

. Следува, од втората равенка, . 
Ако од третата равенка ја одземеме четвртата, добиваме , од 
каде . Следува 

2y
0z

1t x , 2y , 0z  и 1t  е решението на 
задачата. 
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 Задача 3. Пресметај гo производот 2AB C  ако  

5 2

3 1

2 0

0 4

A

 
  
 
 
 

, 
3 4 1
0 2 0

B
 

  
 

 и 

0 1 2

2 0 1

2 2 3

0 8 0

C

 
 
 
 
 
 

. 

 Решение. Бидејќи  
5 2

3 1 3 4 1

2 0 0 2 0

0 4

AB

 
         
 
 
























080

286

3109

51615

, следува дека 

2AB C 

30 32 10

18 20 6

12 16 4

0 8 0

0 1 2

2 0 1

2 2 3

0 8 0

30 31 8

16 20 7

14 14 1

0 8 0

       
             
       
     
     

. 

 

 Задача 4. Пресметај  TAB  и T TB A , ако  

1 0 1

0 0 2
A

 
  
 

 и 

2 1

0 0

1 1

B

 
   
  

. Што заклучуваш? 

 Решение. Имаме 
2 1

1 0 1 1 2
0 0

0 0 2 2 2
1 1

AB

 
    


    
    

1 0
2 0 1 1

0 0
1 0 1 2 2

1 2

T TB A

 


 и 

2     


    
    


. 

 Заклучуваме дека  T T TAB B A . Во учебникот е покажана 

точноста на тврдењето за кои било матрици за кои постои нивниот 
производ. 
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Степенување на матрици 
 

 Задача 5. Пресметај , ако 5A
2 1

3 2
A

 
   

. 

 Решение. Ги пресметуваме матриците  

2 2 1 2 1 7 0
7

3 2 3 2 0 7
A

     
            

E 7 7 49 4 2 2 и A A A E E E

2 1 98 49
49

3 2 147 98

    , од 

каде: 5 4 2 1
49

3 2
A A A E

     
               

. 

 

 Задача 6. Пресметај , ако . 3A






















340

213

021

A

 Решение. Имаме 































































171612

830

405

340

213

021

340

213

021
2A , од каде: 































































836036

30359

1265

340

213

021

171612

830

405
23 AAA . 

 
 Задача 7. Ако полиномот   222  xxxf , пресметај  f A  

, каде матрицата  
2 1 0

3 3 2

0 1 1

A

 
   
  

. 

 Решение. Нека  е единечна матрица од трет ред. Тогаш: E
  2 2 2f A A A E     

2 1 0 2 1 0 2 1 0 1 0 0

3 3 2 3 3 2 2 3 3 2 2 0 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1

        
      


        

              


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7 1 2 4 2 0 2 0 0 1 3 2

3 10 8 6 6 4 0 2 0 9 14 12

3 4 1 0 2 2 0 0 2 3 6 1

        
                 
                     

. 

 
 Задача 8. Матрицата A  е нилпотентна, ако 0nA   за некој 

природен број . Докажи дека матрицата  е 

нилпотентна. 

n












00

10

01

00

A










00

00

00

10

 Решение. Ги пресметуваме првите неколку степени на 
матрицата : A

 2

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A AA

     
     
       
     
     
     

 

 3 2

0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A A A

     
     
       
     
     
     

 

 4 3

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

A A A

     
     
       
     
     
     

. 

Следува дека матрицата е нилпотентна, бидејќи 4 0A  . 
 

 Задача 9. Пресметај , n
n












23

12
 . 

 Решение. Бидејќи 

E









































10

01

23

12

23

12

23

12
2

, 
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заклучуваме дека ако  е парен број, односно n kn 2 , 0k  , важи: 

EEk
kk



































 22

23

12

23

12
, 

и ако  е непарен број, односно n 12  kn , 0k  , важи 


























































23

12

23

12

23

12

23

12

23

12
212

E
kk

. 

 

 Задача 10. Пресметај 
1 1

0 2

n

nA
 

  
 

, n  . 

 Решение. Ги разгледуваме првите неколку степени: 
1 1

0 2
A

 
  
 

, 2 1 1 1 1 1 3

0 2 0 2 0 4
A

       
      
     

1 1 1 3 1 7

0 2 0 4 0 8

, 

3A
       

      
     

. 

Претпоставуваме дека 
1 2 1

0 2

n
n

n
A

  
  
 

. Точноста на претпоставка-

та ја докажуваме со методот на математичка индукција. За  
тврдењето важи. Ако твдрењето е точно за произволен n

1n 
k  т.е.  

1 2 1

0 2

k
k

k
A

  
  
 

 тогаш 

1
1

1

1 11 2 1 1 2 1

0 20 2 0 2

k k
k k

k k
A A A






      
  


   

 


   
. 

Следува, тврдењето е точно и за 1n k  . 
 

 Задача 11. Пресметај . 
n








 



cossin

sincos

 Решение. Ги пресметуваме првите неколку степени 

1) , 






 








 






cossin

sincos

cossin

sincos
1

Д-р Зоран Мисајлески  3. Матрици 99 



 
3.1. Операции со матрици 

 

2)  






 







 








 









cossin

sincos

cossin

sincos

cossin

sincos
2

2 2

2 2

cos sin 2sin cos

2sin cos cos sin

   
   

  
  








 



2cos2sin

2sin2cos
,  

3)  






 







 








 









cossin

sincos

cossin

sincos

cossin

sincos
23








 







 






cossin

sincos

2cos2sin

2sin2cos
 

cos 2 cos sin 2 sin cos 2 sin sin 2 cos

cos 2 sin sin 2 cos cos 2 cos sin 2 sin

       
       

   
    








 



3cos3sin

3sin3cos
. 

Индуктивно заклучуваме дека  
nn

nn

nn







 








 






cossin

sincos

cossin

sincos
. 

 Заклучокот го докажуваме со помош на принципот на 
математичка индукција.  
 За  равенството е исполнето. 1n
 Нека равенството важи за kn  , односно  

kk

kk

kk







 








 






cossin

sincos

cossin

sincos
. 

Тогаш, за 1 kn  добиваме 








 







 








  










cossin

sincos

cossin

sincos

cossin

sincos
1 kk

 








 







 






cossin

sincos

cossin

sincos

kk

kk
 

cos cos sin sin cos sin sin cos

cos sin sin cos cos cos sin sin

k k k k

k k k k

       
       

   
    

 

   
    













1cos1sin

1sin1cos

kk

kk
. 
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 Задача 12. Пресметај . 

n

















100

110

011

 Решение. Ги пресметуваме првите неколку степени, 

1) ,  


































100

110

011

100

110

011
1

2)  



































































100

210

121

100

110

011

100

110

011

100

110

011
2

3) 

3 2
1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
           
          

 

1 2 1 1 1 0 1 3 3

0 1 2 0 1 1 0 1 3

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
          
          

 

4) 

4 2
1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

2
     
           
          

 

1 2 1 1 2 1 1 4 6

0 1 2 0 1 2 0 1 4

0 0 1 0 0 1 0 0 1

     
          
          

 

Елементите што се наоѓаат во првата редица и третата колона се 

2

10
0


  во првиот степен, 

2

21
1


  во вториот, 

2

32
213


  во 

третиот, 
2

43
321336


 во четвртиот степен.  
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 Затоа, заклучуваме дека 

 



















 


















100

10
2

1
1

100

110

011

n

nn
nn

. 

 Точноста ја утврдуваме со помош на принципот на 
математичка индукција. За 1n  равенството е точно. 
 Нека равенството е точно за kn  , односно  

 



















 


















100

10
2

1
1

100

110

011

k

kk
kk

. 

 Треба да докажеме дека тврдењето важи за 1 kn , односно  
 












































100

110
2

1
11

100

110

011
1

k

kk
kk

. 

Навистина 




















































100

110

011

100

110

011

100

110

011
1 kk

 

 




































 

100

110

011

100

10
2

1
1

k

kk
k

 

 1
1 1 1 02
0 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1

k k
k

k

 
               
  
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 1
1 1

2
0 1 1

0 0 1

k k
k k

k

 
  

 
  

 
 
  

 


























100

110
2

1
11

k

kk
k

. 

 
 Задача 13. Докажи ги равенствата , 
каде  и матрицата  

02222   EAAA nn

n


















010

101

001

A . 

 Решение. Равенствата ќе ги докажеме со помош на 
принципот на математичка индукција.  
 За , важи 1n

0202  EAAA  00  , 
односно равенството е исполнето. 
 Нека равенството е исполнето за kn  , односно 

2 2 2 2 0k kA A A E    . 
 Ќе покажеме дека равенството важи за 1 kn

2 2 2k kA A 

, односно 
. Од равенството 2 2 2 2 0k kA A A E     2 0A E     

имаме .  2 2 2k kA A A  2  E
 Оттука  

2 2 2 2 2 2 2 2k k k kA A A E A A A A E        
 2 2A A 2 2 2 2k kA E A A E      2 4 2 2k kA A A A 2A E  

4 22A A E

  

  . 
 Бидејќи  

2

1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 1 1 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1 0 1

A

     
           
          

 и 

4 2 2

1 0 0 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 2 1 0

1 0 1 1 0 1 2 0 1

A A A

     
            
          

, 

имаме 
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4 2

1 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0

2 2 1 0 2 2 0 0 1 0 0 0 0 0

2 0 1 2 0 2 0 0 1 0 0 0

A A E

       
                     
               

  

Следува, 2 2 2 2 0k kA A A E     . 
 
 Втор начин. Од обликот на матриците ,  и  
заклучуваме дека  

E 2A 4A

2

1 0 0

1 0

0 1

nA n

n

 
   
  

. 

Јасно, равенството е точно за 0n . Нека равенството е точно за  

 т.е. . Тогаш, 


















10

01

001
2

k

kA kkn 

 





















































101

011

001

101

011

001

10

01

001

k

k

k

kAAA 22k1k2 . 

 Следува тврдењето е точно за сите природни броеви. Сега  
0EAAA 222n2n   





















































000

000

000

1

0

0

1

1

1

10

01

001

n

n

n

n



































0

0

1

101

011

001

10

01

00

0 0

0

1

0



 .
 

3.2. РАНГ НА МАТРИЦА. ИНВЕРЗНА МАТРИЦА 
 

 Задача 1. Најди го рангот на матрицaта  
1 2 3 4 5 6

2 3 4 5 6 7

3 4 5 6 7 7

7 8 9 10 11 12

А

 
 
 
 
 
 

. 



 
3.2. Ранг на матрица. Инверзна матрица 

 

 Решение. Прво со примена на елементарни трансформации 
наоѓаме еквивалентна матрица на матрицата , која е во скалеста 
форма. Елементите од првата редица ги множиме со 

A
2  и ги 

додаваме на соодветните елементи од втората редица, потоа ги 
множиме со 3  и ги додаваме на елементите од третата редица, и ги 
множиме со 7   додаваме на елементите од четвртата редица. 
На тој начин ја добиваме еквивалентната матрица 

и ги




















3024181260

1186420

543210

654321

. 

Сега, елементите од втората редица ги множиме со 2  и ги додаваме 
на соодветните елементи од третата редица, а потоа ги множиме со 

 и ги додаваме на елементите од четвртата редица. Резултатот е 
матрицата 
6




















000000

100000

543210

654321

, 

која е во скалеста форма и има 3  ненулти редици. Следува   3r А  .  

 Коментар. Понатаму, елементарните трансформации, ќе ги 
опишуваме симболично. На пример, трансформацијата со која 
елементите од првата редица ги множиме со 2 , и ги додаваме на 
соодветните елементи од втората редица ќе ја запишеме со 

. Тогаш, процесот на решавање би бил следен: 212 RR 



















121110987

776543

765432

654321









414

313

212

7

3

2

RRR

RRR

RRR
 




















3024181260

1186420

543210

654321
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






424

323

6

2

RRR

RRR



















000000

100000

543210

654321

. 

 
1 1 2 0

0 1 1 1

0 0 0 2

  
  
  

. Следува A 2r А  . 

 
ИНВЕРЗНА МАТРИЦА 

 
 Задача 2. Најди ја инверзната матрица на матрицата .  2А 
 Решение. Инверзната матрица на матрицата  е матрицата 

 за која важат равенствата 
А

1А 1 1АА А А E  
1АА E

. Бидејќи  е 
квадратна матрица доволно е да важи 

А
 . Нека , 

тогаш имаме 

a 1А

    12 a , од каде следува дека 
2

1
a . Значи, 

1 1

2
А     

. 

 
 Задача 3. Покажи дека инверзната матрица на 
несингуларната матрица  











dc

ba
A  е 













ac

bd

A
A

det

11 . 

 Решение. Инверзната матрица ќе ја најдеме според 

формулата  TA
A

A
~

det

11  , каде алгебарските комплементи се 

  ddA  11
11 1 ,   ccA  21

12 1 ,   bbA  12
21 1 , 

  aaA  22
22 1 . 

Следува, 


























ac

bd

ab

cd

A
A

T

9

1

det

11 . 
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 Коментар. Во претходната задача изведовме критериум за 
пресметување на инверзна матрица на матрица од втор ред. Тој 
гласи: 
 Инверзната матрица на матрицата од втор ред , се добива 
ако елементите што лежат на главната дијагонала на матрицата  
се ротираат, елементите што лежат на споредната дијагонала ги 

менуваат знаците, а новодобиената матрица се множи со 

A
A

Adet

1
. 

 

 Задача 4. Најди инверзна матрица на матрицата 
5 2

3 3
А

 
  
 

. 

 Решение. Прв начин. Инверзната матрица ќе ја пресметаме 

според формулата  1 1

det
T

А adjА
А

  . Имаме det 15 6 9А     и 

  331 11
11  A ,   331 21

12  A ,   221 12
21  A , 

  551 22
22  A . 

Следува 1 3 3 3 21 1

9 2 5 9 3 5

T

А    
 


    
   

. 

 Втор начин. Според формулата од претходната задача, 
бидејќи det 9А  , следува дека 

1 3 21

9 3 5
А  

   
. 

 Трет начин. Нека матрицата 1 a b
А

c d
  
  
 

. Од условот 

, ја добиваме матричната равенка  1АА E 

 



















10

01

3333

2525

dbca

dbca
, 

























10

01

33

25

dc

ba

која е еквивалентна со системот  

125  ca , 025  db , 0 ca  и 
3

1
 db . 

 Од третата равенка следува, ac  . Заменуваме во првата 

равенка, 125  aa , односно 
3

1
a . Оттука, 

3

1
c . Променливата 
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bd 
3

1
 од четвртата равенка ја заменуваме во втората равенка, 

02
3

2
5  bb  или 

9

2
b . Оттука, 

9

5

9

2

3

1
d . Следува   

1

1 2
3 213 9

1 5 9 3 5

3 9

А

    
        

. 

 Четврт начин. Бидејќи det 0А  , следува дека матрицата , 
има инверзна. Инверзната матрица ќе ја најдеме со методот на Гаус-

Жордан, 

А

1А E E А       . Формираме матрица која се добива кога 

до елементите на матрицата , од десна страна ќе се допишат 
елементите на единечната матрица од втор ред . Потоа,со 
елементарни трансформации елементите на подматрицата  ги 
сведуваме до елементи на единечна подматрица. 

А
E

А









1033

0125


2

1 5/

R

R















1033

0
5

1

5

2
1

  



21

1

3 RR

R
 

















 1
5

3

5

9
0

0
5

1

5

2
1





9

5
2

1

R

R
 


















9

5

3

1
10

0
5

1

5

2
1









2

12 5

2

R

RR
 





















9

5

3

1
10

9

2

3

1
01

. 

Следува, 1

1 2
3 213 9

1 5 9 3 5

3 9

А

    
        

. 
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Задача 5. Најди за која вредност на x , матрицата  

2 4 9

2 3

1 1 1

x

А x

 
   
  

 

е сингуларна. 
 Решение. Матрицата  е сингуларна (нема инверзна), ако 
нејзината детерминанта е нула. Бидејќи  

А

2

2 2 2

4 9

det 2 3 2 12 9 18 3 4 5 6

1 1 1

x

А x x x x x x          x  , следува 

det 0А   0652  xx     016  xx  6x , 1x . 
Значи матрицата А  е сингуларна за 1x  и 6x . 
 
 Задача 6. Најди инверзна матрица на матрицата  

0 1 2

1 2 3

0 2 1

A

 
   
  

. 

 Решение. Прв начин. Имаме 
0 1 2

det 1 2 3 4 1 3

0 2 1

A


   


  и 

 11

2 3
8

2 1
A    


, 12

1 3
1

0 1
A


   


, 13

1 2
2

0 2
A


    , 

 21

1 2
3

2 1
A


   


, 22

0 2
0

0 1
A


  


,  23

0 1
0

0 2
A    , 

 31

1 2
7

2 3
A


   , 32

0 2
2

1 3
A


  


 33

0 1
1

1 2
A   


, 

Следува, 1

8 3 7
1 1

1 0 2
det 3

2 0 1

TA A
A



  
    
  

 . 
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 Задача 7. Со помош на методот на Гаус-Жордан, 

1А E E А      , најди инверзна матрица на матрицата  

1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

А

 
 
 
 
 
 

. 

 Решение. Со помош на елементарни трансформации имаме 



















10001000

01001100

00101110

00011111  
 
  







4

34

24

14

1

1

1

R

RR

RR

RR























10001000

11000100

10100110

10010111  
 







4

3

23

13

1

1

R

R

RR

RR

 























10001000

11000100

01100010

01010011  







4

3

2

12 1

R

R

R

RR













10

11

01

00










001000

000100

100010

010001

. 

Следува дека инверзната матрица е 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

А

 
  
 
 
 

. 

 



 
3.3. Решавање на системи линеарни со матрици 

 

3.3. Решавање на системи линеарни равенки со  
Гаусов метод на елиминации 

 
Системи линеарни равенки што имаат единствено решение 

 
 Задача 1. Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теорема на Кронекер-Капели, определи ги 
решенијата на системот равенки  
















28692

66

22589

1027

421

421

4321

421

xxx

xxx

xxxx

xxx

. 

 Решение. Ја запишуваме проширената матрица на системот и 
со помош на елементарни трансформации, ја сведуваме до 
еквивалентна матрица во скалеста форма. Имаме 



















286092

61061

225891

102071

 
 
 









41

31

21

2

1

1

RR

RR

RR





















82050

41010

123820

102071




 32 RR
 























82050

123821

41010

102071

 








42

32

5

2

RR

RR



















287000

41801

41010

102071

. 

 Бројот на решенија ќе го толкуваме со помош на теоремата 

на Кронекер-Капели. Имаме   4r A  ,   4pr A   и 4n . Следува 

системот равенки има единствено решение. 
  На последната матрица ѝ одговара системот 

















287

48

4

1027

4

43

42

421

x

xx

xx

xxx

. 

287 4 x ,  Од четвртата равенка имаме односно Од 

третата равенка

44 x . 

, 448 3 x , односно 03 x . Од втората ,  равенка
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4  или 0242 x x  и од прват а 181а равенк 0x каде 

21 x . 

, 

 решение

од 

Системи  равенки што немаат  
 

З нации, 
а ли ги 

 

толкув

линеарни



3

x

 адача 2. Со помош на Гаусов метод на елими
јќи според теорема на Кронекер-Капели, опреде

решенијата на системот равенки  









2

2

21

4321

xx

xxxx





04

455

5

4321

4321

43

xxxx

xxx

xx
. 

 
добиваме

Решение. примена на Гаусовиот елиминации, 
  

Со метод на 

 
 
 14

13

12

3

1

1

013

451

5111

RR

RR

RR















 


41

15

2



21111










4

3

2

R

R

R





   

  4

3

R

R

2

2

1

2

6210

6420

3210

2111

R

R





























2

4

2

1





  
























43

90000

00000

32120

21111

RR




















00000

90000

32120

21111

. 

 
Рангот на матрицата на системот равенки е 2, а рангот на 

 матрица е 3. Од  на Кронекер-Капели, 
 
проширената
ледув

теоремата
с а дека системот равенки нема решение. 
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Системи линеарни равенки што имаат бесконечно решенија 
 

 Задача 3. Со помош на Гаусов метод на елиминации, 
толкувајќи според теорема на Кронекер-Капели, определи ги 

решенијата на системот равенки . 













2

12

032

42

31

4321

xx

xx

xxxx

 Решение. Со примена на Гаусов метод на елиминации, 
добиваме 





















21010

10102

03121

   212 2 RRR  






















21010

16140

03121





23

32

RR

RR  






















16140

21010

03121






323 4 RRR 




















910100

21010

03121

. 

 Сега, решенијата ќе ги толкуваме со помош на теоремата на 
Кронекер-Капели. Имаме   3Ar ,   3pAr  и 4n . Следува дека 

системот равенки има бесконечно многу решенија изразени преку 
еден параметар. 
  На последната матрица ѝ одговара системот 













910

2

032

43

42

4321

xx

xx

xxxx

 

 Земаме tx 4 . Тогаш, од четвртата равенка 9103  tx , 

односно t10x 93  . Од третата равенка имаме 22  tx  или 

, а од првата равенка tx  22     03109221  tttx  или 

03109241  tx tt , од каде tx 551  . Значи, решенијата се  

tx 551  , tx  22 , tx 1093   и tx 4  

каде t  е произволен параметар. 
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Системи линеарни равенки зависни од параметар 
 

 Задача 4.  Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теоремата на Кронекер-Капели, во зависност од 
параметарот  , определи ги решенијата на системот равенки  

















321

321

321

321

2

124

122

9

xxx

xxx

xxx

xxx

. 

 Решение. Проширената матрица на системот ја сведуваме до 
еквивалентна матрица во скалеста форма, 

1 2

1 3

1 4

1 1 1 9

1 2 1 12

1 1 4 12

22 1 1

R R

R R

R R

 
      
    
    2 4

1 1 1 9

0 1 2 3

0 0 3 3

30 3 1 18 R R

 
 
   
 
     

 

3 4

1 1 1 9

0 1 2 3

0 0 3 3
7

0 0 7 9
3
R R

 
 
   
 
    
























2000

3300

3210

9111

. 

 Дискусија: 
 1. Ако 02  , односно 2 , тогаш   3Ar  и   4pAr , 

па системот равенки нема решение. 
 2. Ако 2 , тогаш   3Ar ,   3pAr  и 3n . Следува, 

системот равенки има единствено решение. Тој е еквивалентен со 
системот  













1

33

9

3

32

321

x

xx

xxx

. 

Од втората равенка,   512323 32  xx , а од првата  

31599 321  xxx . 

Значи, решението е подредената тројка  1,5,3  . 
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 Задача 5. Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теоремата на Кронекер-Капели, во зависност од 
параметарот , определи ги решенијата на системот равенки  a

 
 

 











21

1

11

azayx

azyax

zyxa

. 

 Решение. Проширената матрица на системот ја сведуваме до 
еквивалентна матрица во скалеста форма, 

2

1 1 1 1

a1 1 1

1 1 1

a

A a

a a

 
   
  





31 RR

 


21 1 1

1 1 1

1 1 1 1

a a

a a

a

 
   
  

 
 
1 2

1 3

1

1

R R

R a R

  
  

 

2

2

2 2 3






32 1 RR



1 1 1

0

0 2 1

a a

a a a a

a a a a a

 
   
      


 

2

2 3

a

a a

1 1 1

0 1

0 0 3 1 2

a a

a a a

a a a

 
   
     

 (1). 

 Дискусија: 
 1. Ако 0a , 

1 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 
 
 
  

1 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
   
  

. A 

Следува дека системот нема решение бидејќи рангот на матрицата 
на системот е 1, а рангот на проширената матрица на системот е 2. 
 2. Ако 3a ,  
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1 1 2 9

0 3 3 12

0 0 0 47

 
  
  

. A 

Следува дека системот нема решение бидејќи рангот на матрицата 
на системот е 2, а рангот на проширената матрица на системот е 3. 
 3. Ако 0a  и 3a , тогаш системот има единствено 
решение бидејќи матрицата (1) е во скалеста форма и вториот 
елемент од втората редица и третиот од третата редица се ненулти, 

односно   3r A  ,   3pr A   и 3n . 

 На последната матрица и одговара системот 
 

 
 












32

2

213

1

1

aaazaa

aaazay

azayx

. 

 Од третата равенка имаме  
2 31 2

3

a a a
z

a a

  
 


. Од втората 

равенка следува, azy  1  т.е. azy  1 , од каде  

 
2 31 2

1
3

a a a
y a

a a

  
   

 
 

 
2 3 2 3 21 2 3 3

3

a a a a a a a

a a

      


     
1 2 2 1

3 3

a a

a a a a

 
 

 
. 

И од првата равенка  zayax  12 , односно 

 
   

 

2 3

2
1 1 21 2

3 3

a a a aa
x a

a a a a

   
  

 
  

 
4 3 2 3 2 3 43 1 2 1 2 2

3

a a a a a a a a a a

a a

          


  3

2 2



aa

a
. 

 Значи, решенијата се:  

 3

2 2





aa

a
x ,  3

12





aa

a
y  и  3

21 32





aa

aaa
z ,  \ 3,0a   . 
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 Задача 6. Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теоремата на Кронекер-Капели, во зависност од 
параметарот , определи ги решенијата на системот равенки k

 
 

1

1 0

2 1

1

kx y z t

x k y z t

x y k z t

x y z t

   
     
     
    

. 

 Решение. Матриците на системот се: 

 
 
 

4 1

4 2

4 3

1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1

k R R

k R R
M

k R R

  
    
   
 
 



1 0 0 0 0

0 0 0

0 0 1 0 0

1 1 1 1 1

k

k

k


1

 
  
 
 
 

. 

1,0,1k  ; 

 
 
 

1 4

2 4

3 4

/ 1

/

/ 1

R k R

R k R
M

R k R

  
 

  
    Дискусија: 1. За 

 
2

3

1 0 0 0 0

0 0 0 1
/

0 0 1 0 0
/ 1

1
0 0 0 1

k

k
R k

k
R k

k

k

 
  
    
  



1 0 0 0 0

1
0 1 0 0

0 0 1 0 0

1
0 0 0 1

k

k

k

 
 
 
 
 
 

 
  

. 

Значи     4pr A r A n   , па системот има единствено решение  

1 1
0, ,0,

k

k k

   
. 

 2. За 1k   , 

   
 
 

1 2

1 4

2 4
*

3 4

2 0 0

0 1 0

0

1 1 1

0 0 1 0 0 0 0/ 2 , / 1

0 1 0 1 0 0 1/ 2

0 0 0 0 0 0 1 1 0/ 1

1 0 0 0 0 0 0

R R

R R
M

R R

R R

     
         
    
      

  .  
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Следува,     3pr A r A   и 4n   т.е. системот има бесконечно 

решенија изразени преку еден параметар. Ако  го земеме за 
параметар, добиваме 

t
z t  , 1y   и 0x   т.е. решенијата се 

 0,1, ,t t , t  . 

 2. За 0k   втората равенка е противречна, па системот нема 

решение. Во овој случај,   3r A   и   4pr A  . 

 3. За 1k  ,  

4 1

3

0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1 0 0 1

0 0 2 0 0 / 2 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

R R

R

   
       
  

M 


   
  





. 

Следува     3pr A r A   и 4n  . Решенијата се  1 , 1,0, ,t t t   .

 
3.4. MАТРИЧНИ РАВЕНКИ 

 
Решавање на системи линеарни равенки со матрични равенки 
 

 Задача 1. Реши го системот равенки  со 

формирање и решавање на неговата матрична равенка. 







43

32

yx

yx

 Решение. Системот равенки ќе го замениме со соодветната 
матрична равенка. AX B  т.е.  


























4

3

31

21

y

x
. 

 Системот линеарни равенки има смисла да се решава со 
матрична равенка, само во случајот кога матрицата  има инверзна. 

Бидејќи 

A

det 1A  , следува дека постои 1 3 2

1 1
A  

   
. Ако 

равенката AX B  ја помножиме со 1A  од лево, добиваме  

1A B 
3 2 3 1

1 1 4 1
X

     
           

. X  

Следува дека решението на системот е 1x  и 1y . 



 
3.4. Mатрични равенки 

 

 

 Задача 2. Реши го системот равенки , со 

формирање и решавање на неговата матрична равенка. 













4

13

02

zyx

zyx

zyx

 Решение. Еквивалентната матрична равенка, BAX  , на 
системот ја добиваме ако земеме  





















111

131

112

A ,  и . 

















z

y

x

X


















4

1

0

B

Од равенката BAX   ја добиваме равенката BAX 1 . Бидејќи  

6123116

111

131

112

det 


A  и 

 2
11

13
11 A , 2

11

11
12 


A , 4

11

31
13 


A , 

 0
11

11
21 


A , 3

11

12
22 


A ,  3

11

12
23 


A , 

 2
13

11
31 


A , 1

11

12
32 




A  5
31

12
33 




A , 

 инверзната матрица на матрицата A  е  







































534

132

202

6

1

512

330

422

6

11A . 

Следува, 





















































17

1

8

6

1

4

1

0

534

132

202

6

1
X . 

 Значи, решението е 
3

4
x , 

6

1
y  и 

6

17
z  
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Матрични равенки 
 
 Задача 3-6. Изрази ја регуларната матрица X  од матричните 
равенки, под претпоставка сите матрици во процесот на изразување 
да се регуларни 
 3) ;           4)BAC2X T 

~  3 2TX XA XA XC B X     ; 

 5)  2 2A X AX X B    ; 6)   1 1AX X B
   . 

 Решение. 3) Ја изразуваме матрицата X  со користење на 
операциите собирање и одземање на матрици и множење на матрица 
со број. Имаме 

  TCBA
2

1
X 

~
. BAC2X T 

~
 TCBA2X 

~

 4) Во оваа равенка, прво се ослободуваме од заградите, а 
потоа членовите што ја содржат матрицата X  ги групираме на 
левата страна на равенката, а останатите на десната. Имаме 

 3 2TX XA XA XC B X      3 2 2 2TX XA XC B X     

  2 2TXE X A XC   B   2 2TX E A C B   . 

Сега равенката ја множиме со   1
2 TE A C


   од десно, 

     1 1
2 2 2 2T TX E A C E A C B E A C

 
       T 

  1
2 2 TX B E A C


   . 

 5) Да забележиме дека формулата  2 2 22A X A AX X     

важи само ако матриците   и A X  , се комутативни. Во општ случај 

     2 2 2A X A X A X A AX XA X        . 

Затоа 

 2 2A X AX X B     2 2A AX XA X AX X B2        

 2XA B A  1/A  десно  1 1 2 1XAA BA A A     1X BA A  . 
 6) Прв начин. Директно. Ја множиме равенката со  од 
лево. На овој начин, место 

AX
1X   ќе фигурира матрицата X . Потоа ја 

изразуваме експлицитно матрицата X . Значи, 

  1 1AX X B
   /AX лево    1 1AX AX AXX AXB

     

E A AXB  1/A  лево 
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 1 1 1A E A A A AXB     1A AE XB   / 1B десно

 1 1A E B XBB 1      1 1X A E B   . 

 1 1 1AAB


 Втор начин. Со користење на формулата   B  

добиваме 

  1 1X B
  AX  1 1 1X A X B      1 1X A E  B 

       1 11 1 1 1
E1A

  1X A E A E B A E
 

     десно/ 

  11 1X B A E
         11 1

E1 1X B A
    

   111 1X A E

B     1 1X A E B 

AB3

 

X

. 

 
Матрични равенки од матрици од квадратен тип 

со единствено решение 
 
 Задача 7. Реши ја матричната равенка 2 C , ако  4











02

10
A B ,  и . 




1

1






1

2
C




3

1




2

3

 Решение. Ја решаваме матричната равенка по матрицата X , 

CABX 432   AB3C4X2   AB
2

3
C2 X  . 

Од каде имаме 





1

1








3

1













02

10

2

3

21

32
2X 




2

3









2

3

42

64





2

1


















2

1

1
2

9




11

91




















1
2

1



















33
2

3

2

9

42

64
. 
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 Задача 8. Реши ја матричната равенка , 
каде што  

CAXABX 11  











02

10
A  ,  и  и 










13

11
B 










21

32
C X  е регуларна матрица. 

 Решение. Прво ја решаваме матрицата по непознатата 
матрица 1X . Од равенката  имаме 

, од каде со примена на левиот дистрибутивен 
закон добиваме, односно  

CAXABX   11

CXABX 1  A1 

  CEBAX 1  . 
Ако равенката ја помножиме со X  од лева страна, ќе ја добиеме 
еквивалентната равенка 

  XCEBAXX 1     XCEBA  .  
Бидејќи 1det C , следува дека матрицата C  е регуларна. 
Последната равенка ја множиме со  од десно. Имаме 1C

  11 XCCCEBA      1CEBAX   

 Матриците  и  се 

регуларни бидејќи 











02

10
A

det





























03

10

10

01

13

11
EB

2A  и   3det  EB , па   CEBAX 1  е 
решение на првобитната матрична равенка. Притоа , 


























21

32

21

32

1

11C , од каде 

   1CEBAX  




























21

32

03

10

02

10




















21

32

20

03











42

96
. 

 
 Задача 9. Реши ја матричната равенка  3A E X A E    , 

ако 
1 2 1

3 1 0

1 0 1

A

 
   
  

. 
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 Решение. За да ја изразиме матрицата X , ќе ја помножиме 

матричната равенка  3A E X A E     (1), со   1
3A E

  од лево. 

Притоа, матрицата   1
3A E

  постои бидејќи  

 
2 2 1

det 3 3 2 0 8 2 12 6

1 0 2

A E

 
       

 
. Имаме 

       1 1
3 3 3A E A E X A E A E

           1
3X A E A E

     

каде 

      1 1
3 3

det 3

T
A E adj A E

A E
  


  


































































T

23

22

03

12

02

12
01

22

21

12

20

12
01

23

21

03

20

02

6

1










































222

336

244

6

1

232

234

264

6

1

T

 

и 
1 2 1 1 0 0 0 2 1

3 1 0 0 1 0 3 0 0

1 0 1 0 0 1 1 0 0

A E

       
                 
          

. Оттука 

4 4 2 0 2 1
1

6 3 3 3 0 0
6

2 2 2 1 0 0

X

    
         
        

 

14 8 4
1

12 12 6
6

4 4 2

  
    
   




















122

366

247

3

1
. 
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 Задача 10. Реши ја матричната равенка  ако  TT 3C2ABAX 






















101

013

121

A  ,  и . 






















314

011

201

B




















121

300

012

C

 Решение. Ја изразуваме матрицата X , од матричната 
равенка. Имаме  

TT 3C2ABAX   TT 2AB3CAX  . 

Бидејќи 6611

101

013

121

det 



A , следува дека матрицата 

 е регуларна. Следува дека авенката можеме да ја помножиме со 
 од лево. Имаме  

A
A 1

T1T11 AB2AC3AAXA   , односно . TT1 2BC3AX  

Притоа,  





















302

110

411
TB ,  и 




















130

201

102
TC






















































T

13

21

03

11

01

12
01

21

11

11

10

12
01

13

11

03

10

01

6

1
    T

A
A

A
~

det

11













































521

303

121

6

1

531

202

131

6

1

T

,  

од каде 



































































302

110

411

2

130

201

102

521

303

121

6

1
3X  
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








































604

220

822

2150

096

430

2

1












































































5
2

15
4

2
2

5
3

10
2

7
2

604

220

822

1
2

15
0

0
2

9
3

2
2

3
0

. 

 

 Задача 11. Реши ја матричната равенка   1 1AX X B
   , ако  

1 1 0

0 1 2

0 0 1

A

 
   
  

, 

1 1 0

0 1 2

0 2 1

B

 
   
  

 и X  е регуларна матрица. 

 Решение. Бидејќи  
1 1 0

det 0 1 2 1

0 0 1

A


   и 

1 1 0

det 0 1 2 1 4 3

0 2 1

B      ,  

постојат  и 1A 1B . Ја изразуваме матрицата X  од равенката. 

  1 1AX X B
    1 1 1X A X   B    1 1X A E  B 

  11A E/
  десно     1 111 1 1X A E A E B A E

        

  11 1X B A E
     1 1X A E B   . 

 Ја пресметуваме инверзната матрица на матрицата . Имаме A

 1
10

21
11 A , 0

10

20
12 A , 0

00

10
13 A , 

 1
10

01
21 


A , 1

10

01
22 A ,  0

00

11
23 


A , 

 2
21

01
31 


A , 2

20

01
32 A  1

10

11
33 A , 
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од каде 1

1 0 0 1 1 2
1

1 1 0 0 1 2
1

2 2 1 0 0 1

T

A

   
       
       

. 

Ја пресметуваме инверзната матрица на матрицата B . Имаме 
 

 3
12

21
11 B , 0

10

20
12 B , 0

20

10
13 B , 

 1
12

01
21 B , 1

10

01
22 B ,  2

20

11
23 B , 

 2
21

01
31 B , 2

20

01
32 B  1

10

11
33 B  

од каде 1

3 0 0 3 1 2
1 1

1 1 2 0 1 2
3 3

2 2 1 0 2 1

T

B

     
        
   
       

. 

Оттука,  1 1X A E B     

















































































120

210

213

3

1

100

010

001

100

210

211

 

2 1 2 3 1 2 6 3 0
1 1

0 2 2 0 1 2 0 6 6
3 3

0 0 2 0 2 1 0 4 2

        
               
           

. 

Проверуваме дали X  е регуларна, det X   4814472
3

1
 . 

 Следува матрицата 

6 3 0
1

0 6 6
3

0 4 2

X

 
    
  

 е решение на 

матричната равенка. 
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Матрична равенка од матрици од квадратен тип 

што има бесконечно решенија 
 

 Задача 12. Реши ја матричната равенка  

    1 12XA C AX AB A
     ако 

3 1

4 3
A

 
  
 

, 
2 1

4 1
B

 
  
 

 и 
2 1

0 2
C

 
   

 и  

2X B  е регуларна матрица. 
 Решение. Да забележиме дека матрицата  е регуларна, 
односно задачата е добро поставена. Исто така и матрицата 

A
2X B  

треба да е регуларна. Ја средуваме матричната равенка 

    1 12XA C AX AB A
          1 12XA C A X B A

      

    1 1 12XA C X B A A
     /A  

десно    1 12 1XA C X B A A
   A A   

    1
2XA C X B E

   / 2X B  

десно     1
2 2 2XA C X B

  X B  X B    

2XA C X B     2XA X B C      2X A E B C   . 

 Бидејќи   2 1
det 0

4 2
A E   , следува матрицата  е 

сингуларна.  

A E




 Исто така матрицата  
4 2 2 1 2 1

2
8 2 0 2 8 4

B C
     

            
 е сингуларна и  det 2 0B C  . 

Нека . Матричната равенка е 
a b

X
c d

 
  
 


























48

12

24

12

dc

ba
 




















48

12

242

242

dcdc

baba
  
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














42

842

12

242

dc

dc

ba

ba



  dc 24

  ba 21
. 

 Следува 
1 2

4 2

b b
X

d d

 
   

. Од условот на задачата, не 

влегуваат решенијата за кои  det 2 0X B  , односно  

0
14

12
2

24

21
det 




























dd

bb
; 

 0
2212

225




dd

bb
  

 042241242105  dbdbbbdd   

 bd
9

16

9

14
 . bd 16149 

Следува, решенијата се 
1 2

4 2

b b
X

d d

 
   

, b  , 
14 16

\
9 9

d b
   
 

 . 

 
Матрична равенка од матрици од квадратен тип 

 што нема решение 
 
 Задача 13. Реши ја матричната равенка XBAX  , ако  











34

13
A  и . 










01

11
B

 Решение. Имаме  

  BXEA   и . 









24

12
EA

 Прв начин. Бидејќи   0det  EA  и 01det B  од 
основната теорема за детерминанти, следува дека системот нема 
решение, инаку би добиле  

  0detdetdet  XEAB . 

 Втор начин. Нека . Тогаш,  









dc

ba
X
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 
























01

11

24

12

dc

ba  BXEA    

024,,124,12,12  dbcadbca . 
 Но последниот систем нема решение бидејќи првата и 
третата негова равенка се противречни. 
 

 Задача 14. Реши ја матричната равенка   1 1AX X B
   , ако 

 и 
0 1

1 0
A

 
  
 

2 3

1 2
B

 
   

 и X  е регуларна матрица.  

 Решение. Ја изразуваме матрицата X  од равенката. 

  1 1AX X B
    1 1 1X A X   B    1 1X A E  B   

Притоа, 1 0 1 0 11

1 1 0 1 0
A    

        
 и 1 1 1

1 1
A E  

   
 

. 

 Бидејќи  1det 0A E    и det 4 3 1 0B     , следува дека 

равенката  1 1detdet detX A E    B  нема решение за ниту една 

матрица 1X  , односно матричната равенка нема решение. 

 Втор начин. Нека матрицата 1 a b
X

c d
  
  
 

. Од равенството 

 1 1X A E    B  добиваме  





























21

32

11

11

dc

ba
 























21

32

dcdc

baba
, 

односно  
2 ba , 3 ba , 1 dc  и 2 dc . 

Но, претходниот систем нема решение.  
 Трет начин. Ја изразуваме матрицата X  како во 

претходната задача,  1 1X A E B   , при претпоставка дека 

постојат , 1A 1B  и 1X  . Матриците 1A  и 1B  постојат бидејќи 

 и det 0A  det B 0 , од каде 
1 1 3 3 5

1 1 2 3 5

2

1
X

  


 



    
    

. Но 

, противречи на претпоствката дека матрицата det 0X  X  има 
инверзна. Следува дека матричната равенка нема решение. 
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Матрична равенка од матрици од квадратен тип  

што има бесконечно решенија 
 
 Задача 15. Реши ја матричната равенка BXCXA 2  ако 
матрицата 











34

13
A ,  и . 










14

12
B 











20

12
C

 Решение. Ја средуваме матричната равенка во вид 
BXCXA 2  CBXXA  2    CBEAX  2 . 

Притоа, 





























24

12

10

01

34

13
EA  и 

















 






























48

12

20

12

28

24

20

12

14

12
22 CB . 

 Бидејќи   044
24

12
det  EA , следува дека матрицата 

EA  нема инверзна. Исто така и матрицата CB 2  нема инверзна, 

бидејќи   088
48

12
2det CB .  

 Нека матрицата . Тогаш,  









dc

ba
X

 
























48

12

24

12

dc

ba  CBEAX  2 














48

12

2

2

d

b







42

42

dc

ba



c

a
  

242  ba , 12  ba , 842  dc , 42  dc  
 12  ba , 42  dc  ba 21 , dc 24 . 

 Значи матричната равенка има бесконечно решенија. 
Решенија се сите матрици  













dd

bb
X

24

21
, ,c d   . 
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Матрична равенка од матрици од произволен тип  
што има единствено решение 

 
 Задача 16. Реши ја матричната равенка AX B , ако 
матрицата  

1 2

2 2

3 4

A

 
   
  

 и 

3 8

4 10

7 18

B

 
   
  

. 

 Решение. Бројот на редици на матрицата X  се совпаѓа со 
бројот на колони на матрицата , односно матрицата A X  има две 
редици. Бројот на колони на матрицата X  се совпаѓа со бројот на 
колони на матрицата B , односно матрицата X  има две колони. 

Нека . Сега,  
a b

X
c d

 
 
 



AX B  









































187

104

83

43

22

21

dc

ba






































187

104

83

4343

2222

22

dbca

dbca

dbca

. 

Бидејќи матриците од последната равенка се еднакви, исполнет е 
системот: 

2 3a c  , 2 8b d  , 2 2 4a c  , 2 2 1b d 0  , 3 4 7a c  , 
3 4 1b d 8    

2 3a c  , 2a c  , 3 4a c 7  , 2 8b d  , 5b d  , 3 4 18b d  . 
 Ако од првата равенка на системот ја одземеме втората 
добиваме . Од втората равенка имаме 1c 1a . Проверуваме дали 
е исполнета третата равенка, 743   односно 77  . 
 Ако од четвртата равенка ја одземеме петтата, добиваме 

. Од петтата равенка имаме 3d 2b
18

. Проверуваме дали е 
исполнета шестата равенка, 3423   односно 1818  . 
 Следува дека матричната равенка има единствено решение  

1 2

1 3
X

 
  
 

. 

 
Матрична равенка од матрици од произволен тип  

што има бесконечно решенија 
 

Д-р Зоран Мисајлески  3. Матрици 131 



 
3.4. Mатрични равенки 

 

 Задача 17. Реши ја матричната равенка 0 DBCAX , ако 
матрицата  




















1112

3211

4123

A , ,  и . 


















2401

0223

1321

B





















3

1

2

1

C


















6

3

0

D

 
3.4.3 Текстуални задачи што се сведуваат на  

матрични равенки 
 
 Задача 18. Определи ги сите матрици што комутираат со 

матрицата . 










21

51
X

 Решение. Нека матрицата  комутира со матрицата 









dc

ba
B

A . Тогаш матриците 































dbca

dbca

dc

ba
AB

22

55

21

51































dcdc

baba

dc

ba
BA

25

25

21

51

 и 

, 

се еднакви, односно важи системот 
















dcdb

dcca

badb

baca

252

2

255

5


















cb

dac

adb

cb

5

55

5

. 

Од првата равенка имаме cb 5 . Притоа, четвртата равенка е 
исполнета. Од втората равенка имаме adc 555  , односно 

. Притоа, третата равенка е исполнета.  Значи, претходниот 
систем е еквивалентен со системот  

cad 

cb 5 , cad  . 

 Следува дека бараните матрици се , 










cca

ca 5
,a c . 
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 Задача 19. Докажи дека матриците што комутираат со 

матрицата 
0 1

1 0
A

 
  
 

, комутираат и меѓу себе. 

 Решение. Нека матрицата 
a b

B
c d

 
  
 

 комутира со 

матрицата . Тогаш, A AB BA , односно 


































01

10

01

10

dc

ba

dc

ba
 

















cd

ab

ba

dc
bc  , . ad 

Значи, матриците што комутираат со матрицата  имаат облик  A









ab

ba
. 

Нека  и 1 1
1

1 1

a b
B

b a

 
  
 

2 2
2

2 2

a b
B

b a

 
  
 

 се две матрици од овој вид. 

Бидејќи 





























21212121

21212121

22

22

11

11

aabbbaab

abbabbaa

ab

ba

ab

ba
 

и 





























12121212

12121212

11

11

22

22

aabbbaab

abbabbaa

ab

ba

ab

ba
 

следува дека 1 2 2 1B B B B , со што е докажано тврдењето на задачата. 

 
 Задача 20*. Матрицата  е инволуторна, ако A EA 2 . 
Определи ги сите инволуторни матрици од втор ред. 

 Решение. Нека матрицата  е инволуторна. Тогаш, 









dc

ba
A

EA 2 , односно  


























10

01

dc

ba

dc

ba
 





















10

01
2

2

dbccdac

bdabbca
, 

од каде добиваме  
12  bca , 0 bdab , 0 cdac  и , 12  dbc

односно  
12  bca ,   0 dab ,   0 dac  и . 12  dbc
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 Од  втората равенка имаме  или 0b da  . 
 Ако 0b

1
, тогаш од првата равенка следува дека  

односно 
12 a


a d

a

d

, а од четвртата равенка имаме , односно 
. Ако  и  имаат ист знак, тогаш од третата равенка . 

Ако  и  имаат спротивен знак, тогаш третата равенка секогаш е 
исполнета. 

12 d
1d
a

0c

 Ако 0b , тогаш од втората равенка da  . Притоа, третата 
равенка е исполнета. Од првата равенка имаме , односно bc1d 2

b

d
c

21
 . Тогаш, четвртата равенка е исполнета. Значи решенијата 

се:  

 ;














d
b

d
bd

21 , d , 







10

01
, , , , 











10

01








1

01

c 







1

01

c
c 

 \ 0b . 

 
 Задача 21*. Определи ги сите инволуторни матрици што 
комутираат со матрицата  

1 2

1 0
A

 
   

. 

 Решение. Нека матрицата 
a b

B
c d

 
  
 

 комутира со 

матрицата . Тогаш,  A








































01

21

01

21

dc

ba

dc

ba
AB BA  



















cdc

aba

ba

dbc

2

222





a

. 

Следува дека важи системот  
baca  2 , adb 22  , dca   и cb 2  

односно  
cb 2 , cda  . 

B  има облик . 






 
dc

ccd 2
Значи, матрицата 

Бидејќи матрицата B  е инволуторна важи 2B E , односно  
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















 







 
10

0122

dc

ccd

dc

ccd


   
  













0

1

2

222
22

22

dccdcdc

cdcdcccd








1

0
 






















10

01

2

22222
222

2222

dccdccd

cdccdccdcd


 
  





















10

01

22

2232
22

22

dccdc

cdccdcd
. 

Следува дека 
132 22  cdcd ,   02  cdc  и . 12 22  dc

 Од втората равенка имаме 0c  или dc 2 .  
 Ако 0c , од првата равенка, следува дека 1 , односно 

. Третата равенка е исполнета.  

2 d
1d

 Ако dc 2  од третата равенка имаме  односно 19 2 d

3

1
d . Првата равенка е исполнета.  

 Следува дека решенијата се  





 10

 01  01
, , 



 10 
















3

1

3

2
3

4

3

1

 и 




















3

1

3

2
3

4

3

1

. 

 
 Задача 22. Матрицата  е инволуторна, ако , а 
идемпотентна, ако 

A 2A E
2A A . Докажи дека матрицата  е 

идемпотентна акко матрицата 
A

2B A E   е инволуторна. 
 Решение. Бидејќи 2B A E  , заради еквивалентноста на 
равенствата 

2B E   2
2A E E   2 24 4A AE E E    24 4A A E E  

 2A A . 
 следува дека матрицата  е идемпотентна, ако и само ако 
матрицата 

A
B  е инволуторна.  
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 Задача 23. Секоја квадратна матрица , може да се напише 
како збир од, симетричната и антисиметричната матрица,  

A

1 2

TA A
A


  и 2 2

TA A
A


 . Докажи. 

 Решение.  Збирот на матриците  и  е  1A 2A

1 2 2 2

T TA A A A
A A A

 
    . 

Бидејќи  

  1 1

1

2 2 2

TT T
TT T TA A A A

A A A
  

A      
 

следува дека матрицата  е симетрична. 1A

Бидејќи  

    2 1

1 1

2 2 2 2

TT T
TT T T TA A A A

A A A A A
  

         
A  

следува матрицата  е антисиметрична. 2A

 
 

3.5. ТЕОРЕМА НА ХАМИЛТОН-КЕЛИ 
 

 Задача 1. Најди го карактеристичниот полином на матрицата 

1 2

2 2
A

 
  

   
. 

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата A  е 

det A E  





 


22

21

10

01

22

21
 

    2221    22 2222 . 
 

 Задача 2-4. Со примена на теоремата на Хамилтон-Кели, 
пресметај ги изразите: 
 2) ; 3) ;  36E36A11AA 23  37E40A11AA 23 



 
3.5. Теорема на Хамилтон-Кели 

 

 4) A A  ако . 4 3 23 3 8 5A A E   






















311

151

113

A

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата  е A

   EAdet  






















































100

010

001

311

151

113

det 







31

1

11



 

1

51

3

         2
3 5 1 1 5 3 3              

       325252

2 2 30 6 5 2 5 6 2

 69

9 345              
363611 23  

  
. 

 Според теоремата на Хамилтон-Кели, секоја матрица е корен 
на својот карактеристичен полином, односно 

036E36A11AA 23   
 Следува:  
 2)    и 036E36A11AA 23 

 23 37E40A11AA 3 2

0

11 36 36 4A A A E A E        3) 






























































1144

4194

4411

100

010

001

311

151

113

4 . 

 4) Од  следува 036E36A11AA 23 
3 24 6A A A E    4 3 24 6A A A A   . 

 Оттука  
4 3 23 3 8 5A A A A E     3 2 3 24 6 3 3 8 5A A A A A A E        

3 24 2 5A A A E    2 24 6 4 2 5A A E A A E A E         
3 1 1 1 0 0 2 1 1

1 5 1 0 1 0 1 4 1

1 1 3 0 0 1 1 1 2

      
               
           

. 
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 Задача 5. Со примена на теоремата на Хамилтон-Кели, најди 

ја инверзната матрица на матрицата 
3 2

1 4
A

 
   

. 

 Решение. Карактеристичниот полином е    EAP   det , 
каде 

   EA det 2 23 2
12 3 4 12 7 14

1 4


    




       
 

. 

Според теоремата на Хамилтон-Кели,   0AP , односно 

. Бидејќи 142A 7A E 0   det 14 0A   , равенката може да ја 
помножиме со , 1A

1 1 1142A A 7A A A E 0      114A 7E A 0     

1 A14A 7E -   1 1
A 7E -

14
  A . 

Оттука, 1 7 0 3 2 4 21 1

14 0 7 1 4 14 1 3
A         

              
. 

 Коментар. Со помош на равенствата од дефиницијата за 
инверзна матрица на матрицата ,  A 1A A E   и 1AA E  , можеме 
да извршиме контрола на точноста на резултатот. Навистина 

3 2 4 2 1 01

14 1 4 1 3 0 1

    
        





 и 
4 2 3

3 1

 2 1 0

0 1

1

14 1 4

     
     

  
1A A E

  
. Притоа 

доволна е едната проверка бидејќи   повлекува  и 

обратно (заради 

1 E AA
T TA A AA  ). 

 
 Задача 6. Со помош на карактеристичниот полином на 

матрицата 
1 2

2 4
A

 
    

, докажи дека истата нема инверзна. 

 Решение. Ако го пресметавме карактеристичниот полином 
на матрицата , ќе добиевме A

     1 2
det 1 4 4

2 4
A E


 




     
  

2 24 4 4 3

 

           . 
 Забележуваме дека слободниот член во полиномот е 0. 
Оттука следува дека det 0A  , односно матрицата A  нема инверзна. 
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 Задача 7. Со примена на теоремата на Хамилтон-Кели, најди 

ја инверзната матрица на матрицата 

1 0 0

2 2 1

0 3 1

A

 
   
  

. 

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата  е A

 
1 0 0

det 2 2 1

0 3 1

A E


 




   

 
  

        1321 2  

     33221 2  

  332242 322  
124 23    

и det , па од теорема на Хамилтон-Кели, имаме 1 0 1A    
3 24 2A A A E     0 1/A  2 14 2A A E A     0 

1 2A A 4A 2E    . Следува 

1

1 0 0 1 0 0 4 0 0 2 0 0

2 2 1 2 2 1 8 8 4 0 2 0

0 3 1 0 3 1 0 12 4 0 0 2

A

      
                    
              




 


 


 

1 0 0 2 0 0 1 0 0

6 7 3 8 6 4 2 1 1

6 9 4 0 12 2 6 3 2

    
             
             

. 

 Коментар. Проверката би била следна 
1 0 0 1 0 0 1 0 0

2 2 1 2 1 1 0 1 0

0 3 1 6 3 2 0 0 1

     
              
            

 

1 0 0 1 0 0

2 1 1 2 2 1

6 3 2 0 3 1

   
        
        

. 

 
 



 
3.6. Сопствени вредности и вектори 

 

3.6. СОПСТВЕНИ ВРЕДНОСТИ И ВЕКТОРИ 
 

Матрица од втор ред што има една сопствена вредност 
 
 Задача 1. Определи ги сопствените вредности и вектори на 

матрицата . 











41

12
A

 Решение. Бидејќи 

   EA det     22 396142
41

12








   

и 
  0det  EA      03 2   3  

следува дека 3  е сопствена вредност на матрицата . Од 
условот  

A









0

0

yx

yx   



























0

0

11

11

y

x
0 XEA    

 0 yx  tx  , ty  , t  , 
следува дека сопствените вектори што одговараат на сопствената 
вредност 3  се  




















1

1
t

t

t
X ,  \ 0t  . 

 
Матрица од втор ред што нема сопствени вредности 

 
 Задача 2. Определи ги сопствените вредности и вектори на 

матрицата 
2 2

4 4
A

  
   

. 

 Решение. Карактеристичниот полином е 

      22 2
det 2 4 8 6 16

4 4
A E


  


  

        
 

  . 

 Бидејќи   073166 22   , следува дека равенката 

 det 0A E 
A

 нема решенија во множеството реални броеви, 

односно матрицата  нема сопствени вредности, па нема ни 
сопствени вектори. 
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Матрица од втор ред што има две сопствени вредности 
 

 Задача 3. Определи ги сопствените вредности и сопствените 
вектори на матрицата  

5 2

4 3
A

 
  
 

. 

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата  е A

     5 2
det 5 3 8

4 3
A E


 




    


215 5 3 8  

 

       17782   . 
 Сопствените вредности се решенија на карактеристичната 
равенка  det 0A E  , односно 7 , 1 . Сопствените вектори 

се ненулти решенија на равенката   0A E X  . 

 Нека 
x

X
y

 
  
 

7

 е сопствен вектор што одговара на сопствената 

вредност  . Имаме  








044

022

yx

yx




























0

0

44

22

y

x
 tx  , t ,  \ 0t  . y

 Следува 
1

1

t
X t

t

  
 


   
   

,  \ 0t   

 Нека 
x

X
y

 
  
 

1

 е сопствен вектор што одговара на сопствената 

вредност  . Имаме 









024

024

yx

yx
















y

x

24

24  02  yx  t , ty 2x  , t  

 Следува, 
1

2 2

t
X t

t

  
 


       

,  \ 0t   

 
Матрица од трет ред што има три сопствени вредности 

 
 Задача 4. Најди ги сопствените вредности и вектори за 
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матрицата 

3 1 1

1 5 1

1 1 3

A

 
    
  

. 

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата  е A

 
3 1 1

det 1 5 1

1 1 3

A E


 



 
     

 

            3351153 2

     9353 2       3353 2  
       3533     31553 2  3

   1282 3     1283 2     263   . 
Следува, сопствените вредности се  

 det 0A E       0263    2 , 3  и 6 . 

 За 2  имаме 

  0A E X 






















































0

0

0

111

131

111

z

y

x















0

03

0

zyx

zyx

zyx

  








03

0

zyx

zyx
 ttx 2

13

11





 , 0
11

11
 ty , tz 2

31

11





 , 

t   tx  , 0y  и tz  , t  , 

од каде сопствените вектори се 

1

0

1

X t

 
   
  

,  \ 0t . 

 За 3  имаме  

  0A E X 






















































0

0

0

011

121

110

z

y

x















0

02

0

yx

zyx

zy

 







2yx

yx


 0

z 0
 ttx 





12

01
, tty  

11

10
,  
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tz 




21

11
 tx tz  , t ty ,  ,  ; 

од каде сопствените вектори се 

1

1

1

X t

 
   
  

,  \ 0t . 

За 6  имаме 

  0A E X 






















































0

0

0

311

111

113

z

y

x














03

0

03

zyx

zyx

zyx

 






3

yx

yx




z

z

0

0
 ttx 2

11

11



 , tty 4

11

31



 , 

t2z
11

13
 , t   tx  , ty 2 , tz  ; 

од каде сопствените вектори се 

1

2

1

X t

 
   
  

,  \ 0t . 

 
Матрица од трет ред што има две сопствени вредности 

 
 Задача 5. Најди ги сопствените вредности и вектори за 

матрицата 

0 1 1

1 1 1

0 1 1

A

 
   
  

. 

 Решение.  Карактеристичниот полином на матрицата A  е 

 
1 1

det 1 1 1

0 1 1

A E


 




   


       111 2

 21   . 
Следува, сопствените вредности се  

 det 0A E   0  или 1 . 

 За 0  имаме 
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  0A E X 


















































0

0

0

110

111

110

z

y

x















0

0

0

zy

zyx

zy

 








0

0

zyx

zy
  

zy  , zx 2  tx 2 , ty  , tz  ; 

од каде сопствените вектори се 

2

1

1

X t

 
   
  

,  \ 0t . 

 За 1  имаме 

  0A E X 




















































0

0

0

010

101

111

z

y

x














0

0

0

y

zx

zyx

 








0y

zx  0
 zx  , 0y  tx  , 0y tz,  ; 

од каде сопствените вектори се 

1

0

1

X t

 
   
  

,  \ 0t . 

 
Матрица од трет ред што има две сопствени вредности  

но три линеарно независни сопствени вектори 
 
 Задача 6. Најди ги сопствените вредности и вектори за 

матрицата . 





















122

121

114

A

 Решение. Карактеристичниот полином на матрицата A  е 












122

121

114

   EAdet 

                14222224 21 
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      128244124

     4 2 1 1                1241 

   168 21    961 2    2  31   
Следува, сопствените вредности се  

  0det  EA   1  или . 3
 имаме   За 1

  0 XEA  




















































0

0

0

022

111

113

z

y

x















22

3

yx

zyx

zyx







0

03

yx

zyx


0

0

0



  

xy  xz 2  tx  ty  tz 2, , , , t 

















2

1

1

tX

; 

од каде сопствените вектори се ,  \ 0t 

3

. 

 имаме   За 

  0 XEA  






















































0

0

0

222

111

111

z

y

x














222 yx

zyx

zyx

0z


 0

z 0

0  

, t  k tx  ky x y ktz , , , 






















































1

1

0

1

0

1

kt

kt

k

t

X

; од каде  

,  , \ 0t k 

1 2 1

0 2 0

1 3 1

A

. 

 
Матрица од трет ред што има една сопствена вредност 

 
 Задача 7. Најди ги сопствените вредности и вектори за 

матрицата 

 
   
   

. 

 Решение. Види учебник. 



 
3.7. Задачи за вежбање 

 

3.7. Задачи за вежбање 
 

3.1. Операции со матрици  
 Задача 1. Пресметај BA 25  , ако матрицата  











132

021
A  и . 












350

271
B

 Задача 2 Пресметај AB , ако  













301

012
A  и . 























2103

1030

0321

B

 Задача 3. Определи ги x , ,  и , така што да важи: y z t

































tz

yx

tz

yx

z

yx

3

4

012

62
. 

 Задача 4. Покажи дека матрицата  






















122

212

221

3

1
A  

 е симетрична, ортогонална и инволуторна. 
 Задача 5-6. Дадени се матриците  























302

923

621

A  и . Покажи дека: 


















000

100

010

B

 5) Матриците TAA  и TBB   се симетрични, но нивниот 
производ не е. 
 6) Матрицата B  нилпотентна со степен 3. 
 Задача 7-8. Пресметај:  

7) , ако ; 8) A , ако . 4A 3







 


31

31
A






















340

213

021

A
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 Задача 9. Нека е даден полиномот   122 22  xxxxf . 

Пресметај  , ако .  Af





















110

233

012

A

 Задача 10-11. Покажи дека следниве матрици се 
идемпотентни  

10) ;  11) . 






 


42

63
A






















101

010

202

A

 Задача 12-17. Пресметај: 

12) ;       13) ;       14)  
n












31

41
n

a






0

11
n

a








10

1

15) ;       16) ;      17) . 

n

















300

010

002
n

z

y

x

















00

00

00
n

















100

110

011

 Задача 18. Докажи дека ако  и A B  се комутативни матрици, 
тогаш и матриците , nA n  и mB , m  се комутативни. Дали 
важи обратното тврдење? 
 Задача 19. Докажи дека за матриците  


















200

420

362

A  и , 


















100

010

011

B

важи 22 BABA   но BAAB  . 
3.2. Ранг на матрица. Инверзна матрица. 

 Задача 1. Со помош на елементарни трансформации, 
матрицата  

0 1 3 0 1

1 1 5 1 0

2 0 2 3 1

A

 
   
   

 редуцирај ја до: 

а) редично-скалеста форма; б) канонично-скалеста форма. Колку е 
рангот на ? A

 Задача 2-5. Најди го рангот на матрицата: 

Д-р Зоран Мисајлески  3. Матрици 147 



 
3.7. Задачи за вежбање 

 

1) 

4 5 6

5 6 7

7 8 9

 
 
 
  

;      2) 

7 1 1 1

1 3 4 7

2 4 5 8

 
 
 
  

; 

3) 

1 4 2 4

1 3 1 2

1 2 0 0

0 1 1 2

 
 
 
 
 
 

;       4) 

2 1 3 4 2

1 5 0 3 8

4 1 4 2 2

7 3 7 3 4

 
  
 
   

. 

 Задача 6. Во зависност од параметарот  дискутирај го 

рангот на матрицата 

a
1 2 1

1 5 1

1 1

a a

А a a a a

a a a a

 
     
    

. 

 Задача 7-9. Најди ја адјунгираната матрица на матрицата: 

7) ;    8) ;    9) . 






20

A
 10




















032

301

210

A



























3021

0110

2102

1021

A

 Задача 10. Определи го параметарот x , така што матрицата 

 да биде сингуларна? 

2 2 1

2 0

1 0 1

x

A x

 
 
  




 Задача 11-14. Докажи дека дадените матрици се 
несингуларни, а потоа најди ги нивните инверзни матрици. 

  11)  2A ;   12) ; 









33

25
A

  13) ; 14) . 























211

205

734

A





















0111

1011

1101

1110

A

 Задача 15-18. Со помош на методот на Гаус-Жордан, најди 
ги инверзните матрици на: 
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  15)  2A ;  16) ; 









23

12
A

  17) ; 18) . 


















321

021

001

A





















3332

3222

3211

2210

A

 Задача 19. Со помош на методот на Гаус-Жордан, најди 
инверзна матрица на: 

1 0 0 ... 0 0

1 1 0 ... 0 0

0 1 1 ... 0 0

1 1 1 ... 1 1

A

 
  
  
 
 
     

     
. 

 Задача 20. Пресметај . 

2

340

213

021






















 Задача 21. Пресметај 

1 1 1

0 1 0

0 0 1

n 
 
 
  

, n  . 

 Задача 22. Квадратната матрица  од ред  има инверзна 
акко 

A n

 r A n  . Докажи. 

3.3. Mатрични равенки 
 Задача 1-4. Изрази ја регуларната матрица X  од матричните 
равенки: 

 1) XABAXX  23 ; 2)   XABXXA  2 ; 

 3)   ;  4) AXBX   11   AXBCX 
 11 . 

 Задача 5-10. Реши ги матричните равенки:  

 5) ;  6) . 
















2

1

13

14
X 







 









20

32

23

56
X

 7) ; 8) . 

















 32

32

21

21
X 


















 52

22

42

21
X
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 9) ; 10)  


































386

485

364

341

431

321

X  754

101

331

221

















X

 Задача 11-15. Реши ги матричните равенки:  
 11)   BXEA  , ако  












24

13
A  и ; 













21

34
B

 12) EXBAX  , ако  












24

13
A  и ; 













21

34
B

 13) , ако CAXABX   11











02

10
A ,  и ; 










13

11
B 










21

32
C

 14)   EAEAX  , ако , 


















101

012

110

A

 15)     11   CXCBA , ако  


















120

210

211

A ,  и . 




















100

110

112

B


















100

010

001

C

Текстуални задачи што се сведуваат на матрични равенки 
 Задача 16-17. Определи ги сите матрици што комутираат со 
матрицата:  

16) ;       17) . 









02

10
A


















300

020

001

B

 Задача 18-19. Нека  е квадратна матрица. Докажи дека 
матрицата: 

A

18)  е симетрична; 19) TAA TAA  е антисиметрична. 
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3.4. Решавање на системи линеарни равенки со матрици 
3.4.1. Сведување на систем линеарни равенки на матрична 

равенка 
 Задача 1-2. Реши го системот равенки: 

1)  ;       2) ; 







43

32

yx

yx













22

03

132

zyx

zyx

zyx

со формирање и решавање на неговата матрична равенка. 
 Задача 3-8. Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теоремата на Кронекер-Капели, определи ги 
решенијата на системите равенки  

3) ;       4) ; 
















033

3243

16

132

zyx

zyx

zyx

zyx
















532

5

32

123

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

5) ;       6) ; 
















32

223

12

522

zyx

zyx

zyx

zyx
















185723

123

25372

37523

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

7) ;       8) . 












0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

















9789

093

9889

079

4321

42

4321

42

xxxx

xx

xxxx

xx

 Задача 9-10.  Со помош на Гаусовиот метод на елиминации, 
толкувајќи според теоремата на Кронекер-Капели, во зависност од 
параметарот , определи ги решенијата на системот равенки: a

9) ;       10) . 
















aazyx

zyx

zyx

zyx

62

32

22


  12 ayx

  12yax
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3.5. Теорема на Хамилтон-Кели 
 Задача 1-2. Најди го карактеристичниот полином на 
матрицата:  

1) 
3 4

1 2
A

 
   

; 2) . 















 


111

020

113

A

Користејќи го карактеристичниот полином, напиши ја вредноста на 
детерминантата на матрицата . Ако матрицата  има инверзна, со 
примена на теоремата на Хамилтон-Keли, пресметај ја инверзната 
матрица. 

A A

 Задача 3-6. Со примена на теоремата на Хамилтон-Кели, 
најди ја инверзната матрица, ако постои, на матрицата  

3)   4)  









32

56
A 











42

21
A

5) 



























142

123
2

1
01

A   6)  


















000

000

210

A

 Задача 7-8. Со примена на теоремата на Хамилтон-Кели, 
пресметај ги изразите 
     

 7) A  2 , каде . EAAA  53 345

8 7 4 32 2 5A A A A A E    























311

151

113

A

8) , каде 

1 0 1

0 2 2

1 0 1

A

 
   
   

. 

 Задача 9. Користејќи ја теоремата на Хамилтон-Кели, 
докажи дека секоја триаголна матрица во која елементите на 
главната дијагонала се нули, е нилпотентна. 

3.6. Сопствени вредности и вектори 
 Задача 1-6. Определи ги сопствените вредности и вектори на 
следниве матрици:  

Д-р Зоран Мисајлески  3. Матрици 152 



 
3.7. Задачи за вежбање 

 

Д-р Зоран Мисајлески  3. Матрици 153 

1) ;       2) ;       3) ; 









42

13
A 












53

21
A 







 


11

13
A

4) ;    5) ;    6) . 






















101

100

110

A






















201

335

212

A























012

111

111

A

 Задача 7. Во зависност од параметарот , определи ги 

сопствените вредности за матрицата 

a
1 0

0 1 0

0 0 1

a

A

 
   
  

. 

 Задача 8-10. Нека   е сопствена вредност на матрицата A  и 

 p x  е полином. Тогаш:  

 8)   е сопствена вредност и на матрицата ; TA
 9) n  е сопствена вредност на ; и  nA
 10)  p   е сопствена вредност на  p A . 

 Докажи. 
 Задача 11. Ако   е сопствена вредност на несингуларната 
матрица , тогаш A 1  е сопствена вредност на 1A . 
 Коментар. Во претходните 4 задачи сопствените вектори на 
соодветните матрици се совпаѓаат. 
 Матрицата B  е слична на матрицата , ако постои 
регуларна матрица , таква што 

A
S 1B S AS . Ако B  е слична на , 

тогаш и 

A

A  е слична на B  (   11 BS
 1A S   ), па велиме матриците A  

и B  се слични. 
 Задача 12. Сличните матрици имаат исти сопствени 
вредности. Докажи. 
 Задача 13. Ако матриците A  и B  се слични тогаш и 
матриците  и nA nB  се слични. Докажи. 
 Задача 14. Ако сопствените вредности на матрицата од -ти 
ред 

n
A  се 1 2, ,..., n   , тогаш:  

 1)          1 2det 1 ...
n

nA E            ; 

  2) 1 2det ... nA    ; 

 3) Матрицата  е сингуларна ако и само ако некоја нејзина 
вредност е нула. 

A
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4. ВЕКТОРСКА АЛГЕБРА 

 
4.1. ОПЕРАЦИИ СО ВЕКТОРИ 

 
 Задача 1.  Дали може должината на збирот од два вектори  

и b  да биде помала од должината на секој од векторите a

a


 
 и b


. 
 
 Решение. Да, може.  Прв начин. Ако 0a 


 

и b , тогаш a

 


0a 


, но 0a b a a   
  

. 

 Втор начин. За рамнокракиот триаголник 
, со основа , таква што нејзината должина 

е помала од должината на краците, ако земеме 
, 


 и c

ABC

a 

AC

AB b BC AC


, тогаш a b c 
 

. Притоа  

a b a b c   
   

. 

 

  Задача 2. Со помош на векторите u a b 
 

 и 2v a b 
 

 

изрази го векторот 4 3a b


. 

 Решение. Ги изразуваме векторите a


 и b


 преку u


 и . v


2

u a b

v a b

  
 

 


  

2

b a u

v a a u

 


  

  
   

1 1

3 3
1 1

3 3

a u v

b u v u

   
   


  

   

1 1

3 3
2 1

3 3

a u v

b u

  

   


v

  

  
.  

Оттука 

4 3a b
 1 1 2 1

4 3
3 3 3 3
u v u v

           


   
 

4 4
2

3 3
u v u v   
    2 1

3 3
u v 
 


10 1

3 3
u v
 

. 

 
 Задача 3. Докажи дека услов за формирање на триаголник од 

ненултите вектори a


, b


 и c


 е 0a b c  
 

. 

 Решение. Нека векторите a


, b


 и c


 со надоврзување го 
образуваат триаголникот  (види го првиот цртеж). ABC

Д-р Зоран Мисајлески  4. Векторска алгебра 154 



 
4.1. Операции со вектори 

 

 
 Тогаш, 

0a b c BC CA AB     
    

. 

 Обратно, нека 0a b c  
 

. 

Ако земеме a BC


, b CA


 и c AB 


 (види го вториот цртеж). 
Тогаш,  

0 a b c BC CA AB BB       
     

. 

Следува, точките B  и B  се совпаѓаат, односно векторите a


,  и  
го образуваат триаголникот .  

b


c


ABC
 

 Задача 4. Докажи дека може да се конструира триаголник 
чии страни се еднакви и паралелни со тежишните линии на даден 
триаголник. 

 Решение. Нека a BC


, b CA


 и c AB


. Тогаш за 
тежишните линии, спуштени од точките A , B  и C , добиваме 

1

2at c a 
 

, 
1

2bt a b 
 

 и 
1

2ct b c 
 

. 

 
 Според претходната задача, за векторите a


, b


 и  важи 

. Па, збирот на тежишните линии е  

c


0a b c  
 

 1 1 1 3
0

2 2 2 2a b ct t t c a a b b c a b c           
          

. 
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Задача 5. Докажи дека дијагоналите во паралелограмот 
 се преполовуваат. ABCD

 Решение. Види учебник. 
 
 Задача 6. Докажи дека четириаголникот  е 

паралелограм ако и само ако 

ABCD

DCAB   и A , B ,  и  не се 
колинеарни. 

C D

 Решение. Ако четириаголникот  е паралелограм, 

тогаш . 

ABCD

AB DC
 

 Бидејќи AB DC
 

, следува дека страните  и  се 
еднакви и паралелни. Знаеме дека еден четириаголник е 
паралелограм ако има еден пар еднакви и паралелни страни. 
Следува  е паралелограм. 

AB CD

ABCD
 
 Задача 7. Докажи дека четириаголникот  е 
паралелограм ако и само ако за произволна точка  важи 

. 

ABCD
O

OA OC OB OD  
   

 Решение. Четириаголникот 
 е паралелограм ако и само ако  ABCD

AB DC
 

. 
Следува, 
AB DC
 

OB OA  OC OD
   

  


OA OC OB  OD
  

. 
 Поради еквивалентност во 

чекорите, тврдењето е докажано во двете насоки. 
 

 
 Задача 8. Даден е паралелограмот  и произволна точка 

Ако е пресекот на дијагоналите тогаш 

. 

ABCD
O . 

OA
 S  

OD
 

4OB OC OS  
   

 Решение. Види учебник. 
 
 Задача 9. Докажи дека средните линии во произволен 
четириаголник се преполовуваат. 
 Решение. Види учебник. 
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 Задача 10. Во паралелограмот , на страната  се 

наоѓа точка , таква што 

ABCD AD

L ADAL
5

1
 , на дијагоналата  се наоѓа 

точка 

AC

M  таква што ACAM
4

1
 , и на страната  се наоѓа точка 

 таква што 

BC

N BCBN
5

2
 . Докажи дека точките , L M  и , лежат 

на една права. Пресметај во каков однос точката 

N

M  ја дели 
отсечката . LN

 Решение. Да означиме со  
a AB


 и b A D


. Задачата ќе ја 

решиме, ако векторите LM


 и MN


 

ги изразиме преку a


 и b


.  
 Имаме 

  BCABADACALAMLALM
4

1

5

1

4

1

 1 1

5 4
b a b   
  1 1

4 20
a b


 (1), и 

2 1 2

5 4 5
MN MA AB BN AM a BC AC a b          
      


 

 1 2 3 3 1 1
3

4 5 4 20 4 20
a b a b a b a b

           

    
 (2). 

Од (1) и (2) добиваме дека 3MN LM
 

, односно дека точките , L M  

и  лежат на една права и N : 3MN LM  :1
 

. 
 
 Задача 11. Нека , A B , C  и  се четири точки во просторот, 
а 

D
P  и Q  се средини на отсечките  и AC BD . Докажи дека  

4AB AD CB CD PQ   
       

. 

 Решение. Нека O  е произволна точка во просторот. Тогаш: 

AB AD CB CD  
    

  

OB OA OD OA OB OC OD OC       
      

 

   2 2OB OD OA OC  
   

. 
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Притоа, од 
2

OB OD
OQ




 
 и 

2

OA OC
OP




 
, имаме  

   2 2 4 4AB AD CB CD OB OD OA OC OQ OP PQ         
          

4


. 

 Втор начин. Задачата може да ја решиме без користење на 
надворешна точка. На пример: 

 2 2 2PQ PA AB BQ CA AB BD CD AB       
        

  

и 

 2 2 2PQ PA AD DQ CA AD DB CB AD       
        

 

Со собирање на левите десните д енствата, добиваме  и страни о рав

4PQ AB AD CB CD   
    

. 
 
 Задача 12. Нека M  и  се средини на страните N AD  и  

во четириаголникот . Докажи дека 

BC

ABCD  DCABMN 
2

1
. 

 ше е. Н ка е даден четириаголникот . Векторот Ре ни е ABCD

MN MA AB BN  
   

.  
 Од друга страна,  

MN MD DC CN  
   

. 

 
 Со собира  нање  двете равенства имаме  

2MN MA AB BN MD DC CN     
      

. 
 Бидејќи точките M  и  се средини на страните  и , 

важи 

N AD BC

0MA MD 
  

 и 0BN NC 
   

. Затоа,  

2MN AB DC    DCABMN 
2

1
. 

  
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 Задача 13. Докажи дека средната линија на трапезот е  
е паралелна со основите, а нејзината должина е еднаква на 
полузбирот од основите. 

ABCD

 Решение. Кај трапезот векторите AB


 и DC


 се колинеарни. 

Затоа векторот  DCABMN 
2

1
, добиен од претходната задача, е 

колинеарен со AB


 и DC


. Следува дека средната линија е паралелна 
со основите.  

 Векторите AB


 и DC


 се истонасочени. Следува,  

DCABDCAB  . Оттука  DCABMN 
2

1
. 

Со тоа го докажавме вториот дел од тврдењето. 
 
 Задача 14.  Во рамнокрак трапез  аголот  е  и OACB BOA 60

2 CABCOB . Точките M  и  се средини на страните  и 

, соодветно. Изрази ги векторите 

N BC

AC AC


, OM , ON


 и MN


 со 
помош на векторите m


 и n


 кои се единечни вектори по правците 

 и OA


OB , соодветно.  

 Решение. Векторот 2OB n
 

. Избираме точка  таква што 

страната 

D

BD  е паралелна со . Тогаш важи CA 2DA BC m 
  

. 

 
 Триаголникот  е рамностран, бидејќи 

. Следува, 

ODB

60ODB OAC    2OD m
 

 и 4OA OD DA m  
   

. 
Оттука, 

AC DB DO OB OD OB     
     

  2 2 2m n n m   
   

,  

1
2

2
OM OB BM OB BC n m     
      

. 
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 1 1
4 2 3

2 2
ON OA AN OA AC m n m m n        
         

 и 

 CABCCNMCMN
2

1

2

1  1 1
2 2

2 2
m AC m n m m n     

     
 

 
 Задача 15. Во паралелограмот , точката ABCD M  е средина 
на страната , а точката  е средина на страната . Изрази го 

векторот 

AD N AB

AT , де ка T  е жиштето на триаголникот  те ABD , преку 
векторите a A B


 и b AD


. 

 Решение. Нека T е пресекот на отсечките BM  и , а O  
пресекот на отсечките 

DN
AT  и BD . 

 
 Тогаш точката T  е тежишна линија на триаголникот ABD  и  

 е пресекот на дијагоналите на паралелограмот. Затоа  O

AOAT
3

2
  каде    1 1 1

2 2 2
AO AC AB BC a b    
    

. 

Следува 

   2 2 1 1

3 3 2 3
AT AO a b a b    
    

. 

 
 Задача 16. Дадена е тристрана пирамида чија основа е 
триаголникот , а врвот е во точката . Средините на рабовите 
на основата ,  и 

ABC
BC CA

S
AB  се обележани со , D E  и , соодветно. 

Покажи дека 

F

FSESDSCSBSAS   . 

 Решение. Ги изразуваме векторите AS


, BS


 и CS


 со помош 

на векторите на страните на триаголникот  и векторите , 

 и . Имаме 

ABC DS


ES


FS


FSABFSAFAS 
2

1
, DSBCDSBDBS 

2

1
 и 

ESCAESCECS 
2

1
. 
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Со собирање на левите и десните страни од равенствата добиваме 

  FSESDSFSESDSCABCABCSBSAS 
2

1
. 

 Притоа го искористивме равенството 0AB BC CA  
   

. 
 

 Задача 17. Во тетраедарот , дадени се рабовите 

, и 

OABC

a OA


b OB


 c OC


. Со помош на дадените вектори изрази ги 

векторите AB


, AC


 и BC


, како и векторот OT


, каде T  е тежиштето 
на триаголникот . ABC
 Решение. Со помош на правилата за оперирање со вектори, 
добиваме 

AB OB OA b a   
    

, AC OC OA c a   
    

 и 

BC OC OB c b   
   

. 

 
 Имајќи предвид дека тежиштето ги дели тежишните линии 
во однос 2:1, важи  

13

2
AAAT  , каде  е средина на , т.е. 1A OB  ABAOAA 

2

1
1 . Затоа, 
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 1

2 2 1

3 3 2
OT OA AT a AA a AO AB      
     


 

 

 1

3
a a b a    

    1

3
a b


.

 
4.2. КООРДИНАТИ НА ВЕКТОР 

 
 Задача 1. Пресметај го периметарот на триаголникот ,  ABC

 1,2,1A ,  1,1,3 B ,  1,3,2C . 

 Решение. Векторот  2, 1, 2AB   


,  1,2,2BC  


ABC

 и 

. Следува периметарот на триаголникот  е 1,1,0CA 



 CABCABL  

 011441414 26233  . 
 
 Задача 2. Дадени се три последователни темиња на 
паралелограмот : ABCD  0,2,3A ,  1,3,3 B ,  2,0,5C . Определи ги 
координатите на четвртото теме D . 
 Решение. Четириаголникот  е паралелограм, ако и 

само ако . Нека координатите на темето  се 

ABCD

AB DC
 

D  zyxD ,, . 

 
 Тогаш  6, 5,1AB  


 и  5 , , 2DC x y z   


, од каде  

x 56 , y5 , z 21  1x , 5y , 1z . 

Следува, бараното теме е  1,5,1D . 
 

 Задача 3. Дадени се три последователни темиња на 
паралелограмот : ABCD  tA ,2,3 ,  1,3,3 B ,  2,,5 tC . 
 Определи ги темињата на паралелограмот така што 

должината на отсечката AD  да изнесува 14 . 
 Решение. Види учебник. 
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 Задача 4. Темињата во четириаголникот  се  ABCD
 4,0,2A ,  16,15,7 B  и  11,1,1 C  и  6,28,14 D . 

Докажи дека  е трапез. ABCD
 Решение. Четириаголникот  е трапез ако има еден пар 
паралелни спротивни страни. Ги разгледуваме векторите 

 и 

ABCD

 5, 15,12AB  


 1713,29,CD  


, како и  8,14, 5BC   


  и 

. Забележуваме дека  16,28, 10DA   


 2BC  DA
 

. Следува дека 

 е трапез. ABCD
 
 Задача 5. Средините на страните во триаголникот се во 
точките ,  0,3,21A  1,1,41 B  и  1,1,21 C . Најди ги координатите на 
темињата во триаголникот. 
 Решение. Со  111 ,, zyxA ,  222 ,, zyxB  и  333 ,, zyxC  ќе ги 

означиме темињата во триаголникот.  
 Векторите што лежат на средните линии во триаголникот се  

 1 1 2, 4,1A B  


,  1 1 6, 2, 2BC   


 и  1 1 4, 2,1C A 


. 

 
 Имаме 

1 1 1A B C A
 

    1,1,21,4,2 111  zyx   01 x , 31 y , ; 01 z

1 1 1BC A B
 

    222 ,3,22,2,6 zyx    42 x , 52 y , ; 22 z

1 1 1C A BC
 

    1,1,41,2,4 333  zyx  83 x , 13 y , . 23 z
 Следува, темињата во триаголникот се  

 0,3,0 A ,  2,5,4 B  и  2,1,8C . 
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 Задача 6. Дадени се темињата  111 ,, zyxA ,  222 ,, zyxB  и 

 во триаголникот . Определи ги координатите на 

тежиштето 

 333 ,, zyxC  ABC

T . 
 Решение. Нека радиус векторите на точките , A B  и  се , 

 и . Според формулата за делење на отсечка во даден однос, 

радиус векторот на средината  на страната  е 

C 1r


2r


3r


1A BC 2 3r r

2


 

. 

 
Бидејќи тежиштето  T r


, ја дели тежишната линија  во однос 1AA

2 , важи  

2 3
1 2

1

r r
r

r










 
2 3

1 2
2

3

r r
r

r






 




 1 2 3

3

r r r
r

 

  

. 




Од последната равенка ги добиваме координатите на тежиштето T , 

3
321 xxx

x


 , 
3

321 yyy
y


 , 

3
321 zzz

z


 . 

 
 Задача 7. Најди ги координатите на тежиштето T  на 
триаголникот , чии темиња се ABC  3,1,2A ,  1,2,1 B  и  2,3,1 C . 

 Решение. Прв начин. Според формулата од претходната 
задача, координатите на тежиштето  zyxT ,,  се 

3
321 xxx

x


 , 
3

321 yyy
y


 , 

3
321 zzz

z


   

0
3

112



x , 0

3

321



y , 0

3

213



z . 

 Втор начин. Средината  на страната  има координати 1A BC







 

2

21
,

2

32
,

2

11
1A , односно 






 

2

3
,

2

1
,11A . Бидејќи тежиштето 
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 zyxT ,,  , ја дели тежишната линија  во однос 1AA 2 , неговите 
координати се  








1

21 xx
x , 








1
1 yy

y , 







1

21 zz
z   2

0
3

22



x , 

3
2

1
21 








y 0
3

2

3
23










z . , 0

 
 Задача 8. Отсечката чии крајни точки се  4,10,5A  и 

 со внатрешните точки 3,3,2 B   M  и N   е поделена на 3 дела 
така што, тргнувајќи д A  к н  о о B , секој следен дел е 2 пати поголем 
од претходниот. Определи ги координатите на точките M  и . N
 Решение. Точката  zyxM ,,  ја дели отсечката  во однос  AB


MB

AM
6

1
. 

 
Според формулата за делење на отсечка во даден однос, 
координатите на точката M  се 








1

21 xx
x , 








1

21 yy
y , 








1

21 zz
z   

 
4

6

7
6

28

6

1
1

2
6

1
5





x , 9

6

7
6

63

6

1
1

3
6

1
10





y , 

 
3

6

7
6

21

6

1
1

3
6

1
4





z  

 Точката  zyxN ,,  ја дели отсечката  во однос AB

4

3


NB

AN . Следува координатите на точката  се N

 







1

21 xx
x , 








1

21 yy
y , 








1

21 zz
z   

 
2

6

1
1

2
4

3
5





x  7

4

3
1

3
4

3
10





y  

 
1

4

3
1

3
4

3
4





z . 
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Значи бараните точки се  3,9,4M  и  1,7,2N . 
 
 Задача 9. Паралелопипедот  со теме во 

точката  е генериран од векторите 
1111 DCBABCDA

 0,1,2A   1,0,1AB 


, 

 и  2,11,AD  


 1 1,1,1AA 


. Определи ги координатите на 

останатите темиња. Покажи дека просторните дијагонали во 
паралелопипедот се сечат во една точка, која ги преполовува истите. 
 Решение. Имаме  

         2,1,0 1,0,1 3,1,1r B r A AB    
 

, 

           3,1,1 1,2,1 2,3,2r C r B BC r B AD       
   

, 

         2,1,0 1,2,1 1,3,1r D r A AD     
 

, 

         1 1 2,1,0 1,1,1 3,2,1r A r A AA    
 

, 

           1 1 1 3,1,1 1,1,1 4,2,2r B r B BB r B AA      
   

, 

           1 1 1 2,3, 2 1,1,1 3,4,3r C r C CC r C AA      
   

 и 

           1 1 1 1,3,1 1,1,1 2,4,2r D r D DD r D AA      
   

. 

 Значи темињата во паралелопипедот, покрај  0,1,2A , се  

 1,1,3B , ,  2,3,2C  1,3,1D ,  1,2,31A ,  2,2,41B ,  3,4,31C  и .  2,4,21D

 
 ијагонали лежат над векторитПросторните д е  

 1 1,3,3AC 


,  1 1,3,1BD  


,  1 1, 1, 1CA   


 и  1 3, 1,1DB  


. 

 
Нека , ,  и   се соодветните средишни точки на 

просторните дијагонали. Тогаш, 
1S 2S 3S 4S
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       1
1

1
5,5,3

2 2

r A r C
r S


 
 


,        1

2

1
5,5,3

2 2

r B r D
r S


 
 


,  

       1
3

1
5,5,3

2 2

r C r A
r S


 
 


 и        1

4

1
5,5,3

2 2

r D r B
r S


 
 


. 

Следува, SSSSS  4321 , односно просторните дијагонали се 

преполовуваат.  
 Коментар. Аналогно се покажува дека просторните 
дијагонали во произволен паралелопипед се преполовуваат. 

 
4.3. ЛИНЕАРНА ЗАВИСНОСТ И НЕЗАВИСНОСТ НА ВЕКТОРИ 

 
 Задача 1.  Испитај ја линеарната зависност на векторите 

 2, 1,1a  


,  1,3, 2b  


 и  2,1, 3c   


, а потоа претстави го 

векторот  3,2,5d



  како линеарна комбинација од векторите ,  

и c . 

a
 
b

 Решение. а) Прв начин. Бидејќи  
2 1 1

1 3 2 18 4 1 6 4 3 14

2 1 3

D


          
 

0 , 

следува дека векторите a


, b


 и c


 се линеарно независни. 
 Втор начин. Утврдуваме кога линеарната комбинација на , 

 и c  е нултиот вектор. 

a


b
 

0xa yb zc  
  

        2, 1,1 1,3, 2 2,1, 3 0,0,0x y z         

2 2x y z 0   , 3 0x y z    , 2 3x y z 0   . 
 Бидејќи детерминантата на системот  

2 1 2

1 3 1 14 0

1 2 3

D


   

 
 , 

следува системот има единствено решение 0,0,0  zyx , 

односно векторите a


, b


 и c


 се линеарно независни.  

 б) Нека векторот d


 е линеарна комбинација на векторите , 

 и c ,  

a


b
 



 
4.3. Линеарна зависност и независност на вектори 

 

d xa yb cz  
  

        3,2,5 2, 1,1 1,3, 2 2,1, 3x y z       

       2, 1,1 1,x y  3, 2 2,1, 3 3,2,5z      2 2x y z 3  
3 2x y z

, 

    2 3 5x y z,    . 
 Детерминантите на системот се 

2 1 2

1 3 1 14

1 2 3

D


  

 
 , 

3 1 2

2 3 1 27 5 8 30 6 6 28

5 2 3
xD


        

 
, 

2 3 2

1 2 1 12 3 10 4 10 9 14

1 5 3
yD


         


 , 

2 1 3

1 3 2 30 2 6 9 8 5 42

1 2 5
zD         


, 

од каде 
28

2,
14

xDx
D

   


  
14

1,
14

yDy
D


  


  

42
3

14
zDz
D

   


. 

Следува,  2 3d a b   
 

c
 

. 
 

 Задача 2. Дадени се точките  

 3,1,2 A ,  1,1,1 B , 





  2,2,

2

3
C  и  1,2,1 D . 

Докажи дека радиус векторите a


, b


 и c


 на точките , A B  и , 
соодветно, се линеарно независни, а потоа изрази го радиус 
векторот  на точката , како линеарна комбинација на векторите 

,  и . 

C

d


D

a

b


c


b


, c Решение. Радиус векторите , a
 

 и d


, на точките , A B , 

 и  се C D  2, 1,3a  


,  1, 1,1b  


, 
3

2
, 2, 2

 
c     


 и  d 1,2, 1  

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 Бидејќи 

0124
2

9
6

2

3
4

22
2

3
111

312








D ,  

векторите , a

b


 и c


 се линеарно независни. 

 Нека d


 е линеарна комбинација на векторите a


, b


 и ,  c


d xa yb cz  
 

      1,2,12,2,
2

3
1,1,13,1,2 






  zyx


  

3
2 1

2
x y z    , 2 2x y z    , 3 2x y z 1    . 

 Ако ги собереме првата и втората равенка од системот, 

добиваме 1
2

1
 zx . Ако ги собереме втората и третата равенка, 

имаме , односно 12 x
2

1
x . Оттука, 1z . Со замена во првата 

равенка од системот, добиваме 1
2

3


2

1
2  y , односно 

2

1
y .  

 Следува,  
1 1

2 2
d a b c  
  

. 

 

 Задача 3. Дадени се векторите 2 3a i j 
 

 и 2b i j 
  

. 

Разложи го векторот 9 4c i j 
 

 по правците на векторите  и , 

т.е. претстави го како линеарна комбинација на векторите  и , 
ако  и 

a


b


a


b


i


j


 се единечни заемно нормални вектори. 

 Решение. Равенството c xa yb 
 

 е исполнето за  

   9 4 2 3 2i j x i j y i j    
     

    9 4 2 3 2i j x y i x y     
  

j


  







yx

yx

234

29









xx

xy

41834

29









5

2

y

x
. 

Следува, 2 5c a  b
 

. 
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 Задача 4. Докажи дека векторите  8, 2, 2a 


,  6, 3, 3b   


 и 

 0,3,3c 


 се линеарно зависни, а потоа изрази го векторот  со 

помош на векторите 

c


a


 и b


. 
 Решение. Детерминантата  

 
4 1 1

2 3 3 3 1 1 18 4 3 4 3 0

0 1 1

D             

бидејќи соодветните коефициенти во втората и третата колона се 
еднакви. Следува векторите a


,  и b


c


 се линеарно зависни. 

Векторот  е линеарна комбинација од векторите c


a


 и , b


c xa yb 
 

, акко 

     0,3,3 8,2,2 6, 3, 3x y        0,3,3 8 6 ,2 3 ,2 3x y x y x y   


8 6 0

2 3 3

2 3 3

x y

x y

x y

 
   
   


4 3

2 3

x y

x y

0

3

 
   


6 3

2 3 3

x

x y

 
   



1

2
2

3

x

y

  

 


. 

Значи 
1 2

2 3
c a   b

 
. 

 Коментар. Во општ случај може да се случи векторите  
и c  да се линеарно зависни, но 

a


, b



c


 да не може да се изрази преку  и 

. Имено векторите 

a


b


a


, b


 и c


 се линеарно зависни ако и само ако 
барем еден од нив може да се изрази како линеарна комбинација од 
останатите. 
 

 Задача 5. Нека векторите a


, b


 и c


 се линеарно независни. 

Докажи дека векторите 2b c
 

, 3c a
 

 и 2a b


 исто така се 
линеарно независни. 

 Решение. Линеарната комбинација на векторите b c
 

 и 

 и a  е c a
 

b


0


 ако 

     2 3 2x b c y c a z a b 0     
     



       ,03 2 2 0,0y z a x z b x y c     
 

. 
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 Бидејќи a


, b


 и c


 се линеарно независни, важи 

3 2

2 0

0

y z

x z

x y

0 
  
  

. 

Детерминантата на хомогениот систем е  
0 3 2

2 0 1 3 4 1 0

1 1 0

D        . 

 Следува дека системот има единствено решение 0x ,  

и , односно векторите 

0y

0z 2b c
 

, 3c a
 

 и 2a b


 исто така се 
линеарно независни. 
 

 Задача 6. Докажи дека векторите 3 2a b


, 3b c
 

 и   
секогаш се линеарно зависни. 

2c a
 

 Решение. Ќе го претставиме првиот вектор како линеарна 
комбинација од останатите вектори. 

   3 2 3 2a b x b c y c a    
    

      3 2 3 2y a x b x y c       0
  

. 

Последното равенство секогаш е исполнето ако е непротивречен 
системот равенки 03  y , 02  x  и 023  yx . Системот има 

решение: 2x  и 3y . Значи    3 2c a   3 2a b 2 3b c 
    

. 

 Следува дека векторите 3 2a b


, 3b c
 

 и 2c a
 

  се линеарно 
зависни. 
 Втор начин. Ја формираме линеарната комбинација од 

векторите 3 2a b


, 3b c
 

 и 2c a
 

, 

     3 2 3 2 0x a b y b c z c a     
     



     3 2 3 2x z a x y b y z c 0       
  

. 

Векторското равенство секогаш е исполнето ако скаларите пред 
векторите се нули. Системот равенки 03  zx , 02  yx , 

 е еквивалентен со системот 023  zy xz 3 , x2y   кој има 

бесконечно многу решенија  ttt 3,2, . Следува дека векторите 

, 3 2a b


3b 


c


 и 2c a
 

 се линеарно зависни. 
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 Задача 7. Дадени се векторите 4 6m xa b c  
  

 и 

3 2n a b yc   
  

, каде a


, b


 и c


 се некомпланарни вектори. Најди 
ги вредностите на x  и y , за векторите m


 и n


 да бидат колинеарни. 

 Решение. Векторите m


 и n


 се колинеарни, ако 

m kn
  4 6 3 2xa b c ka kb ykc     

   


     3 2 2 6 0a k b yk cx k     
 

 

Векторите a , 

b


 и c


 се некомпланарни вектори, односно линеарно 
независни. Затоа 

03  kx , 02  k , 06  yk  2k , 6x , 3y . 
 Следува 6x , 3y . 
 

РАВЕНСТВОТО xa yb


 
 
 Задача 1. Даден е паралелограмот . На страната  

се наоѓа точка 

ABCD AB

M , таква што MBAM 2 . Нека точката 
. Пресметај во каков однос точката  ја дели 

отсечката . 
DMACN 
AC

N

 Решение. Нека 
a AB DC 

 
, b AD BC 

 
. 

 Точките ,  и  се 
колинеарни, следува постои скалар 

A N C

x  таков што AN x AC
 

. Точките 


M ,  и се колинеарни, 

следува постои скалар 

N D  

y  таков што MN yMD
 

. Од триаголникот 
 добиваме  AMN

AM AN NM 
  

 MDyACxAB 
3

2


   2

3
a x AB 


BC y MA AD 
  

  2 2

3 3
ya x a b AB b
      

  



 2 2

3 3
a x a b y a b

       

   
  

2 2

3 3
a xa xb ya yb   

   
   2 2

0
3 3

y x a x y b
        


. 
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 Векторите a


 и b


 не се колинеарни, следува, скаларите пред 

нив во линеарната комбинација се нула, 0
3

2

3

2
 xy , 0 yx . 

 Од втората равенка добиваме xy  . Со замена во првата 
равенка добиваме  


5

2
x . Оттука 

5

2
y . Следува,  0

3

2

3

2
 xx  x

3

5

3

2


ACAN
5


2

 и ACACACANACNC
55


32

 т.е. 
3

2

5

3
5

2


NC

AN
. 

 
 Задача 2. Докажи дека тежишните линии во триаголникот се 
сечат во една точка, тежиште, кое ја дели тежишната линија во 
однос . 1:2

 Решение. Нека T  е пресекот на тежишните линии 1AA


 и 

1BB


. Бидејќи векторот AT   е паралелен со векторот 1AA


 и векторот 

BT


 е паралелен со векторот 1BB  следува 1AT xA A
 

 и 1BT y BB
 

. 

 Од триаголникот ABT , важи ABTBAT  . Целта на 
задачата е сите вектори да ги изразиме преку два неколинеарни 

вектори, на пример AB


 и AC


. Имаме  

1 2

AB AC
AA




 
 и  1

1 1

2 2 2

BA BC
BB AB AC AB AC AB


      

      
. 

 
Од триаголникот  важи ABC

AT TB AB 
   

 1 1xAA yBB AB 
  

  
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1

2 2

AB AC
x y AC AB AB

      

    


0
2 2 2

x x y
AB AC AC yAB AB


    
     



1 0
2 2 2

x x y
y AB AC

             

  
. 

Бидејќи векторите AB


 и AC


 се линеарно независни, следува дека 

01
2

 y
x

 и 0
2

x

2


y
. Од втората равенка имаме xy  . Ако 

замениме во првата равенка добиваме 01
2

3


x
 или 

3

2
x . Оттука, 

3

2
y . Следува, 1AA

3

2
AT   и 13

2
BBBT  .  

 Нека T   е пресекот на тежишните линии 1BB


 и 1CC


.  Од 

претходно покажаното имаме 13

2
CCTC   и  

 1

1 1

2 2 2

CA CB
CC AC AB AC AB AC


      

      
. 

 Тогаш 
2 1 1 2

3 2 3 3
CT AB AC AB AC

       

    

  

 и 

CT CA AT    13

2
AAAC   ACABAC

2

1

3

2
ACAB

3

2

3

1
 . 

Значи CT CT 
 

, односно TT  . Следува тежишните линии се 
сечат во една точка. 

 Од равенствата 13

2
AAAT  , 13

2
BBBT   и 13

2
CCCT  , 

следува дека тежиштето ги дели тежишните линии во однос . 1:2
 
 Задача 3. Докажи дека дијагоналите во паралелограмот се 
преполовуваат. 
 Решение. Задачата која е докажана претходно, сега ќе ја 
покажеме на уште два начини, со помош на линеарна зависност на 

вектори и со помош на равенството xa yb


. 
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 Прв начин. Нека е секот на дијагоналите во 

парал огр от 

S  

 

пре

ел ам ВажиABCD . AB DC
 

. Притоа, 

AB DC
 

 AS SB DS SC  
   

 SB DS AS SC   
   


SB SD SA  SC
    

 (1). 

 
 Векторот SB SD

 
 не е колинеарен со векторот SA SC

 
, од 

каде следува дека 

0SB SD 
 

 односно SB SD 
 

 и 0SA SC 
 

 или  SA SC 
 

. 
 Значи дијагоналите во паралелограмот се преполовуваат. 

 Втор начин. Означуваме a AB


 и b AD


.  

Векторот AS  е колинеарен со векторот AC


 и векторот SB  е 

колинеарен со векторот DB . Следува дека постојат броеви x  и , 

такви што  и 

y

AS xAC
 

SB yDB
 

. Од триаголникот  имаме  ABS

AB AS SB  
  

xAC yDB 
     x a b y a b   

  
xa xb ya yb  

  
. 

 Со прирамнување на левата и десната страна на равенствата 
добиваме 

a xa xb ya yb   
   

    1 0x y a y x b    


. 

 Бидејќи векторите a


 и  се неколинеарни, односно 
линеарно независни, важат равенствата 

b


01  yx  и 0 xy . Од 
втората равенка имаме xy  . Со замена во првата равенка добиваме 

2

1
x , од каде следува 

2

1
y . 

 

 Значи, ACAS
2

1
  и DBSB

2

1
 , со што е покажано 

тврдењето во задачата. 
 



 
4.4. Скаларен производ 

 

 
4.4. СКАЛАРЕН ПРОИЗВОД 

 

 Задача 1. Дадени се векторите  2,1, 4a 


,  1, 2, 3b   


 и 

 1,1,1c 


. Најди ги координатите на векторот x


 кој е нормален на 

векторите  и ba
 

 и 2c x 
 

. 
 Решение. Нека векторот  , ,x x y z


. Од условите на 

задачата важи 
0 2 4

0 2 3

2 2

a x x y z

b x x y z

c x x y z

    
 

0

0      
     

 
 
 

. 

 Го решаваме системот равенки. Неговите детерминанти се 

,10168344

111

321

412

D

10166

112

320

410

xD ,  

,20128

121

301

402

yD  1028

211

021

012

zD , 

од каде според Крамеровите формули, решението е: 

 ,1
10

10


D

D
x x   ,2

10

20


D

D
y y   1

10

10


D

D
z z . 

Значи  1, 2, 1x  


. 

 

 Задача 2. Векторите a


 иb


 зафаќаат агол 
4

  . Ако се знае 

дека нивните должини се 2a 


 и 3b 


, пресметај го косинусот 

од аголот меѓу векторите 2 3p a b 
 

 и 2q a b 


. 
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 Решение. Види учебник. 
 

 Задача 3. Векторите a


 иb


 зафаќаат агол 
6

  . Ако се знае 

дека нивните должини се 3a 


 и 1b 


, пресметај го косинусот 

од аголот меѓу векторите p a b 
 

 и q a b 


. 

 Решение. Косинусот од 
аголот меѓу векторите p


q


 

 и  
се пресметува по формулата 

cos ,
pq

p q
p q


     , каде 

скалараниот производ на 

векторите  иba
 

 е 

3 3
cos , 3 cos 3

6 2
ab a b a b


2

     
    

, 

и имајќи предвид дека 
22 3a a 

 
 и 

2
2 1b b


 


, за скаларниот 

производ pq
 

 и должините на векторите p


 и q


, добиваме 

    222 2 3 1 2pq a b a b a b a b         
        

, 

 2
2 22p a b a ab b     

     
7133  , 

  2
q a b  

  2 22a ab b  
  

1133   

 Следува   2 2 7
cos . ,

77
p q  
 

2

 

 Задача 4. Определи го аголот меѓу векторите 3p a b c  
  

 

и 2 , ако должините на векторите q a b c  
 

a


, b


 и c


 се 2a 


, 

3b


 и 1c 


 и аглите што ги зафаќаат се  

 ,
3

a b



 ,   5

,
6

a c



   и  ,

4
b c




  . 

 Решение. Косинусот од аголот меѓу векторите p


 и q


 е  
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 cos ,
pq

p q
p q


     . Притоа 

1
cos 2 3 3

3 2
ab a b


    
  

, 
5 3

cos 2 1 3
6 2

ac a c
  

        
  

 и 

5 2
cos 3 1

6 2
bc b c


    

3 2

2

  
, и 

   3 2 2pq a b c a b c     
     

2 23 2 2 4b ac ab b bc ac bc 23 6 2a a c        
          

2 2 23 2 2 5 5a b c ab ac bc     
     

 

15 2
3 4 2 9 2 5 3 3

2
        

15 2
7 3

2
  , 

 2
3 2p a b c   

   2 2 29 4 6 12 4a b c ab ac bc     
      

263123126312184936   и 

 2
2q a b c   
   2 2 24 4 2 4a b c ab ac bc     

      

2632532632121364  . 

Следува   7 3 15 2 / 2
cos ,

31 12 3 6 2 53 2 3 6 2
p q

 


   

  . 

 
 Задача 5. Определи го аголот меѓу единечните вектори  и 

, ако  и 5
m


n


2m n
 

4m n
 

 се заемно нормални вектори. 
 Решение. Аголот меѓу векторите m


 и n


 го добиваме од 

условот за заемна нормалност на векторите 2nm 
 

 и , 
односно  

5 4m n
 

   2 5 4 0m n m n 
   

  2 25 4 10 8m mn mn n    0
     


2 2

5 6 8 0m mn n 
   

  3 6 cos , 0m n m n  
    

  1
cos ,

2
m n 
   

Следува аголот меѓу векторите m


 и n


 е  ,
3

m n



  . 
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 Задача 6. Најди го аголот меѓу дијагоналите на 

паралелограмот конструиран над векторите 2a m n 
  

 и 2b m n 
  

, 

 и n  се единечни вектори кои зафаќаат агол m
 

3


. 

 Решение. Векторите 

1 2 2 3d a b m n m n m n       
       

2 2 2d a b m n m n m

 и 

3n       
       

 

лежат на дијагоналите. 

 

Бидејќи 1m 


, 1n 


 и 
1

cos
3 2

mn m n


 
   

, аголот е 

     
   

1 2
1 2 2 2

1 2

3 3
cos ,

3 3

m n m nd d
d d

d d m n m n

 
  

 

      
        

   
2 2

2 222 2 2

3 9 3

9 6 6 9

m mn mn n

m mn n m mn n

  



   

    

        91

4

137

4
 . 

 

 Задача 7. Во триаголникот , ABC 2 6AB a b 
 

 и 

7BC a b 
  

, каде a


 иb


 се заемно нормални ортови. Определи ги 
страните и аглите на триаголникот . ABC
 Решение. Со помош на 

векторите  иba
 

 го изразуваме 
векторот 

AC AB BC  
 

7 3a b a b    
   



2 6a b


. 

 Бидејќи 0ab 


, 1a 


 и 

1b 


 должините на страните на 
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триаголникот се 

 2
2 6 4 36 40 2 10AB a b     

 
, 

 2
7 1 49 50 5 2BC a b     

 
 и 

 2
3 9 1AC a b     10

 
. 

Оттука, аглите во триаголникот  се ABC

ACAB,cos
   2 6 3 6 6

0
202 10 10

a b a bABAC

AB AC

  
   

   
,

2
,


ACAB   

BCBA,cos
   2 6 7 2 42 40 2

2 105 2 20 5 20 5 5

a b a bBABC

BA BC

    
    

   
  , и 

CBCA,cos
   3 7 3 7 10 1

105 2 10 5 10 5 5

a b a bCACB

CA CB

    
    

   
  . 

 
 Задача 8. Докажи дека дијагоналите во ромбот  се 
заемно нормални. 

ABCD

 Решение. Да означиме со a AB


 и b AD


.  

 
Тогаш 1d AC a b  

 
, 2d DB a b  

 
 и 

    222 2
1 2 0d d a b a b a b a b       
        

 

 
Следува дека дијагоналите во ромбот се заемно нормални. 
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 Задача 9. Најди го аголот меѓу дијагоналите на 
паралелограмот конструиран над векторите  2,1,0a 


 и 

.  0, 2,1b  


 Решение. Векторите што лежат на дијагоналите се 
 и  1 2, 1,1d a b   

   2 2,3, 1d a b   
 

. Тогаш, 

  1 2
1 2

1 2

4 3 1
cos , 0

4 1 1 4 9 1

d d
d d

d d

 
  

   

  
    т.е.  1 2,

2
d d




 
 . 

 
 Задача 10. Докажи дека со помош на векторите 

 10, 5,10a  


,  11, 2,10b   


 и  2, 14, 5c    


 може да се 

конструира коцка. 
 Решение. Треба да докажеме дека  

a b c 
 

 и a b


, b c
 

, c a
 

. 

Навистина 

100 25 100 225 15a     


, 121 4 100 225 15b     


, 

4 196 25 225 15c     


 и  

110 10 100 0ab     


, 22 28 50 0bc    


 и 
20 70ca 50 0    


. 

 
 

 Задача 11. За единечните вектори a


, b


 и c


 важи 

. Пресметај го изразот 0a b c  
  

ab ac bc 
   

. 
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 Решение. Прв начин. Од условот 0a b c  
  

 следува дека 

векторите , a

b


 и c


 формираат триаголник. Бидејќи се единечни 
вектори, следува дека триаголникот е 
рамностран, од каде аголот меѓу секои 
два вектори од векторите a


, b


 и 


 е c

3

2
. Значи,  

2 1

3 2
1 1 cosab ac bc


      
   

. 

Следува, 
3

2
ab ac bc   
   

. 

 Втор начин. Ако го квадрираме равенството a b 0c  
  

 
добиваме 

2 2 2 2 2 2a b c ab ac bc 0     
      

  

 3 2 0ab ac bc   
   


3

2
ab ac bc   
   

. 

 
 Задача 12*. Докажи ја косинусната теорема: „Во секој 
триаголник  важи равенството , каде ABC cos2222 bccba 

BCa  , ACb  , ABc   и BAC .“ 

 Решение. Нека е даден 
триаголникот значуваме, ABC . О

AB c
 

BC a
 

AC b
 

, cAB , , , 

, bCA . aBC 

 Го квадрираме равенството 
a b c 

 
, 

2 2 2a b bc


2c  
  

. 

Имаме, , b b2 2a a
 2 2


, 2 2c c


 и cosbc bc 


. Затоа 
cos2222 bccba  . 

 Забелешка. Поради симетрија, докажана е точноста и на 
равенствата  

cos2222 accab   и c , cos2222 abba 
каде   и   се аглите при темињата B  и C . 
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 Задача 13. Дадени се страните на триаголникот , 

 и 5

ABC

3 4AB p q 
  

BC p q 
  

. Пресметај ја должината на висината 
, ако CD p


 и q


 се единечни заемно нормални вектори. 
 Решение. Прв начин. За 
векторите p


 и q


 познати се 

следниве податоци 1p q 
 

 и 

. Нека со 0pq 
    го означиме 
аголот при темето B  во 

триаголникот  и ABC CDh  . 

Тогаш, cos
BABC

BA B


C



  , каде 

    2 23 4 5 3 20 17BABC p q p q p q       
      

, 

 2
3 4 9 16BA p q


5     

 
 и 

 2
5 1 25 26BC p q    

  
. 

 Следува дека 
265

17
cos  . Оттука,  

2625

361

2625

289650

2625

289
1cos1sin 22










   

и бидејќи  0 , имаме  

265

19
sin  . Од друга страна 

26
sin

h

BC

h
 . 

 Со прирамнување на десните страни од последниве 
равенства, добиваме 

265

19

26


h


5

19
h . 

 Втор начин. Имаме 5AB  и 26BC . Бидејќи 

векторите и CD


 AB  се заемно нормални важи 0ABCD  односно  

  0CB BD AB 
  

 0CBAB BDAB 
 

  
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     5 3 4 cos , 0p q p q BD AB BD AB    
        

    015203  BD 
5

17
BD . 

Од Питагоровата теорема за триаголникот , важи  BCD

  







2
22

5

17
26h

25

361

25

289650

25

289
26 


   

од каде 
5

19

25

361
h . 

 

 Задача 14. Определи го аголот меѓу векторите a


 иb  ако 

векторот 



3a b

е нормален на векторот 7 5a b


, а векторот 


 е 

нормален на векторот 

4a  b


7 2a b


. 

 Решение. Од условот на задачата, векторот 3a b


 е 

нормален на 7 5a b


, а векторот 4a b


 е нормален на 7 2a b


, го 
добиваме системот 

   
   

3 7 0

4 7 2 0

a b a b

a b a b

   


  

  

   
2 2

2 2

7 16 15

7 30 8 0

a ab b

a ab b

 0  


  

  
   . 

Ако од втората равенка од системот, ја одземеме првата добиваме 
2 2 246 23 0 23 46 2ab b b ab b ab      

       
. 

Со замена на последниот резултат во првата равенка, имаме 
2 2 2 2 2 2 27 8 15 0 7 8 0a b b a b a b a b         

      
. 

Сега, од равенката 22ab b
 

 добиваме 

22 cos ,a b a b b  
    

2

1
cos ,

2 22

b b
a b

aa b
    

 
    

 Оттука аголот  ,
6

a b



 . 

 Коментар. Системот во задачата го разгледуваме како 
систем од две равенки со три непознати a


,b


 и ab


 и може да го 
решаваме во повеќе варијанти. На пример, од втората равенка во 
системот добиваме 
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2 27 30 8a ab b 0  

  
 2 28 7 30b a a   b

  


2 2b a
105

15 
225

8 4
ab

  
. 

Со замена во првата равенка имаме  

2 2105 225
7 16

8 4
a ab a ab   

    
0  2161 161

8 4
a a b

 
 2 2a a b

 

b

. 

 Оттука, имаме 2 2b a
 

, па 2 2a b


. 
 
 Задача 15. Докажи дека висините во секој триаголник  
се сечат во една точка, која се нарекува ортоцентар. 

ABC

 Решение. Нека е даден триаголникот  и ,  и  се

подножните точки на висините спуштени од точките A , 

ABC 1H 2H 3H  

B  и C .  

 
 

Нека  е пресечната точка на висините  и . Означуваме 

, 

O

OA
 1AH 2BH

1r 


2r OB


 и 3r OC


. Тогаш,  

3 2BC r r 


, 1 3CA r r 
  

 и 2 1AB r r 
   

. 

Бидејќи висините се нормални на страните врз кои се спуштени, 
важи 

 1 3 2 0r r r 
  

 и  2 1 3 0r r r 
  

, односно 1 2 1 3 2 3r r r r r r 
   

 

Тогаш, 
 3 2 1 3 2 3 1 0r r r r r r r   
      

. 
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Следува дека векторот 3r OC


 е нормален на векторот 2 1r r AB 
 

C

, 

односно точката  лежи и на висината спуштена од темето . 
Значи, висините се сечат во една точка. 

O

 
 Задача 16. За триаголникот  познати се должините на 
неговите страни ,  и . Најди ја должината на тежишната линија 
спуштена од темето 

ABC
a b c

A . 

 Решение. Означуваме AB c
 

, BC a
 

, CA b
 

, cAB  , 

aBC  , bCA  , at


 е векторот на тежишната линија спуштена од 

темето  и A aa tt 


.  

 Со квадрирање на равенството   

acta


2

1
  добиваме 222

4

1
acacta 


. 

Изразот  ќе го определиме со квадрирање на равенството 

, 

ca


c


ab




2

222 cab
ca





, 222 2 ccaab 


од каде 


 2
222

22

4

1

2
a

cab
cta

222 22
2

1
abcta  . 

 
 Коментар. Аналогно, должините на останатите тежишни 
линии се  

222 22
2

1
bcatb   и 222 22

2

1
cabtc  . 
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 Задача 17. Докажи дека во секој паралелограм збирот од 
квадратите на дијагоналите е еднаков на двојниот збир од 
квадратите на две соседни страни. 

 Решение. Векторите  

1d a b 
 

2d a b 
 

 и  (1), 

лежат на дијагоналите на 
паралелограмот конструиран над 
векторите b


a


 и .  
 Ако a  и  се должините на 
страните,  и  должините на 

дијагоналите, тогаш со квадрирање на равенствата (1), добиваме 

b
d d1 2

22 2
1 2d a ab b  


 и 2 2

2 2d a ab b2  


. 

 Оттука  222
2

2
1 2 bad d , што требаше да се покаже. 

 
4.5. ВЕКТОРСКИ ПРОИЗВОД 

 

 Задача 1. Дадени се векторите  2, 3,1a  


 и  1,2, 2b  


. 

Најди ги векторските производи a b


 и b a
 

. Што забележуваш? 
 Решение. Имаме 

 3 1 1 2 2 3
, , 4,5

2 2 2 1 1 2
a b

  
     

,7


 и 

 2 2 2 1 1 2
, , 4, 5,

3 1 1 2 2 3
b a

  
7     

 
   . 

Забележуваме дека важи равенството  a b b a   
  

. 

 

 Задача 2. Дали векторите  1, 3,1a  


 и  2, 6,2b  


 се 

колинерни. 
 Решение. Бидејќи векторскиот производ, 

 3 1 1 1 1 3
, , 0,0,0

6 2 2 2 2 6
a b

  
     


 

е нултиот вектор, следува дека векторите a


 и b


 се колинеарни. 



 
4.5. Векторски производ 

 

 
 Задача 3. Најди ја плоштината на паралелограмот 
конструиран над векторите 3 7a m n 

  
 и 2 5b m n 
  

, каде што  

и n  се единечни вектори кои зафаќаат агол 

m



6


. 

 Решение. Плоштината на паралелограмот конструиран над 
векторите  и ba

 
 изнесува  

P a b


 
    3 7m n 2 5m n    

   
 

6 1m m 5 14 35m n n m n n

       
      

 

15 15m n 29m n m n      
     

 

 29 sinm n ,m n 
    

29

6 2
29 1 1 sin


  

m

. 

 
 Задача 4. Пресметај ја плоштината на триаголникот 
конструиран над векторите 2a n 

  
 и 3 2b m n 

  
, ако 5m 


 и 

5n 


 
4

,


 nm . 

 Решение. Плоштината на триаголникот конструиран над 
векторите  и ba

 
 изнесува  

1

2
P a b


 

    2 3n m m n    2
   

     1 1
6 2 8

2 2
n m m n m n       
     

 

4 sin ,m n m n  


250
2

2
100

4
sin554 


. 



 
 Задача 5. Дадени се темињата на триаголникот : ABC

 3, 4,1A  ,  5,6, 3B    и  2,2,1C . Пресметај ја должината на 

висината повлечена од темето C  кон страната AB . 
 Решение. Триаголникот е конструиран над векторите 

   8,10, 4 2 4, 5,2AB      


 и  7, 4,7AC  


.  
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 Должината на висината повлечена од темето B  кон 

страната  се пресметува според формулата AB b

AB AC
h

AB




 

 , каде  

 ACAB
5 2 2 4 4 5

2 , ,
4 7 7 7 7 4

  
    

 2 27, 14,19   , 

 ACAB 2 729 196 361 2 1286    и 

 2 4, 5,2 2 16 25 4 2 45 6 5AB       


. 

 Следува дека должината на висината е 
2 1286 1286

6 5 3 5
bh   .  

  
 Задача 6. Докажи дека плоштината на паралелограмот 

 е ABCD 1 2

1

2
P d d 

 
, каде 1d


 и 2d


 се векторите кои лежат над 

дијагоналите  и AC BD .  

 Решение. Нека 1d AC


 и 2d BD


. Нека  е пресечната 

точка на дијагоналите. 

S

 
 Тогаш векторите над кои е конструиран паралелограмот се  

1 2

1 1

2 2
AB AS SB d d   
    

 и 1 2

1 1

2 2
AD AS SD d d   
    

. 

Следува,  
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 ADABP 1 2 1 2

1 1 1 1

2 2 2 2
d d d d

         


   

1 2 2 1

1 1

4 4
d d d d    
   

1 2 1 2

1 1

2 2
d d d d   
   

. 

 
 Задача 7. Пресметај ја плоштината на паралелограмот чии 
дијагонали се определени од векторите  1 3,1, 2d  


 и  2 1, 3,4d  


 

 Решение. Прв начин. Според формулата од претходната 
задача: 

1 2

1

2
P d d  

  1 2 2 3 3 11
, ,

2 3 4 4 1 1 3

  
   

 

 1
2, 14, 10

2
     1

2 1,7,5
2

 1 49 25   75 5 3 . 

 
 Втор начин. Заради  

     1 2

1 1
4, 2, 2 2, 1,1

2 2
a d d     

 
 и 

     1 2

1 1
2, 4, 6 1, 2, 3

2 2
b d d     
  

, 

добиваме  

P a b  
 1 1 1 2 2 1

, ,
2 3 3 1 1 2

  
   

 

 1,7,5 1 49 25    75 5 3 . 

 
 Задача 8. Пресметај ја плоштината на паралелограмот чии 
дијагонали се конструирани над векторите 1 3 3d m n 

  
 и 2d m n 
  

 

каде што  и nm
 

 се единечни вектори кои зафаќаат агол 
6


. 
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 Решение. Според формулата од претходната задача, за 
плоштината на бараниот паралелограм добиваме 

1 2

1

2
P d d 

 
   1
3 3

2
m n m n


   
      3

2
m n m n    
   

3 3
2 3 cos

2 2
m n n m m n m n

 3

6 2
       
       

. 

 
 Задача 9. Докажи ја синусната теорема, „Во секој триаголник 

 важат равенствата ABC
 sinsinsin

cba
 , каде што BCa  , 

ACb  , ABc  и BAC   ,  ABC   и ACB  .“ 

 Решение. Нека е даден триаголникот , чија плоштина е ABC
P . Според формулата за пресметување на плоштина на триаголник 
со помош на векторски производ, добиваме 

ACABP 
2

1
, BCBAP 

2

1
 и CBCAP 

2

1
, односно 

sin
2

1
bcP  , sin

2

1
acP   и sin

2

1
abP  . 

 
 Од првото и второто равенство имаме  


 sinsin

ba
 .  sin

2

1
sin

2

1
acbc    sinsin ab 

 Од првото и третото равенство имаме 


 sinsin

ca
 .  sin

2

1
sin

2

1
abbc    sinsin ac 

 Од претходните резултати следува дека 
 sinsinsin

cba
 , 

што требаше да се докаже. 
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 Задача 10. Пресметај ја проекцијата на векторот  

 3, 12, 4a  


 врз векторот b c d 
 

, 

ако  и  1,0, 2c  
  1,3, 4d  


. 

 Решение. Векторот b


 има координати 

b c d  
 















31

01
,

14

12
,

43

20  3,2,6 . 

 Врската меѓу скаларниот производ на два вектори и 
проекцијата на едниот вектор врз другиот е дадена со формулата 

прaab a b 
 

, од каде 

3 6 12 2 4 3 9 144 16 apr b        

 6 13прab 




6
пр

13ab 


. 

 
 Задача 11. Најди вектор x


 кој е нормален на векторите 

 и 1, 2,7a 
  1, 2,3b  


, а неговата проекција врз векторот  

 1, 2, 7c  


 e 
63

10
. 

 Решение. Векторот  , ,x x y z


 е нормален на a


 и . 

Следува, 

b


x


 е колинеарен со векторскиот производ a b


, односно 

  3 1 1 2 2 3
, ,

2 3 3 1 1 2
x k a b k

  
      

 
 

 7, 5, 1k      7 , 5 ,k k k   . 

 Според формулата за проекција, добиваме 

прc
x c

x
c




 
 

 
63

10

63

7107


k
 

   
63

10

54

7527


 kkk

 11010  kk . 
Следува дека  7,5,1x 


. 

 

 Задача 12. Докажи го равенството    2 2
2 2a b ab a b  

    
. 

 Решение. Користејќи ги дефинициите за скаларен производ и 
модул на векторски производ добиваме, 
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   2 2
a b ab 

    22
a b ab   

  
 

    22

sin , cos ,a b a b a b a b   
        

   2 22 22 2sin , cos ,a b a b a b a b 
         

    22 2 2sin , cos ,a b a b a b 
     

22 2 2a b a b
  

. 

 

 Задача 13. Ако a b c d  
  

 и a c b d  
  

, докажи дека 

векторите a d


 и b c
 

 се линеарно зависни. 

 Решение. Нека a b c d  
  

 и a c b d  
  

. Векторите  

и  се линеарно зависни ако се колинеарни, односно нивниот 
векторски производ е нула. Навистина  

a d


b c
 

   a d b c   
  

a b a c d b d c       
      

c b d c da b a       
      

 

    0 0 0a b c d a c b d         
         

. 

 
4.6. МЕШАН ПРОИЗВОД 

 
 Задача 1.  Провери дали точките  2,1,1 A ,  3,1,2B , 

 и  1,0,1C  1,2,2 D  лежат во иста рамнина. 

 Решение. Точките ,A B ,C  и D  лежат во иста рамнина ако 
векторите  

 1,2,3AB ,  1,1,0 AC ,  3,1,1 AD  

се компланарни, т.е.   0,, ADACAB . Имаме 

  093129

311

110

123

,, 




ADACAB . 

Следува точките ,A B ,C  и D  не лежат во иста рамнина. 
 
 Задача 2.  Определи параметарот t  таков што векторите  

  ln 2 , 2,6a t  


,  , 2,5b t 


 и  0, 1,3c  


 



 
4.6. Мешан производ 

 

да бидат компланарни.  

 Решение. Векторите a


, b


 и c


 се компланарни ако нивниот 

мешан производ  , , 0a b c 
 

, односно 

 
0

310

52

622ln






t

t

    062ln562ln6       tttt 

    0202 ett ln02ln t   3t . 
 
 Задача 3.  Дадени се точките  3,2,3 A ,  1,3,4B ,  и 

. Докажи дека точките , 

 1,0,7C

 3,1,6 D  A B ,  и  лежат во иста 
рамнина. Најди го аголот меѓу дијагоналите на четириаголникот 

. 

C D

ABCD
 Решение. Точките ,A B ,C  и  лежат во иста рамнина ако 
векторите  

D

 1,1,4AB 


,  4, 2,4AC  


,  3, 3,0AD  


 

се компланарни, т.е.  , ,AB AC AD
  

0 . Навистина 

  00122448120

033

424

411

,, 

ADACAB . 

 
 Аголот меѓу дијагоналите на кои лежат векторите  и 

 е  

AC


 2, 4, 4BD   


     
     2 22 2 2

4 2 2 4 4 4
cos 0

4 2 4 2 4 4

ACBD

AC BD


     
 

      


 

2
 .  

Следува дека 
2

  . 
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 Задача 4.  Дадени се темињата на тетраедарот :  ABCD
 1,3,2A ,  2,1,4 B ,  7,3,6C  и  8,4,5 D . 

Пресметај ја висината спуштена од темето . D
 Решение. Висината на тетраедарот 
конструиран над векторите  

 2, 2, 3AB   


,    6 2 2,0,3 4,0,AC


 и 

   1, 1,1 7, 7,7AD   


7 , 

спуштена од темето D , се пресметува според 

формулата 
 

AC

AD

AB

ACAB
H




,,



. Притоа, 







111

302

322

72, ,AB AC AD
     466614 2214  , 

AB AC 
 








 
02

22
,

23

23
,

30

32
2    2,6,34  ,  4,12,62 и  

    284942634 222  .  ACAB

 Следува дека 11
28

2214



H . 

 
 Задача 5.  Волуменот на тетраедарот е 5. Трите  ABCD  
негови темиња се во точките  1,1,2 A ,  1,0,3  

, ако
B и 3,1,2 C . 

Определи ги координатите на четвртото те е D  е позн а 
тоа лежи на y -ската. 

  
ато декм

 Решение. Бидејќи темето D  лежи на y -оската, неговите 

координати се 0,,0 yD . Притоа, 

 AB 


, 1, 1, 2  0,AC  


2,4 ,  2, 1,1AD y  


 и 

 
1 1 2

, , 4 2 4

2 1 1

AB AC AD

y


  
 

  
2 8 8 4 1 4 2y y       . 
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Од условот волуменот на тетраедарот да е 5 добиваме 

 ADACABV ,,
6

1
  y42

6

1
5    y4230    

 





324

284

y

y
 






8

7

y

y
. 







y

y

4230

4230

 Следува дека задачата има две решенија  
 0,7,01 D  и  0,8,02D . 

 
 Задача 6. Преметај ја висината во паралелопипедот 
конструиран на векторите 

 3, 2,5a  


,  1, 1,4b  


 и  1, 3,1b  


, 

спуштена кон страната конструирана над векторите a


 и c


. 
Решение. Имаме  

 
3 2 5

, , 1 1 4 3 8 15 5 36 2 17

1 3 1

V a b c


         



 
  и 

2 5 5 3 3 2
, ,

1 4 4 1 1 1
a b

  
     

  3, 7, 1 9 49 1 59       , 

од каде  

 , , 17

59

a b c
H

a b
 



 
 . 
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 Задача 7. Ако, 1 2 3a a m a n a p  
   

, 1 2 3b b m b n b p  
   


 и 

, тогаш волуменот на паралелопипедот 

конструиран над векторите 

1 2 3c c m c n c p  
  

a


, b


 и c


 е  

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,

a a a

V b b b m n p

c c c


  

. 

 Решение. Имајќи ги предвид дека 
           , , , , , , , , , , , ,m n p n p m p m n n m p p n m m p n       
                 

, 

важи 

 , ,a b c 
   1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,a m a n a p b m b n b p c m c n c p      

        

       1 2 3 , ,b c m n 1 3 2 2 1 3 2 3 1, , , , , ,p a b c m p n a b c n m p a b c n p ma    
          

   3 1 2 , ,c p m n 3 2 1 , ,a b c p n ma b  
        1 2 3 1 3 2, , , ,a b c m n p a b c m n p 

     

   2 3 1 , ,a b c m n p2 1 3 , ,b c m n pa  
        3 1 2 3 2 1, , , ,a b c m n p a b c m n p 

     

   1 2 3a b c 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1 , ,a b c a b c a b c a b c a b c m n p     
  

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, ,

a a a

b b b m n p

c c c

  
 

Следува волуменот на паралелопипедот конструиран над векторите 

,  и , е  a

b


c


   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

, , , ,

a a a

V a b c b b b m n p

c c c

 
    

. 

 
 Задача 8. Пресметај го волуменот на паралелопипедот, 

конструиран над векторите a m n p  
   

, b m n p  
   

 и 
c m n p  
   

m


, ако волуменот на паралелопипедот конструиран над 
векторите , n


 и p


 е 1. 

 Решение. Според формулата од претходната задача, 
волуменот на паралелопипедот конструиран над a


, b


 и c


 е 
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 
1 1 1

1 1 1 , , 1 1 1 1 1 1 1 4

1 1 1

V m n p         


  
. 

 
 Задача 9. Пресметај го волуменот на паралелопипедот, 

конструиран над векторите 2a m n 
  

, b m p 
  

 и c m n p  
   

, 

ако 1m n 
 

, 3p 


,  ,
3

m n



   и  ,p

3


  , каде  е 

рамнината во која лежат векторите m  и 




n


. 
 Решение. Аголот меѓу векторите m n

 
 и p


 може да биде 

632


  или 

6

5

32


 . И во двата случаи   3

cos ,
2

p   . 

Апсолутната вредност од мешаниот производ на векторите ,  и m

n


p


 е 

     , , cos ,m n p m n p m n p p     
         

 

   3
sin , 3

2
m n m n 
   

4

9
3

2

3

2

3
 . 

 

Сега  
1 2 0

9 27
1 0 1 , , 2 1 2

4 4
1 1 1

V m n p


    

 

  
  . 
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 Задача 10.  За ненултите вектори a


, b


 и c


 важи равенството 

0a b b c c a     
    

. Докажи дека векторите a


, b


 и  се 
компланарни. 

c


 Решение. Ако равенството 0a b b c c a     
    

, го 
помножиме со векторот a


, добиваме  

  0a a b b c c a     
        

     , , , , , , 0a a b a b c a c a  
          , , 0a b c 

  
. 

Следува векторите a


, b


 и c


 се компланарни. 
 
 

4.7. Задачи за вежбање 
 

4.1. Операции со вектори 

 Задача 1. Векторите a


 и b


 имаат должини 2a 


 и 3b 


 и 

зафаќаат агол 
3

  . Пресметај ги должините на векторите  

и . 

2 3a b


2a b


  Задача 2. Со помош на векторите 2u a b 
 

 и 2 3v a b 
 

 

изрази го векторот 3a b


. 
 Задача 3. Докажи дека услов за формирање на 
четириаголник од векторите a


, b


, c


 и d


 е 0a b c d   
  

. 

 Задача 4. Нека векторите 2 3 5a x y z   
   

, 3 2b x y z  
   

 и 
4c x y z  

  
, соодветно се конструирани над три соседни страни во 

еден четириаголник. Изрази го векторот d


, конструиран над 
четвртата страна во четириаголникот, преку векторите x


, y


 и . z


 Задача 5. Точките , ,  и  ги делат страните на 
четириаголникот 

E F G H
ABCD  во однос , соодветно. Докажи дека 

векторите 

k

AE


, BF


CG, 


 и DH


 формираат четириаголник.  
 Задача 6. Докажи дека тежишните линии, можат да бидат 
страни на триаголник. 
 Задача 7. Дадени се неколинеарните вектори a


 и b


. Докажи 

дека векторите a b


, a b


, a b 


 и a b 


 формираат 



 
4.7. Задачи за вежбање 

 

паралелограм и крајните точки на векторите a b


, a b


, a b 


ABCD
O

 и 

 доведени до заеднички почеток, се темиња на еден 
паралелограм. 
a b 



 Задача 8. Докажи дека четириаголникот  е 
паралелограм ако и само ако за произволна точка  важи 

OCODOBOA  . 
 Задача 9. Даден е паралелограмот  и произволна точка 

. Тогаш, 
ABCD

O

0OA OB OC OD   
    

 
ако и само ако  е пресекот на дијагоналите. O
 Задача 10. Во паралелограмот , на страната  се 

наоѓа точка , таква што 

ABCD AD

L
1

3
AL AD
 

, на дијагоналата  се наоѓа 

точка 

AC

M , таква што 
1

2
AM AC
 

, и на страната  се наоѓа точка 

, таква што 

BC

N
2

3
BN B C
 

. Докажи дека точките , L M  и , лежат 

на една права. Пресметај во каков однос точката 

N

M  ја дели 
отсечката . LN
 Задача 11. Нека  е правилен шестоаголник. Да се 

покаже дека должината на збирот на векторите 

ABCDEF

AB AC , AEAD, ,  и 

AF  е , каде R6 R  е радиусот на опишаната кружница околу 
шестоаголникот. 
 Задача 12. Нека T  е тежиштето на триаголникот . 
Докажи дека 

ABC

 OCOBOAOT 
3

1
. 

 Задача 13. Нека T  е точка во внатрешноста или на страните 
на триаголникот , таква што 0ABC TA TB TC  

    
. Докажи дека T  

е тежиште на триаголникот ABC . 
 Задача 14. Векторите x


, y


 и z


 изразени преку векторите , 

 и c  се: 

a


b
 

2 3x a b c  
  

2 2, y a b c  
  

 и 2 2z a b c   
 

. 

Изрази го векторот 3t a b 2c  
  

, y


 и . z


 со помош на векторите x

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4.2. Координати на вектор 

 Задача 1. Дадени се векторите 2, 2,1a  


 и  1, 2,5b  


. 

Најди ја должината на векторот a


 и векторите a b


 и 2a b


. 
 Задача 2. Пресметај го периметарот на четириаголникот 

, , ABCD  1,2,1A  1,1,3 B ,  1,3,2C  и  6,7,4 D . 
 Задача 3. Напиши го множеството на вектори колинеарни со 
збирот на векторите  2, 2,1a  


 и  1, 2,5b  


. 

 Задача 4. Дадени се три последователни темиња на 
паралелограмот : ABCD  0,2,3 A ,  2,1,1 B ,  2,1,7 C . Определи ги 
координатите на четвртото теме D . 
 Задача 5. Докажи дека  9,7,2 A ,  9,5,4 B ,  3,1,1 C  и 

 се темиња на трапез.  6,7,4 D 
 Задача 6. Средините на страните во триаголникот се во 
точките  3,0,11 A ,  2,4,11 B  и  1,3,21 C . Најди ги координатите 
на темињата во триаголникот. 
 Задача 7. Најди ги координатите на тежиштето T  на 
триаголникот , чии темиња се ABC  3,1,2A ,  1,2,1 B  и  2,1 3,C . 
 Задача 8. Определи ги координатите на точката  M  која ја 
дели отсечката , AB  4,10,5A  и  3,3,2 B , во однос 

. : 5AM MB  
 

 
4.3. Линеарна зависност и независност на вектори 

 Задача 1. Дали се линеарно зависни или независни векторите 

 1, 2,1a  


,  0,1, 2b  


,  1,0,2c  


 и  0, 3,5d  


? Образложи. 

 Задача 2. Дадени се векторите 2a i j 
 

 и 2 3b i j 
  

. 

Разложи го векторот 7 3c i j 
 

 по правците на векторите  и , 

т.е. претстави го како линеарна комбинација на векторите 

a


b


a


 и . b



 Задача 3-4.  Испитај ја линеарната зависност на векторите a , 

 и , а потоа претстави го векторот b


c


d


 како линеарна комбинација 

од векторите a


, b


 и c


, ако: 

 3)  1,2,1a  


,  2,1,1b  


,  1, 2,0c 


 и  1, 2,3d  


; 

 4)  2, 1,3a  


,  1, 1,1b  


, 
3

,2, 2
2

c
     


 и  1, 2, 1d   


. 
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 Задача 5-6.  Провери дали се линеарно зависни или 
независни векторите 
 5) 2 3a p q r  

   
3a, p q r  

   
 и 2 2a p q r  
   

 
 6) a p q r  

   
, a p q r  
   

 и a p r 
  

, 
ако p


, q


 и  се линеарно независни вектори. r


 Задача 7-8. Провери дали векторите  1,3,2a  


, 

 2, 3, 4b   


 и  3,12,6c  


 се линеарно зависни или независни. 

Во случај кога векторите се линеарно зависни изрази го векторот , 

ако е можно, со помош на векторите 

c


a


 и b


. Ако не е можно да се 

изрази c , изрази го векторот 


a


 или b


 преку остантите вектори. 

 7)  1,3,2a  


,  2, 3, 4b   


 и  3,12,6c  


; 

 8)  2, 4,6a  


,  3,9, 6b   


 и  8,7,3c 


. 

, b


 и c


 Задача 9. Нека векторите a


 се линеарно независни. 

Докажи дека векторите b c
 

 и c a
 

 и a b


 исто така се линеарно 
независни. 
 Задача 10. Докажи дека векторите a b


, 3b c
 

 и 3c a
 

  се 
линеарно зависни. 
 Задача 11. Дадени се векторите 2p a b c  

  
, 

 и 3 2q a b  
 
c


r a b c  
  

, каде a


, b


 и c


 се некомпланарни 

вектори. Да се разложи векторот 2s a b c  
  

 по векторите p

q


,  и 
. r


 Задача 12. Дадени се векторите 4 6p xa b c  
  

 и 

3 2q a b yc   
  

, каде a


, b


 и c


 се некомпланарни вектори. Најди 
ги вредностите на x  и  за кои векторите y p


 и q


 се колинеарни. 

Равенството xa yb


 

 Задача 13. Даден е паралелограмот . На страната  

се наоѓа точка 

ABCD AB

M , таква што 3AM M B
 

. Нека точката 
. Пресметај во каков однос точката  ја дели 

отсечката . 
DMACN 
AC

N

 Задача 14. Во паралелограмот , точката ABCD E  е средина 

на страната ,  е средина на AB


S AD


, додека T  е пресечна точка на 

отсечките  и . Најди ги односите DE CS :ET ED  и :ST SC . 
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 Задача 15. Во паралелограмот , точките  и  се 
средини на страните 

ABCD E F
BC  и , соодветно. Докажи дека отсечките 

 и  ја делат дијагоналата 
CD

AE AF BD  на три еднакви дела. 
 

4.4. Скаларен производ 

 Задача 1. Дадени се векторите 1, 2, 4a  


,  7, 2, 3b  


 и 

 2, 1, 1c   


. Најди ги координатите на векторот x


 кој е нормален 

на векторите a


 и b


 и 1c x  
 

. 

 Задача 2. Дадени се векторите  1,1,1a 


,  3, , 4b p  


 и 

 , 3, 5c p  


. Определи вектор d


 што ги задоволува условите 

,  и 2a d 


b d 
 

4 5c d 


. За кои вредности на параметарот p  не 

постои векторот d


? 

 Задача 3. Векторите a


 и b


 образуваат агол 
3

   и нивните 

должини соодветно се 4 и 5. Пресметај: 

1) ;       2) ab
  2a


;       3) 2b


;       4)    2 3 7a b a b 

  
;       5)  2

2 3a b


. 

 Задача 4. Пресметај го аголот меѓу векторите  
1)  1,2,3a 


 и  3, 2,1b  


; 2)  7, 2,5a  


 и  5,10, 3b  


. 

 Задача 5-6. Пресметај го косинусот од аголот меѓу векторите 
p


 и q  ако: 


 5) 2a 


 и 7b 


,  ,
6

a b



 , 2 3p a b 

 
2 и и q a b 


; 

 6) 2a 


 и 1b 


,  ,
4

a b



 , 2p a b 

 
 и и 2q a b 


. 

 Задача 7. Пресметај го косинусот од аголот меѓу векторите 
p a b c  

  
 и 2q a b c  

 
, ако должините на векторите a


,  и  

се 

b


c


1a 


, 2b 


 и 3c 


 и аглите што ги зафаќаат се  

 ,
3

a b



 ,   5

,
3

b c



   и  ,

2
b c




  . 

 Задача 8. Должините на векторите a


 и b


 се 2a 


, 3b 


 и 

аголот меѓу нив е   2
,

3
a b




 . За векторот 3 4p a c 
  

најди ја  
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должината на p


, p


, единечниот вектор н  а p


, p p
 

ѓу  и аголот ме

векторите и a


  p


,  ,a p
  . 

ајди  Задача 9. Н лот меѓу вект 2m na 


го аго орите 
 

 и 

2b m n 
  

, кад mе 


 и n


 се единечни вектори ќаат агол кои зафа
3


. 

 Задача 10. и акоn


, m


 Определи го аголот меѓ  векторитеу   

3m 


, 2n 


 и векторите 5 3a m n 
  

 и 2 4b m 
 

n


 се м

нормални. 

зае но 

 Задача 11. Во триаголникот ABC , 2AB a b 
 

 и 

3BC a b 


, 
 

е aкад


 и b


 се заемно предели ги 
страните и 

 нормални ортови
триаголникот

и  дијагоналите н
арале и

 

меѓу

. О
аглите на 

н р

 ABC . 
 Задача 12. Најд  го аголот а 
п лограмот ко ст у ран над векторите 2 3a m n 

  
 и 

5 2b m n  , m
   

 и n


 се единечни век  ктори о зафаќи аат агол 
3


. 

 Задача 13. Најди го аголот меѓу дијагона а 
паралелограмот конструиран над векторите 

лите н
 3,1,2a  


 и 

 2, 2,1b  


. 

 Задача 14. Најди го аголот меѓу дијагоналите на 
паралелограмот со страни a , b   оста  агол и р  . 
 Задача 15. Нека p


 е произволен  и векторите и 

фор

вектор a


, b


 

c мираат триаголник. Пресметај ap b cp


 p 
  

. 

 Задача 16. Определи го аголот меѓу векторите a

и ако b  


 

векторот 2 3a b

е нормален на векторот 7a b 


, а векторот   

нормален на векторот 3a b

3a b





. е 
 Задача 17. Најди ја проекцијата на векторот  7, 22,a  


 врз 

векторот  2,  3, 2


 

 Задача 18. Најд на

c

и ги сочните уси што ги зафаќа косин
векторот  2,6,9a    со координатните оски. 



4.5. Векторски производ 

 Задача 1. Дадени се векторите  1,2, 3a  


 и  1, 2, 1b    


. 

Најди ги векторските производи: 
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 1) a b


; 2)  3 2b a 
 

;  3)    2b b a 
 

a 
 

. 

 Задача 2. Испитај дали векторите a


 и b


 се , ако  колинерни

  1)  1,a  2,1


 и  2b


1, 2,   ; 

  2)  1, 2,1a  


 и  2, 4, 2b   


. 

 Задача 3. Најди  sin ,ba
   , ако 3,1, 2a 


 и  2, 1, 4b  


. 

 Задача 4. векДадени се торите  

 1,1,1a 


,  3, 2,1b 


 и  1,2,3c 


. 

Најди  сите вектори нормални  a


, b ги  на


 и c


. 
 Задача 5. Пресметај ја плоштината на  
 а) триаголникот со миња  те

 2,1,3 A ,  1,2,1 B  и   6,2C . ,5 
 б) паралелограмот со темиња  

 2,1,3 A ,  1,2,1 B ,  6,5,2 C  и  3,2,4 D . 
 Задача 6. Пресметај  плоштината на  

2) паралелограмот 
конструиран над векторите

 ја
  1) триаголникот  

 a


b


 и , каде  

2a 


, 7b 


 и   3
,a b 
 

4
 . 

 Задача 7-8. Пресметај  плоштја ината на паралелограмот 
конструиран над векторите p


 и q


, ако: 

 7) 2 3p a b 
 

 и q a b 
 

, каде  1,2,0a 


 и  0, 1,1b  


 

 8) 3p a b 
 

 и 4q a b 
 

каде a


 и b


 се единечни вектори , 

кои зафаќаат агол 
3


. 

 Зад оштина а и олжината на страните 
на паралелограмот

ача 9. Пресметај ја пл т д
 конструиран над векторите ab


2  и ba


 , ако  

2a


, 3b


 и  ,
6

a b
 


 . 

 Задача 10. Пресметај ја плоштинат  тр лникоа на иаго т 
конструиран над векторит nе 2 3a m  

  
 и 2b m n 
  

, ако  

7m 


 и 7n 


 и  ,
4

m n



  . 
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 Задача 11. Пресметај ја  на триаголникот ABC , 
ако:  



плоштината

3 4AB p q 
 

, 5AC q


 ,
6

p q



 

p 
 

, 2p 


1q 


 , и  . 

и 

 Задача 12. Дадени се страните на триаголникот 

AB 
  

ABC , 

3 2p q


 BC p q 
  

. Пресметај ја висината спуштена   од
темето C , ако p


 и q


 се единечн  заемн нормални вектори. 
 Задача 13.  ја висината на голникот 
уште о

и о 
Пресметај  триа ABC  

сп на од темет C , ако неговите темиња се во точките   
 2,1,1A ,  3,1,2B  и  1,0,1 C . 

 Задача 4-16  Дадени се темињата на триаголникот 1 . ABC : 
 ,1,1 A 2 ,  2,6,5 B  и  1,3,1 C . Пресметај ја должината на висината 

повлечена од темето  
AC 14) B  кон страната ;  

 15) C  кон страната AB ; 

 Задача 17. Пре  плоштината на паралелограмот чии 
 16) кон страната

сметај ја
с д векторите   

A  BC . 

дијагонали е определени о

 1 2 2d


,3,    и  2 3, 2,3d  


. 

 Задача 18. Пресмет ја ај плоштината на паралелограмот чии 
дијагонали се конструирани над векторите 1 2 3d m n 

  
 и 2d m n 
  

 

каде што 2m 


 и 1n 


 и  ,
6

m n
  . 

а В Задача 19. Докажи ја синуснат  теорема, „ о секој 
триаголник ABC  важи 

2
sin sin sin

a b c
R

 
 


 “. 

  Задача 20. Пресметај ја проекцијата на векторот  3, 7,4a  


 

врз векторот  2  3b c d 
 

, ако  1,1, 2c   


 и  2,d 3, 4 


. 

 Задача 21. Најди вектор x


 кој е нормален на векторите 

 1 


, 2, 2a  и  1, 2,1b 


, а неговата проекција вр  


з векторот

3,5,3c 


 e 7 . 

    b a c a a b b c c a       
       

. 


 Задача 22. Докажи дека
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 Задача 23. Докажи дека векторот     a bc b ca
   

 е норален на 

 векторот
4.6. Мешан производ

 c


.
 

 мешаниот производ на векторите 
и ако: 

 Задача 1-2.  Пресметај го


a


, b


  c , 

 1)  3, 1,2a  


,  2, 2,5b  


 и  0, 7,3c 


 

 2) 2a  , 


3b 


, 5c 


,  ,
3

a b
  ,

4
a b c


 
  . 




 и 

 Задача 3-4.  Провери дали се компланарни векторите 
)  3   5,3,1a 


,  0, 1, 4b  


 и  6,9, 10c  


 

  4)  1, 1,0a  


,  3, 2, 4b  


 и  1, 4,4c   


. 

 Зад ч  .  а а 5 Определи параметарот t  така што векторите  

 , 1, 2a t 


,  , 2,5b t 


 и  1, 2,3c  


 

 да бидат комплана н
 Задача 6-7.  И ај те 

р и. 
спит  дали точки A , B , C  и лежат во D  

една рамнина, ако: 
  6)  3,1,4A ,  1,2,3 B ,  45,5C  и  1,1,2 D  ,

 4,1,2 B ,  1,1,1   7)  1,1,3 A , C  и  0,1,2 D . 
 Задача 8-9.  Дадени се точките  

 3,2,3 A ,  1,3,4B ,  1,0,7C  и  ,16 3,D  . 
 8) Докажи A , B , C  дека точките и лежат во иста 

 аголот  дијагоналите четириаголникот 

 Задача 10.  Пресметај ги вол ните и на 

 и тр
ите

D  
рамнина.  
 9) Најди го  меѓу на 
ABCD . 

 уме V1V , 

ро
2  3V  

паралелопипедот, тристраната призма те аеда т, конструирани 
над вектор   1, 2,3a  


,  1,0,1b  


 и  3,c   2,1


. 

 Задача 11.  Волуменот на тетраедарот ABCD  е 5. Трите 
 те   0,3,1A ,  1,2,3 B  и  1,2,1C .  

 теме 
негови миња се во точките
 Определи ги координатите на четвртото D ,  е 
познато дека тоа лежи на z -ската. 
 Задача 1  се  на т 

ако

2.  Дадени  темињата тетраедаро ,  ABCD
 1,1,1 A ,  1,1,1 B ,  1,1,3 C  и  1,2,0 D . 

 D .  Пресметај ја должината на висината спуштена од темето
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 Задача 13.  Дадени се темињата на тетраедарот ABCD : 
 3,1,2 A ,  5,2,5 B ,  2,1,4 C  2 есм и Пр етај ја  
а виси

4,0,D . должината
н ната во тетраедарот спуштена од темето:  
 1) A ;   2) B ;   3) C ;   4) . 

алело мот 
: 

D
 Задача 14.  Дадени се темињата на пар гра

1111 DCBABCDA  0,1A ,    и0,1,2D   2,1,01A 1,2,1B, . 1,  Пресметај 
а   

 Задача 15. ресметај  висин

ја ината на висината во паралелограмот спуштена кон стран та долж
ABCD . 

П  ги ите во паралелопипедот 
конструиран над векторите  

 3, 5 2,a


,  1, 1, 4b


 1, 3,1c


,  и 

с ни кон страната констру рана над векто итепуште и р  
1) и  2) a


  b


a


 и c


 3) иb


 4) b a
 

   c


и c a
 

. 
 Задача 16-19. Пресметај ги висините во тетраедарот 

уиконстр ран над векторите  

 2,3,1a 


,  1, 2,b  4


 и  3, 1,2c  


, 

спуштени кон страната конструирана н екторите ад в
16) a и b


 


; 17) a


 и c


; 18) b


 и c


; 19) b a
 

 и c a
 

. 
 Задача 20. Пресметај го волуменот на паралелопипедот, 

онск и  тру ран над векторите a m n p  
   

, pb m n
 
  

 
 

к т
и 

c m n p  
  

, ако волуменот на паралелопипедот онс руиран над 
векторите m


, n




 и p


 е 3 . 
 Задача 21. Три соседни рабови на еден тетра
c , а рабо ите b  и c , a  и c ; и a  и b  ги зафаќаат а л

едар се , и 
в г ите

 a b  
   ,   и  , 

 a , b  и c

соодветно стру ран 

над  е 

. Докажи дека волуменот на паралелопипедот он и

2 2 2

1 cos

cos 1 cosV a b c

cos

cos c 1



os


 
 

 . 

 Задача 22-24. Докажи ги идентитетите: 

2) 2     , ,a b b c a b c b   
      

; 23)        , , , ,a b c d a c d b c d a  b 
         

  24) 

; 

      , ,a b c d a c d b ab c d     
          

; 

4          ) ,a b c , , , , , , , , ,d e f a b d c e f a b c d e f    
             

. 
 



 
5.1. Рамнина 

 

Д-р Зоран Мисајлески  5. Аналитичка геометрија 209 

 
5. АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА 

 
5.1. РАМНИНА 

 
 Задача 1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  3,1,2M   и е нормална на векторот  2, 3, 4n   


. 

 Решение. Според формулата за 
равенка на рамнина што содржи дадена 
точка и е нормална на даден вектор, 
добиваме: 

      0000  zzCyyBxxA     3 3 1 2 2x y z 0        

 3 9 1 2 4x y z      0  3 2 14 0x y z    . 
 
 Задача 2. Општата равенка на рамнината 0422  zyx  

напиши ja во сегментен вид. 
 Решение. Слободниот член, од општата равенка на 
рамнината, го префрламе од десна страна на равенката, а потоа ја 
делиме равенката со слободниот член. 

0422  zyx   422  zyx  1
242

zyx

. 

 
 Задача 3. Дадена е точката  3,1,2M  . Напиши ја равенката 

на рамнината што минува низ точката M , а на координатните оски 
отсекува сегменти a ,  и  така што b c 3:2:1:: cba . 
 Решение. Од условот на задачата 3:2:1:: cba , следува, 

ab 2 , ac 3 . Исто така точката M  
лежи на рамнината. Па, 

1
z

c

x y

a b
     

3 1

a a

 2
1

2 3 a
      

18 3 4

a

   6
1

6 11
a    .  
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 Оттука равенката на рамнина е  
11 11 11

1
6 12 18

x y z
     66 33 22 36 0x y z     . 

 
 Задача 4.  Напиши ја равенката на рамнината што минува 
низ точката  3,1,2M   и е паралелна со рамнината 

0422  zyx . 

 Решение. Нормалниот вектор 
 на дадената рамнина е 

нормален вектор и на рамнината чија 
равенка треба да ја најдеме. Затоа, 
нејзината равенка е 

 2, 1, 2n  


      0000  yBxxA zzcy   

   3 3 1 2 2x y z       0  3 9 1 2 4 0x y z      
6 0

  

3 2x y z    . 
 
 Задача 5. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точките  3,1,2A  ,  3,2,2B  и  1, 1,1C . 

 Решение. Векторите  6,1,0AB 


 и  4, 2, 1AC   


 се 

паралелни на рамнината. Затоа нивниот векторски производ  

n AB AC 
 


1 0 0 6 6 1

, ,
2 1 1 4 4 2

 
     

    1,6, 16 1, 6,16   , 

е нормален на рамнината. Следува дека равенката на рамнината е 
      0000  zzcyyBxxA   

   3 6  1 16 2 0x y z     6 1x y 6z 23 0    . 

 
 Задача 6. Провери дали точките  1,0,0A , , 

 и 

 0,2,3 B

 9,6,4 C  2,0,1D , лежат во една рамнина. Во случај на 
потврден одговор, најди ја равенката на рамнината во која лежат. 
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 Решение. Точките , A B ,  и  лежат во една рамнина ако 
и само ако векторите  

C D

 3, 2, 1AB   


,  4,6, 10AC  


 и  1,0,1AD  

лежат во една рамнина, т.е.  , ,AB AC AD 0
  

. Имаме 

 , ,AB AC AD 
  

101

1064

123





0862018  . 

 
 Следува дека точките , A B ,  и  лежат во една рамнина. 
Еден нормален вектор на бараната рамнина е  

C D

n AB AC  
 








 






64

23

410

31

106

12    1,1,126,26,26 . 

Точката  лежи на рамнината, па нејзината равенка е  A
      0000  zzCyyBxxA  01 zyx . 

 
 Задача 7. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  и е паралелна со векторите   3,2,2M 

 3,0, 5a   


 и  1, 1, 2b   


. 

 Решение. Еден нормален вектор на рамнината е векторскиот 
производ на векторите a


 и b


, 

0 5 5 3 3 0
, ,

1 2 2 1 1 1
n a b

    
        

     3,11,53,11,5  . 

 
 Следува, равенката на рамнината е: 

      0000  zzcyyBxxA        03321125  zyx

       03321125  zyx  0932211105  zyx 
 0233115  zyx . 
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 Задача 8.   Напиши ја равенката на рамнината која ги содржи 
точките  2,1,3 A  и  2,1,0B  и е нормална на рамнината 

0422 z yx . 

 Решение. Рамнината 0422  zyx  е нормална на 

векторот  1 2, 1, 2n  


. Еден нормален 

вектор n


 на рамнината чија равенка 
треба да ја најдеме е векторскиот 

производ од векторите  0,2,3AB  и 

 1n 2, 1, 2 


. 

1n AB n  
 












 12

23
,

22

30
,

21

02  1,6,4  . 

Оттука равенката на рамнината е 
      0000  zzCyyBxxA        021634  zyx   

0266124  zyx  0464  zyx  
 
 Задача 9. Напиши ја равенката на рамнината која ја содржи 
точката  2,1,3 M  и е нормална на рамнините 0422  zyx  и 

054 z yx . 

 Решение. Еден нормален вектор на рамнината е векторскиот 
производ на нормалните вектори  1 2, 1, 2n  


 и  2 1,1, 4n 


 на 

дадените рамнини. Имаме 

 

1 2n n n  
  








 
11

12
,

14

22
,

41

21    1,2,23,6,6  . 

 Следува равенката на рамнината е 
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      0000  zzCyyBxxA        021232  zyx   

2 6 2 2 2 0x y z       0222  zyx . 
 
 Задача 10. Во снопот рамнини   0453  zyxyx   
најди ја рамнината која отсекува еднакви ненулти отсечки на x  и y  
оските. 

 Решение. Равенката на 
рамнината која е дел од снопот 

рамнини 
  0453  zyxyx  , ја 

доведуваме до сегментен облик 
     4531  x zy   

1

3

45





3

45

1

45


















yx z
. 

Притоа поделивме со 45 , бидејќи отсечоците се ненулти броеви. 
Сега рамнината отсекува еднакви отсечоци на x  и  оската ако y














3

45

1

45
   31  1 . 

Оттука нејзината равенка е 
0453  zyxyx  122  zyx . 

 
 Задача 11. Во  рамнината најди точка М колинеарна со 
точките  и 

xOz
 2,1,3 A  4,2,1 B . 

 Решение. Точката  zyxM ,,  лежи на  рамнината. 
Следува . 

xOz
0y

 
Точките A , B  и M  се колинеарни. Следува дека векторите.  
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 2,1,4 AB  и  2,1,3  zxAM  
 се колинеарни, односно  

0AB AM 
  

 0
13

14
,

32

42
,

21

21


















xxzz
   

        2 2,2 3 4 2 , 4 3 0z x z x         

  

   , 2 4 14, 7 0,0,0z x z x     0z  , 2 7x z 0   , 7 0x     

7x , 0z . 
 Следува дека  0,0,7M . 

 
5.2. ПРАВА 

 
 Задача 1. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точката  1, 7,3P   и е паралелна на векторот  2, 3,1p  


. 

 Решение. Равенката ја наоѓаме според формулата за равенка 
на права што минува низ дадена точка и е паралелна на даден 
вектор,  

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1 7 3

2 3 1

x y z  
 


. 

 
 Задача 2.  Најди ја равенката на правата што минува низ 

точката  и е паралелна со правата  3,2,1P 
22

2

1

1 zyx








. 

 Решение. Правата е паралелна со векторот  1, 2, 2p  


 и 

минува низ точката M , па нејзината равенка е  

3

0

2

0

1

0

p

zz

p

yy

p

xx 








2

3

2

2

1

1 






 zyx

. 

 
 

 Задача 3. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точките  и  3,2,1P  1,1,1 Q . 
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 Решение. Прават е паралелна на векторот  а 

   0, 1, 4 0,1,4PQ   


  

и ја содржи точката . Следува нејзината равенка е Q

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1 2

0 1 4

x y z 3  
  . 

 
 Задача 4. Најди ги: а) векторските; б) каноничните; и в) 
параметарските; равенки на правата што минува низ точката 

 и е нормална на рамнината  2,1,3M  012  zyx . 

 Решение. Рамнината минува 
низ точката M , чиј радиус вектор е 

 0 3,1,2r 


 и е нормална на векторот 

 1, 2,1a  


. Истиот вектор е 

паралелен со правата. 
 а) Векторската равенка на правата е 0r r a 

  
 односно 

   3,1, 2 1, 2,1r   


 

 б) Каноничните равенки на правата се 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

2

2

1

1

3 





 zyx
. 

 в) Параметарските равенки на правата се 
ltxx  0 , mtyy  0 , ntzz  0  tx  3 , ty 21 , tz  2 . 

 

 Задача 5.  Провери дали правата 
1

1

2

3

1

1








 zyx

 минува 

низ точките  1,3,1 M  и  1,1,2N . 

 Решение. Правата минува низ 
дадените точки, ако нивните координати 
ги исполнуваат нејзините равенки. За 
точката M  добиваме 

1

11

2

33

1

11










000  . 

Значи, точката M  лежи на правата. За точката  добиваме  N

213
1

11

2

31

1

12











. 
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Значи, точката  не лежи на правата. N
 
 Задача 6. Провери дали точките  1,0,3M ,  4,2,0N  и 









3,
3

4
,1P  лежат на една права. 

 Решение. Прво ќе ја најдеме 
равенката на правата што минува низ 
точките M  и . N

Векторот  3,2,3MN , од каде 
равенката на правата е 

n

zzy

ml
000 yxx 





3

1
23

3



 zyx

. 

 Сега проверуваме дали точката P  лежи на правата. 

3

13

2
3
4

3

31 






3

2

6

4

3

2






3

2

2

2

3

2
 . 

 Следува дека точката P  лежи на правата , односно 
точките 

MN
M ,  и  се колинеарни. N P

 Втор начин. Точките M ,  и N P  се колинеарни ако 

векторите MN


 и 
4

, 2
3

2,MP
 





 се колинеарни, односно ако 

нивниот векторски производ е 0


. Имаме 























3

4
2

23
,

22

33
,2

3

4
32

MPMN  0,0,0 . 

Следува дека M ,  и N P  се колинеарни. 
 Трет начин. Точките M ,  и  се колинеарни ако 

векторите 

N P

MN


 и 
4

, 2
3

 
2,MP   


 се колинеарни, односно ако 

постои скалар  , таков што MN  MP
 

. Имаме 

  





 2,

3

4
,23,2,3   23  , 

3

4
2 ,  23  

3

2
 . 

Следува дека точките M ,  и  се колинеарни. N P
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 Задача 7. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точката  и е паралелна на -оската.  1,3,2P  z

 Решение. Ортот  0,0,1k 


 е нормален на  оската, па 

следува е паралелен на правата. Оттука равенката на правата е 

z

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

1

0

3

0

2 





 zyx
. 

 

 Задача 8. Равенката на правата 
1

1

0

3

1

2








 zyx

, напиши 

ја во параметарски вид.  
 Решение. Секоја страна од равенките ја прирамнуваме со 
параметарот t , 

t
x



1

2
, t
y



0

3
, t
z




1

1
 2 tx , 3y , tz 1  

Десните равенки се параметарските равенки на правата. 
 

 Задача 9. Равенките на правата 
1

1

1

3

1

2 






 zyx

, запиши 

ги во проекции. 
 Решение. Од првата и втората равенка добиваме 

, односно   32  yx 01 yx . Од првата и третата равенка 
добиваме 12 x z  односно 03  zx . Следува дека равенките 
на правата во проекции се 








03

01

zx

yx
. 

 

 Задача 10. Равенката на правата  запиши 

ја во проекции. 






0193

07432

zyx

zyx

 Решение. Ја изразуваме променливата y  од втората равенка, 
0193  zxy  и ја заменуваме во првата равенка 

  07419332  zzxx  06457  zx  06457  zx  
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 Од последната равенка ја изразуваме променливата 

5

764 x
z


  и ја зменуваме во првата равенка 

07
5

764
432 






 


x
yx    07764201510  xyx   

0714012801510  xyx  0128715130  yx . 

Следува, равенките на правата во проекции се . 







0128715130

06457

yx

zx

 
 Задача 11. Најди паралелен вектор на правата  







0193

07432

zyx

zyx
. 

 Решение. Првата рамнина од равенките на правата е 
нормална на векторот  2, 3, 4 1n


, 

а втората на векторот  2n 3, 1, 1  


. 

Векторите 1n


 и 2n


 се нормални на 

правата, следува дека нивниот 
векторски производ 

1 2n n 
 















13

32
,

31

24
,

11

43    1,2,17,14,7  

е паралелен на правата. 
 
 Задача 12. Најди точка што лежи на правата  







0193

07432

zyx

zyx
. 

 Решение. Равенка на права е множество точки чии 
координати ги исполнуваат нејзините равенки. Една точка може да 
добиеме ако фиксираме една од променливите. На пример за , 

го добиваме системот равенки . Ја изразуваме 

променливата во втората равенка 

0z








0193

0732

yx

yx

193  xy  и ја заменуваме во 
првата равенка  
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  071932  xx  075792  xx  647 x 
7

64
x . 

Оттука, 
7

59

7

133192
19

7

64
3 









y . 

 Следува координатите на точката се 





  0,

7

59
,

7

64
P . 

 Втор начин. Го решаваме системот од две линеарни равенки 

со три непознати . Тој има бесконечно решенија 

изразени преку еден параметар, на пример . Од втората равенка 
. Ако замениме во првата добиваме  







0193

07432

zyx

zyx

z
193  zxy

  07419332  zzxx  07457392  zzxx 

06477  zx  0
7

64
 zx 

7

64
 zx . 

 Следува 
7

59
2

7

133

7

192
3  zzzy , па решенијата се 







  zzz ,

7

59
2,

7

64
. За 0z  се добива точката 






  0,

7

59
,

7

64
P . 

 

 Задача 13. Напиши ги равенките на правата  

во каноничен вид. 







22

1682

zyx

zyx

 Решение. Рамнините се нормални на векторите  1 2,1,8n 


 и 

 2 1, 2, 1n   


. Еден паралелен вектор на правата е  

1 2p n n 
  












21

12
,

11

28
,

12

81    1,2,35,10,15  . 
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 За да најдеме точка од правата бараме едно решение на 

системот равенки . На пример, за 







22

1682

zyx

zyx
0x  добиваме 








22

168

zy

zy









22

32162

zy

zy









22

3015

zy

z









0

2

y

z
. 

Сега, равенката на правата гласи:  

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

2

23 



zyx

. 

 Втор начин. Прво равенките на правата , ги 

сведуваме во проекции. Од првата равенка ја изразуваме 
променливата 








22

1682

zyx

zyx

zxy 8216   и ја заменуваме во втората равенка 

  282162  zzxx  0216432  zzxx   
030155  zx  063  zx  zx 36 . 

Променливата x , ја заменуваме во втората равенка  
  168362  zyz  168612  zyz  042  yz . 

 Следува, равенките на правата во проекции се 063  zx
z

, 
. Од равенките ја изразуваме променливата , што се 

содржи и во двете равенки 
042  yz

 63  xz 
3

6





x

z ;  42  yz , 
2

4





y

z . 

Следува дека каноничните равенки на правата се  

12

4

3

6 zyx









 или 
12

4

3

6







 zyx
. 

 
 Задача 14. Напиши ги равенките на правата , 

 во каноничен вид. 
0x

012  zy

 Решение. Ја изразуваме променливата  од втората равенка  y

2

1
2

1

2

1
212











 

z
zzy . 

Следува дека каноничните равенки на правата се 
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2

1
2

1

10 



zyx


1
2

20

1





zyx

. 

 Втор начин. Задачата секогаш може да се реши според 
општата постапка за сведување на општ во каноничен облик 
равенки на права. Рамнините се нормални на векторите  1 1,0,0n 


 

и  2 0,1, 2n 


. Еден паралелен вектор на правата е  

1 2p n n  
 









10

01
,

02

10
,

21

00  1,2,0  . 

За , од равенките на правата добиваме 0z 0x  и 1y . Следува 

точката  лежи на правата. Оттука нејзината равенка е  0,1,0 


12

1

0

zyx





 . 
n

zz

m

yy

l

xx 000 







 
 Задача 15. Најди ја пресечната точка на рамнините  

2 1x y z 0    , 2 0x y z   , 3 0x z   . 

 Решение. Пресекот на рамнините е решение на системот 
формиран од нивните равенки. Од третата равенка 3z x  . Со 
замена во првите две добиваме, 

2 3x y x 1 0      2 0x y    2y x   ; 
2 3x y x 0     2 2x y 3 0   ; 

 2 2 2 3x x 0      4 1x 0    

1

4
x  ; 

1 7
2

4 4
y     ; 

1 1
3

4 4
z

3
   . 

 Следува дека пресекот е 
1 7 13

, ,
4 4 4

P
 
  

. 
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5.З. ЗАЕМЕН ОДНОС НА ПРАВИ И РАМНИНИ 
 
 Во учебникот преку задачите 5.3.1-11, е анализиран заемниот 
однос на две прави, права и рамнина и две рамнини. 
  
 Задача 1. Најди ја равенката на правата p  што минува низ 

точката  3,0,1P  , нормална е на правата  :q 2 3x z 4 0  
0

,  и 

паралелна е со рамнината 

1y 
: 2 3x y z 7     . 

 Решение. Каноничните 
равенки на правата  се: q

2 1

3 0 2

x y z 
   . Следува правата  

е паралелна на векторот 

q

 3,0, 2q 


. 

Рамнината   е нормална на векторот 

 1, 2,3n  


. И двата вектори се нормални на правата p , па нивниот 

векторски производ е паралелен на p . 

q n 
  0 2 2 3 3 0

, ,
2 3 3 1 1 2

 
   
 4, 7, 6  . 

 Следува правата p  има равенка 

0 0 0

31 2

x x y y z z

p p p

  
  

3 1

4 7 6

x y z 
 
 

. 

 
 Задача 2. Најди ја равенката на рамнината која е паралелна 
со правата  













12

27

54

:

tz

ty

tx

p  и ја содржи правата . 












23

4

32

:

tz

ty

tx

q

 Решение. Правата p  е паралелна со векторот  4,7, 2p 


 и 

правата q  е паралелна со векторот  2,1, 3q  


.  

 Нивниот векторски производ 

p q 
 









 12

74
,

23

42
,

31

27  10,16,23   10,16,23   
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е нормален на рамнината. Точката  2,4,3 Q  лежи на правата , па 
следува дека лежи и на рамнината, чија равенка е 

q

      0000  zzCyyBxxA 
      0210416323  zyx   

0201064166923  zyx  0153101523  zyx . 

 Втор начин. Нека  zyxX ,,  е произволна точка од 

рамнината. Тогаш векторите  4,7, 2p 


,  2,1, 3q  


 и 

 2,4,3  zyxQX   се компланарни, односно 

0

274

312

243


 zyx



      0
7

1

24

32
4

27

31
3 





 zyx

4

2
2   

      0210416323  zyx   
0201064166923  zyx  0153101623  zyx . 
 

 Задача 3. Најди ја равенката на рамнината што минува низ 
правата p  која е пресек на рамнините 0434  zyx  и 

01223 5 z yx  и која е паралелна со правата :q
3

1

23 



zyx

. 

 Решение. Правата  е паралелна со векторот q  3,2, 3q  


.  

За да најдеме еден вектор p


 што е е паралелен на правата p  и една 
нејзина точка, равенката ја сведуваме во каноничен облик. Имаме, 

1 2p n n 
    

 
1

2

1, 4,3

3,2,5

n

n

 
  


 










23

41
,

35

13
,

52

34
 

 10,4,14   5,2,7  . 
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Избираме,  7, 2, 5p  


. Ако во системот равенки, земеме , се 

добива 

0z








01223

044

yx

yx
  







0122443

44

yy

yx









1212y

x




012

4

y 2

4y








0

4

y

x
. 

Следува дека равенката на правата p  е 
527

4




 zyx
.  

 Сега еден нормален вектор на рамнината е векторскиот 
производ 

p q 
  2 5 5 7 7 2

, ,
2 3 3 3 3 2

  
   
 4, 6,8  4,3,2  . 

 Равенката на рамнината ја наоѓаме според формулата за 
равенка на рамнина што минува низ дадена точка и е нормална на 
даден вектор. 

      0000  zzCyyBxxA    04342  zyx

0


8432  zyx . 

 
 Задача 4. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ 

точката  и правата  2,0,3M 
22

2

1

1 zyx








. 

 Решение. Правата е паралелна со векторот  1, 2, 2p  


 и ја 

содржи точката  0,2,1 P . Векторот    1,1,2 2,2,4 MP  лежи во 

рамнината. Следува дека векторскиот производ 

p MP 
















12

21
,

21

12
,

11

22  3,5,4 , 

е нормален на рамнината 
      0000  zzCyyBxxA      023534  zyx   
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0635124  zyx  06354  zyx . 

 
 

 Задача 5. Напиши ја равенката на рамнината која минува низ 

точката  и правата .  2,0,3M






04

05323
:

zyx

zyx
p

 Решение. Прв начин. Рамнината ја содржи точката 
 и припаѓа на снопот рамнини   2,0,3M 

  045323  zyxzyx  . 

 
Од овие услови го наоѓаме параметарот  . Имено, 

    042035230233    058   
5

8
  

Оттука, равенката на рамнината е 

  04
5

8
5323  zyxzyx   

 03288825151015  zyxzyx  

 07727  zyx . 

 Втор начин. Наоѓаме носечки вектор и точка од правата.  

 2 3 3 3 3 2
, , 1,0,

1 1 1 1 1 1
p

 
   


1 . 
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 За , од втората равенка имаме 0z  4y x 
0 x

, од каде со 
замена во првата добиваме 3 8 2 5 3x x      . Следува, 

 т.е. 7y   3,P  7,0 . Оттука,  0, 7, 2PM  


.  

 Носечки вектор на бараната рамнина е  

 0 1 1 1 1 0
, , 7,2,

7 2 2 0 0 7
p PM

  
     

7


, 

од каде нејзината равенка е: 
   7 3 2 7 2 0 7 2 7 7x y z x y z 0          . 

 
 Задача 6. Напиши ја равенката на рамнината во која лежат 
паралелните прави  

:p  
2 1

3 4 7

5x y z  
 


 и  :q 4 4x t  , 4 2y t   , 7 1z t  . 

 Решение. Правата p  е 

паралелна на векторот  4,7 3,p


 и ја 

содржи точката  2,1, 5P   . Правата  

е паралелна на векторот 

q

p


 и ја содржи 

точката  4,2, 1Q  .  

Треба да најдеме уште еден неколинеарен вектор со векторот p


, 

што е паралелен на рамнината. Таков вектор е  6,1,4PQ 


. Сега, 

векторот  

p QP 
 4 7 7 3 3 4

, ,
1 4 4 6 6 1

  
  
   23,30,27 23, 30, 27   , 

е нормален на рамнината. Оттука равенката на рамнината е 
      0000  zzCyyBxxA 

     23 2 30 1 27 5 0x y z      
23 46 30 30 27 135 0x y z     23 30x y 27 59 0z    . 

 
 Задача 7. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 

правата   и на 







0323

02
:

zyx

zyx
p x  и  оските отсекува еднакви 

ненулти отсечоци. 

y
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 Решение. Ги сведуваме равенките на правата во каноничен 
вид. Еден паралелен вектор е 

  1 1 1 2 2 1
, , 1,5,7 1, 5,

3 2 2 1 1 3
p

  
     
 7    , 

За  го добиваме системот 0x zy  , 0323  zy , од каде 
следува дека 3y  и 3z . Значи една точка од правата е 

. Следува дека каноничните равенки се  3,3,  0P
7

3

5

3

1 







zyx

. 

 Бидејќи отсечоците на x  и y  оските се неенулти и еднакви, 

правата ги содржи и точките  0,0,aA  и  0,,0 aB , за некој број . 

Следува, векторот 

0a

   0,1, aaBA ,1 0 , a  е паралелен со правата. 

 Значи бараната рамнина е паралелна со векторите  0,1,1   и 

. Еден нејзин нормален вектор е  7,5,1  

 1 0 0 1 1 1
, , 7,7, 4

5 7 7 1 1 5
n

  
       


. 

Следува дека равенката на рамнината е 
      0000  zzCyyBxxA      034377  zyx   

01242177  zyx  09477  zyx . 
 

 Задача 8. За кои вредности на параметрите B  и , правата 

 лежи во  рамнината. 

D








03

092

DzByx

zyx
xOy

 Решение. Бидејќи правата лежи во  рамнината, следува 

. Тогаш, нејзината равенка е . Од првата 

равенка имаме 9

xOy


 2

By

y
0z








03

09

Dx

x

2  yx . Ако замениме во втората равенка, 
добиваме 
  0923  DByy  0276  DByy    0276  DyB . 

Не може 06  B , бидејќи тогаш системот би имал единствено 

решение 
6

27





B

D
y , 9

6

27
292 





B

D
yx , односно системот 

не би определувал равенка на права, туку равенка на точка. Следува 
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дека , од каде 06  B 027 D . Оттука добиваме дека  и 
. 

6B
27D

 
 Задача 9. Покажи дека правите  

p :
4

5

1

71

2







 zyx
 и :q

12

1

3

6 zyx








 се сечат. 

 Решение. Правата p  е паралелна со векторот  2,1, 4p 


 и ја 

содржи точката  5,7,1P . Правата  е паралелна со векторот q

 3, 2,1 q


 и ја содржи точката  ,6 0,1Q . 

 
Векторот  5,8,5 PQ . Правите p  и  се сечат ако q  , ,PQ  0p q

 
. 

Имаме 

 
5 8 5

, , 2 1 4 5 96 20 15 40 16 0

3 2 1

p q PQ

 
       



 
. 

 Втор начин. Равенките на правите во параметарски вид се 

p : , : . 












54

7

12

tz

ty

tx

q












kz

ky

kx

12

63

 Пресечната точка ги исполнува равенките и на двете прави. 
Односно 6312  kt , 127  kt  и kt  54

108
. Со замена на 

третата во втората равенка добиваме 17  tt , или . 
Оттука 

2t
358 

 
k . Проверуваме дали е е исполнета првата 

равенка.   633122  , односно 33  . Следува дека 
правите се сечат. 
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 Задача 10. Најди го прободот на правата што минува низ 
точките  2, 1,0P    и  3,1,1Q  врз рамнината 2 3 5 1x y z 0    . 

 Решение. Правата што минува низ точките P  и , е 

паралелна со векторот 

Q

 5, 2,1PQ 


. Затоа нејзината равенка е 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








2 1

5 2 1

x y z 
  . 

 
 Равенките на правата ги запишуваме во параметарски вид, 

5 2x t  , 2 1y t  , z t ; и ги заменуваме во равенката на 
рамнината, 

   2 5 2 3 2 1 5 1 0t t t       10 4 6 3 5 1 0t t t       2 t . 

Следува дека прободот е  12, 5, 2S    . 

 
 Задача 11. Покажи дека правите  

p :  и :  се сечат. 







032

014

yx

zx
q







082

043

zy

zyx

 Решение. Прв начин. Задачата се сведува на решавање на 
систем од 4 равенки со 3 непознати  

014  zx , 032  yx , 043  zyx , 082  zy . 
 Од првата равенка имаме xz 41 . Од четвртата равенка 
имаме 6882828  xxzy . Од втората равенка имаме  

031216  xx  0915  x 
5

3
x . 

Следува дека 

5

17

5

3
41 






z  и 

5

6
6

5

3
8 






y . 

Проверуваме дали е исполнета третата равенка  

04
5

17

5

6

5

3
3 






  00  . 
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Следува дека системот равенки има единствено решение, односно 
правите се сечат. 
 Втор начин.  Ги сведуваме равенките на правите во 
каноничен вид. Еден паралелен вектор на правата p  е  

     0 1 1 4 4 0
4,0,1 1, 2,0 , , 2,1, 8

2 0 0 1 1 2
p

 
        


. 

 За  добиваме 0x
2

3
y  и 1z . Следува дека една точка од 

правата p  е 





P 1,

2

3
,0 q. Еден паралелен вектор на правата  е  

       1 1 1 3 3 1
3,1, 1 0,1,2 , , 3, 6,3 1, 2,1

1 2 2 0 0 1
q

  
        


. 

 За  од втората равенка имаме 0z 8y , а од првата 

 или 0123 x 4x . Значи точката  0,8,4Q  лежи на правата . 

Тогаш 

q

 13
4,  , 1 8, 13, 2

2
    

PQ


. Сега, мешаниот производ 

 
2 1 8

, , 1 2 1 8 8 104 128 26 2 0

8 13 2

p q PQ


        



 
 . 

Следува дека правите p  и  се сечат. q
 
 Задача 12.  Дадени се правите  

p :
11

242 





 zyx

a
 и q : . 













tz

ty

tx

21

2

Определи го параметарот , така што правите a p  и  да се сечат, а 
потоа за тие вредности на , најди ја пресечната точка и равенката 
на рамнината во која лежат. 

q
a

 Решение. Правата p  е паралелна со векторот  ,1,1p a


 и ја 

содржи точката  2,4,2P . Правата  е паралелна со векторот q

 1, 2,1q 


 и ја содржи точката  0,1,2Q , па  2,3,4QP . 



 
5.3. Заемен однос 

 

Д-р Зоран Мисајлески  5. Аналитичка геометрија 231 

 
 Правите p  и  се сечат акоq  , , 0p q QP 

 
. Имаме 

0

234

121

11


a

 0238344  aa  3a . 

 За да ја најдеме пресечната точка, променливите x , y  и  
од параметарските равенки на правата , ги заменуваме во 
равенките на правата 

z
q

p . 

1

2

1

421

3

22 





 ttt
. 

Од равенката  
1

2

3

22 


 tt
, добиваме 634  tt  т.е. . 

Бидејќи докажавме дека правите се сечат, вредноста на параметарот 
 ги исполнува и другите равенки на правата. Со замена на  

во равенките на правата q , ги добиваме координатите на пресечната 

точка , 

1t

1t1t

1x 3y  и 1z . Па пресечната точка е  1,3,1M . 

 Нека  zyxX ,,  е произволна точка од рамнината во која 

лежат правите. Векторите QX


, p


 и q


 се компланарни, односно 

 , ,QX p q 
  

0 , 

0

113

121

12


 zyx

     0
13

21

13

11
1

11

12
2  zyx   

05222  zyx  052  zyx . 
Последната равенка е равенка на заедничката рамнина на правите. 
 Коментар. Равенката на рамнината можевме да ја најдеме и 
на стандарден начин, со помош на формулата за равенка на 
рамнина, која ја содржи точката  и е нормална на векторскиот 
производ 

Q
p q
 

. 
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 Задача 13.  Најди ги равенките на правата p  која минува низ 

точката , паралелна е со рамнината  5,4,2P  : 72  zx y  и ја сече 

правата :q
2

6

3

4

1

3 






 zyx

. 

 Решение. Рамнината   е нормална на векторот  2, 2,1n  


. 

Правата  е паралелна на векторот q  1,3, 2q  


 и ја содржи 

. Нека правата  6,4,3Q  p  е паралелна на  , ,p x y z


. Векторот 

.  ,11,0PQ 


 
 Од условот, правата  е паралелна со рамнинатаp  , следува, 

pn
 

=0.    01,2,2,, zyx  022  zyx . 
Од условот, правите и  се сечат, следува p q

 , , 0p q PQ 
 

 0

101

231 
zyx

  

0323  yzyx  0 zyx  
 Двата услови се исполнети ако се решение на системот 

равенки , односно ако 






0

022

zyx

zyx

kkx 





11

12
, kky 3

11

21



 , kkz 4

11

22



 . 

Следува векторот    ,3 , 4 1,3,4p k k k


. 

 Конечно равенките на правата p  гласат 
4

5

3

4

1

1 





 zyx
. 
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 Задача 14*. Најди ги равенките на правата која е паралелна 
со рамнините  : 053123  zyx  и  : 07943  zyx  и ги 
сече правите 

p : 
3

1

4

3

2

5 






 zyx

 и q : 
4

2

3

1

2

3 






 zyx

. 

 Решение. Нормалните вектори на рамнините се 

   1 3,12, 3 1,4, 1n   


 и  2 3, 4,9n  


. Правата е паралелна со 

векторскиот производ 

1 2n n 
 

 













43

41
,

39

11
,

94

14    4,3,816,12,32  . 

Нека  е точка од бараната права  zyxR ,,  r . Бидејќи правата r  ја 

сече правата p , векторите  5, , 1PR x y z3   


,  2, 4,q   3


 и 

 се компланарни, односно 8, 3, 4   r
  , ,PR r 0p 

  
, 

0

438

342

135





 zyx



            0385913216324516  yzzyx x   

      0126332525  zyx  02626963212525  zyx
 055263225  zyx . 

Бидејќи правата r  ја сече правата , векторите 

, 

q

 3, 1 2QR x y   


, z  2,3,q   4


 и  8, 3, 4r   


 се 

комплана  рни, од сноно  , ,QR q r 0
  

, 

0

438

432

213





 zyx



            018322426132312 12  yzzyx

 
x 

  0218124  zy     2314 0 zy  01034  zy . 

 Следува, равенката на правата r  е . 







01034

055263225

zy

zyx
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 Задача 15*. Најди ги равенките на заедничката нормала на 
правите  

p : 
12

2

1

1 zyx






 и : q

1

1

1

1

1

3 






 zyx

. 

 Решение. Прв начин. Правата p  е паралелна на векторот 

 1, 2,1p 


 и ја содржи точката  0,2,1P , правата  е паралелна на 

векторот 

q

 1, 1,1 q


 и ја содржи точката  ,3 1,1Q . Нормала на 

права, е права што е нормална и ја сече правата. Нека r  е 
заедничката нормала на правите која е паралелна на вектор  и ја 
содржи точката 

r


 z,yxR , . 

 
 Векторот r


 е нормален на векторите p


 и q


, следува дека е 
паралелен на нивниот векторски производ 

p q 
     1,0,13,0,3

11

21
,

11

11
,

11

12











. 

Земаме  1,0, 1r  


.  

 Векторите  zyxPR ,2,1  , p


 и r


 се компланарни. 
Следува 

 , , 0PR p r 
  

 0

101

121

21




 zyx



  012 222  x yzy     2 02212  zyx 
021  zyx  01 zyx . 

Векторите  1,1,3  zyxQR ,q


 и r


 се компланарни. Следува 
дека 
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0

101

111

113





 zyx

 , , 0QR q r
  

   

01113  yzyx  022  zyx . 
Од претходните два става, добиваме дека равенките на правата p  се  








022

01

zyx

zyx
. 

 Втор начин. Ги пишуваме равенките на правите во 
параметарски облик, 

p : tx 1 , ty 22 , tz   
q : kx  3 , ky  1 , kz 1 . 

 Нека точките P  и  се пресечни точки на правите со 

заедничката нормала. Нивните координати се 

Q

 tttP ,22,1   и 

 kkkQ  1,1,3 , за некои  и . Векторот t k

 tkktkPQ  3,2 t 1,2  е паралелен со нормалата, односно 

е нормален на векторите  1,2p  ,1


 и  1, 1,1q  


. Следува, 

0PQp 
 

   012322  tktktk   


2

1
t  и  014262  tktktk  063  t

0PQq 


   01232  tktktk 
01232  tktktk  2k . 

 Значи точките имаат координати 





 

2

1
,1,

2

1
P  и  1,1,1 Q . 

Векторот  1,0,1
2

1
,0,

2

1







 PQ . Следува равенката на нормалата е 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

1

0

1

1

1








 zyx

. 

 Коментар. Вториот начин најчесто е аритметички потежок. 
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5.4. АГОЛ 

 
 Задача 1. Најди го косинусот од аголот меѓу рамнините 

 и 2 3 7x y z    0 3 5 0x y z    . 

 Решение. Првата рамнина е 
нормална на векторот  1 1, 2,3n  


, а 

втората на  2 1,1, 3n  


. Нека со   го 

означиме аголот меѓу рамнините.  
 Следува дека 

1 2

1 2

cos
n n

n n
  

 
 

   1 1 2 1 3 3 10

1 4 9 1 1 9 154

      


   
. 

 
 Задача 2. Најди го аголот меѓу рамнините 2 013  zyx  и 

03264  zyx . 
 Решение. Прв начин. Рамнините се паралелни бидејќи 
коефициентите пред променливите се пропорционални. Следува 
дека аголот меѓу нив е 0. 
 Втор начин. До истиот заклучок би дошле и ако задачата ја 
решиме според формулата за агол меѓу две рамнини. 

1 2

1 2

cos
n n

n n
  

 
 

 
 

1

2

2, 3,1

4, 6,2

n

n

  
   


 




222222 264132

2188
 

1
14142

28

5614

28
 .  

Следува,  
01arccos  . 

 
 Задача 3. Најди аголот меѓу правите :p  0x , 0y  и  

, . 
:q

2x 1y
 Решение. Правите се паралелни на -оската. Следува дека 
аголот меѓу нив е . 

z
0

 Коментар. Каноничните равенки на правите се  

0 0 1

x y z
   и 

2 1

0 0 1

x y z 
  . 
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 Задача 4. Најди го синусот од аголот меѓу правата 

, 5 8 0x y z    2 1 0x z    и рамнината 052  zyx . 

 Решение. Правата е паралелна со векторот  

 
 

1
1 2

2

1,1, 5

1,0, 2

n
n n

n

  
     


 


1 5 5 1 1 1

, ,
0 2 2 1 1 0

  
   

 

   2, 3, 1 2,3,1 p   


. 

 
Рамнината е нормална на векторот  2, 1,1n  


. Следува,  

sin
pn

p n
  

 
 

 2 2 3 1 1 1 2 1

4 9 1 4 1 1 14 6 21

    
 

   
,  

од каде 
1

arcsin
21

  . 

 
 Задача 5.  Најди го аголот меѓу правата  








033

2

zx

y
 и рамнината 1x . 

 Решение. Правата е паралелна на векторот: 

 
 

1

1 2
2

0,1,0

3,0, 3

n
p n n

n

 
    

   


  

 







 03

10
,

33

00
,

30

01

 3,0,3  . 

 
Рамнината е нормална на векторот  1,0,0n 


. Оттука, 
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sin
pn

p n
  

 
 

   






22
33

3

2

1

32

3

12

3
 , од каде  

1
arcsin

2 6

   . 

 
 Задача 6. Најди аголот меѓу правите  

:p
22

2

1

1 zyx








 и . :







1

22

zyx

zyx
q

 Решение. Правата p  е паралелна со векторот  1, 2, 2p  


. 

Правата  е паралелна на векторот q

 
 

1
1 2

2

2, 1,1

1,1, 1

n
n n

n

  
     


 

  3,3,0
11

12
,

11

21
,

11

11








 



. 

 

Па, cos
pq

p q
  

 
 

 
0

330112

313102
222222





. Следува 

2

  . 

 
 Задача 7. Напиши ги равенките на правата што минува низ 
точката  3,5,1 M  и со координатните оски x , y  и  зафаќа агли z

3


, 

4


 и 

3

2
, соодветно. 

 Решение. Еден паралелен вектор на правата е 
 cos ,cos ,cosp   


, каде  ,   и   се аглите што ги зафаќа 

правата со координатните оски. (Имено, ако  , ,p x y z


 е паралелен 

вектор на правата, аглите што ги гради со ортовите  1,0,0,i 


, 

 и  0,1,0,j 


 0,0,1k 


 се:  
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cos
pi x

pp i
  


  , cos

pj y

pp j
  


   и cos

pk z

pp k
  


  . 

Следува дека    1
cos ,cos ,cos , , ,

p
x y z

p p
    


   е исто така 

паралелен вектор на правата).  
 Од условот на задачата 

2

1

3
coscos 

 , 
2

2

4
coscos 

  и 
2

1

3

2
coscos 

 , 

следува дека    1,2,1
2

1
,

2

2
,

2

1
cos,cos,cos 








 . 

 Затоа, равенката на правата е  

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

3

2

5

1

1








 zyx

. 

 
 Задача 8. Пресметај ги косинусите на аглите што правата 

22

2

1

1 zyx








 ги гради со координатните оски. 

 Решение. Правата е паралелна на векторот  1, 2, 2p  


. 

Векторите паралелни со x , y  и  оската се z  1,0,0i 


,  0,1,0j 


 и 

 0,0,1k 


, соодветно. Тогаш косинусите на аглите што правата  ги 

гради со координатните оски се 
1 1

cos
31 4 4

pi

p i
   

 


 , 

2 2
cos

31 4 4

pj

p j
 
  

 



  и 

2 2
cos

31 4 4

pk

p k
   

 


 . 

 
 Задача 9*. Низ z  оската повлечи рамнина која со рамнината 

052  zyx  зафаќа агол од . 060

 Решение. Бидејќи рамнината минува низ z -оската, има 
равенка 0 ByAx . Ако 0A , аголот меѓу рамнините  
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0y  и 052  zyx  e 
8

1

5121

051102
cos 




  

и е различен од .  o60

 
Значи , па равенката на рамнината може да се подели со , 0A A

0y
A

B
x . Земаме B

A

B  . Значи, равенката на рамнината е  

0 yBx . 
 Коефициентот 'B  ќе го определиме од условот аголот меѓу 

рамнините да изнесува 60 . 

 
 

1 2

1 2

1, ,0
cos

2,1, 5

n B n n

n nn
 

  
   
   

  
 

5121

05112
60cos

222 




B

Bo 

101

2

2

1
2B

B




   BB  22101 2     2B2 24101 B 

 22 28810 BB 10B  038 B3B 2  

6

64 3348
1

B 2/  
6

8 10
2/1


B  31 B , 

3

1
2 B . 

 Значи постојат две рамнини кои ги исполнуваат условите на 
задачата  

03  yx  и 0
3

1
 yx . 

 
 Задача 10*. Запиши ја равенката на рамнината   која ја 

содржи правата p :  и со рамнината : 






04

05

zx

zyx


01284  zyx , зафаќа агол 
4

  . 

 Решение. Рамнината   е нормална на  1 1, 4, 8n   


. 
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 Рамнината   припаѓа на снопот равенки што го формираат 
рамнините 05  zyx  и 04  zx , односно за одредена 
вредност на   се добива нејзината равенка. 

  00405  zxzyx       04151   zyx . 

 Нормалниот вектор на рамнината   e  1 ,5,1n    


. 

Бидејќи аголот меѓу двете рамнини е 
4


, важи:  

1

1

cos
nn

n n
  


 

   







64161151

88201

4
cos

222 


 

81212521

279

2

2
22 






 

22279

39

2

1








 

32227 2     

 22 32227     962227 22   

1812 2227 2   2  
4

3
 . 

 Следува равенката на рамнината   е  

0
4

3
4

4

3
15

4

3
1 













 






  zyx  03

4

7
5

4

1
 zyx

0



14720  zyx . 
 Проверуваме каков агол зафаќа рамнината 04  zx  со 
рамнината . 

 
 

11 2

21 2

1, 4, 8
cos

1,0, 1

nn n

nn n
     
     

 
 

2

2

29

9

29

81



. 

 Добивме дека 
42

2
arccos

  , па и оваа рамнина ги 

исполнува условите на задачата.  
 Значи решенија се рамнините  

014720  zyx  и 04  zx . 
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 Втор начин. Правата p  е паралелна со векторот  

 
 

1
1 2

2

1,5,1

1,0, 1

n
p n n

n

 
      


  

  5,2,5
01

51
,

11

11
,

10

15











. 

Нека нормалниот вектор на бараната рамнина е  , ,n A B C


. 

Векторите p


 и n


 се заемно нормални, следува дека , 
односно 

0pn 
 

0525  CBA . Бидејќи 0A , може да земеме . 

Тогаш 

1A

552  CB  или 
2

5

2

5
 CB . Бидејќи векторите  и  

зафаќаат агол од 

n


1n


4


, важи: 


2

2

2

5

2

5
19

8
2
5

2
5

41

2

2

CC

CC







 







 

1nn

1

cos
n n

 

  

22

4

25

2

25

4

25
19

189

2

1

CCC

C




   

4

29

2

25

4

29
9

219

2

1

2 




CC

C
  22 212

292529
CCC  

424
 

22 882
4

29

2

25

4

29
CCCC    

22 32328295029 CCCC   021183 2  CC   

1,2

18 324 252

6
C

 
  1,2

18 576

6
C


  1,2

18 24

6
C


   

71 C , 12 C . 
 Оттука,  

20
2

5
7

2

5
1 B  и 0

2

5

2

5
2 B . 

 Значи решенија се рамнините  
014720  zyx  и 04  zx . 
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5.5. РАСТОЈАНИЕ 

 
 Задача 1.  Најди го растојанието од точката  4,5,3M  до 
правата :p  2 3 5 0x y z    , 2 3 4 0x y z    . 

 Решение. Правата ја содржи точката  0,1,2P  и е паралелна 
на векторот  

 
 

2,3, 1

1, 2, 3

  1
1 2

2

n
n n

n
      


 

  

3 1

2 3

 1 2 2 3
, ,

3 1 1 2

 
    

  

   11,5, 7 11, 5,7 p   


. 

 

Векторот  1,4,4PM 


 и 
p PM

d
p






 . Имаме 

p PM 
    5 7 7 11 11 5

, , 48, 37,49 48,37, 49
4 4 4 1 1 4

  
     

, 

2 2 248 37 49 6074p PM    


 и 121 25 49 195p    


. 

Следува дека 
6074

195
d  . 

 
 Задача 2. Најди го растојанието од точката  4,5,3M  до 
рамнината 2 4 3x y z 0    . 

 Решение. Според формулата за 
растојание од точка до рамнина, 







222

000

CBA

DCzByAx
d

2 2 2

2 3 1 5 4 4 3

2 1 2

     


 

2

3
. 
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 Задача 3.  Најди го растојанието меѓу разминувачките прави  

p :
22

1

1

2 zyx








 и :q
1

3

2

4

2

5 





 zyx
. 

 Решение. Прв начин. Според 
формулата за растојание меѓу 
разминувачки прави,  

 , ,p q PQ
d

p q




 

 



, каде: 

1, 2, 2p  


,  2, 2,1q


,  0,1,2P , 

 3,4,5Q  и    3 1,1,13,3,3 PQ




. 

 Притоа, 

, ,p q PQ 
 

   94144223

111

122

221

3 , 


 , , 9p q PQ 
 

, 

p q 
 








 
22

21
,

21

12
,

12

22  6,5,2   и 

4 25 36 65  p q 
 

. Следува 
65

9
d . 

 Втор начин. Ќе ја определиме равенката на рамнината што 
минува низ правата p  и е паралелна на правата . Бидејќи q

p q 
     6,5,26,5,2  , нејзината равенка е 

      0000  zzCyyBxxA      061522  zyx

0


1652  zyx . 

 Сега бараното растојание е растојанието од точка од правата 
, на пример , до рамнината, q Q

222

000

CBA

DCzByAx
d






65

9

36254

1364552





 . 
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 Задача 4. Најди го растојанието меѓу паралелните прави:  

p : 2 1x t  , 3 2y t  , 5 4z t   ; и  
q : 2 3x t  , 3 2y t  , 5 1z t   . 

 Решение. Правата p  е паралелна на векторот  2,3, 5p  


 и 

ја содржи точката  1, 4P 2,  , правата  ја содржи точката q

 3,2, 1Q   и  4,32,PQ 


. Притоа, 

 

p PQ
  3 5 5 2 2 3

, , 29, 16,
4 3 3 2 2 4

  
   

2 , 

2 2 229 16 2 1101p PQ    


 и 4 9 25 38p    


, од каде 

1101

38

p PQ
d

p


 



 . 

 
 Задача 5.  Најди го растојанието меѓу паралелните рамнини 

0322  zyx  и 01222  zyx . 

 Решение. Растојание меѓу паралелни рамнини е растојанието 
од произволна точка од едната 
рамнина до другата рамнина.  
 Избираме точка од рамнината 

01222  zyx . За 0x  и  се 
добива 

0z
12y . Значи, точката 

 0,12,0M  лежи на рамнината. Сега, 

222

000

CBA

DCzByAx
d






222 212

30212102




 5

3

15
 . 
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 Задача 6. Најди го растојанието меѓу правата 

22

1

1

2 zyx








 и рамнината 02  yx . 

 Решение. Правата е паралелна 
на векторот  1,2,2p  


 и ја содржи 

точката  0,1,2P , а рамнината е 

нормална на векторот  2,n  1,0


. 

Бидејќи 2 2 0pn    
 

, следува дека 
правата е паралелна со рамнината. Оттука  

222

000

CBA

DCzByAx
d




 5

5

5

14

1122





 . 

 
 Задача 7. Најди равенка на рамнина која е паралелна со 
рамнината 01122  zyx  и е на растојание  единици од неа. 

Притоа бараната рамнина и точката 

5

 4,2,1M  се на различни страни 
од дадената рамнина. 
 Решение. Бидејќи бараната рамнина е паралелна на дадената, 
нејзината равенка е 022  Dzyx . Една нејзина точка е 

  DMb ,0,0 .

 Рамнините да се на растојание 5  единици ако 

222

000

CBA

DCzByAx
d




 

144

110202
5






D
  

1511 D  1511 D  4D , 26D . 

 Бараната рамнина и точката M  се на различни страни од 
дадената рамнина 01122  zyx , ако 

0911442 Md  и 11 Dd
bM

 

се со различи знаци, т.е. 011D , односно 11D . Следува 
дека . 26D
 Значи решението е 02622  zyx . 
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 Задача 8.  Најди го растојанието меѓу разминувачките прави  

p :  и : . 












tz

ty

tx

22

1

21

q







1

04

z

yx

 Решение. Правата p  е паралелна на векторот  2, 1, 2p  


 и 

ја содржи точката  2,1,1P . Равенките на правата  ги 

трансформираме во вид 

q

1

4





y

x , 01z , од каде 

0

1

1

4

1








zyx

. Следува дека  е паралелна на векторот q

 1, 1,0q  


 и ја содржи точката  1Q ,4,0 . Притоа,  1,3,1 PQ  и 

 , ,p q PQ 
 







131

011

212

91262  ,  , , 9p q PQ 
 

, 

p q
 
















11

12
,

10

22
,

01

21  1,2,2  , p q
 

3144  . 

Оттука растојанието е 
 , ,p q PQ

d
p q




 

  = 3
3

9
 . 

 
 Задача 9.  На x -oската определи точка M еднакво 
оддалечена од рамнините 0122  zyx  и 011612 15  zyx . 

 Решение. Бидејќи точката M  припаѓа на x -оската, има 
координати  0,0,xM . 

 
Растојанијата од точката M до двете рамнини се еднакви т.е. 

   222222 122

102

151612

1002








 xx


3

12

25

112 


 xx
  

12251123  xx  2550336  xx  

  2550336  xx . 
Имаме два случаи 
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2550336  xx  2814 x  2x , 
или 

 2550336  xx  2550336  xx  2286 x 
43

11
x . 

 
Значи, постојат две точки кои ги исполнуваат условите на задачата  

 0,0,21M  и 







0,0,
43

11
2M  . 

 Следува дека задачата има две решенија  
019424  zyx  и 029424  zyx . 

 
 Задача 10. Точките  3,2,1 A  и  1,4,5 C  се спротивни 
темиња на ромб. Третото теме B  лежи на правата  

3

2

5

4

2

1








 zyx

. 

Напиши ја равенката на рамнината во која лежи ромбот и пресметај 
ја неговата плоштина. 
 Решение. Параметарските равенки на правата се  

12  tx , 45  ty  и 23  tz . 

Темето B  лежи на правата. Следува  23,45,12  tttB , за некој 
број t . Векторот  

 13,25,2  tttAB  и  33,5,42  tttCB . 

 Бидејќи страните во ромбот се еднакви,  следува CBAB   

односно, 

       222222 33254213254  tttttt 2/ 

9t1892516164169420254 222222  ttttttttt   
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2534514  tt  2020 t  1t . 

 Следува  4,3,2 BA ,  0,5,2 BC , од каде  

   4,2,5416,8,20
52

32
,

20

24
,

05

43















BCBA  ,  

и плоштината на ромбот е 

51254454164254  BCBAP . 

 Рамнината во која лежи ромбот е нормална на векторот 
 и ја содржи точката  4,2,5   3,2,1 A , од каде нејзината равенка е  

      0000  zzCyyBxxA        0342215  zyx 
01244255  zyx  013425  zyx . 

 
 

5.6. СИМЕТРИЧНИ ТОЧКИ 
 
 Во учебникот, во задачите 5.6.1-5.6.3 се опишани постапките 
за наоѓање на проекции на точка врз рамнина, точка врз права, и 
права врз рамнина. 
 
 Задача 1. Најди ја симетричната точка на точката , 

во однос на точката 

 5,3,2 M

 1,1,4M  . 

 Решение. Прв начин. Нека 
симетричната точка е  zyxM ,, .  

M   е средина на отсечката MM Точката  , 

односно :MM M M 1  


делење на


. Според 

формулата     во даден 



отечка

однос, 

за







x , 
1

21 xx







 1y , 
1

2yy







 2z , координатите на 

точката
1
1 zz

 M  е  с

2

2
4

x
 , 

2

3
1

y
 , 

2

5
1

x
 6x , 5y , 3z .  

 Следува,  6,5, 3M   

 Втор начин. Нека симетричната точка е  zyxM ,, . 

Векторот  2,4, 4MM  


 е еднаков со  1,1 z,4  yxMM  т.е. 
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   1,1,44,4,2  zyx  42  x , 14  y , 14  z   
6x , 5y , 3z . 

 
 Задача 2. Дадена е точката  4,3,2M  и рамнината 

: 052  zyx . Најди ја: 
 а) правата низ точката M  нормална на рамнината .  
 б) ортогонална проекција M  на точката M  врз рамнината 

 .
 в) точката M  симетрична на точката M  во однос на 
рамнината  .
 Решение. а) Правата е паралелна на векторот  1, 1, 2n  


.  

Нејзината равенка е 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








2

4

1

3

1

2 






 zyx

. 

 
 б) Го определуваме параметарот , на тој начин што 
равенките правата ги сведуваме во параметарски вид , 

 

t
tx  2

ty  3 , tz 24 
05

, и ги заменуваме во равенката на рамнината 
2  zyx . 

    0524232  ttt   
054832  ttt  0126 t  2t  

 Координатите на ортогоналната проекција се  0,5,0M  . 

 в) Нека  zyxM  ,,  е симетричната точка. Според 
формулата за делење на отсечка во даден однос, имаме  

2

2
0

x 
  2x , 

2

3
5

y 
  7y , 

2

4
0

z 
  4z . 

Следува симетричната точка е  4,7,2 M . 



 
5.6. Симетрични точки 

 

Д-р Зоран Мисајлески  5. Аналитичка геометрија 251 

 
 Задача 3. Дадени се точката  4,3,2M  и правата 

1

1

23

1
:




 zyx
p . Најди ја: 

 а) рамнината низ точката M  нормална на правата p . 
 б) ортогоналната проекција M   на точката M  врз правата p . 
 в) точката M   симетрична на M  во однос на правата p . 

 Решение. Правата е паралелна на векторот  3,2,1n 


. 

 а) Равенката на рамнината што е нормална на векторот  и ја 
содржи точката 

n


M  е 
      0000  zzCyyBxxA   

      043223  zyx   
046263  zyx   01623  zyx . 

 
 б) Ортогоналната проекција е пресек на правата чија равенка 
ја запишуваме во параметарски вид 13  tx , ty 2 , 1 tz  и 
рамнината 01623  zyx . Со замена на равенките на правата во 
рамнината го определуваме параметарот , t

  016122133  ttt   
0161439  ttt  01414 t  1t . 

 Следува  0,2,4M  . 

 в) Нека  zyxM  ,,  е симетричната точка. Од условот за 
делење на отсечка во даден однос, важи 

2

2
4

x 
  6x , 

2

3
2

y 
  1y , 

2

4
0

z 
  4z . 

Следува дека  4,1,6 M . 
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 Задача 4. Најди ја симетричната точка на точката  4,3,2M  
во однос на правата  

1

1

23

1
:




 zyx
p . 

 Решение. Прв начин е да ја спроведеме постапката од 
претходната задача. 

 
 Втор начин. Правата е паралелна на векторот  3, 2,1p 


. 

Нека координатите на симетричната точка се  zyxM ,, . Векторот 

 4,3,2  zyxMM  е нормален со векторот p


. Следува дека 

0MM p 



     043223  zyx  01623  zyx . 

 Средината на отсечката MM  , 





 

2

4
,

2

3
,

2

2 zyx
M , лежи 

на правата, чии равенки во параметарски вид се 13  tx ,  и 
. Следува дека 

ty 2
1 tz

13
2

2



t

x
, t
y

2
2

3



, 1

2

4



t

z
  

262  tx , ty 43  , 224  tz  tx 6 , 34  ty , 62  tz . 
 Ако замениме во условот 01623  zyx , добиваме  

  0166234218  ttt  016626818  ttt 
02828 t  1t . 

 Оттука координатите на симетричната точка се  4,1,6 M .  
 
 Задача 5. Напиши ја равенката на правата која минува низ 

точката  1,1,1 M  и е заемно нормална со правата . 







01

0
:

zy

x
p

 Решение. Нека  , ,n x y z


 е нормалниот вектор на 

нормалата на правата p  која минува низ точката M . 
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 Равенките на правата p  од општ вид ги сведуваме во 
каноничен 

0x , 01 zy  0x , 1 zy 
11

1

0

zyx



 . 

Следува дека правата p  е паралелна на векторот  0,1,1p 


. 

 
 Определуваме равенка на рамнина која е нормална на правата p  
и ја содржи точката M , 

      0000  zzCyyBxxA        0111110  zyx 
0 zy . 

 Го бараме пресекот P  на правата 0x , ty  1 ,  и 
рамнината 

tz 
0 zy , 

01  tt 
2

1
t . Следува 






 

2

1
,

2

1
,0P . 

 На крај, го определуваме векторот  1,1,2
2

1
,

2

1
,1 






 PM . 

 Ги добивме сите податоци потребни за определување на 
равенката на нормалата, 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








1

1

1

1

2

1 






 zyx

. 

 

 Задача 6. Дадена е правата 
1

1

23

1
:




 zyx
p  и рамнината 

: 052  zyx . Најди ја проекцијата p  на правата p  врз 
рамнината . 
 Решение. Прв начин. Правата p  е паралелна на векторот 

 и ја содржи точката 3, 2,1p 
   1,0,1 P , а рамнината   е нормална  

на векторот  1, 1, 2n  


. 
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Равенката на проектирачката рамнина е 

 , , 0PX p n 
  

  0

211

123

11




 zyx

  

    0
11

23
1

21

13

21

12
1 





 zyx  

     015515  zyx / 5:   
011  zyx  02  zyx . 

Оттука равенките на проекцијата p  се . 







02

052

zyx

zyx

 Втор начин. Правата p  е паралелна на векторот  3, 2,1p 


 

и ја содржи точката  1,0,1 P , а рамнината   е нормална на 

векторот  1, 1, 2n  


. Еден нормален вектор на проектирачката 

рамнина е векторскиот производ на векторите p


 и n


, 

  2 1 1 3 3 2
, , 5, 5, 5 5 1, 1, 1

1 2 2 1 1 1
p n

 
          
   . 

Бидејќи проектирачката рамнина ја содржи точката P , нејзината 
равенка е  

      0000  zzCyyBxxA   

  011  zyx  02  zyx . 

Следува дека равенките на проекцијата p  се . 







02

052

zyx

zyx

 Трет начин. Ја бараме пресечната точка  на правата Q p  и 
рамнината . Параметарските равенки на правата  p  се, , 

, . Со замена во равенката на рамнината добиваме 
1t3x

ty 2 1z t
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  0512213  ttt  043 t 
3

4
t . 

 Следува дека координатите на пресечната точка се 

31
3

4
3 






x , 

3

8

3

4
2 






y , 

3

7
1

3

4
z . 

 Ја бараме ортогоналната проекција P  на точката P  врз 
рамнината . Правата што минува низ точката  P  и е нормална на 
рамнината има равенка  

n

zz

m

yy

l

xx 000 








2

1

11

1 





 zyx
   

1 tx , ty  , 12  tz . 
Со замена во равенката на рамнината го определуваме параметарот t , 

  051221  ttt  046 t 
3

2
t . Значи 






 

3

7
,

3

2
,

3

1
P . 

Векторот  







 

3

7

3

7
,

3

8

3

2
,3

3

1
PP  0,1,10,

3

10
,

3

10






 . 

Следува дека равенката на ортогоналната проекција е 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








0
3

7

1
3

8

1

3 





 zyx
 . 

 
 Задача 7*. Најди ја симетричната права на правата 

p :
2

1

3

4

4 






zyx

 во однос на рамнината  : 083  zyx . 

 Решение. Прво ја наоѓаме пресечната точка Q  на правата и 
рамнината. 
Равенките на правата во параметарски вид се tx 4 , 43  ty , 

. Параметарот  е 12  tz t
    08123434  ttt  0836434  ttt   

015  t 
5

1
t . Следува 






 

5

7
,

5

23
,

5

4
Q . 
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 Ја наоѓаме симетричната точка на точката  1,4,0 P  во однос 

на рамнината  , чиј нормален вектор е  1, 1,n   3


. 

 
 Правата што е нормална на рамнината   и ја содржи 
точката P  има равенка 

n

zz

m

yy

l

xx 000 








3

1

1

4

1








zyx

 tx   , 4 ty , 

13  tz . 
Ортогоналната проекција на точката P  врз рамнината  , ја 
добиваме за следната вредност на параметарот t , 

    081334  ttt  08394  ttt  0111 t 

11

1
t . 

Нејзините координати се 





 

11

14
,

11

45
,

11

1
P . Нека координатите на 

симетричната точка се  zyxP ,, . Од условот PPPP   добиваме 

11

1

11

1
 x 

11

2
x , 

11

45

11

1
 y   

11

46
y , 

11

14

11

3
 z 

11

17
z . Значи, 






 

11

17
,

11

46
,

11

2
P .  

Векторот 







 

11

17

5

7
,

11

46

5

23
,

11

2

5

4
QP  







 

55

8577
,

55

230253
,

55

1044  8,23,54
55

8
,

55

23
,

55

54






 . 

 Конечно, симетричната права е правата што е паралелна на 
векторот  и ја содржи точката Q ,  8,23,54 
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
8

5

7

23
5

23

54
5

4






 zyx

. 
n

zz

m

yy

l

xx 000 







 
5.7. Задачи за вежбање 

 
5. Аналитичка геометрија 

5.1. Рамнина 
 Задача 1. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  7, 2, 1M     и е нормална на векторот  3, 7,2n  


. 

 Задача 2. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  1,2,3 M  и е нормална на -оската. z
 Задача 3. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  4,6,2 M  и е паралелна со рамнината 0422  zyx . 
 Задача 4. Напиши ја равенката на рамнината што минува низ 
точката  4,6,2 M  и е паралелна со  рамнината. xOy
 Задача 5. Равенката на рамнината 0522  zyx  напиши 
ja во сегментен вид. 
 Задача 6. Напиши ги векторските и параметарските равенки 
на рамнината 0522  zyx . 
 Задача 7. Напиши ја  

1) векторската 2) скаларната 
равенка на рамнината што минува низ точката  5,4, 1M   и е 

нормална на векторот  1, 7,2n  


. 

 Задача 8. Дадена е точката  6,1,2 M . Напиши ја равенката 
на рамнината што минува низ точката M , а на координатните оски 
отсекува сегменти a ,  и , така што b c 3:2:4:: cba . 
 Задача 9. Најди го волуменот на тетраедарот ограничен со 
координатните рамнини и рамнината 012643  zyx . 
 Задача 10. Равенката на рамн 5 ината 022  zyx  

напиши ja во нормален вид. 
 Задача 11. Скицирај ги рамнините 
  а) 01z ; б) 023 x ; в) 0 zyx . 
 Задача 12. Напиши ја равенката на рамнината што минува 
низ точките  2,1,1A ,  2,2,1 B  и  1,3,2C . 
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 Задача 13. Провери дали точките  1,0,0A  и  0,2,3 B  лежат 
на рамнината 2 2 1 0x y z    . 
 Задача 14-15. Провери дали точките:  

1)  1,0,0A ,  0,2,3 B ,  9,6,4 C  и  2,0,1D ; 

2)  1,0,0A ,  0,2,3 B ,  9,6,4 C  и  1,0,2D ; 

лежат во една рамнина. Во случај на потврден одговор, најди ја 
равенката на рамнината во која лежат. 
 Задача 16. Напиши ја равенката на рамнината што минува 
низ точката  2,3,3M  и е паралелна со векторите  1,0, 5a   


 и 

 1, 1, 2b   


. 

 Задача 17. Напиши ја равенката на рамнината што ги содржи 
точките  и  1,4,2A  1,1,2 B  и е нормална на рамнината 

04323 z yx . 
 Задача 18. Напиши ја равенката на рамнината што ја содржи 
точката  2,1,1 M  и е нормална на рамнините 0422  zyx  и 

0532 z yx . 

 Задача 19. Дадени се точките  1,4,2A  и  1,1,2 B . Напиши 
ја равенката на рамнината што минува низ средината на отсечката 

AB  и е нормална AB . 
 Задача 20. Напиши ја равенката на рамнината што е 
поставена нормално на векторот  2, 2, 1n   


, така што векторот е 

насочен кон рамнината и е на растојание 5 единици од 
координатниот почеток. 
 Задача 19. Во снопот рамнини определен со рамнините 

0232:  zyx  и 03148525:  zyx , определи две 
нормални една на друга рамнини, од кои едната минува низ точката 

.  1,3,4 M
 Задача 20-21. Дадена е рамнината 0232  zyx . 
Провери дали точките  и A B  лежат на иста или на различна страна 
од рамнината, ако 

1)  1,2,3A  и  1,1,1 B   2)  5,3,2A  и  1,1,4B . 
 Задача 22. Провери дали рамнината 07324  zyx  ги 

сече страните на триаголникот , ако ABC  2,3,4 A ,  7,1,3 B  и 

.  5,1,2 C
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5.2. Права 
 Задача 1. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точката  и е паралелна на векторот  2,2,1 P   2, 3,3p  


. 

 Задача 2. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точката  и е паралелна на -оската.   1,3,2P 



y
 Задача 3.  Најди ја равенката на правата што минува низ 

точката  1,2,3 P  и е паралелна со правата 
2

3

2

4

1

7 






 zyx

.

  
 Задача 4. Напиши ја равенката на правата што минува низ 
точките  и  1,6,5P  1,9,7 Q .  
 Задача 5. Најди ги: 
 а) векторските; б) каноничните; в) параметарските; 
равенки на правата што минува низ точката  2,1,3M  и е нормална 
на рамнината 012  zyx . 

 Задача 6.  Равенките на правата 
2

3

2

4

1

7 






 zyx

 запиши 

ги во параметарски вид. 
 Задача 7-8.  Напиши ги равенките на правата p  во 
каноничен вид ако:  
7) :p 17  tx , 23  ty , 5z ;   8) :p 0x , 012  zy ; 

 Задача 14-16. Напиши ги равенките на правата p  во 
каноничен вид ако: 

1) :p






83

932

zyx

zyx
; 2) :p








012

022

zyx

zyx
. 

 Задача 17-18. Равенките на правата p  запиши ги во 
проекции, ако: 

1) :p
1

1

1

3

1

2 






 zyx

; 2) . 






0193

07432

zyx

zyx

 Задача 19. Најди паралелен вектор на правата  







0193

07432

zyx

zyx
. 

 Задача 20. Најди точка што лежи на правата  
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





0193

07432

zyx

zyx
. 

 Задача 21.  Провери дали правата 
1

1

2

3

1

1








 zyx

 минува 

низ точката 
1)  1,3,1 M ;   2)  1,1,2N . 

 Задача 22. Провери дали точките  

 1,0,3M ,  4,2,0N  и 







3,
3

4
,1P  

 лежат на една права. 

 Задача 23. Покажи дека правата 
3

1

1

3

2

2 





 zyx
 лежи во 

рамнината 06  zyx . 
 Задача 24. Дадени се темињата на триаголникот : 

, 
ABC

 4,2,1 A  3,1,3 B ,  7,1,5 C . Напиши ги равенките на правата 
конструирана над висината повлечена од темето B . 
 Задача 25. Дадени се темињата на тристраната пирамида 

: , ABCD  3,2,2A  0,1,1 B ,  1,2,1C  и  0,2,2D . Напиши ги 
равенките на правата конструирана над висината спуштена од 
темето D . 

5.3. Заемен однос, сечење 
 Задача 1-3. Најди ја пресечната точка, ако постои, на 
рамнините: 
 1) 042  zyx , 01353  zyx  и 0872  zyx  
 2) 022  zyx , 0132  zyx  и 0323  zyx  
 2) 022  zyx , 0133  zx  и 012  zyx . 
 Задача 4-5. Провери дали правите p  и  се заемно 
нормални, ако: 

q

1) :p
1

1

1

1

3

2 






 zyx

 и :q
1

1

2

1

1

2








 zyx

 

2)  и . 






04

05323
:

zyx

zyx
p













23

4

32

:

tz

ty

tx

q
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 Задача 6-7. Најди го прободот на правата p  врз рамнината 
 ако: 

1) p :
22

2

1

1 zyx








 и  : 012  zyx ; 

2) p :
2

1 1
2

y
x z


     и  : 4 0x y z    . 

 Задача 8. Најди го прободот на правата што минува низ 
точките  и  2,3,3P  0,1,1 Q  врз рамнината 012  zyx . 
 Задача 9. Определи ги равенките на правата што минува низ 

пресечните точки на правите 
4

1

23

2
:







 zyx
p  и zyxq 32:   

со рамнината 0132:  zyx . 
 Задача 10-12. Најди ја равенката на правата p  што минува 
низ точката , нормална е на правата  и паралелна со рамнината 

, ако: 
P q



1)  3,2,1 P , :q
22

2

3

1 zyx








 и 02:  zyx ; 

2)  3,2,1 P ,  и :







83

932

zyx

zyx
q 02:  zyx ; 

3)  2, 1,1P  ,  и :






04

05323

zyx

zyx
q 2 zyx . 

 Задача 13. Напиши ги равенките на правата што минува низ 
пресечната точка на рамнините   

02  zyx ,  03  zx   и  13  yx , 
нормална е на правата 1 tx , 22  ty , tz 2  и е паралелна со 
рамнината 02  zyx . 
 Задача 14-15. Најди ја равенката на рамнината која е 
паралелна со правата p  и ја содржи правата , ако: q

14)   и ; 












12

27

54

:

tz

ty

tx

p












23

4

32

:

tz

ty

tx

q

15) p :
22

2

3

1 zyx








 и q : . 






04

05323

zyx

zyx
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 Задача 16-18. Напиши ја равенката на рамнината која минува 
низ точката M  и правата p , ако: 

1)  3,2,5M  и :p
3

5

1

1

2

1 





 zyx
; 

2)  2,0,3M  и :p






04

05323

zyx

zyx
; 

3)  2,1,3M  и :p  1x t  , 2 2y t   , 3 7z t  . 
 Задача 19. Напиши ја равенката на рамнината која минува 
низ точката  2,0,3M  и е паралелна со правите  

3

1

2

1

6

3








 zyx

 и 
2

2

4

1

5







zyx
. 

 Задача 20. Напиши ја равенката на рамнината во која лежат 
паралелните прави  

1 3

2 1 2

x y z 4  
   и 

2 1 2

x y z
  . 

 Задача 21. Напиши ја равенката на рамнината што минува 

низ правата   и на  и -оските отсекува 

еднакви ненулти отсечоци. 







0323

02
:

zyx

zyx
p y z

 Задача 22-24. Испитај дали правите p  и  се сечат, ако q

1) p :
4

1

1

1

2

1 





 zyx
 и :q

321

zyx
 ; 

2) :p







032

014

yx

zx
 и ; :







082

043

zy

zyx
q

3) :p  22  tx , 14  ty , 1 tz  и   
:q  313  kx , 62  ky , 36  kz . 

 Задача 25. Определи го параметарот  така што правата 

 да ја сече -оската. 

a








032

01

azyx

zyx
z

 Задача 27.  Определи го параметарот  така што правите a

p :
11

242 





 zyx
q

a
 и :  













tz

ty

tx

21

2
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да се сечат, а потоа за тие вредности на , најди ја пресечната точка 
и равенката на рамнината во која лежат. 

a

 Задача 28.  Најди ги равенките на правата p  што минува низ 
точката , паралелна е со рамнината P   и ја сече правата , ако: q

1)  1, 2,1P  ,  : 72  zyx  и :q
2

6

3

4

1

3 






 zyx

; 

2) ,  7,0,1P : 01523  zyx  и 
12

3

4

1
:

zyx
q 





. 

 Задача 29.  Напиши ја равенката на правата која минува низ 
координатниот почеток и е нормална и ја сече правата 

2

1

3

2

2

1








 zyx

. 

 Задача 30. Најди ги равенките на правата која е паралелна со 
рамнините : 053123  zyx  и  : 07943  zyx  и ги сече 
правите 

p : 
3

1

4

3

2

5 






 zyx

 и : q
4

2

3

1

2

3 






 zyx

. 

 Задача 31-32. Најди ги равенките на заедничката нормала на 
правите p  и , ако: q

  1) p : 
12

2

1

1 zyx






 и : q

1

1

1

1

1

3 






 zyx

; 

  2) p : 13  tx , 12  ty , 2 tz  и : q zyx 236  . 
5.4. Агол 

 Задача 1-2. Најди го косинусот од аголот меѓу рамнините  
и  , ако: 



1)  : 0122  zyx  и  : 054  zyx ; 
2) :  0122  zyx  и :  05424  zyx . 

 Задача 3-4. Најди го синусот од аголот меѓу правата p  и 
рамнината , ако 

1) p : 
22

2

1

1 zyx








 и  : 052  zyx ; 

2) p :  и 







0

2

zx

y
 : 1x . 
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 Задача 5. Најди го аголот меѓу правата 2 yx , zx 2  и 

рамнината што минува низ точката  4,3,2M  и е паралелна со 

правите 
111 


zyx

 и 
212

zyx



 . 

 Задача 6-9. Најди го косинусот од аголот меѓу правите p  и 
, ако: q

1) :p
2

2

1

1

3








zyx

 и :q
24

4

2

2







 zyx
; 

2) :p







0122

0822

zyx

zyx
 и ; :q








015322

02134

zyx

zyx

3) :p  0x , 0y  и  :q 2x , 1y ; 

4) :p
22

2

1

1 zyx








 и . :q







1

22

zyx

zyx

 Задача 10.  Најди го аголот меѓу правата  
12  zx , 12  zy ; 

 и правата која минува низ координатниот почеток и низ точката 
.  1,1,1 P

 Задача 11. Напиши ги равенките на правата, што минува низ 
точката  3,5,1 M , и со координатните оски x , y  и , соодветно 

зафаќа агли 

z

3


, 

4


 и 

3

2
. 

 Задача 12. Пресметај ги косинусите на аглите што правата 

2

2

2

2

1

1 






 zyx

 ги гради со координатните оски. 

 Задача 13. Напиши ја равенката на рамнината што минува 

низ точките  1,0,0A  и  0,0,3B , и со  рамнината зафаќа агол xOy
3


. 

 Задача 14. Во равенката на рамнината  : 05  azyx , 
определи го параметарот , така што низ a x -оката да може да се 
постави само една рамнина  , која со рамнината   ќе образува 
агол од 30 . 
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5.5. Растојание 
 Задача 1. Најди го растојанието од точката  4,5,2 M  до 
рамнината 0422  zyx . 
 Задача 2.  Најди го растојанието меѓу паралелните рамнини 

082  zyx  и 022  zyx . 
 Задача 3. Најди го растојанието меѓу правата 

22

1

1

2 zyx








 и рамнината 02  yx . 

 Задача 4-5. Најди го растојанието од точката M  до правата 
p , ако: 

1)  4,5,3M , p :
22

1

1

2 zyx








; 

2)  4,5,3M , p : 4 2 4 0x y z    , 15 0x z   . 
 Задача 6. Најди го растојанието меѓу паралелните прави  

p :
22

1

1

2 zyx








 и :q
2

1

2

1

1

2 






 zyx

. 

 Задача 7-9.  Најди го растојанието меѓу разминувачките 
прави p  и , ако q

1) p :
21

1

1

2 zyx






 и q :

4

1

3

2

1

1 





 zyx
. 

2) p :
2

1

2

1

1

3









 zyx

 и  : 0q  yx , 2z  

3) p :  и q : . 







072

013

zyx

zyx













22

1

23

tz

ty

tx

 Задача 10-11. Во зависност од параметарот , да се определи 
растојанието меѓу правите: 

a

1) p :
1 2

2 4 1

x y z 3  
   и q : 0ax y  , 0z  ; 

2) p :
1 2

2 4 1

x y z 3  
   и q :

1 2

1 2

x y z

a

7  
  . 

 
 Задача 12-13. Провери дали точките  и A B  лежат на исти 
или на различни страни од рамнината 3 3 2 0x y z    , ако: 
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1)  3,2,1A ,  1,1, 1B    2)  2,3,5A ,  4,1,1B . 

 Задача 14. На правата  најди точка еднакво 

оддалечена од рамнините 







0532

0135

zx

yx

0233  y 4x  и 04  zyx . 
 Задача 15. Состави равенка на рамнина  , која паралелна на 
рамнината :  0243  zyx  и е на растојание 7 единици од неа. 

 Задача 16. Дадена е правата :p  
6

2

8

8





 yx

,  и 

точката  од правата. Најди ги точките на правата 

0z

 0,2,8A  p , 
оддалечени за 10 единици од точката . A
 Задача 17. Две страни на една коцка лежат на рамнините 

059186  zyx  и 076124  zyx . 
Пресметај го волуменот на коцката. 

5.6. Симетрични точки 
 Задача 1. Најди ја симетричната точка на точката , 

во однос на точката 

 1,2,1 M

 4,5,2M . 
 Задача 2-3. Најди ги координатите на ортогоналната 
проекција на точката M  врз рамнината  , ако 

2)  5,3,2 M  и  : 0422  zyx ; 

3)  4,3,2M  и  : 052  zyx . 

 Задача 4. Дадена е точката  1,0,3M  и рамнината 
022:  zyx . Најди ја: 

 а) правата низ точката M  нормална на рамнината .  
б) ортогонална проекција M  на точката M  врз рамнината  .

 в) точката M  симетрична на точката M  во однос на 
рамнината  .
 Задача 5. Најди ги координатите на симетричната точка на 
точката  во однос на рамнината  7,4,3M  092  zyx . 
 Задача 6-7. Најди ги координатите на ортогоналната 
проекција на точката  врз правата A p , ако: 

6)  8,2,1A  и p : 
112

1 zyx






; 

7)  8,2,1A  и p : 23  zx , zy 2 . 
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 Задача 8. Напиши ја равенката на нормалата спуштена од 

точката  на правата  1,0,1M  p : 
123

2 zyx



. 

 Задача 9. Дадени се точката  4,3,2M  и правата  

1

1

23

1
:




 zyx
p . Најди ја: 

 а) рамнината низ точката M  нормална на правата p . 
 б) ортогоналната проекција M   на точката M  врз правата p . 
 в) точката M   симетрична на точката M  во однос на правата 
p . 

 Задача 10. Најди ја симетричната точка на точката  

во однос на правата 

 0,1,2A

12

2

3

6 zyx






. 

 Задача 11-13. Дадена е правата p  и рамнината  . Најди ја 
проекцијата p  на правата p  врз рамнината  , ако 

 11) :p
1

1

23

1 


 zyx
 и  : 052  zyx  

 12) :p







042

02

zyx

zyx
 и  : 0242    zyx  

 13) :p 35  tx , 1 ty , 4 tz  и  : 05322  zyx . 
 Задача 14. Најди ја симетричната права на правата 

p :
1

1 2 2

1x y z 
 


 во однос на рамнината  : 2 1x y z 0    . 

 Задача 15-16*. На рамнината  , најди точка M , таква што 
збирот од растојанијата до точките  и A B  да биде најмал, ако 

1)  : 0232  zyx ,  5,3,2A  и  1,1,4B ; 

2)  : 1z ,  3,4,1A  и  2,1,5B . 
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6. ПОВРШИНИ 

 
6.1. ПОВРШИНИ ОД ВТОР РЕД 

 
6.1.1. СФЕРА 

 
 Задача 1. Најди го центарот и радиусот на сферата  

2 2 23 3 3 12 18 19x y z y z 0      . 

 Решение. Ја сведуваме равенката на 
сферата од општ во каноничен вид 

2 23 3x y  23 12 18 30 0z y z      
2 2x y z  2 4 6 10 0y z      

   2 2
1 2 4 3 9 10 0z     2x y     

   2 22 2 3x y z     4 . Следува дека 

центарот е  0, 2,3C  , а радиусот е R 2 . 

 
 Задача 2. Најди ја равенката на сферата со центар во точката 
 3, 2,0C   и радиус 4R . 

 Решение. Равенката на сферата со центар  3, 2,0C   и 

радиус 4R  е  

      22
0

2
0

2
0 Rzzyyxx      2 2 23 2x y z 16     . 

 
 Задача 3. Најди ја равенката на сферата што има центар во 
точката  1,3, 2C   и ја допира рамнината 2 0x y z    . 

 Решение. Радиусот на сферата е еднаков на растојанието од 
центарот на сферата до рамнината, Rd  . Растојанието е 

222

000

CBA

CzByAx
d




 

1 3 2 2

1 1 1
d

  


 


8

3
d  . 

Тогаш, равенката на сферата е 

     2 2 2 64
1 3 2

3
x y z      . 
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 Задача 4. Определи ја равенката на рамнината што ја допира 
сферата  во точката 2 2 2 8 2 2 9x y z x y z       0  2,1,2M . 

 Решение. Ја сведуваме равенката на сферата во облик 

     2 2 2
4 16 1 1 1 1 9x y z 0            

     2 2 2
4 1 1 9x y z       

Следува сферата има центар во точката  4, 1,1C  .  

Нормалниот вектор на рамнината е векторот  2, 2, 1MC   


. Затоа 

нејзината равенка е 
      0000  zzCyyBxxA   

     2 2 2 1 2x y z 0        

2 4 2 2 2x y z 0       2 2 0x y z   . 
 

 Задача 5. Напиши ја равенката на сферата што минува низ 
точките  2, 1,3A  ,  3,2, 1B  ,  2,3,4C  и  3, 2,5D   . 

 Решение. Каноничната равенка на сферата е  
      22

0
2

0
2

0 Rzzyyxx  . 

Бидејќи точките A , B ,  и  лежат на сферата, исполнет е 
системот равенки 

C O

     2 2 2 2
0 0 02 1 3x y z R        

2 2 2
0 0 0 0 0 04 2 6 14 2x y z x y z R       , 

     2 2 2 2
0 0 03 2 1x y z R        
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2 2 2
0 0 0

2
0 0 06 4 2 14x y z x y z R     

  
, 

  2 2 2 2
0 0 042 3x y z R    

2
0 0 04 6 8 29

 
2 2 2
0 0 0x y z x y z R     


 

    2 2 2 2
0 0 053 2x y z R     

2 2 2
0 0 0

2
0 0 04 10 386x y z x y z R      . 

 Ако од четвртата равенка ги 
одземеме првите три, добиваме 

0 0 010 2 4 52 0x y z     0 0 05 2x y z 26   , 

0 0 012 8 12 52x y z 0     0 0 03 2 3 1x y z 3   , 

0 0 010 10 2 9 0x y z     0 0 010 10 2 9x y z   . 

Од првата равенка 0 026 5 2 0y x z   , од каде 

0 0 0 03 52 10 4 3 1x x z z     3  0 07 3x z 9     0 039 7z x    

0 0 010 260 50 20 2 9x x z z    0  0 040 18 251x z     

 0

451

86
x  , од каде  Оттука  0 040 702 126 251x x    086 451x 

0

3157 197
39

86 86
z      , 0

2255 394 413
26

86 86 86
y      ; и 

2 2 2

2 451 413 413 635011
2 1 3

86 86 86 7396
R

                     
. 

 Значи равенката на сферата е  
2 2 2

451 413 197 635011

86 86 86 7396
x y z

                    
. 

 
 Задача 6. Напиши ја равенката на сферата која има центар во 
точката  0,6,2C

82  xz

 и ја допира одвнатре сферата 

. :1S 02041022  zyyx

 Решение. Каноничната равенка на сферата  е 1S

      25254 222  zyx . 

Оттука ги добиваме нејзиниот центар  2,5,41 C  и радиус .  51 R

    25925642 222  , 

 на сферата 1S . 

 Бидејќи точката навистина 

лежи во внатрешноста

C  
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RRCC  11 , каде R   Сферите се допираат одвнатре ако е 

радиусот на бараната сфера.  

 Имаме  2,1,21 CC  и 34141 CC аде   , од к

R  R 53  2R . RCC  11

Следува дека равенката на сферата е     462 222  zyx . 
 

сферите и 

се допираат ги 
н авенката на нив ат

заедничка тангентна рамнина. 

 Задача 7. Покажи дека  9222  zyx  

, определи 045848222  zyxzyx  
координатите на допирната точка и ајди ја р н а 

 Решение. Сферите се допираат одвнатре ако растојанието 
меѓу центрите на сферите е еднакво на разликата од нивните 
радиуси, или се допираат однадвор ако растојанието меѓу центрите е 
еднакво на збирот од радиусите.  

 
 Првата сфера има центар  0,0,01C  и радиус 31 R .  
 За да го одредиме радиусот и центарот на втората сфера 

уваме во  виднајпрво нејзината равенка ја свед  каноничен , 
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045848222  zyxzyx 

      04516442164 222  zyx 

      81424 222  zyx  

 Значи втората сфера има центар  4,2,42 C  и радиус 92 R . 

Векторот    2,1,24,2,421 CC . Рас еѓу центр  

сферите е 

тојанието м ите на

6424 22  . 2
21 CC

Бидејќи растојанието меѓу центрите е еднакво на разликата од 
радиусите, заклучуваме дека сферите се допираат. 
 Пресечната точка ја наоѓаме како пресек на правата низ 
точките 1C  и 2C , 

n

zz

m

yy

l

x 000x 








212 





zyx
 tztytx 2,,2   

и една од сферите, на пример 9222  zyx . 

      922 222  ttt  12 t 1t  
 2,1,21 P , 1t  За вредноста на параметарот ја добивам  точката е а 

за ја добиваме точката1t ,   2,1,22  . P Точката  2,1,21 P  од 
а сфпрвата сфера лежи и на вторат ера, ако  

    81211642 22   424 2   9  81

што не е исполнето. Затоа пресечната точка на сферите е  2,1,2P . 2

Навистина 
      81424211642 222   8181 . 

 На крај ја одредуваме равенката на заедничката тангентна 

рамнина, која е нормална на векторот 21 2

  
CC  и ја содржи точката P , 

   0000  zzCyyBx        022122  zyx   

042142  zyx  092

xA
x2  zy . 
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 Задача 8. Напиши ја равенката на сферата опишана околу 
тетраедарот чии темиња се во точките  

 0,0,2A ,  0,5,0B ,  и  3,0,0C  0,0,0D . 

 Решение. Во задачава треба да најдеме равенка на сфера  
      222 Rrzq 2 ypx  , 

што содржи четири точки. 
 Бидејќи точките A , B , C  и D  
лежат на сферата, важи  

 
 

















22

22

22

22

3

5

2

rqp

qp

qp

qp

 





22

22

22

22

R

Rr

Rr

Rr

. 

Ако од втората третата и четвртата равенка на системот ја одземеме 
првата равенка добиваме 

  02 22  pp   044 22  ppp   p44    1p , 


2

5
q  и   05 22  qq  01025 22  qqq  q1025 


2

3
r .   03 22  rr  069  rrr 22  r69 

 Значи центарот на сферата е 







2

3
,

2

5
,1C . Ако неговите 

координати ги замениме во четвртата равенка од системот, го 
добиваме радиусот 

 2
22

2

2

3

2

5
1 R













 

2

192 R . 2222 Rrqp 

 Па, равенката на сферата е  
2

19

2

3

2

5
1

22
2 






 






  zyx . 
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 Задача 9. Напиши ја равенката на сферата впишана во 
тетраедарот што го заградуваат рамнините 018623  zyx , 

,  и 0x 0y 0z . 

 Решение. Ако ја запишеме равенката на првата рамнина во 

сегментен вид, 1
396





zyx
, ќе утврдиме дека отсечоците на 

координатните оски се 9,6   и 3 .  
Оттука, заклучуваме дека ако центарот на сферата е точката 

, тогаш ,  000 ,, zyxC  0 000 x y  и . 00 z

 
 Растојанието од центарот  до секоја од рамнините е 
еднакво на радиусот на сферата. Ако ја примениме формулата за 
растојание од точката C  до секоја од рамнините добиваме 

C

222

000
000

623

18623






zyx
zyxR , 

од каде имајќи го предвид првиот заклучок имаме 
RzRyRx  000 ,,  и 

 
222 623

18623






RRR
R 

7

1811 


R
R  18117  RR  

 Ако 18117  RR  тогаш 
2

9
R , што не е можно бидејќи 

дијаметарот на сферата е помал од отсечокот на -оската. Значи 
 односно 1

z
117  RR 18 R . Следува дека равенката на сферата е 

      1111 222  zyx . 
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 Задача 10. Напиши ја равенката на сферата чиј центар е во 
точката  1,3,2 C  и која од правата :p  020345  zyx , 

0843  z yx , отсекува тетива со должина 16  единици. 
 Решение. Правата е паралелна на векторот  

   4 3 3 5 5 4
, , 8,4, 8 2,1, 2

4 1 1 3 3 4
p

  
      


. 

Избираме една точка од правата. За 0x  добиваме 
02034  zy  и 084  zy

282 
. Ако од првата равенка ја 

одземеме втората, имаме 0z , односно 14z . Оттука 

 или 0224  y
2

11
y . Значи, точката е 






 ,0P 14,

2

11
.  

 

 Векторот  26,17,4
2

1
13,

2

17
,2 






PC  . Растојанието од 

центарот на сферата до правата p  е 
p PC

d
p






 , каде 

   1 2 2 2 2 11 1
, , 60, 60,30 15 2, 2,1

2 17 26 26 4 4 17 2
p PC

  
       


, 

15 4 4 1 45p PC    


 и 4 1 4 3p    


. 

 Следува растојанието е 15
3

45
d . Од Питагоровата 

теорема, радиусот е . Следува дека равенката на 
сферата е 

289815 222 R

      289132 222  zyx . 
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 Задача 11. Најди ги координатите на центарот  и радиусот 1C
r  на кружницата која е пресек на сферата 

 и рамнината 01162422  zyxzy2x 022  zyx . 
 Решение. Ја сведуваме равенката на сферата во каноничен 
вид 

011624222  zyxzyx   

      011931142 222  zyx   

      25312 222  zyx .  

Значи сферата има центар  3,1,2C  и радиус 5R . 
 Правата што минува низ центарот на сферата и е нормална на 
рамнината во која лежи кружницата, минува и низ центарот на 
кружницата. Нејзината равенка е 

  


2

3

1

1

2

2








 zyx

n

zz

m

yy

l

xx 000 






 22  tx , , 1 ty

32  tz . 
 Центарот на кружницата го наоѓаме како пресек на горната 
права и рамнината 022  zyx , во која лежи кружницата. 

    03221222  ttt   
064144  ttt  99 t  1t , 

односно центарот е  1,2,01C  и го добиваме за вредноста на 
параметарот 1t  од параметарската равенка на сферата. Оттука, 

 2,1,21 CC  и   32 2
1  12 22 CC . Од Питагоровата теорема 

за триаголникот  имаме дека радиусот на сферата е 1ACC

435 22 r . 
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 Задача 12. Напиши ја равенката на сферата што минува низ 
кружниците  

922  yx , 0z  и , 2522  yx 2z . 

 Решение. Кружниците лежат на паралелните рамнини  
и 2 . Затоа, правата што минува низ нивните центри 

0z
z  0,0,01C  и 

, односно -оската, го содржи и центарот на сферата.   2,0,02 C z

Нека центарот на сферата е  0,0,0 zC . Тогаш, равенката на сферата е  

  22
0

22 Rzzyx  . 

 
 Бидејќи кружниците лежат на сферата, важат равенките, 

22
09 Rz   и 

  22
0225 Rz   22

004425 Rzz   22
00429 Rzz  . 

Ако од втората равенка ја одземеме првата, добиваме 
0420 0  z  05 0  z  50 z . 

Следува дека   3459 22 R . Оттука, равенката на сферата е  

  345 222  zyx . 
 

 Задача 13. Напиши ја равенката на сферата што минува низ 
кружницата  

01122  yx , 0z  (1) 
и ја допира рамнината 05  zyx . 

 Решение. Центарот на кружницата е  0,0,01C . Центарот на 
сферата лежи на правата што го содржи центарот на кружнцата и е 
нормален на рамнината 0z , односно на -оската.  z

 0,0,0 zC ,  Следува центарот на сферата има облик односно 

равенката на сферата е  
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  22
0

22 Rzzyx   

Точките што лежат на кружницата го задоволуваат и системот (1), 
од каде добиваме 

22
011 Rz   (2). 

 
Од условот, сферата ја допира рамнината, добиваме дека 
растојанието од центарот на сферата до рамнината е R , односно  

3

50 
z

R    Rz 350    

  22
0 35 Rz   0

2
0 32510 Rzz  2  (3) 

Со замена на (2) во (3) добиваме, 
 2

00
2

0 1132510 zzz   08 102 0
2

0  zz   

045 0
2

0  zz     014 00  zz  40 z  или 10 z . 

 Значи, постојат две решенија на задачата.  
 За 40 z , имаме од ка на 

рвата та е  

2716112 R , де равенката 

п  сфера што ги исполнува условите на задача
  274 22  zy2 x , 

и за 10 z  следува дека 121112 R , од каде равенката на 

втората сфера е 
  121 22  zy2 x . 
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 Задача 14. Најди точка на сферата 
      25321 222  zyx

01943  yx
 која е најблиску до рамнината 

. Пресметај го растојанието од таа точка до 
рамнината. 
 Решение. Центарот на 
сферата е  3,2,1 C , а еден нормален 

вектор на рамнината е  3, 4,0n  


. 

Точката од сферата што е најблиску 
до рамнината, лежи на правата што 
го содржи центарот на сферата и е 
нормална на рамнината. Нејзината 
равенка е 

n

zz 0

m

yy

l

xx 00 






  

0

3

4

2

3

1 





 yx z
. 

За да го најдеме пресекот на правата со сферата, ја запишуваме 
равенката на правата во параметарски вид, 

13  tx , 24  ty , 3z . 
и ги заменуваме x , y  и  во равенката на сферата z

    25043 222  tt  25169 22  tt   

12 t  1t . 
За t  имаме 1 4x , 6y , 3z , а за 1t , 2x , 2y , . 3z
 Значи правата ја сече сферата во точките  3,6,4 P  и 

.  3,2,2Q
 Растојанието од точката P  до рамнината 01943  yx  е  

 
11

5

55

0169

196443





d , 

додека растојанието од точката Q  до рамнината е  

 
1

5

5

0169

192423





d . 

 Следува дека точката  е најблиску до рамнината и е 
оддалечена 1 единица од неа. 

Q



 
6.1.2. Елипсиод, параболоид, хиперболоид и конус 

 

 
6.1.2. ЕЛИПСИОД. ХИПЕРБОЛОИД. ПАРАБОЛОИД. КОНУС 

 
 Задача 1. Напиши ги пресечните точки на  

хиперболоидот 1
4916

222


zyx

 и правата 
4

2

34







zyx
. 

 Решение. Ги запишуваме равенките на правата во 
параметарски вид, 

tx 4 , ty 3 , 24  tz  
и ги заменуваме во равенката на елипсоидот, 

 
1

4

24

9

9

16
16

222





ttt


 

1
4

124 2
22 




t
tt   

11442 22  ttt  0242 2  tt    01 2 t  1t . 

Значи правата го допира хиперболоидот во точката  2,3,4 P . 
 
 Задача 2. Напиши ја равенката на множеството точки 

еднакво оддалечени од точката 







2
,0,0
a

A  и рамнината 
2

:
a

z  . 

Што претставува тоа множество точки? 
 Решение. Нека точката  zyxX ,,  е еднакво оддалечена од 
точката  и рамнината A  . Тогаш растојанијата  

 
2

,
2221

a
z

CBA

DCzByAx
Xdd 




  и 

 
2

22
2 2

, 





 

a
zyxAXdd  

се еднакви, односно  


2

22
2

22






 






 

a
zyx

a
z22

21 dd 21 dd    

44

2
222

2
2 a

azzyx
a

azz   222 yxaz  . 

 Следува равенката на бараното множество точки е 
параболоидот . 222 yxaz 
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 Задача 3. Точката  1,,1 yM  лежи на хиперболичниот 

параболоид . Напиши ги равенките на правите што 
лежат на параболоидот и ја содржат точката 

yzx  224
M . 

 Решение. Бидејќи точката лежи на параболоидот, нејзината 
втора координата е 3y .  
 Правата што ја содржи точката M  има равенка, 

c

zz

b

yy

a

xx 000 








c

z

b

y

a

x 131 






 1 atx , 

3 bty , 1 ctz . 
Бидејќи правата лежи на параболоидот, важи 

    3114 22  btctat   

312484 2222  btcttcatta      bttcatca  284 222  
Заради последното равенство за секој реален број t , следува дека 

04 22  ca  и bca  28 . 
Од првата равенка имаме  или 22 4ac  ac 2 . Ако замениме во 
втората равенка добиваме ab 121   и ab 42  . Значи паралените 

вектори на бараните прави се  a2aa ,4,   и  a2,aa 12, . Следува дека 
решенија се правите 

2

1

4

3

1

1








 zyx

 и 
2

1

12

3

1

1 





 zyx
. 

 
 Задача 4. Напиши ја допирната рамнина на елипсоидот 

1
94

2
2

2


z

y
x

, што е нормална на векторот  1, 1,0n  


. 

 Решение. Бидејќи допирната рамнина е нормална на 
векторот , нејзината равенка има облик n


0 Dyx .  

 Го изразуваме Dxy   и го заменуваме во равенката на 
сферата, 

  1
94

2
2

2


z

Dx
x

 1
9

2
4

2
22

2


z

DxDx
x



5

4
/1

9
2

4

5 2
2

2

xD
z

D
x

  

5

4

45

4

5

4

25

16

5

4 2
22

2







 

z
DDDx

5

4

45

4

5

4

5

8 2
22 

z
DxDx   
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
 

5

54

45

4

5

4 222
Dz

Dx








  . 2

22

25

4

5

4

45

4

5

4
D

z
Dx 





 

 Пресекот на сферата и елипсоидот е решение на системот 
равенки  

Dxy   и 
 

5

54

45

4

5

4 222
Dz

Dx








  . 

 Бидејќи системот има точно едно решение важи  

0
5

4
 Dx  и , од каде имаме 05 D2 5D . 

 Така, добивме две рамнини 05  yx  и 05  yx  
што ги исполнуваат условите на задачата. 
 
6.2. ЦИЛИНДРИЧНИ, КОНУСНИ И РОТАЦИОНИ ПОВРШИНИ 

 
6.2.1. ЦИЛИНДРИЧНИ ПОВРШИНИ 

 
 Задача 1. Состави ја равенката на цилиндричната површина 
чија директриса е дадена со равенката: x t , 2y  , 2 1z t  ; а 

генератрисата е паралелна со векторот  1,1,  3p


. 

 Решение. 
Директрисата на 
цилиндричната површина ја 
запишуваме во облик: 

2 1z x  2y,  . 

 Нека  zyxM ,,  е 
точка од цилиндричната 
површина. Правата низ M  
која е паралелна со 

кторот pве


, минува низ една точка од директисата  pz, . 

Ги изразуваме координатите на точкат p  преку координатите на 

точката 

ppp yxM ,

а M

M ,  


1 1 3
p p px x y y z z

t
  

  


t
n

zz

m

yy

l

xx ppp 








  

, ,p p p 3x x t y y t z z t        , ,p p p 3x x t y y t z z t      . 
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 Бидејќи  pppp zyxM ,,  лежи на директрисата, важи: 

2py   2y t   2t y  ; 

2 1p pz x    2
3 1z t x t    . 

Со елиминација на параметарот  од првата во втората равенка ја 
добиваме цилиндричната површина:  

t

   2
3 2 2z y x y     1   2

2 3z x 5y y     . 

 
 Задача 2. Состави ја равенката на цилиндричната површина 
чија директриса е правата :p 1 xy , 2 xz , а векторот на 

правец е .  2, 1,3l  


 Решение. Цилиндричната површина е рамнината што ја 

содржи правата p  и е паралелна со векторот l


. 
 Едни параметарски равенки на правата p  се  

tx  , 1 ty , 2 tz  
 Следува дека правата p  е 

паралелна со векторот  1,11,p


 и 

ја содржи точката  2,1,0 P . Еден 
нормален вектор на рамнината е  

 1 1
4, 1, 3

2 1

 1 1 1 1
, ,

1 3 3 2
p l       



   

 

Оттука, равенката на бараната 
рамнина е  

  0000        023104  zyx      zzCyyBxxA 
06314  zyx  0534  zyx . 

 
 Задача 3. Директрисата на цилиндричната површина е 
дадена со равенките  

22 zyx  , zx 2 , 
а генератрисата е нормална на рамнината во која лежи 
директрисата. Состави ја равенката на цилиндричната површина. 
 Решение. Рамнината во која лежи директрисата е zx 2  и е 
нормална на векторот  1,0, 2p  


. 
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 Ќе ја најдеме равенката на цилиндрична површина со дадена 
директриса , 22 zyx  zx 2  и вектор на правец  1,0, 2p  


. 

 
 Нека  zyxM ,,  е точка од цилиндричната површина. Нека 
правата низ M  паралелна со p


, минува низ точката од директисата 

 pppp zyxM ,, . Ги изразуваме координатите на точката  преку 

координатите на точката 
pM

M ,  

 t
zzyyxx ppp 











201
t

n

zz

m

yy

l

xx ppp 










txx p  , 0 pyy , t2zz p   txxp  , yyp  , tz p 2z  ; 

 Ги заменуваме координатите на  во равенките на 

директрисата  
pM


5

2zx
t


 ,   tztx 22 pp zx 2  tztx 42 

22
ppp zyx    22 2tzytx  , 

и го елиминираме параметарот , t
2

2

5

42

5

2






 





zx

zy
zx

x 
2

2

5

2

5

24






 


 xz

y
zx

/ 25 

   22210 xzzx  2y . 
Значи цилиндричната површина има равенка 
   22 2210 xzyzx  . 

 
 Задача 4. Состави ја равенката на цилиндричната површина 

која е паралелна со правата 
1 1

1 2 3

1x y z  
   и е опишана околу 

топката . 1222  zyx
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 Решение. Векторот на 
правец на цилиндричната 
површина е  1,2,3p 


. 

 Една директриса на 
површината ќе определиме како 
пресек на сферата со рамнината 
што минува низ центарот на 

сферата  и е нормална на векторот 
на 

сферата  и е нормална на векторот  0,0,0C 0,0,0C  p


. Рамнината има 
равенка  

      0000  zzCyyBxxA  2 3 0x y z   . 

Следува дека равенката на директрисата е  
1222  zyx , 2 3x y z 0    

 Нека  zyxM ,,  е точка од цилиндричната површина, додека 

 pppp zyxM ,,  е точка од директрисата што лежи на правата низ M , 

паралелна на p


. Тогаш важи 

 
1 2 3

p p px x y y z z
t

p p p

  
    t

zzyyxx ppp 








321
  

tzztyytxx ppp 3,2,   tzztyytxx ppp 3,2,   

Ги заменуваме ,  и  во равенките на директрисата: px py pz

2 3p p px y z   0     2 2 3 3x t y t z t 0      

2 3 14 0x y z t    
2 3

14

x y z
t

 
 , 

1222  ppp zyx        132 222  tztytx  

и ја определуваме равенката на површината со елиминација на 
параметарот t , 

2 2
2 3 2 4 6 3 6 9

1
14 14 14

x y z x y z x y z
x y z

                 
2
 

    


2 2 2
13 2 3 10 2 6 5 3 6

1
14 14 14

x y z y x z z x y                     


     2 2
13 2 3 4 5 3 5 3 6 196x y z y x z z x y        2

. 
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 Задача 5. Состави ја равенката на цилиндричната површина 
опишана околу сферите  

     2 2 2
1 3 2x y z      49  и      2 2 2

1 5 3x y z 49      . 

Решение. Центрите на сферите се  1 1,3, 2C   и  2 1,5, 3C  , од каде 

векторот на правец на цилиндричната површина е   1 2 2,C C 2, 5 


. 

 
 Рамнината што ја содржи  и е нормална на 1C 21CC  е  

      0000  zzCyyBxxA       2 1 2 3 5 2x y z 0     
 2 2 5 6 0x y z    . 
 Следува, директрисата е  

:D      2 2 2
1 3 2x y z 49      , 2 2 5 6 0x y z    . 

 Ќе ја определиме равенката на цилиндричната површина која 

има директриса D  и е паралелна со 21CC , 

1 2 3

p p px x y y z z
t

p p p

  
   

2 2 5
p p px x y y z z

t
  

  


  

2px x t  , 2py y t  , 5pz z t    2px x t  , 2py y t  , 

5pz z t  ; 

Точката pM  лежи на директрисата, па 

2 2 5 6p p px y z    0       2 2 2 2 5 5 6x t y t z t 0      

25 6 0t  



2 4 2 4x t y t   5z 
2 2 5 6

33

x y z
t

  
 ; 

     2 2 2
1 3 2p p px y z 49      

     2 2
1 2 3 2 2 5x t y t z

2
49t         . 

 Оттука равенката на цилиндричната површина е:  
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     2 2 2
1 2 3 2 2 5 49x t y t z t         

2 2
4 4 10 12 4 4 10z 12

1 3
33 33

x y z x y
x y

                     
2

10 10 25 30
2 4

33

x y z
z

   
9    
  

     2 2
29 4 10 21 4 29 10 111 10 10 58 33 53361x y z x y z x y z           

2
. 

 
 Задача 6. Сферата со равенка  е осветлена од 

зраци паралелни на правата . Најди ја равенката на контурата 

на сенката во  рамнината. 

zzyx 4222 







yz

x 0

xOy

 Решение. Директрисата на цилиндричната површина ја 
добиваме како пресек на сферата 

zzyx 4222     42 222  zyx  

и рамнината која е нормална на векторот  1,1,0p


 и го содржи 

центарот на сферата  2,0,0C ,  

      0000  zzCyyBxxA  02  zy . 

 
 Значи директрисата е :D   42 222  zyx , 02  zy .  
Сега ја определуваме равенката на  цилиндричната површина.  

t
zzyyxx ppp 








110

  

tzztyyxx ppp  ,,  

 









02

42
:

222

pp

ppp
p zy

zyx
D 

   







02

42 222

tzty

tztyx
  
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   
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2
42 222
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tztyx

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 z 2

2
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2

2
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2 





 









 







 


y

z
zy

y
zy

yx 

4
2

2

2

2
22

2 





 







 


yzzy

x 

   224 222  zyzyx 16  
 Најпосле, контурата на сенката ја добиваме како пресек на 

цилиндричната површина     16224 222  zyzyx  со 
рамнината 0z . Нејзината равенка е 

    16224 222  yyx    822 22  yx . 
 

6.2.2. КОНУСНИ ПОВРШИНИ 
 
 Задача 1. Состави ја равенката на конусната површина со 

теме  2,1,5T  и директриса  2 21 1x y   , 0x z  . 

 Решение. Нека  zyxM ,,  е 
точка од конусната површина. 
Правата MT  минува низ една 
точка од директисата 

 pp z,pp yxM , . Ги изразуваме 

координатите на точката  

преку координатите на точката 
pM

M , 

tzz

zz

yy

yy

x

x

ppp

1

0

0

0

0

0

0 
x

x 











2 1 5 1

5p p p

x y z

2 1x y z t

  
  

  
  

     2 2 , 1 1 , 5p p px t x y t y z t z 5         . 

 Бидејќи точката  pppp zyxM ,,  лежи на директрисата, важи: 

0p px z     2 2 5 5tx t t z 0        
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2 2 5 5tx t tz t 0        

 3 3t x z   
3

3
t
x z


 

; 

 2 21 1p px y         2 2
1 2 1 1t x t y 1        

2 2
3 6 3 3

1 1
3 3

x y

x z x z

    
1            


     2 2
4 3 3x z x y z x z

2
3        . 

 
 Задача 2. Состави ја равенката на конусната површина со 
теме во точката  cbaT ,,  и директриса , pxy 22  0z . 

 Решение. Нека  zyxM ,,  е точка од конусната површина. 

Правата MT  минува низ една точка од директисата  pppp zyxM ,, . 

Ги изразуваме координатите на точката  преку координатите на 

точката 
pM

M , 

tzz

zz

yy

yy

xx

xx

ppp

1

0

0

0

0

0

0 












tcz

cz
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by

ax
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ppp

1















     cztczbbyaxtax ppp yt  ,, 

     cztczbyyaxtax ppp tb  ,, . 

Точката  pppp zyxM ,,  лежи на директрисата, следува дека 


cz

c
t


 , и    0 cztc0pz

pp pxy 22        axtapbytb  22  

Параметарот  од првата равенка го заменуваме во втората, и ја 
добиваме равенката на конусната површина, 

t
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    czcxazpcybz  22 . 
 

 Задача 3. Состави ја равенката на конусната површина што 
има теме во точката  0,0,3T  и е опишана околу сферата 

. 1222  zyx

 Решение. Прв начин. За директрисата на конусната 
површина која е пресек на сферата 1 и сферата со 
центар во точката 

222  zyx
T  и радиус R , со помош на Питагоровата 

теорема добиваме дека 8 . Значи, една директриса на 
површината е  

1322 R 2 

1222  zyx ,   83 222  zyx  (1). 
Со одземање на втората од првата равенка добиваме  


3

1
x . 796  x  26  x  13 x

Директрисата може да ја запишеме со равенката 

  83 222  zyx , 
3

1
x  (2) 

бидејќи системите (1) и (2) се еквивалентни. 
 Нека  zyxM ,,  е точка од конусната површина, а 

 pppp zyxM ,,  точка од директрисата што лежи на правата MT . 

Важи  


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0 

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









 33  xtxp , tyy p  , tzz p  . 

Бидејќи точката  лежи на директрисата, важи:  pM

3

1
x   

3

1
33  xt   

3

8
3 xt   33

8




x
t  и 

  83 222  ppp zyx    83 222222  ztytxt 

   822  zy32 xt 2  . 
Со замена на параметарот  ја добиваме равенката на бараната 
конусна површина 

t

 
   83

39

64 222

2



zyx

x
    2222 3

8

9
3  xzyx   
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 222 3
8

1
 xzy     222 83 zyx  . 

 Втор начин. Нека  zyx ,,  е произволна точка од конусната 
површина. Тогаш, генератрисата е 

ltx  3 , mty   и ntz   (1), 

каде   е паралелен вектор на генератрисата.  nml ,,
 Ако замениме во равенката на сферата, добиваме 

1222  zyx    13 22222  tntmlt 
169 lt 2t22222  ntmtl    08 62222  tnml lt . 

Бидејќи генератрисата ја допира сферата, последната равенка има 
едно решение. Следува дискриминантата 0D , односно 

  03236 2222  nmll    089 2222  nmll 
02 8n8 22  ml  (2). 

Од (1) имаме 
t

x
l

3
 , 

t

y
m   и 

t

z
n  . Ако замениме во (2), ја 

добиваме равенката на бараната конусна површина 

 
088

3
2

2

2

2

2

2




t

z

t

y

t

x
  

  0883 222  zyx     222 83 zyx  . 
 
 Задача 4. Светлосен извор се наоѓа во координатниот 
почеток. Најди ја контурата на сенката на сферата 

 во рамнината  :S 010210222  yxzyx 3023  yx . 

 Решение. Прво ќе ја определиме конусната површина која 
има теме во точката  0,0,0O  и е опишана околу сферата . 
Каноничната равенка на сферата  е  

S
S

    01011255 222  zyx      1615 222  zyx ,  

од каде нејзиниот радиус и центар се  0,1,5 C  и 4R . 

Растојанието 26125 CO .  

 Да ја разгледаме сферата  со центар во координатниот 

почеток и радиус  што го задоволува условот 

1S

1R
2

2
2

1 RCOR   т.е. 

. Нејзината равенка е . Ако од 1016262
1 R 10222  zyx
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равенката на сферата  ја одземеме равенката на сферата , 
добиваме 

1S
10

S
10210  yx  или 0105  yx

10 105

. Оттука равенката на 
една директриса е 

2 y2 x 2 z , 0 yx  
 Ја спроведуваме постапката за добивање на равенка на 
конусна површина со дадена директриса и теме.  
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  txxp  , 

tyy p  , tzz p  ; 


yx

t



5

10
;  0105  pp yx  0105tx ty 105  yxt   

   102222  zyxt ; 10222  ppp zxx  102222  ztyt22xt

 
  10

5

10 2 z22
2

2




yx
yx

   510 yxzyx  2222 . 

Следува дека равенката на контурата на сенката е 

   222 510 yxyx  2 z , 3023  yx . 
 

 Задача 5. Состави ја равенката на конусната површина 
опишана околу сферите  

:1S       133 22  zyx 3 2  и . :2S 4222  zyx

 Решение. Центрите и радиусите на сферите се  
 0,0,02C , 2 ,  3,3,31C  и 11 R , од каде 2 R

 3  и 3399912  CCd . ,3,312 CC

 Ако x  е растојанието од центарот на првата сфера до темето, 
тогаш, користејќи сличност на триаголници добиваме  

2

1

R d x

R x




2 3 3

1

x

x


  3 3x   или 

2

1

R 2 3 3

1

x

x




d x

R x


 3x  .  

 zyx ,,Нека 3 3x  . Темето T  на конусната површина лежи на 
оската на површината што минува низ центрите на сферите и е 

оддалечено 33  единици од центарот . Равенката на оската е 1C
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tx  , ty  , tz  . 
Притоа, 

  33, 1 CTd        33333 222  ttt   

3333 t  33 t  33 t  0t , 6t  

Постојат две точки на оската што се оддалаечени 33  единици од 
, од кои само една е теме. За 1C 0t  ја добиваме точката  која не 

е теме. Следува, темето е 
2C

 6,6,6T . 
 Значи, една директриса е пресекот на сферите  

      1333 222  zyx , и        2222 33666  zyx . 
 Ако од првата сфера ја одземеме втората, добиваме 

26276276276  zyx  55666  zyx . 
Па равенката на директрисата може да ја зашишеме како пресек на 
површините, 

      27666 222  zyx , 55666  zyx . 
 Според постапката за добивање на равенка на конусна 
површина, имаме 
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  

 66  xtxp ,  66  yty p ,  66  ztz p   

 66  xtxp ,  66  yty p ,  66  ztz p ; 

55666  ppp zyx 

      5566636 6366636  ztytxt 

  53186  zyxt   186

53





x

t
zy

, 

      27666 222  ppp zyx   

      27666 222222  ztytxt   

       27666 2222  zyxt ; 

 
       27666

1836

53 222

2

2




zyx
zyx



        252222 184366653  zyxzyx . 

 Аналогно ја добиваме конусната површина кога 3x  . 
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 Задача 6. Состави равенка на кружна конусна површина што 
минува низ точката  1,1,2 S , има теме во точката  3,4,4 M , а за 
оска и служи правата :p 13  tx , 22  ty , 2 tz . 

 Решение.  Директрисата на конусната површина е пресек на 

сферата со радиус MS ,  

      17494131424 222 MS  

и центар во точката M , со равенка  

      17344 222  zyx , 
и рамнината која минува низ точката  и е нормална на дадената 
права, 

S

      0000  zzCyyBxxA        011223  zyx

09


23  zyx . 

 
 Значи, равенката на директрисата е  

     







0923

17344
:

222

zyx

zyx
D . 

Оттука, равенката на конусната површина е 

tzz

zz

yy

yy

xx

xx

ppp

1

0

0

0

0

0

0 












tz

z

y

y

x

x

ppp

1

3

3

4

4

4

4













  

     33,44,44  ztzytyxtx ppp 

     33,44,44  ztzytyxtx ppp . 

     









0923

17344
:

222

ppp

ppp
p zyx

zyx
D 

        
       


334424

17344 222

ztytxt

ztytxt

 9



043
  

Д-р Зоран Мисајлески  6. Површини 294 



 
6.2.2. Конусни површини 

 

      
       







0933442443

17344 2222

ztytxt

zyxt


      
     







09334284312

17344 2222

ztytxt

zyxt


      
 






14382123

17344 2222

zyxt

zyxt
  

      













2323

14
17344 2222

zyx
t

zyxt


      3 2  1744
2323

14 22

2












zyx

zyx
  

        2222 232317344196  zyxzyx . 
 

 Задача 7. Правата 
23

2

6

zyx



  ротира околу -оската. 

Состави ја равенката на опишаната површина. 

y

 Решение. Пресекот на 

правата 
23

2

6

zyx



  со y -

оската е точката  0,2,0T . Затоа 
опишаната површина е конусна 
и има теме во точката T .  
 Рамнината  е 
нормална на оската на ротација 
на конусната површина. Нека 

 е пресечната точка на дадената права со  рамнината. 
Важи: 

z



x0

z zxM ,0, x0

3

4
,4

23

2

6



 zx

zx
, 

односно 





 

3

4
,0,4M , од каде  

9

160

3

4
4

2
2 






 OMR . 
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 Директрисата е пресек на  рамнината и сферата со центар 
во координатниот почеток и радиус 

zx0
R , односно 

2 2 2 160
: ,

9
D x y z y    0 .  Следува, равенката на конусната 

површина е: 

tzz

zz

yy

yy

xx

xx

ppp

1

0

0

0

0

0

0 












tz

z

y

y

x

x

ppp

1

2

2





   

  tzzytytxx ppp  ,22,    tzzytytxx ppp  ,22, ; 











0
9

160
:

222

p

ppp
p

y

zyx
D    

 









022
9

160
22 22222

yt

ztytxt   

 

















2

2
9

160222

y
t

zxt
  

9

160

2

2 22 










zx
y

2

  

   222 2409  yzx    02409 222  zyx . 
 Коментар. Директрисата може да ја претставиме и како 
пресек на  со сферата со центар во темето zx0 T  и радиус 

9

196

9

16
416

3

4
,2,4 






 MTR . 

 
Тогаш нејзината равенка е 

 
9

196
2 222  zyx , 0y  

Равенката на директрисата може да ја претставиме и во вид 

9

16022  zx , 0y . 



 
6.2.3. Ротациони површини 

 

 
6.2.3. РОТАЦИОНИ ПОВРШИНИ 

 
 Задача 1-6. Најди ги равенките на површините што се 
добиваат со ротација на следниве криви околу дадените оски: 
  1) 3 ,z x y 0   околу x -оската. 

  2) 2 2 1, 0x y z    околу y -оската. 

  3) 0,1
916

22

 y
zx

 околу -оската. z

  4) 0,1
2

2

2

2

 z
b

y

a

x
 околу x -оската. 

  5)     0,122 22  xzy  околу y -оската.  

  6)  околу -оската. 0,12  xyz z

 Решение. 1) Бидејќи ротационата површина ротира околу x -
оската променливата x  останува иста, а  го заменуваме со z

22 zy  , 

2 2 3y z x    xzy 222   2 2 9 2y z x  . 

 2) Бидејќи ротационата површина ротира околу -оската 

променливата  останува иста, а 

y

y x  го заменуваме со 22 zx , 

  22
2

22 ayzx   2222 azyx   
 3) Бидејќи ротационата површина ротира околу z -оската 

променливата z  останува иста, а x  го заменуваме со 22 yx , 


 

1
916

2
2

22


 zyx

1
916

22


zx

 1
91616

222


zyx

. 

 4) Бидејќи ротационата површина ротира околу околу x -
оската променливата x  останува иста, а  го заменуваме со y

22 zy  , 

 
1

2

2
22

2

2





b

zy

a

x
 1

2

2

2

2

2

2


b

z

b

y

a

x
. 

 5) Бидејќи ротационата површина ротира околу -оската, 

променливата  останува иста, а  ја заменуваме со 

y

y z 22  zx , 
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    122
2

222  zxy    1442 22222  zxzxy 

     222222 3216  zxzx  y . 
 6) Бидејќи ротационата површина ротира околу околу z -
оската, променливата z  останува иста, а x  го заменуваме со 

22 yx  , 

  1
2

22  yxz  122  yxz . 

 
 Коментар. Добиените ротациони тела во претходната задача 
соодветно се конус, сфера и еднокрилен хиперболоид, ротацион 
елиопсоид, нема име и параболоид. 
 

 Задача 7. Правата 
23

2

6

zyx



  ротира околу -оската. 

Состави ја равенката на опишаната површина. 

y

 Решение. Ќе ја најдеме 
равенката на една права која 
лежи на  рамнината и на 
опишаната површина.  

zy0

 Пресекот на правата 

23

2

6

zyx



  со -оската е 

точката . Нека дадената 
права ја сече  рамнината во 
точката . Тогаш, нејзините координати се 

y

 0,2,0A
x0

 zxB ,0,


z



3

4
,4

23

2

6



 zx

zx
  

од каде 

 
3

104

9

160

4

4
4

2
2 






 OBr . 

 Затоа точката 








3

104
,0,0C  лежи на површината. Векторот  
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


















3

102
,1,0

3

104
,2,0AC , па равенката на правата  е AC



3

1021

2

0






zyx

. 
nml

zzyyxx 000 





 Бараната површина е ротациона површина добиена со 
ротација на правата  

3

102
2




z
y , 0x y околу -оската. Нејзината равенка е 

3

102
2

22






zx
y   

9

40
2

22
2 zx

y


    222 2409  yzx . 

 
Задачи за вежбање 

 
6.1. Површини од втор ред 

6.1.1. Сфера  
 Задача 1-2. Најди ја равенката на сферата со центар во 
точката  и радиус C R , ако: 

1)  0,2,3 C  и 7R ;  2)  1,2,3C   и 3R  . 

 Задача 3-4. Најди ја равенката на сферата што минува низ 
точката M  и има центар во точката , ако: C

3)  2,1,4M  и  3,2,1 C ; 4)  2,1,4M  и  1,2,3C  ; 

 Задача 5-8. Најди го центарот и радиусот на сферата:  
5) ; 6) ; 2 2 2 2 4 5x y z y z      0

0

01428222  zxzyx

7) ; 8) 2 2 2 3 5 7 0x y z x z      2 2 22 2 2 6 4 1x y z y z      . 
 Задача 9-10. Напиши ја равенката на сферата што минува низ 
точките , A B  , C  и , ако: D

9)  0,0,0A ,  0,0,2B ,  1,1,4 C  и  1, 1, 2D    ; 

10)  4,0,2A ,  1, 3,2B   ,  2,0,6C  и  2, 1,1D   . 

 Задача 11. Напиши ја равенката на сферата опишана околу 
тетраедарот чии темиња се во точките  

 3,0,0A  ,  0,1,0B ,  0,0, 2C   и  0,0,0D . 



 
6.3. Задачи за вежбање 

 

 Задача 12. Изведи го условот при кој рамнината 
0 DCzByAx   ја допира сферата  

     2 2 2

0 0 0 1x x y y z z      . 

 Задача 13-14. Определи ја равенката на рамнината што ја 
допира сферата  во точката S M , ако:  

  13) S :       9132 222  zyx  и  3,1,1M ; 

  14) S :  и 09228222  zyxzyx  2,1,2M . 
 Задача 15-16. Напиши ги равенките на рамнините што 
минуваат низ правата p  и ја допираат сферата S , ако: 

15) :p 2 zyx  и ; :S 1222  zyx

16) :p
4 5

2 3

x y z  
 

7

4
 и . :S 2 2 2 4 2 6 22x y z x y z       0

 Задача 17. Најди ја равенката на сферата што има центар во 
точката  2, 1,0C   и ја допира рамнината 2 3 7 2 0x y z    . 

 Задача 18. Напиши ја равенката на сферата која има центар 
во точката  1, 2,0C   и ја допира одвнатре сферата  

:1S
2 2 2 12 8 6 20 0x y z x y z       . 

 Задача 19-20. Напиши ја равенката на сферата впишана во 
тетраедарот што го заградуваат рамнините координатните рамнини 
и рамнината 

19) 3 4 12 18 0x y z    ; 20) 3 4 12 18 0x y z    . 
 Задача 21. Напиши ја равенката на сферата впишана во 
тетраедарот што го заградува рамнината 2 1x y z   , со 
координатните рамнини. 
 Задача 22. Дадени се сферите  

     2 2 2
2 1 1x y z      5 и   43 222  zyx . 

Најди ја равенката на рамнината што ја содржи пресечната 
кружница на сферите, а потоа најди ги центарот и радиусот на таа 
кружница. 
 Задача 23. Најди точка на сферата  

      25321 222  zyx  
која е најблиску до рамнината 01943  yx . Пресметај го 
растојанието од таа точка до рамнината. 

6.1.2. Елипсиод, параболоид, хиперболоид и конус 
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 Задача 1-4. Кои површини се определени со следниве 
равенки: 

1) ;   2) 2 24x y 1 2y x ; 3) 2 2 4x z  ;    4) 2 2 0y z  . 
 Задача 5-12. Кои површини се определени со следниве 
равенки: 
5) ; 6) 2 2 28 4 24 48 0x y z    2 2 22 6 3x y z 6   ; 7) 2 2 1 0y x   ; 

8) ;  9) 2 2 2 0x y z   2 2x y 0z   ;  10) 2 2x y 1 0   ;  

11) ;  12) 2 2 2 2 4 2 3 0x y z x y z       2 22 3 6x y z 0   . 
 Задача 13-14. Најди ги заедничките точки, ако постојат,  на 
правата p  и површинта , ако: S

13) :p  2x t    , 1 2y t  , 3z t ; и  :S 2 2z x y  . 

14) :p  
1 2

2 1 3

x y z 
   и   :S 2 22 3x y 1  . 

 Задача 15. Пресекот на конусот  со 
рамнината 

02 222  zyx
042  zx  е елипса. Најди ја ортогоналната проекција 

на елипсата. 
 Задача 16. Покажи дека правите  








06632

06632

zyx

zyx
 и  







2

03

y

zx

лежат на хиперболоидот 1
49

2
22

 z
yx

. 

 Задача 17. Со помош на трансформацијата  

 1
2 2

3
x x y z     ,  1

2 2
3

y x y z     ,  1
2 2

3
z x y z     ; 

докажи дека равенката 2 2 27 6 5 4 4 18x y z xy yz 0       е равенка 
на елипсоид. 

6.2. Цилиндрични, конусни и ротациони површини 
6.2.1. Цилиндрични површини 

 Задача 1-2. Состави ја равенката на цилиндричната 
површина со директриса  и вектор на правец D p , ако: 

1) :D 1 xy , 2 xz ; и  2, 1,3p  


; 

2) , :D 122  yx 1z ; и  1,1,1p 


. 

Д-р Зоран Мисајлески  6. Површини 301 



 
6.3. Задачи за вежбање 

 

 Задача 3. Состави ја равенката на цилиндричната површина 
чија директриса е дадена со равенката 2 2 22 1x y z   , 0x y  , а 

генератрисата е паралелна со правата 
1 3 2

1 3 2

x y z  
 


. 


 Задача 4. Состави ја равенката на цилиндричната површина 

која е паралелна со правата 
3

4

2

6

3

5








 zyx

 и е опишана околу 

топката . 1222  zyx
 Задача 5. Состави ја равенката на цилиндричната површина 
опишана околу сферите:  

     2 2 2
1 1 1x y z 9       и . 9222  zyx

 Задача 6. Сферата со равенка 2 2 2 1x y z  
0z

 е осветлена од 
зраци паралелни на правата 2x y   3 4x y, 0z 

xOy
 . Најди ја 

равенката на контурата на сенката во  рамнината. 
6.2.2. Конусни површини 

 Задача 1-3. Состави ја равенката на конусната површина со 
теме T  и директриса , ако: D
  1)  3,1,2 T  и : , D 22 yxz  4z ; 

  2)  3,1,2T  и : , D xy 22  0z ; 

  3)  1,2,1 T  и : D 01  zyx , . 122  yx
 Задача 4. Состави ја равенката на конусната површина  со 
директриса 1, 222  zyx 0z  и теме кое се наоѓа во пресекот на 

правата  
4

1

32



zyx

0 со рамнината 12  zyx . 

 Задача 5. Состави ја равенката на конусната површина што 
има теме во точката  3, 4,7T   и е опишана околу сферата 

     2 2
1 2x y z     2

1 2 . 

 Задача 6. Светлосен извор се наоѓа во  2, 1,3T  . Најди ја 

контурата на сенката на сферата :S      2 2
1 7

2
3x y z 1       во 

рамнината  0x y  . 
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 Задача 7. Состави ја равенката на конусната површина 

опишана околу сферите :1S    2 2 21 1x y z 2      и 

.  :2S 4222  zyx

 Задача 8. Правата 
3

2

62



zyx

 ротира околу -оската. Да 

се состави равенката на опишаната површина. 

z

 Задача 9-10. Состави ja равенката на кружната конусна 
површина што минува низ точката , има теме во точката , а за 
оска и служи правата 

S T
p , ако: 

9)  2, 1,1S  ,  4, 4,3T  , :p 3 1x t  , 2 2y t   , 2z t  ; 

10)  0,1,0S ,  0,1,0T , :p
1

1

2

1

2

2









 zyx

. 

6.2.3. Ротациони површини 
 Задача 1-3. Најди ги равенките на површините што се 
добиваат со ротација на следниве криви околу дадените оски: 
 1) z y , околу y -оската и околу -оската; z

 2) 2

1

1
z

y



, околу -оската; z

 3) , околу 3z x x -оската и околу -оската. z
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