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Predgovor 

Ovaa kniga e nameneta za studentite od prva godina na Prirodno ma-

temati~kiot fakultet vo Skopje, na nasokata matematika fizika, za 

studentite od prva godina na Arhitektonskiot fakultet i za stu-

dentite od prva godina na fakultetot za dizajn i tehnologii na me-

bel i interier.  

Knigata e podelena na devet poglavja. Na po~etokot, posle predgo-

vorot e daden pregled na site simboli koi se koristat pri izlo`u-

vawe na materijalot. Vo prvata glava e daden kratok voved vo teori-

jata na mno`estva, a vo vtorata glava aksiomatski se vovedeni mno-

`estvoto realni broevi, kako i voobi~aenite podmno`estva od pri-

rodni, celi, racionalni i iracionalni broevi. Ponatamu, se zapoz-

navame so elementarnite funkcii i obrabotuvame osnovni poimi od 

matemati~kata analiza vo vrska so funkcii kako {to se: limes, nep-

rekinatost, izvod i integral. Na krajot e pomesten dodatok koj se 

sostoi od dva dela: transformacija na racionalni dropki vo zbir od 

prosti dropki i neravenstva, kako i azbu~nik na site koristeni poi-

mi.   

Studentite ~esto imaat pote{kotii pri sovladuvawe na materijalot 

po predmetot Matematika, poradi nedovolnite predznaewa od sred-
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no u~ili{te, no i poradi objektivnata te`ina na ovoj predmet. Pora-

di toa se opredelivme za ilustrirawe na materijalot so golem broj 

primeri koi so posebna lesnotija gi vodat studentite kon usvojuvawe 

na celite i barawata utvrdeni so studiskata programa po navedeni-

te predmeti. Toa ni dava za pravo ka`eme deka prezentiraniot mate-

rijal vo knigata im ovozmo`uva na studentite lesno da gi sovladaat 

celite opredeleni so studiskata programa. Za taa cel na studentite 

im sovetuvame prvo da go sovladaat teoretskiot del od soodvetnoto 

poglavje, {to zna~i treba da gi usvojat pova`nite definicii, teore-

mi i primeri {to go ilustriraat materijalot. Potoa da gi izrabotat 

zada~ite za ve`bawe koi se pomesteni neposredno posle sekoe pog-

lavje.  

Na krajot, im se zablagodaruvame na site koi{to pomogna vo podgo-

tovkata na ovoj rakopis, osobeno na recenzentite, prof. d-r @ivorad 

Tomovski, prof. d-r Qup~o Nastovski i prof. d-r \or|i Markoski. 

Tie go pro~itaa rakopisot vnimatelno i so korisnite zabele{ki i 

sugestii dadoa zna~aen doprinos za negovo podobruvawe.  

 

 

Skopje, mart 2017 godina                                                             Avtorite    
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Pregled na simboli 
 

1) Zna~ewe na nekoi simboli 

Simbol     Upotreba           Zna~ewe  
 
                 Ax                      x  e element na mno`estvoto A  

                   Ax                    x  ne e element na mno`estvoto A  

                  BA                    A  e podmno`estvo od B  

                                             prazno mno`estvo 

                  BA                    unija na mno`estvata A  i B  

                  BA                    presek na mno`estvata A  i B  

\                    BA \                      razlika na mno`estvata A  i B  

                    BA                    Dekartov proizvod na mno`estvata A  i B  

                    ba                     a  e pomalo ili ednakvo na b  

                    ba                     a  e pomalo od b  

],[                  ],[ ba                    mno`estvo na site realni broevi pogolemi  

                                                    ili ednakvi na a  i pomali ili ednakvi na 

b   

),(                  ),( ba                    mno`estvo na site realni broevi me|u a  i b                            

                   QP                od iskazot P  sleduva iskazot Q  

                   QP               iskazite P  i Q  se ekvivalentni 

                     Aaa       za sekoe a  od A  

                      Aaa        postoi a  od A  

                  x                         apsolutna vrednost od x  

                  FEf :         f  e funkcija od E  vo F  

                 )(xfx           funkcija koja na elementot x  mu  

                                                   pridru`uva )(xf   

fD                                             definiciona oblast na funkcijata f  

fR                                              mno`estvo vrednosti na funkcijata f  
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Simbol     Upotreba           Zna~ewe  
 

lim               
n
nalim                   granica (limes) na nizata  na  koga n  se  

                                                   stremi kon ;  i  

                     
0

)(lim
xx

xf


              granica (limes) na funkcijata f  koga x  

                                                   se stremi kon 0x  

                dxxf )(                neopredelen integral na funkcijata f   


b

a

              
b

a

dxxf )(                opredelen integral na funkcijata f  na  

                                                   intervalot  ba,  

 
2) Zna~ewe na nekoi bukvi 
     
     N        mno`estvoto na site prirodni broevi 1,2,3,   

     Z        mno`estvoto na site celi broevi 0,1, 1,2, 2,     

     Q        mno`estvoto na site racionalni broevi   

     R        mno`estvoto na site realni broevi   

 
3) Gr~ki alfabet 
 
     Α      α      alfa                                       Ν      ν      ni           

     Β       β      beta                                        Ξ      ξ      ksi  

     Γ       γ      gama                                        Ο      ο      omikron 

     Δ       δ      delta      Π      π      pi 

     Ε       ε      epsilon      Ρ       ρ      ro  

     Ζ       ζ      ceta         Σ      σ      sigma 

     Η       η      eta                                         Τ       τ       tau   

     Θ       θ      teta       Υ       υ       ipsilon  

     Ι         ι       jota                                        χ       φ       fi  

     Κ       κ      kapa                                       Χ      χ        hi  

     Λ       λ      lambda                                  Ψ      ψ       psi  

     Μ      μ       mi                                               Ω      ω      omega 
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1. Voved 

 

1.1. Kvantifikatori 

Vo matematikata se va`ni re~enicite vo koi se iznesuvaat soodvet-

ni tvrdewa. Takvite re~enici gi narekuvame iskazi. Poprecizno, za 

edna re~enica velime deka e iskaz ako taa e ili vistinita ili ne-

vistinita, odnosno ne e istovremeno vistinita i nevistinita. Na 

primer, re~enicata:  

1) Fevruari ima 28 dena, 

ne e iskaz, dodeka re~enicite: 

2) Januari ima 31 den,  

3) Pariz e glaven grad na Makedonija  

se iskazi, i toa prviot e vistinit, a vtoriot e nevistinit iskaz.  

Neka P  i Q  se dva matemati~ki iskaza.  
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Velime deka iskazot P  go implicira iskazot Q  ako Q  e vistinit 

iskaz koga i P  e vistinit. Toga{ simboli~ki bele`ime .P Q  

Ako P Q  i ,Q P  toga{ velime deka iskazite P  i Q  se ekviva-

lentni i pi{uvame simboli~ki .P Q  Ako ,P Q  toga{ velime 

deka Q  e potreben i dovolen uslov za da bide vistinit iskazot P  

ili iskazot P  e vistinit ako i samo ako e vistinit iskazot .Q  

Vo matematikata ~esto se koristi izrazot: „za sekoj“. Takov izraz 

simboli~ki go ozna~uvame so znakot .  Na primer, ako napi{eme 

,x  ~itame „za sekoe x “. Isto taka, ~esto se koristi i izrazot „pos-

toi“. Takov izraz simboli~ki go ozna~uvame so znakot .  Na primer, 

ako napi{eme ,x  ~itame „postoi x “. Simbolite   и   se vikaat 

kvantifikatori; prviot univerzalen kvantifikator, dodeka vtoriot 

egzistencijalen kvantifikator. 

 

1.2. Poim za mno`estvo, operacii so mno`estva 

Sekoj ~ovek so zdrav razum smeta deka u~enicite od eden klas so~i-

nuvaat odredena celina. Tie u~enici obrazuvaaat mno`estvo i sekoj 

u~enik od soodvetniot klas e ~len, pripadnik, odnosno element na 

toj klas, na toj kolektiv.  

Analogno, site `iteli na Skopje obrazuvaat odredena celina, odnos-

no odredeno mno`estvo, a sekoj `itel na Skopje e ~len, odnosno ele-

ment na toa mno`estvo.  

Isto taka site to~ki na ramninata koi se ednakvo odale~eni od ne-

koja fiksna to~ka obrazuvaat celina koja se vika kru`nica. Za to~-

kata P  da le`i na spomenatata kru`nica, potrebno i dovolno e nej-

zinata oddale~enost od onaa fiksna to~ka, koja se narekuva centar 

na kru`nicata, da go zadovoluva baraniot uslov na odale~enost.  
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Ovie primeri, kako i mnogu drugi za koi vo ovoj moment stanuvame 

svesni, sekako, ne potcenuvaj}i gi ednostavnite primeri kako na pri-

mer site ku}i na nekoja ulica, site reki vo nekoja oblast, site igra-

~i na nekoja ekipa itn... poka`uvaat deka vo toa izobilstvo na mnogu 

razli~ni primeri se provlekuva ne{to zaedni~ko, a toa e deka seko-

ga{ se raboti za celina, za mno`ina, za mno`estvo i za negovite de-

lovi. 

Ponekoga{, jazi~nite termini mno`estvo i element, koi sme gi upot-

rebuvale, se poka`uvaat neadekvatni. Taka, ne e dobro ako ka`eme 

deka pratenikot toj i toj e element na sobranieto na taa i taa op{ti-

na. No, ni{to ne smeta da se ka`e na primer deka to~kata P  e ele-

ment na ramninata. Vo ovoj slu~aj to~kata P  e nekako bezli~na, do-

deka pratenikot ne e, bidej}i so nego se povrzuvaat mnogu osobini na 

`iviot ~ovek. No, vo ovoj moment, koga ne ne interesira deka nekoj e 

~len na op{tinskoto sobranie, tuku samo faktot, deka pratenicite 

pravat celina, deka `itelite na Skopje pravat celina, deka site 

to~ki pravat celina itn., odnosno koga voo~uvame nekoi zaedni~ki 

osobini na pove}e objekti, tie nelagodnosti is~eznuvaat.  

Mno`estvo e osnoven poim vo matematikata i go usvojuvame bez de-

finicija. Na primer, stranicite na ovaa kniga formiraat mno`est-

vo, knigite vo edna biblioteka formiraat mno`estvo, site `iteli 

na Skopje formiraat mno`estvo, itn.  

Od navedenite primeri gledame deka sekoe mno`estvo se sostoi od 

odredeni objekti koi imaat zaedni~ko karakteristi~no svojstvo. Ob-

jektite {to go formiraat mno`estvoto se narekuvaat elementi na 

mno`estvoto. Naj~esto, mno`estvata }e gi ozna~uvame so golemite 

latinski bukvi, na primer , , ,A B C X  itn., a elementite so malite 

latinski bukvi , , , ,a b c x y  itn. Na primer,  , , ,A a b c d  zna~i deka 

mno`estvoto A  se sostoi od elementite , ,a b c  i .d  Pritoa, raspore-
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dot na elementite ne go smetame za biten i ne dopu{tame eden ist 

element da se javuva pove}e pati.   

Ako a  e element na mno`estvoto ,A  toga{ pi{uvame a A  i ~itame 

„elementot a  mu pripa|a na mno`estvoto A “ ili  „a  e element na 

A “. Ako a  ne e element na mno`estvoto ,A  pi{uvame .a A  Vo ovaa 

smisla imame  , , ,a a b c   , , .d a b c  

Za edno mno`estvo velime deka e zadadeno ako: 

a) se navedeni site negovi elementi, odnosno e zapi{ano na tabela-

ren na~in. Na primer,  1, 4,5 ,A   ili  

b) e istaknato karakteristi~noto svojstvo ( )P x  koe {to go zadovolu-

vaat negovite elementi (i samo negovite elementi), odnosno e zapi-

{ano opisno  

 : ( )A x P x  

Na primer, A  { :x x  e samoglaska vo makedonskata azbuka}.  

1.2.1. Primeri.  

1) Tabelarnoto zadavawe na mno`estvoto A  { :x x  e bukva vo zborot 

baba} }e glasi { }A  a,b , dodeka opisnoto zadavawe na mno`estvoto  

A  {ponedelnik, vtornik, sreda, ~etvrtok, petok, sabota, nedela}  

}e glasi A  { :x x  e den vo sedmicata}.    

Velime deka mno`estvoto A  e podmno`estvo od mno`estvoto ,B  i 

pi{uvame ,A B  ako i samo ako sekoj element na mno`estvoto A  e 

element i na mno`estvoto ,B  odnosno ( ).A B x A x B      
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Za dve mno`estva A  i B  velime deka se ednakvi, i zapi{uvame 

,A B  ako i samo ako A B  i ,B A  odnosno (A B A B    i 

).B A  Vo sprotivno, mno`estvata se razli~ni i pi{uvame .A B  

Na primer, mno`estvata  , , ,A a b c   , ,B c a b  i  , , , , ,C a b b c c  

se ednakvi, bide}i tie se sostojat od edni isti elementi ,a b  i .c  

Ako A B  i ako postoi element vo B  {to ne e element vo ,A  odnos-

no ,A B  toga{ velime deka mno`estvoto A  e vistinsko podmno-

`estvo od mno`estvoto .B  Vo toj slu~aj zapi{uvame .A B  Simbo-

li~ki, (A B A B    i ).A B   

Ako mno`estvoto A  ne e podmno`estvo od mno`estvoto ,B  odnosno  

ako postoi element od A  {to ne pripa|a na ,B  toga{ zapi{uvame 

.A B  Na primer, za mno`estvata  , , ,A a b c d ,  , , , , ,B a b c d e g  

i  , ,C b d h  va`i A B  i .C B  

1.2.2. Primeri.  

1) Za mno`estvata A  { :x x  e ~etiriagolnik so ednakvi dijagonali}, 

B  { :x x  e pravoagolnik}, C  { :x x  e kvadrat}, D  { :x x  e romb} i 

E  { :x x  e ramnokrak trapez},iskazite ,B A  C D  i C B  se 

vistiniti, dodeka iskazite D A  i E B  se nevistiniti.  

Posebno }e go izdvoime praznoto mno`estvo. Toa e mno`estvo koe ne 

sodr`i nitu eden element. Praznoto mno`estvo go ozna~uvame so .  

]e smetame deka postoi samo edno takvo mno`estvo i deka toa e pod-

mno`estvo od sekoe mno`estvo, odnosno za sekoe mno`estvo A  va`i  

,A  i B   za sekoe neprazno podmno`estvo .B  
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Isto taka, ako  vo daden problem site mno`estva so koi rabotime se 

podmno`estva od nekoe fiksno mno`estvo, toa mno`estvo go vikame 

univerzalno mno`estvo i naj~esto go ozna~uvame so .U  

]e dademe definicii na nekoi osnovni operacii so mno`estva.  

1.2.3. Definicija. Unija na mno`estvata A  i ,B  ozna~uvame ,A B  

e mno`estvoto {to se sostoi od site elementi {to pripa|aat vo mno-

`estvoto A  ili vo mno`estvoto .B  

 :A B x x A    ili x B  

Ako ,x A B   toa zna~i deka x A  ili ;x B  dodeka x A B   

zna~i deka x A  i .x B  

1.2.4. Definicija. Presek na mno`estva A  i ,B  ozna~uvame ,A B  

e mno`estvoto {to se sostoi od site elementi {to pripa|aat vo mno-

`estvoto A  i vo mno`estvoto .B   

 :A B x x A    i x B  

Ako ,x A B   toa zna~i deka x A  i ;x B  dodeka x A B   zna~i 

deka x A  ili .x B  

1.2.5. Definicija. Razlika na mno`estvoto A  so mno`estvoto ,B  

ozna~uvame \ ,A B  e mno`estvoto {to se sostoi od site elementi {to 

pripa|aat vo mno`estvoto A  a ne pripa|aat  vo mno`estvoto .B  

\ :A B x x A    i  x B  

Ako \ ,x A B  toa zna~i deka x A  i ;x B  a \x A B  zna~i deka 

x A  ili .x B  
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1.2.6. Definicija. Komplement na mno`estvoto A  (vo odnos na uni-

verzalnoto mno`estvo U ), ozna~uvame so ,cA  e mno`estvoto {to se 

sostoi od site elementi od mno`estvoto U  {to ne pripa|aat vo 

mno`estvoto .A  

\ :cA U A x x U     i  x A  

Ako ,cx A  toa zna~i deka ;x A  dodeka 
cx A  zna~i  deka .x A  

1.2.7. Primeri.  

1) Neka  , , , , , ,U a b c d e f g  i  , , , ,A a c e g   , , , .B a b c d  Imame 

 , , ;cA b d f   , , ;cB e f g   , , , , , ;A B a b c d e g    , ;A B a c   

 \ , ;A B e g   \ , .B A b d   

2) Za sekoe mno`estvo A  va`i ,A   A A   i AA \ .  

Za dve  mno`estva A  i B  velime deka se disjunktni ako .A B   

Od pogornite definicii neposredno e jasno deka se to~ni slednite 

svojstva: 

1. ,A A A    A A A   Zakoni za idempotentnost 

2. ,A B B A     A B B A    Zakoni za komutativnost 

3.     ,A B C A B C       

   A B C A B C      

 

Zakoni za asocijativnost 

4.       ,A B C A C B C        

     A B C A C B C       

 

Zakoni za 

distributivnost 
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5.   ,A A B A      A A B A    Zakoni za apsorpcija 

6. ,A A    ,A U U   

,A     AUA   

 

7. ,cA A U    
cA A    

8. ,c U    ,cU    ccA A   

9. Ako ,A B  toga{ 
c cB A   

10.   ,
c c cA B A B     

 
c c cA B A B    

 

De Morganovi pravila 

 

Bi bilo korisno studentot sam da gi doka`e gornite tvrdewa. Za 

ilustracija }e gi doka`eme De Morganovite pravila:  

10.  
c

x A B   x A B   x A   i x B cx A   i 

cx B c cx A B   . Dobivme deka   .
c c cA B A B    

Za obratnoto, neka .c cx A B   Toga{, 
cx A  i 

cx B x A   i 

x B x A B     .
c

x A B    Zna~i,   .
c c cA B A B     

Od  
c c cA B A B    i   

c c cA B A B    sleduva deka  

  .
c c cA B A B    

Sli~no,  
c

x A B x A B x A        ili 
cx B x A    ili      

cx B .c cx A B     
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1.2.8. Definicija. Neka A  i B  se dve proizvolni mno`estva. De-

kartoviot proizvod A B  e mno`estvoto {to se sostoi od site pod-

redeni dvojki  ,a b  kade {to a A  i .b B  Simboli~ki 

{( , ) :A B x y x A    i }.y B  

Pritoa va`i deka    , , , .a b c d a c b d     

Ako ,A B  toga{ A A  se narekuva Dekartov proizvod na mno`est-

voto ,A  i se ozna~uva so 2.A    

Dekartoviot proizvod se definira i vo slu~aj koga edno od mno`est-

vata e praznoto mno`estvo. Toga{ se zema 

,A   ,B   ,   

za site mno`estva A  i .B  

Neposredno od definicijata za Dekartov proizvod sleduva deka za 

tri proizvolni mno`estva , , ,A B C  va`i distributivniot zakon za 

mno`eweto vo odnos na unijata, presekot i razlikata, odnosno  

     A B C A C B C        i       A B C A B A C                                                                 

     A B C A C B C        i       A B C A B A C        

     \ \A B C A C B C      i       \ \A B C A B A C                                                          

Za ilustracija }e gi doka`eme distributivniot zakon za mno`eweto 

vo odnos na unijata. Jasno e deka dovolno e da go doka`eme ravenst-

voto vo slu~aj koga nitu edno od mno`estvata , ,A B C  ne e praznoto 

mno`estvo. ]e doka`eme samo   

      ,A B C A C B C       

zatoa {to analogno se doka`uva deka      .A B C A C B C        

Neka    , .a c A B C    Ova zna~i deka a A B   i .c C  Od uslovot 

a A B   imame deka a A  ili .a B  Ako a A  toga{  , ,a c A C   
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odnosno      , .a c A C B C     Ako a B  imame  , ,a c B C   od ka-

de povtorno va`i deka      , .a c A C B C     Zna~i, sekoj element 

od mno`estvoto  A B C   istovremeno e i element na mno`estvoto 

    ,A C B C    so {to dokavame deka      .A B C A C B C         

1.2.9. Primeri.  

1) Neka se dadeni mno`estvata { , }A a b  i { , , }.B c d e  Dekartoviot 

proizvod  ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) .A B a c a d a e b c b d b e   

2) Neka e dadeno mno`estvoto { , }.A m k  Dekartoviot proizvod na 

mno`estvoto A  e  2 ( , ),( , ),( , ),( , ) .A A A m m m k k k k m    

3) Da zabele`ime deka za Dekartoviot proizvod ne va`i komutativ-

niot zakon, odnosno .A B B A    Imeno, ako {1,2,3,4}A   i {2,3},B   

toga{  (1,2), (1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3),(4,2),(4,3) ,A B   no  

 (2,1), (2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2), (3,3), (1,4) .B A    

 
1.3.  Relacii 

1.3.1. Definicija. Neka A  e mno`estvo. Sekoe podmno`estvo   od 

Dekartoviot proizvod A A  se vika relacija vo .A  

Namesto  ,x y   koristime oznaka x y  i ~itame  „ x  e vo relacija 

  so y “.   

1.3.2. Primeri. 

1) Neka { , , }.A a b c  {( , ), ( , ),( , )}a b b c c a   e relacija vo .A  

2) Dadeno e mno`estvoto A  ~ii elementi se imiwata na studenti:  

{A  Ana, Eva, Adam, Marko, Obren, Ivana, Nikola, Meri}. 
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Vo ova mno`estvo e definirana relacijata   taka {to x y  ako i 

samo ako po~etnata bukva na imeto na x  e krajna bukva na imeto na 

y , za sekoi ,x y A . Od uslovot imame deka dadenata relacija e:  

{  (Ana, Ana), (Ana, Eva), (Ana, Ivana), (Ana,Nikola), (Adam, Ana), 

       (Adam, Eva), (Adam, Ivana), (Adam, Nikola), (Marko, Adam), 

       (Meri, Adam), (Obren, Marko), (Ivana, Meri), (Nikola, Obren)}.  

Za relacijata   velime deka e: 

1. Refleksivna ako  ,x A x x   

2. Simetri~na ako x y y x   

3. Tranzitivna ako x y  i  y z x z  

4. Antisimetri~na ako x y  i  y x x y  . 

1.3.3. Primerи.  

1) Vo mno`estvoto  , , ,A a b c d  e zadadena relacijata 

                    , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,a a b b c c d d a b b c c d a c a d b d  . 

Relacijata e refleksivna bidej}i         , , , , , , , ;a a b b c c d d     

relacijata ne e simetri~na bidej}i, na primer,   ,b a  ; relacijata 

e antisimetri~na; relacijata e tranzitivna.  

2) Vo { , , }A m k p  e dadena relacija       , , , , , .m k k p k m   Rela-

cijata ne e refleksivna, bidej}i, na primer,  ,m m  , odnosno 

      , , , , ,m m k k p p    ; relacijata ne e simetri~na bidej}i, 

na primer,  ,p k  ; relacijata ne e antisimetri~na bidej}i, na 
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primer, od  ,m k   i  ,k p   ne sleduva k p ; i ne e tranzi-

tivna bidej}i  ,m p  .  

Velime deka relacijata   e relacija za ekvivalentnost ako e ref-

leksivna, simetri~na i tranzitivna. 

Podreduvawe na A  e sekoja relacija {to e refleksivna, antisimet-

ri~na i tranzitivna. Ako u{te va`i: , :x y x y  ili y x , toga{ pod-

reduvaweto   velime deka e potpolno podreduvawe. 

Ako vo edno mno`estvo A  e zadadeno podreduvawe ,  toga{ za A  

velime deka e podredeno mno`estvo. Pritoa, namesto x y  ja koris-

time oznakata .x y  

1.3.4. Primerи.  

1. Vo sekoe mno`estvo A , relaciite A A    i   , :A x x x A    

se ekvivalentnosti.  

2. Neka  , , , , , ,A a b c d e f g  i         , , , , , , , .a b a c b a c a   Relaci-

jata e samo simetri~na, spored toa ne e ekvivalentnost.  

3) Relacijata             , , , , , , , , , , ,a a b b c c a b b c a c   zadadena na 

mno`estvoto  , ,A a b c  e relacija za podreduvawe bidej}i e ref-

leksivna, antisimetri~na i tranzitivna.  

 

1.4. Operacii 

1.4.1. Definicija. Ako po nekoe pravilo, na sekoj element na Dekar-

toviot proizvod A A  e pridru`en ednozna~no opredelen element 

od mno`estvoto ,A  velime deka e definirana operacija vo A . 
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Spored toa, ako na sekoja dvojka  ,x y A A   i pridru`uvame edin-

stven element ,z A  toga{ sme definirale operacija vo mno`estvo-

to .A  Koristime oznaka *x y z  ili x y z   ili x y z   itn. 

1.4.2. Primeri.  

1) Neka A  e dadeno mno`estvo i neka S  e mno`estvoto {to se 

sostoi od site podmno`estva od .A  Toga{ so 

X Y X Y     za sekoi ,X Y S  

e definirana operacija vo ,S  bidej}i od , ,X Y S  t.e. ,X Y A  od 

kade {to sleduva X Y A   {to zna~i .X Y S     

Neka vo mno`estvoto A  e definirana operacija  „*“ i neka B A . 

Ako so definiranata operacija na A , odnosno so definiranoto 

pridru`uvawe e opredeleno pridru`uvawe koe na sekoj podreden 

par  ,x y B B   mu pridru`uva element ,z B  toga{ velime deka 

B  e zatvoreno vo odnos na operacijata „*“ nasledena od operacija 

na A . So drugi zborovi, B A  e zatvoreno vo odnos na operacija „*“ 

definirana vo A  ako za sekoi ,x y B  imame deka * .x y B   

 

1.5. Zada~i za ve`bawe  

1. Koi od slednive re~enici se iskazi: 

1) 3 2 5                            2) Sinite o~i se najubavi.     

3) Da `ivee slobodata!    4) Vodata e neophodna za `ivotot na lu|eto.  

5) Mislam deka utre }e bide son~evo. 

2. Dali se ednakvi mno`estvata:  

1)  1,2,3,4A   i  2,1,4,3B        2)  1,2,3A   i  1,1,1,2,3,3B   
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3. Najdi gi mno`estvata  {1,2,3}  i  {1,2,3}.  

4. Neka  1,3,5,7 ,A    2,4,1,3B   i  5,8,9C   se dadeni mno`estva. 

i neka  1,2,3,4,5,6,7,8,9U   e univerzalno mno`estvo. Najdi gi mno-

`estvata  

 1) ( )A B C  i ( )A B C   i proveri dali se ednakvi 

 2) ( )A B C   i ( )A B C   i proveri dali se ednakvi 

 3) ( ) cA B C   i ( )c cA B C   

5. Doka`i deka za sekoe mno`estvo A U va`i ( )c cA A .  

6. Najdi neprazni mno`estva ,A B  i C  takvi, {to  

1) A B A C   , no B C       2) A B A C   , no B C   

7. Dadeno e univerzalno mno`estvo U  i proizvolni podmno`estva 

A  i B  od .U  Doka`i deka  

1) cA B i B  se disjunktni mno`estva  

          2) ( )cA B A B B     

 3) A B  i cA B  se disjunktni mno`estva.  

8. Simetri~na razlika na mno`estvata A  i B  e mno`estvoto  

( \ ) ( \ )A B A B B A   .  

Doka`i ja to~nosta na ravenstvata:   

          1) ( ) ( )A B C A B C                 2) ( ) ( ) ( )A B C A B A C         

          3) ( ) ( )A B A B A B               4)  \ ( )A B A B A    

9. Doka`i deka od  

1) A B  i A C  sleduva A B C    
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2) ,A B C  sleduva A B C    

          3) A B  i C D  sleduva A C B D   .  

10. Najdi go mno`estvoto A B  i ,B A  ako {1,2,3,4}A  , {1,3,4,5}.B   

Dali ?A B B A    

11. Doka`i deka za tri proizvolni mno`estva , ,A B C  va`i: 

1)      A B C A C B C       i      A B C A B A C            

2)      A B C A C B C       i      A B C A B A C        

3)      \ \A B C A C B C     i      \ \A B C A B A C         

12.  Neka e dadeno mno`estvoto { , , , , }A a b c d e  i vo nego relaciite  

1) {( , ),( , ),( , ), ( , ),( , ),( , ),( , )}a a a b b c b d c e e d c a   

2) {( , ), ( , ), ( , ),( , ),( , ),( , ), ( , )}a b b a b c b d e e d e c b   

3) {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ), ( , ),( , ),( , ),( , )}a b a a b c b b e e b a c b c c d d a c c a   

4) {( , ), ( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ), ( , ), ( , )}a b b c b b e e b a c b d d a c c a   

Koi od relaciite se refleksivkim koi se simetri~ni, koi se tranzi-

tivni, a koi se antisimetri~ni?  

13.  Neka e dadeno mno`estvoto { , , , , }A a b c d e .  

1) Najdi relacija na mno`estvoto A  koja e refleksivna, no ne e nitu 

simetri~na, nitu tranzitivna.  

2) Najdi relacija na mno`estvoto A  koja e simetri~na i tranzitivna, 

no ne e refleksivna.  

3) Najdete relacija na mno`estvoto A  koja e simetri~na, no ne e nitu 

reflesivna, nitu tranzitivna.  
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4) Najdi relacija na mno`estvoto A  koja e tranzitivna, no ne e nitu 

refleksivna, nitu simetri~na.  

14. Neka A  e mno`estvoto pravi vo ramninata. Ispitaj gi svojstvata 

na relacijata   vo mno`estvoto A  definirana so:  

a) a b  ako i samo ako ||a b   

b) a b  ako i samo ako a b   

15. Doka`i deka relacijata  

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}a a b b c c d d a b a c b c b a c a c b   

definirana vo mno`estvoto { , , , }A a b c d  e ekvivalentnost.  

16. Neka A  e mno`estvoto zborovi sostaveni od kirili~noto pismo i 

neka na mno`estvoto A  e definirana relacija   na sledniov na~in: 

u v  ako i samo ako vo dvata zbora u  i v  prvata i poslednata bukva 

se ednakvi. Dali   e ekvivalentnost?  

17. Neka A  e mno`estvoto nizi koi se sostojat od broevite 0 i 1 i 

neka na mno`estvoto A  e definirana relacija   na sledniov na~in: 

u v  ako i samo ako nizite u  i v  sodr`at ist broj nuli. Dali   e ek-

vivalentnost?  

18. Dadeno e mno`estvoto { , , , , }A a b c d e  i vo nego relacijata  

{( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}a a b b c b d e e e d d c c b e d b c e  . 

Doka`i deka   e relacija na podreduvawe vo mno`estvoto A .  

19. Neka A  e dadeno mno`estvo i neka S  e mno`estvoto {to se sos-

toi od site podmno`estva od A . Dali so 

1) YXYX    za sekoi SYX ,   

2) YXYX \   za sekoi SYX ,  
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se definirani operacii vo S ? 

20. Neka A  e mno`estvo so pove}e od eden  element i neka S  e mno-

`estvoto {to se sostoi od site neprazni vistinski podmno`estva od 

A . Dali so  

1) YXYX    za sekoi SYX ,  

2) YXYX \   za sekoi SYX ,  

se definirani operacii vo S ? 
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2. Realni broevi 

 

2.1.  Definicija na mno`estvo realni broevi 

2.1.1. Definicija. Pod mno`estvo realni broevi podrazbirame mno-

`estvo R  vo koe se definirani dve operacii: sobirawe „+“ i mno`e-

we „  “, i relacija „ “ ({to }e ja ~itame „e pomalo ili ednakvo so“)  

taka {to se ispolneti slednite svojstva: 

(1) Svojstva na sobiraweto: 

1.1.  ,x y x y y x    R  

1.2.      , ,x y z x y z x y z      R  

1.3. postoi to~no eden element R0  takov {to  

      R xxx ,0  

1.4. za sekoj element Rx  postoi to~no eden element 

R x , taka {to   0 xx . 
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(2) Svojstva na mno`eweto: 

2.1.  ,x y x y y x    R  

2.2.      , ,x y z x y z x y z      R  

2.3. postoi to~no eden element  0\1 R  takov {to 

R xxx ,1  

2.4. za sekoj element  0\Rx  postoi to~no eden ele-

ment R1x , taka {to 11  xx . 

2.5.    , ,x y z x y z x z y z       R  

(3) Svojstva na relacijata „ “ 

3.1.   xxx  R  

3.2.   yxxyyxyx  ,, R  

3.3.   zxzyyxzyx  ,,, R  

3.4.   yxyx  R,  ili xy   

3.5. ako yx   i z  e proizvolen element vo R , toga{ 

va`i  zyzx   

3.6. Ako x0  i y0 , toga{  yx 0   

(4) ako A  i B  se neprazni podmno`estva od R , takvi {to    

yx  , Ax  i By , toga{ postoi element Rz  takov {to 

yzx   za site ByAx  , . 

Ponatamu namesto yx   ]e pi{uvame xy . Pokraj znakot   }e gi ko-

ristime i oznakite ,  i > koi {to se voveduvaat na sledniot na-

~in: 
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yxyxyx  ,  

xyyx   

xyyx   

Elementite od mno`estvoto R  }e gi vikame realni broevi. 

Svojstvata 1.1., 1.2., 1.3., 1.4. ka`uvaat deka za operacijata sobirawe 

va`at: komutativniot zakon, asocijativniot zakon, postoi neutralen 

element {to }e go vikame nula i deka za sekoj element od R  postoi 

sprotiven. 

Svojstvata 2.1., 2.2., 2.3., 2.4. ka`uvaat deka za operacijata mno`ewe 

va`at: komutativniot zakon, asocijativniot zakon, postoi neutralen 

element {to }e go vikame eden i deka sekoj nenulti element od R  e 

inverzibilen. 

Svojstvoto 2.5. ni ka`uva deka va`i distributivniot zakon na mno-

`eweto vo odnos na sobiraweto. 

Svojstvata 3.1., 3.2., i 3.3., ni ka`uvaat deka relacijata e refleksiv-

na, antisimetri~na i tranzitivna, {to zna~i deka e relacija za pod-

reduvawe. Bidej}i va`i 3.4., relacijata e potpolno podreduvawe. Na 

osnova na 3.5., i 3.6. podreduvaweto se soglasuva so operaciite sobi-

rawe i mno`ewe. 

Od definicijata za mno`estvoto realni broevi mo`e da se izvedat 

slednite tvrdewa: 

2.1.2. Teorema. 

1. Za sekoj realen broj a  va`i 00 a . 

2. Za sekoi dva realni broja ba,  ravenstvoto bxa    

     ima edinstveno re{enie. 

3. Za sekoi dva realni broja ba,   0a  ravenstvoto bax   ima  
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    edinstveno re{enie. 

4. Ako 0ab , toga{ 0a  ili 0b . 

5. Za sekoj realen broj a  va`i aa )1( . 

6. (-1)(-1)=1 

7. Za sekoi dva realni broja ba, , abba  ))((  

8. Ako 0a , toga{ 0 a  

9. Ako  0a  i 0b , toga{ 0ab  

10. Ako  0a  i 0b , toga{ 0ab  

11. 0<1 

12. Ako 0a , toga{  01 a .  

Dokaz. 1. Imame deka aaaaaaa  1)01(010 . Bidej}i neut-

ralniot element pri sobiraweto e ednozna~no opredelen (1.4.), sle-

duva deka 00 a . 

2. Neka Rba,  se proizvolni i a  e sprotivniot na a  vo odnos na 

operacijata sobirawe. Ako postoi re{enie x  na ravenkata, toga{ 

imame deka baxaaxaaxx  )()()())((0 . Ako stavi-

me ba   namesto x  vo ravenkata, dobivame deka ba   e navistina 

re{enie na ravenkata bbbaabaa  0))(())(( . 

3. Neka Rba,  se proizvolni i 1a  e inverzniot na a  vo odnos na 

operacijata mno`ewe. Ako postoi re{enie x  na ravenkata, toga{ 

imame deka baaxaxaaxx 111 )()(1   . Ako stavime ba 1  namesto 

x  vo ravenkata, dobivame deka bbbaabaa   1)()( 11 , odnosno deka 

ba 1  e navistina re{enie na ravenkata.  

4. Ako 0b , toga{  1b  i  imame 00)()(1 111   bbabbbaaa . 
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5. Od 00))1(1()1(  aaaa  sleduva deka aa  )1(  

6. Od                0011111111111   sleduva deka 

   111   

7. Gi koristime rezultatite od uslovite 5. i 4. 

8. Imame deka aaaa  00 . 

9. Spored  uslovot 8. nao|ame deka     0,0  ba . Toga{ imame de-

ka    abba 0 . 

10. Sli~no kako vo uslovot 9. imame deka   0,0  ba . Toga{ ima-

me deka 0 ab  pa imame abababab  00 . 

11. Neka Rx  e proizvolno dadeno. Toga{ imame deka 0xx . Speci-

jalno, ako 0x , 0xx . Zatoa dobivame deka 0111  .  

12. Ako 0a , zaradi uslovot 011 aa , mora da bide 01 a .  

Vo mno`estvoto R  voveduvame operacii odzemawe i delewe na sle-

dniot na~in: 

)( yxyx   

1 xy
y

x
 za 0y  

Za brojot x  velime deka e pozitiven ako va`i 0x , nenegativen ako 

va`i 0x , negativen ako va`i 0x  i nepozitiven ako va`i 0x . 

Mno`estvoto od site negativni realni broevi }e go ozna~uvame so 

R , dodeka mno`estvoto od site pozitivni realni broevi }e go oz-

na~uvame so R . Vo taa smisla mo`eme da zapi{eme deka  

   0 .   R R R  

Isto taka voveduvame poim za apsolutna vrednost na realen broj so: 
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








0

0

xx

xx
x

ako

ako
. 

2.1.3. Primeri.  

1) Od definicijata neposredno sleduva deka 0x . 

2) So pomo{ na definicijata za apsolutna vrednost na realen broj, 

mo`eme da go uprostime izrazot 
2

x y y x  
. Imame deka   

 
,

( ),

y x x y
y x

y x x y

 
  

  
  

Spored toa,  

 

  

 

 

,
,2

2

2

x y y x
x y

x y y x y x y

x x yx y y x
x y

   
   

  
    

.  

2.1.4. Teorema. Za sekoj realen broj x  va`i: 

1. xx   

2. xx   

3. xx   

Dokaz. 1. Ako imame 0x , toga{ xx  0 . Ako imame deka 0x , 

toga{ xx   i      xxxx  11 . Pritoa gi iskoristivme oso-

binite 5. i 6. od teoremata 2.1.2. Ako va`i 0x , toga{ 0 x  pa 

imame deka xxx  . 



2. Realni broevi 

 34 

2. Ako va`i 0x , toga{ xx  00 . Ako va`i 0x , toga{ xxx  . 

Ako va`i 0x , toga{ imame deka xxx  0 . 

3. Ako va`i 0x , toga{ imame deka xx  00 . Ako va`i 0x , 

toga{ imame deka xxx  0 . Ako, pak 0x , toga{ xxx  .  

2.1.5. Teorema. Za sekoe 0  va`at slednive tvrdewa:  

1. x   ako i samo ako x    . 

2.  ax  ako i samo ako   axa . 

3. x   ako i samo ako x    ili .x   

4. x a    ako i samo ako x a    ili .x a     

Dokaz. 1. Neka | | .x   Ako 0x  , toga{ | |x x   , a ako 0x  , toga{ 

imame | |x x    , odnosno x   . Zna~i, x   i x    odnosno dobi-

vame deka .x      

Neka x    . Ako 0x  , toga{ | |x x   , a ako 0x  , toga{ imame 

| |x x    . Spored toa, vo sekoj slu~aj | |x  .  

2. Imame deka neravenstvoto | |x a    e ekvivalentno so neravenst-

vata x a     , {to e ekvivalentno so a x a     .  

3. Neka | |x  . Ako 0x  , toga{ imame deka | |x x   , a ako 0x  , to-

ga{ | |x x    , odnosno x   . Spored toa, x    ili x  .  

Obratno, neka x    ili x  . Ako 0x  , toga{ imame | |x x   , a 

ako 0x  , toga{ | |x x   . Spored toa, vo sekoj slu~aj | |x  .  

4. Imame deka | |x a    ako i samo x a    ili x a   , odnosno 

ako i samo ako a x   ili x a   .  
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Tvrdewata od prethodnata teorema va`at i vo slu~aj koga znacite za 

neravenstva   i   }e se zamenat so znacite za neravenstva   i  .  

2.1.6. Primeri.  

1) Da gi najdeme site realni broevi x  za koi {to va`i 1 4x   . Ima-

me deka neravenstvoto 1 4x    e ekvivalentno so neravenstvata 

1 4 1 4x    , odnosno 3 5x   .   

2) Neravenstvoto 9x   e ekvivalentno so neravenstvata 9 9x   .  

Vo slednava teorema }e dademe nekoi svojstva na apsolutnata vred-

nost na realen broj.  

2.1.7. Teorema.  Za sekoi  dva realni broja yx,  va`i:   

1. yxyx   

2. yxyx   

3. yxxy   

4. 
y

x

y

x
 , ako 0y   

Dokaz. 1. Bidej}i za sekoi Ryx,  va`at uslovite ,x x  y y , 

x x   i y y   imame deka yxyx   i   yxyx  . Ako 

va`i uslovot 0 yx , toga{ imame deka yxyxyx  , a ako 

va`i uslovot 0 yx , toga{ nao|ame deka   yxyxyx  . 
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2. Imame deka   yyxyyxx   i   xxyxxyy   

od kade {to sleduva deka yxyx   i   yxyx  . Kako i vo 

dokazot pod 1. zaklu~uvame deka va`i yxyx  . 

3. Mo`ni se slednite ~etiri slu~ai: 

     0,0  yx , toga{ 0xy  pa imame yxxyxy   

0,0  yx , toga{ 0xy  pa imame   yxyxxyxy   

0,0  yx , toga{ 0xy  pa imame   yxyxxyxy   

0,0  yx , toga{ 0xy  pa imame    yxyxxyxy   .  

4. Bidej}i y   i  
1

y
 se istovremeno pozitivni i negativni i 

1 1

y y
 , 

isto kako vo dokazot pod 3. zaklu~uvame deka va`i 
y

x

y

x
 .  

 

2.2. Nekoi pova`ni podmno`estva od mno`estvoto  

       realni broevi 

Vo ovoj del gi opredeluvame mno`estvata od prirodni, celi, racio-

nalni i iracionalni broevi. Vo delot kade {to se izlo`eni prirod-

nite broevi pomesteni se principot na matemati~ka indukcija i bi-

nomnata formula.   

 

2.2.1. Prirodni broevi 

2.2.1.1. Definicija. Podmno`estvo N  od mno`estvoto realni broe-

vi R  so slednite svojstva: 
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1. N1  

2. ako Nx , toga{ N1x  

3. ako NA  za koe va`i A1  i Ax Ax  1 , toga{ NA . 

go vikame mno`estvo prirodni broevi. 

Elementite na N  gi vikame prirodni broevi. 

Operaciite sobirawe, odzemawe, mno`ewe i delewe, kako i relaci-

jata za podreduvawe definirani vo mno`estvoto realni broevi mo-

`e da gi razgleduvame vo mno`estvoto prirodni broevi. Go postavu-

vame pra{aweto dali mno`estvoto prirodni broevi e zatvoreno vo 

odnos na navedenite operacii. Vo taa smisla, slednata teorema ka-

`uva deka mno`estvoto prirodni broevi e zatvoreno vo odnos na 

operaciite sobirawe i mno`ewe definirani vo mno`estvoto real-

ni broevi.      

2.2.1.2. Teorema. Mno`estvoto prirodni broevi gi ima slednite oso-

bini: 

1. NNN  mnnmnm ,,  

2. Nnm,  i N nmnm  

3. Nn , 1n  

4. Nnm,  i 1 nmnm  

Dokaz. 1. Neka go fiksirame Nm  i neka  NN  n:mnA . Brojot 

A1  bidej}i N1m  (svojstvo 2. od definicija). Neka An . Toga{ 

N nm , pa imame deka N 1)()1( nmnm  od kade {to sle-

duva deka An 1 . Taka, nao|ame deka NA  (svojstvo 3. od defini-

cija).  
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Za fiksno Nm , neka imame  NN  mnnB : . Jasno e deka B1 . 

Neka Bn . Toga{ Bmn , pa imame   N mmnmmnnm 11  (bi-

dej}i zbir na dva prirodni broja e priroden broj). Dobivme deka  

Bn 1 . Spored toa, imame deka NB . 

2. Neka n  e fiksen priroden broj . Da ozna~ime  N mnmA : . 

Dokazot }e bide zavr{en ako poka`eme deka NA .  

Navistina, A1  bidej}i imame nn  )1(1 . Ako Ak , imame deka 

nmk   za nekoe Nm . Toga{ dobivame deka  Anmk  )1(1 . 

3. Ako  nnA  1:N , toga{  imame deka A1  bidej}i 11 . Isto ta-

ka, ako An , toga{ od n1  i 10   sleduva deka 11  n  i An 1 . 

Odovde dobivame deka NA . 

4. Neka nm  . Toga{ od uslovot 2. imame deka N nm , pa od uslo-

vot 3. nao|ame deka 1 nm , odnosno 1 nm .  

Vo ponatamo{noto izlo`uvawe na materijalot }e gi koristime voo-

bi~aenite oznaki 2=1+1, 3=2+1, 4=3+1,… itn.  

Broevite ,3,2,1  se prirodni broevi. Zna~i,  

  1,2,3, , , 1, .n n N    

Mno`estvoto prirodni broevi ne e zatvoreno vo odnos na operacii-

te odzemawe i delewe „nasledeni“ od mno`estvoto realni broevi. 

Na primer, 2 i 3 se prirodni broevi, no 2 3  i 
2

3
 ne se prirodni 

broevi. Spored toa, soglasno teoremata mo`eme da smetame deka vo 

mno`estvoto prirodni broevi dobro se definirani samo operaciite 

sobirawe i mno`ewe na prirodni broevi.   

Zabele`uvame deka brojot 1 e najmal vo ova mno`estvo, odnosno za 

sekoe 1,  nn N   i  deka za sekoj priroden broj n  postoi pogolem od 
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nego, na primer 1n  koj go narekuvame sledbenik na n . Pritoa, bro-

jot n  velime deka e prethodnik na 1n . 

So teorema 2.2.1.2 pod 4. poka`avme deka me|u dvata prirodni broja 

n  i pn   postojat to~no 1p  prirodni broja. Ako 1p , toga{ 

01 p , odnosno me|u broevite n  i 1n  nema prirodni broevi. 

Velime deka prirodniot broj n  e deliv so Nm , ozna~uvame nm | , 

ako postoi Nk  takov {to mkn  . Pritoa }e velime deka m  e delи-

тел na n , odnosno deka n  e sodr`atel na m . ]e velime deka m  e 

vistinski delitel na n  ako |m n  i .m n   

2.2.1.3. Primeri.  

1) Bidej}i 12 4 3   imame deka 3 |12  i 4 |12 . Spored toa, broevite 1, 3 

i 4 se vistinski deliteli na 12.  

2) Za broevite 13 i 3  imame 13 4 3 1    i bidej}i  

3 3 4 3 1 5 3      , 

zaklu~uvame deka ne postoi priroden broj m  takov {to 13 3m  {to 

zna~i deka brojot 3 ne e delitel na 13.  

2.2.1.4. Teorema. Vo mno`estvoto prirodni broevi to~ni se slednive 

tvrdewa: 

1. Neka ,m nN . Ako |m n  i |n m , toga{ m n .  

2. Neka , ,m n kN . Ako |m n  i |n k , toga{ |m k .  

3. Ako |m a  i |n b , toga{ | ( )mn ab .  

Dokaz. 1. Neka ,m nN , |m n  i |n m . Od uslovot |m n  sleduva deka 

postoi qN  takov {to n mq . Od uslovot |n m  sleduva deka postoi 

pN  takov {to m np . Ponatamu, od ravenstvata n mq  i m np  

nao|ame deka ( ) ( )n mq np q n pq   , odnosno ( )n n pq . Ako posledno-
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to ravenstvoto go podelime so 0n   go dobivame ravenstvoto 1pq  . 

No, ,p qN  pa zatoa od poslednoto ravenstvo sleduva 1p q  . Spo-

red toa, dobivame deka 1m np n n    .  

2. Neka , ,m n kN , |m n  i |n k . Od uslovot |m n  sleduva deka postoi 

qN  takov {to n mq , a od uslovot |n k  sleduva deka postoi pN  

takov {to k np . Ponatamu, od ravenstvata k np  i n mq  sleduva 

deka ( ) ( )k np mq p m qp   , {to zna~i deka |m k .  

3. Od |m a  i |n b  sleduva deka postojat p  i q  takvi {to a mp  i 

b nq . Spored toa, imame deka ( )( ) ( )( )ab mp nq mn pq  , {to zna~i de-

ka | ( )mn ab .  

Vo odnos na toa dali se delivi so 2 ili ne, prirodnite broevi mo-

`at da bidat parni i neparni. Parnite broevi }e gi obele`uvame so  

Nkk,2 , a neparnite so  N kk ,12 .  

2.2.1.5. Primeri. 

1) Mo`e da se poka`e deka zbirot na dva parni broja e paren broj. 

Navistina, ako pretpostavime deka m  i n  se dva proizvolni parni 

broja, toga{ postojat N21 , kk  takvi {to 12km   i 22kn  . Toga{ 

imame  2121 222 kkkknm   e paren broj bidej}i N 21 kk .    

2) ]e poka`eme deka proizvodot na paren so neparen broj e paren 

broj. Navistina, ako pretpostavime deka m  e proizvolen paren i n  e  

proizvolen neparen broj, toga{ postojat N21 , kk  takvi {to 12km   

i 12 2  kn . Toga{     1 2 1 22 2 1 2 2 1m n k k k k      e paren  broj bi-

dej}i   N12 21 kk .  

Da zabele`ime deka od ravenstvoto 1n n   sleduva deka sekoj pri-

roden broj e deliv so brojot 1 i so samiot sebe, odnosno 1| n  i |n n .  
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Priroden broj e prost ako e deliv samo so 1 i so samiot sebe. Vo 

sprotivno e slo`en. Prosti  broevi se: 2,3,5,7,11,13, , a slo`eni se 

broevite: 4,6,8,9,10,12,15,16,  . 

Za dva prirodni broja }e velime deka se vzaemno prosti ako zaed-

ni~ki delitel im e samo edinicata. Koristime oznaka   1, nm  za 

„m  i n  se vzaemno prosti“. Na primer, broevite 4 i 9 se zaemno 

prosti, dodeka 4 i 6 ne se vzaemno prosti. 

Za prirodniot broj n  velime deka e najmal zaedni~ki sodr`atel  

(NZS) za broevite m  i p  ako  e najmaliot  priroden  broj za koj va`i 

nm |  i np | . 

Za prirodniot broj n  velime deka e najgolemiot zaedni~ki delitel  

(NZD) na broevite m  i p  ako e najgolemiot priroden broj za koj va`i  

mn |   i pn | . 

2.2.1.6. Primeri. 

1) Deliteli na brojot 8 se 1,2,4 i 8. Deliteli na brojot 12 se 1,2,3,4,6  

i 12. Deliteli na brojot 20 se 1,2,4,5,10 i 20. Zaedni~ki deliteli na 

broevite 8,12 i 20 se 1,2 i 4. Spored toa najgolem zaedni~ki delitel 

za broevite 8, 12 i 20 e brojot 4, odnosno NZD(8,12,20)=4. 

2) Sodr`ateli na brojot 5 se broevite 5,10,15,20,25,.... Sodr`ateli 

na brojot 15 se broevite 15,30,45,60,75,.... Zaedni~ki sodr`ateli na 

broevite 5 i 15 se broevite 15,30,45,60,.... Najmal zaedni~ki sodr`a-

tel na broevite 5 i 15 e brojot 15, odnosno NZS(5,15)=15.  

 

2.2.1.7. Princip na matemati~ka indukcija 

Neka )(nI  e nekoe svojstvo na prirodnite broevi ili so nego se for-

mulira nekoja matemati~ka vistina koja zavisi od prirodnite broe-
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vi. Vistinitosta na takvi tvrdewa se poka`uva so pomo{ na princi-

pot na matemati~ka indukcija. 

Da go formulirame principot na matemati~ka indukcija: 

1) Tvrdeweto )(nI  e to~no za pn   kade {to p  e fiksen pri- 

roden broj. 

2) Ako tvrdeweto )(nI  va`i za priroden broj pkn  , toga{  

va`i i za 1 kn . 

3) Zaklu~ok: Tvrdeweto )(nI  e vistinito za sekoj priroden broj  

pn  . 

Da zabele`ime deka za da va`i zaklu~okot 3) potrebno e da bidat 

ispolneti uslovite 1) i 2). Zaklu~okot te~e vaka: Ako tvrdeweto 

)(nI  e vistinito za 1 pn , toga{ e to~no za 1 pn . Ako e visti-

nito za  1 pn , toga{ e vistinito za 2 pn  itn. 

2.2.1.8. Primeri.  

1) So pomo{ na principot na matemati~ka indukcija mo`e da se poka-

`e deka 
 1

1 2
2

n n
n


    , Nn .  

 Za 1n  tvrdeweto e to~no bidej}i  
 

2

111
1


 .   

Pretpostavuvame  deka  tvrdeweto e to~no za 1 kn   odnosno 

 
 

2

1
21




kk
k .   

Toga{ za 1 kn  dobivame 

 
 

 
    1 1 2( 1) 1 2

1 2 1 1
2 2 2

k k k k k k k
k k k

     
            
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od kade spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame 

to~nost na tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

2) So pomo{ na matemati~ka indukcija }e doka`eme deka neravenst-

voto   nn 3!2   e to~no za sekoj priroden broj n . 

Za 1n  tvrdeweto e to~no bidej}i   13!21  .   

Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za 1 kn , odnosno  

  kk 3!2  .   

Toga{ za 1 kn  dobivame   

          11 2 ! 3 ! 3 2 ! 3 3 3 3 3 3k k k kk k k k k k              .  

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame to~nost na 

tvrdeweto za sekoj priroden broj n .  

3) So pomo{ na principot na matemati~ka indukcija }e doka`eme de-

ka 2 1 2 119 | 5 3 2n n n    za sekoe nN. 

Za 1n   tvrdeweto e to~no bidej}i 3 3 019 | 5 3 2 , odnosno 19 | 252 . 

Pretpostavuvame deka tvrdeweto e to~no za 1 kn   odnosno  

 2 1 2 119 | 5 3 2k k k   .   

Toga{ postoi mN  takov {to 2 1 2 15 3 2 19k k k m    . 

Toga{ za 1 kn  dobivame deka 

2( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

5 3 2 25 5 6 3 2

19 5 6 5 6 3 2 19 5 6(5 3 2 )

19 5 6 19 19(5 6 )

k k k k k k

k k k k k k k k

k km m

        

       

 

     

        

     

  

od kade {to spored principot na matemati~ka indukcija sleduva  
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deka tvrdeweto e to~no za sekoj priroden broj.  

So pomo{ principot na matemati~ka indukcija mo`e da ja poka`eme 

to~nosta na Bernulievoto neravenstvo i binomnata formula.  

1) Bernulievo neravenstvo. Za sekoj priroden broj n  i za sekoj rea-

len broj  1a  va`i: 

  ana
n

 11                                                                     (1.1) 

Navistina, za 1n  tvrdeweto :)(nI   ana
n

 11  o~igledno e to~no. 

So mno`ewe na dvete strani od (1.1) so   01  a  dobivame: 

  221
)1(111 naannaanaa

n



 

Bidej}i 02 na  sleduva deka   ana
n

)1(11
1




 a toa e tvrdeweto 

)1( nI . Spored principot na matemati~ka indukcija imame deka 

formulata (1.1) va`i za sekoj priroden broj.  

2) Binomna teorema. Za Rba,  i Nn  va`i formulata: 

  














n

k

kknn
ba

k

n
ba

0

                                                            (1.2) 

Pritoa 
 

 nk
knk

n

k

n
,2,1,0,

!!

!












, kade {to kk  21!  (~itame 

“ka faktoriel”) za Nk  i 1!0  . Koeficientot 








k

n
 go vikame bino-

men koeficient.  

Navistina, za  1n  imame   baba 


















1

1

0

11
. 

Pretpostavuvame deka formulata e to~na za  kn  , odnosno  
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  














k

i

iikk
ba

i

k
ba

0

 

Za 1 kn  imame: 

        














































 

bab
k

k
ab

k

k
ba

k
a

k
bababa kkkkkk 111

110









































































































  1211

121100
kkkkk b

k

k
ab

k

k

k

k
ba

kk
ba

kk
a

k


      1211

1

11

2

1

1

1

0

1 





















 








 








 








 
 kkkkk b

k

k
ab

k

k
ba

k
ba

k
a

k
  

 Pritoa gi iskoristivme slednite svojstva na binomnite koeficien-

ti: 

 ki
i

k

i

k

i

k

k

k

k

kkk
,1,0,

1

1

1
,1

1

1
,1

0

1

0































































 









 

Spored principot na matemati~ka indukcija zaklu~uvame deka for-

mulata e to~na za sekoe Nn .  

2.2.1.9. Primeri.  

1) Spored binomnata formula za razvojot na binomot  53 2x  imame  

       

     

5 5 55 0 1 25 4 3

0 1 2

5 5 53 4 52 1 0

3 4 5

3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 2

x x x x

x x x

              
     

             
     

 

                           2 3 4 5243 810 1080 720 240 32x x x x x      .  

Prvite nekolku stepeni na binomot ba   se : 

  1
0
 ba  

  baba 
1
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  222
2 bababa   

  32233
33 babbaaba   

  4322344
464 babbabaaba   

Zabele{ka. Binomnite koeficieni mo`at da bidat pretstaveni vo 

{emata poznata pod imeto „Paskalov triagolnik“. Taa e: 



15101051

14641

1331

121

11

1

 

Od {emata zabele`uvame deka binomnite koeficienti se simetri~-

ni, odnosno imame deka  

n n

k n k

   
   

   
. 

Simetrijata na binomnite koeficienti mo`e da se doka`e so prin-

cipot na matemati~ka indukcija, i mu go prepu{tame na studentot za 

va`ba.  

Po prviot red vo sekoj sleden red elementite se dobivaat so sobi-

rawe na dvata elementa neposredno nad nego, odnosno imame deka 

va`i ravenstvoto  

1

1

n n n

k k k

     
      

     
   

nare~eno Paskalovo pravilo za binomnite koeficienti. Dokazot mo-

`e da se sprovede so principot na matemati~ka indukcija, i mu go  



2. Realni broevi  

 47 

prepu{tame na studentot za ve`ba.  

Op{tiot ~len od razvojot na binomot  nba   e opredelen so izrazot  

 nkba
k

n
T kkn
k ,,1,0,1 








 

 .  

2.2.1.10. Primeri.  

1) Sedmiot ~len od razvojot na binomot  12
ax   e  

  
12 612 6 6 6

6 1 6
924T x a x a


    
 

. 

2) Da go najdeme onoj ~len od razvojot na binomot 
11

2
1

3
1






  xx  {to go 

sodr`i 5x . Spored formulata za op{tiot ~len na binomniot razvoj 

imame deka  

   
221 1

3 62
1111 11

1

kk k

k k k
T x x x




       
   

 .  

Od 5
6

22


 k
 sleduva deka 8k  od kade zaklu~uvame deka devet-

tiot ~len  od razvojot go sodr`i 5x , odnosno  5
18 165xT  .  

 

2.2.2. Mno`estvo celi broevi 

2.2.2.1. Definicija. Pod mno`estvo celi broevi go podrazbirame 

mno`estvoto  0   Z N N , kade {to so N  go ozna~ime mno`est-

voto  N nn : . 

Zna~i,  

 0,1, 1,2, 2,3, 3, , , , 1, ( 1),n n n n       Z    
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Elementite na mno`estvoto Z  gi vikame celi broevi. Jasno e deka 

va`i N Z . Pritoa, mno`estvoto  1,2,3, , , 1,n n  Z    }e go na-

rekuvame mno`estvo pozitivni celi broevi, dodeka mno`estvoto 

 1, 2, 3, , , ( 1),n n       Z    }e go narekuvame mno`estvo negativ-

ni celi broevi,. Da zabele`ime deka mno`estvoto pozitivni celi 

broevi e ednakvo na mno`estvoto prirodni broevi, odnosno  Z N  

i  Z N . Vo taa smisla mo`eme da zapi{eme deka  

   0 .   Z Z Z  

Operaciite sobirawe, odzemawe, mno`ewe i delewe, kako i relaci-

jata za podreduvawe definirani vo mno`estvoto realni broevi mo-

`e da gi razgleduvame vo mno`estvoto celi broevi. Go postavuvame 

pra{aweto dali mno`estvoto celi broevi e zatvoreno vo odnos na 

navedenite operacii.  

Za mno`estvoto celi broevi va`at slednite osobini: 

1) Z  nema nitu najmal nitu najgolem element.  

2) Ako Znm, , toga{ sekoga{ Z nm , Z nm  i Z nm , od-

nosno mno`estvoto celi broevi e zatvoreno vo odnos na operaciite 

sobirawe, odzemawe i mno`ewe. Spored toa, mo`eme da smetame de-

ka vo mno`estvoto celi broevi dobro se definirani operaciite so-

birawe, odzemawe i mno`ewe na celi broevi.   

3) Sekoj cel broj ima sprotiven vo odnos na operacijata sobirawe, 

odnosno za sekoj Zm  postoi   Zm  takov {to   0 mm . 

4) Mno`estvoto prirodni broevi ne e zatvoreno vo odnos na opera-

cijata delewe „nasledena“ od mno`estvoto realni broevi. Na pri-

mer, 5 i 9 se celi prirodni broevi, no 
5

9
 ne e cel broj.  
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5) Osven elementite 1 i -1, nieden eden drug element od Z  nema 

inverzen vo odnos na operacijata mno`ewe vo Z . 

Ova ni dava za pravo da zboruvame za poimot delivost i vo mno-

`estvoto celi broevi. Imeno, velime deka cel broj n  e deliv so 

Zm , ozna~uvame nm | , ako postoi Nk  takov {to mkn  . Pritoa 

}e velime deka m  e delител na n , odnosno deka n  e sodr`atel na 

m . ]e velime deka n  e vistinski delitel na m  ako |m n  i .m n   

Sli~no, kako i kaj prirodnite broevi, da zabele`ime deka od raven-

stvoto 1m m   neposredno sleduva deka sekoj cel broj razli~en od 0 

e deliv so brojot 1 i so samiot sebe, odnosno 1|m  i |m m  ako 0m  . 

Isto taka, od ravenstvoto  

0 0 q  , za sekoj qN  

sleduva deka brojot 0 ima beskone~no mnogu deliteli, odnosno | 0m  

ako 0m  . Da zabele`ime deka brojot 0 e edinstven cel broj koj ima 

beskone~no mnogu deliteli. Navistina, ako 0m   i |k m , toga{ ima-

me deka m kq , qN , pa zatoa  

1m k q k k    , 

{to zna~i deka site deliteli na brojot m  se pomali ili ednakvi na 

m  po apsolutna vrednost i takvi broevi ima kone~no mnogu.  

 

2.2.3. Mno`estvo racionalni broevi 

Racionalen broj e sekoj broj {to mo`e da se pretstavi kako 
n

m
 kade 

{to Zm , Nn  i   1, nm . Mno`estvoto racionalni broevi }e go 

ozna~uvame so Q . Zna~i,  
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: ,
m
m n

n

 
   

 
Q Z N  

Jasno e deka va`i QZN  . Mno`estvoto : ,
m
m n

n
  

   
 

Q Z N  

se narekuva mno`estvo pozitivni racionalni broevi, dodeka mno`e-

stvoto : ,
m
m n

n
  

   
 

Q Z N  se narekuva mno`estvo negativni ra-

cionalni broevi. Vo taa smisla mo`eme da zapi{eme deka  

   0 .   Q Q Q  

Operaciite sobirawe, odzemawe, mno`ewe i delewe definirani, 

kako i relacijata za podreduvawe definirani vo mno`estvoto real-

ni broevi mo`e da gi razgleduvame vo mno`estvoto racionalni broe-

vi. Mno`estvoto racionalni broevi e zatvoreno vo odnos na vaka 

definiranite operacii sobirawe, odzemawe i mno`ewe i delewe. 

Imeno, sekoj racionalen broj, osven nulata, ima inverzen vo odnos na 

operacijata mno`ewe, odnosno imame deka za sekoj Q
n

m
,  0m  

postoi Q
m

n
 takov {to 1

m

n

n

m
. 

Isto taka, me|u bilo koi dva racionalni broja postoi barem eden ra-

cionalen broj. Navistina, neka 
n

m
 i 









q

p

n

m

q

p
,  se dva racionalni 

broja. Toga{, na primer, i brojot Q






nq

npmqq

p

n

m

22
. Isto taka, 

va`i 
q

p

nq

npmq

n

m





2
. Zo{to? 
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Postojat realni broevi {to ne se racionalni. Na primer, re{enie na 

ravenkata  22 x  e realen no ne e racionalen broj.  

Navistina, neka  2,0: 2  xxxA Q  i  2,0: 2  xxxB Q . To-

ga{ A  i B  se neprazni podmno`estva od R  takvi {to ,x y  za sekoe 

x A  i za sekoe y B . Spored (4) od definicija 1.1., postoi Rz  

takov {to ,x z y   za sekoe x A  i za sekoe y B . Da poka`eme de-

ka Qz . Za taa cel }e go pretpostavime sprotivnoto, deka Qz . 

Mo`ni se slednite slu~ai: 22 z , 22 z  i 22 z . 

Ako 22 z  i ,
m

z
n

  ,m n Z N  i   1, nm , toga{ bi imale 22 2nm  , 

od kade {to dobivame deka 2|2 m , a toa zna~i deka m|2 , odnosno  

km 2 , Zk . Taka, nao|ame deka 222 nk   od kade {to sleduva deka 

n|2 . Spored toa, dobivme deka 2 e delitel na m  i na n , {to protiv-

re~i so pretpostavkata deka   1, nm . 

Ako 22 z , toga{    
2 2 2 2 21

2

2 1 2 1
2 2

n

z z
z z z z z

n nn


             

pri {to brojot n  go izbravme takov {to 
2

2 1

2

z
n

z





. Zna~i i brojot 

1
z
n

 , koj {to e o~igledno pogolem od z , ima kvadrat pomal od 2, a 

toa e sprotivno od izborot na brojot z . 

 Na ist na~in poka`uvame deka ne mo`e 22 z . 

So ova poka`avme deka RQ , odnosno postojat realni broevi {to 

ne se racionalni. Takvite broevi gi vikame iracionalni. Mno`est-

voto iracionalni broevi go ozna~uvame so I . Soglasno pogornata 

diskusija imame deka  R Q I .  
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2.3. Ograni~eni podmno`estva na realnite broevi 

2.3.1. Definicija. Neka A  e neprazno podmno`estvo od R . Za ele-

mentot Aa  velime deka e dolna granica na A  ako ,a x  za sekoe 

x A . Za elementot Ab  velime deka e gorna granica na A  ako 

,b x  za sekoe x A . 

Vo toj slu~aj velime deka mno`estvoto e ograni~eno od dolu (od 

levo), odnosno od gore (od desno). Mno`estvoto koe {to e ograni~eno 

i od dolu i od gore se narekuva ograni~eno mno`estvo.   

Ako mno`estvoto A  ima gorna granica b , toga{ ima beskone~no mno-

gu, bidej}i sekoj realen broj {to e pogolem od b  e gorna granica za 

mno`estvoto A . 

Sli~no, ako mno`estvoto A  ima dolna granica a , toga{ ima besko-

ne~no mnogu, bidej}i sekoj  realen broj {to e pomal od a  e dolna gra-

nica za mno`estvoto A . 

2.3.2. Definicija. Ako x  e dolna granica za mno`estvoto A  i ako za 

sekoja druga dolna granica a  na A  va`i xa  , toga{ velime deka x  

e najgolema dolna granica na mno`estvoto A  ili infimum na A  i 

pi{uvame Ax inf . 

2.3.3. Definicija. Ako y  e gorna granica za mno`estvoto A  i ako za 

sekoja druga gorna granica b  na A  va`i by  , toga{ velime deka y  e 

najmala gorna granica na mno`estvoto A  ili supremum na A  i pi{u-

vame Ay sup . 

2.3.4. Primeri.  

1) Mno`estvoto 
1

:M n
n

 
  
 

N  e ograni~eno bidej}i e ograni~eno od 

dolu so brojot 0 i od gore so brojot 1.  

2) Mo`e da se poka`e deka sup 1A   i inf 0.A    



2. Realni broevi  

 53 

Dali za edno ograni~eno mno`estvo sekoga{ postoi infimum,  odnos-

no supremum? ]e ja doka`eme slednata teorema: 

2.3.5. Teorema. Sekoe neprazno podmno`estvo od R  koe e ograni~eno 

od desno ima supremum vo R . Sekoe neprazno podmno`estvo od R  

koe e ograni~eno od levo ima infimum vo R . 

Dokaz. Neka mno`estvoto A R   e neprazno i ograni~eno od desno i 

neka B  e mno`estvoto na site gorni granici na mno`estvoto A , 

odnosno  AxyxyB  ,:R . Toga{ A  i B  se neprazni i va`i  

yx   za site ByAx  , . Spored svojstvoto (4) od definicijata  

1.1., postoi realen broj z  takov {to yzx  , za site ByAx  , . 

Brojot z  e zna~i najmala gorna granica na mno`estvoto A , odnosno 

supz A . 

Analogno, neka mno`estvoto A R   e neprazno i ograni~eno od levo 

i neka B  e mno`estvoto na site dolni granici na mno`estvoto A , 

odnosno  : ,B y x y x A    R . Toga{ A  i B  se neprazni i va`i  

x y  za site ByAx  , . Spored svojstvoto (4) od definicijata  

1.1., postoi realen broj z  takov {to x z y  , za site ByAx  , . 

Brojot z  e zna~i najgolema dolna granica na mno`estvoto A , odnos-

no infz A .  

Va`na posledica na teorema  2.3.4.  e teoremata  na Arhimed. 

2.3.6. Posledica.  (Teorema na Arhimed). Ako Rx  i 0x , toga{  za  

sekoj Ry  postoi  priroden  broj n  takov {to ynx  . 

Dokaz. Ako 0y , toga{  yx 1 . Zatoa mo`eme da pretpostavime deka  

0y . Da pretpostavime deka za sekoj priroden broj n , va`i ynx  . 

Mno`estvoto  N nnxA :  e ograni~eno od desno pa spored teore-

mata postoi bA sup . Vo toj slu~aj va`i i   bxn 1 , odnosno 
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  xbxxnnx  1  za sekoj Nn . Dobivme deka bxb   e gorna 

granica za mno`estvoto A , {to ne e mo`no. Spored toa, mno`estvoto 

A  ne e ograni~eno od desno, pa sleduva deka postoi priroden broj n  

takov {to ynx  .   

Vo slednata teorema }e istakneme edno va`no svojstvo na brojot  

Ab sup , kako i na brojot Aa inf . 

2.3.7. Teorema. Brojot Ab sup  ako i samo ako za sekoe Ax  va`i  

bx   i za proizvolno 0,   postoi x A  takov {to va`i uslovot 

bxb   . 

Dokaz. Neka Ab sup . Ako postoi  0  takvo {to za sekoe Ax  

va`i  bx , dobivame protivre~nost so pretpostavkata deka b  e 

najmalata gorna granica na mno`estvoto A .  

Za obratnoto, neka za sekoe Ax  va`i uslovot bx   i za proizvolno 

0,   postoi x A  takov {to va`i uslovot bxb   . Zna~i, b  e 

gorna granica na mno`estvoto A , dodeka za proizvolen pozitiven 

realen broj  , b  ne e gorna granica za A . Toa zna~i deka b  e 

najmala gorna granica na mno`estvoto A , odnosno Ab sup .  

2.3.8. Teorema. Brojot Aa inf  ako i samo ako za sekoe Ax  va`i us-

lovot ax   i za proizvolno 0,   postoi x A  takov {to va`i 

uslovot  axa . 

Dokaz. Neka  Aa inf . Ako postoi 0  takvo {to za sekoe Ax  va-

`i usvot  ax , dobivame protivre~nost so pretpostavkata deka 

a  e najgolemata  dolna  granica na mno`estvoto A .  

Za obratnoto, neka za sekoe Ax  va`i deka ax   i za proizvolno 

0,   postoi x A  takov {to va`i uslovot  axa . Zna~i, a  e 

dolna granica na mno`estvoto A , dodeka za proizvolen pozitiven 
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realen broj  , a  ne e dolna  granica za A . Toa zna~i deka a  e 

najgolema  dolna granica na mno`estvoto A , odnosno Aa inf .  

2.3.9. Primeri. 

1) Za mno`estvata { :A x x Q , 2 5}x   i { :B a a  Q , 2 5}a   imame 

deka sup sup 5A B   i inf inf 5A B   .  

2) Za mno`estvoto { :C c c Q , 2}c   imame deka sup 2,C   dodeka 

inf C  ne postoi, bidej}i mno`estvoto C  ne e ograni~eno oddolu.  

 

2.4. Geometriska interpretacija na mno`estvoto realni  

       broevi 

Neka na prava izbereme to~ka O  kako po~etna to~ka i otse~ka 1OA   

kako edini~na merka za dol`ina. (slika 1). Ja nanesuvame otse~kata  

1OA  nadesno dol` pravata po~nuvaj}i od to~kata O  proizvolen broj 

pati. Gi dobivame otse~kite: 1OA , 2OA , ,3OA , ,nOA . Potoa na to~-

kata O  i go pridru`uvame brojot 0, na to~kata 1A  brojot 1, na  to~ka-

ta 2A  brojot 2, itn. na to~kata nA  i go pridru`uvame brojot n  ( kako 

merka na dol`inata na otse~kata nOA ). Ja nanesuvame, isto taka,  

otse~kata 1OA  nalevo dol` pravata zapo~nuvaj}i od to~kata O  

( 11 OAOa  , 22 OAOa  , ,33 OAOa  , ,nn OAOa  .). Na taka dobienie 

to~ki  ,,,,, 321 naaaa  gi pridru`uvame broevite 1, 2,  

3, ,n    soodvetno. Taka, na mno`estvoto celi broevi Z  

soodvestvuva mno`estvo to~ki od pravata.  

Isto taka, na sekoj racionalen broj soodvestvuva to~ka od pravata. 

Imeno, neka Qx , odnosno 
m

x
n

 . Toga{ imame deka nmx :1:  . Niz 

to~kata O  povlekuvame proizvolna prava i zapo~nuvaj}i od to~kata 
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O  gi prenesuvame otse~kite 1mOAOD   i 1nOAOB  , 0, nm . Tria-

golnicite OMD  i 1OA B  se sli~ni, pa zatoa imame proporcionalnost 

na dol`inite na soodvetnite strani, odnosno 1: :OM OA OD OB . To-

ga{ :1 :OM m n  odnosno 
m

OM
n

 , kade {to so OM  ja ozna~ivme 

dol`inata na otse~kata OM (slika 1.). Zna~i, ako 0
m

n
  na racio-

nalniot broj x  ja pridru`uvame to~kata M , dodeka ako 0
m

n
  prid-

ru`uvame to~ka na pravata koja e simetri~na so M  vo odnos na to~-

kata O . Na ovoj na~in na sekoj racionalen broj ednozna~no pridru-

`uvame to~ka od pravata. 

 

 

 

Slika 1. 

Za ovie to~ki velime deka se racionalni. So mno`estvoto racional-

ni to~ki ne se iscrpeni site to~ki od pravata. Na primer, na iracio-

nalniot broj 2  mo`eme ednozna~no da mu pridru`ime to~ka P  (ka-

ko {to e dadeno na slika 2.). Ovaa to~ka ne pripa|a vo mno`estvoto 

racionalni to~ki, bidej}i 2  ne e racionalen  broj. Na sekoj realen 

broj pridru`uvame samo edna to~ka od pravata i obratno, na sekoj 

to~ka od pravata samo eden realen broj. 
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Slika 2. 

Pravata na koja sme izbrale po~etna to~ka, so nanesena edinica mer-

ka za dol`ina, i na koja na sekoja to~ka sme pridru`ile realen broj, 

se vika brojna oska ili x oska. 

2.4.1. Definicija. Zatvoren interval ili segment so kraevi a  i b  e 

mno`estvoto    bxaxba  :, .  

Mno`estvoto    bxaxba  :,  e otvoren interval so kraevi a  i b .  

Mno`estvata    bxaxba  :,  i    bxaxba  :,  se poluotvoreni  

intervali so kraevi a  i b . 

Pod okolina na to~kata x  podrazbirame otvoren interval {to ja 

sodr`i to~kata x . Specijalno, za proizvolno 0 , pod   okolina 

na to~kata x  go podrazbirame mno`estvoto  

      xyyxx :, . 

Mno`estvoto R  go pro{iruvame so u{te dva elementi: .,  Dobie-

noto mno`estvo go narekuvame pro{ireno mno`estvo realni broevi 

i go ozna~uvame so R . Mo`eme da zapi{eme { , }     R R .    

Mno`estvata          , , , , , , , , ,b a b a          isto taka }e gi vi-

kame intervali. 
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2.4.2. Primeri.  

1)  3,4 ,  3,0  i  5, 2   se zatvoreni intervali;  0,7 , ( 2,6)  i 

4
0,

3

 
 
 

 se otvoreni intervali;  3,8  i  0,1  se poluotvoreni inter-

vali.  

 

2.5. Zada~i za ve`bawe 

1. Presmetaj ja vrednosta na izrazot 4 | | 7 | | 9x y   ako: 

1) 
3 1

,
5 2

x y                   2) 
3 2 3

,
4 9

x y       

2. Presmetaj vrednosta na izrazot | | | | | |x y y z z x      ako:  

1) 
1 1 1

, ,
2 2 4

x y z                     2) 3, 2 3, 12x y z     

3. Presmetaj vrednosta na izrazot | 4 | 2 | 5 | 3 | | 3 ||x y z      ako:  

1) 3, 4, 7x y z                2) 
1 1 1

, ,
4 4 4

x y z      

4. Za koi realni broevi se ispolneti neravenstvata:  

1) | | 5x           2) | | 9x           3) | 2 | 8x            4) | 7 | 2x     

5. Doka`i deka za sekoi ,a bR  takvi {to 0ab   va`i 2
x y

y x
  .  

6. Doka`i deka za sekoi , ,a b cR  va`i 2 2 2ab bc ca a b c     .  

7. Neka se dadeni mno`estvata  : , 5A x x x  N ,  : 4B x x   i  

 : ,1 6C x x x   N . Opredeli gi mno`estvata:  
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1)  A C B       2)  \A C B  

8. Za koi prirodni broevi n  vrednosta na dropkata 
24

3 4n 
 e pri-

roden broj?  

9. Doka`i deka za sekoe nN ,  

1) 2(5 3) 4n    e deliv so 5   2) 2(4 5) 9n    e deliv so 8  

10. Doka`i deka proizvodot na dva posledovatelni prirodni broevi 

e broj deliv so 2.  

11. Doka`i deka kvadratot na neparen priroden broj mo`e da se za-

pi{e vo oblik 8 1,p p N .  

12. Doka`i deka zbirot na kubovite na tri posledovatelni prirodni 

broevi e broj deliv deliv so 9.  

13. Najdi NZD za broevite:  

1) 135 i 180      2) 63, 135 i 315  

14. Dali broevite  

1) 21 4n   i 14 3n          2) 9 31n   i 2 7n   

se zaemno prosti broevi za sekoj priroden broj n?  

15. Zbirot na dva prirodni broja e 150, a nivniot najgolem zaedni~ki 

delitel e 30. Koi se tie broevi?  

16. Proizvodot na dva prirodni broja e 8400, i nivniot najgolem 

zaedni~ki delitel e 20. Koi se tie broevi?  

17. Za koi prirodni broevi p , broevite p  i 23 1p   se prosti?  

18. Doka`i deka ako p  i 28 1p   se prosti broevi, toga{ 28 1p   e 

prost.  
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19. Doka`i, deka za sekoj nN  se to~ni ravenstvata:  

1) 21 3 ... (2 3) (2 1)n n n            

2) 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 ...

6

n n n
n

 
     

3) 
2

3 3 3 ( 1)
1 2 ...

2

n n
n

 
     

 
   

4) 
2( 1)

1 2 2 3 ... ( 1)
3

n n
n n


         

5) 
1 1 1

...
1 3 3 5 (2 1)(2 1) 2 1

n

n n n
   

    
  

20. Doka`i deka 
1 1 1

... 1
1 2 3 1n n n
   

  
, za sekoj nN .  

21. Doka`i deka za sekoj priroden broj 1n   va`i:  

1) 
1 3 5 2 1 1

...
2 4 6 2 3 1

n

n n


    


 2) 

1 1 1
1 ...

2 2 3 2 1n

n
n     


 

22. Doka`i deka za sekoj priroden broj 3n   va`i ! 2nn  .  

23. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  va`i: 

1) 112 | (3 3 )n n            2) 7 | (8 14 1)n n            3) 219 | (7 5 12 6 )n n    

24. Razvij gi binomite:   

1) 
4

3
2

1
y

x

 
 

 
  2) 

5
1

a
a

 
 

 
  

25. So pomo{ na binomnata formula, presmetaj so to~nost do pet de-

cimalni mesta:       

1) 40,98     2) 63,1    3) 51,05   
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26. Najdi go sedmiot ~len od razvojot na binomot 

9
3 23 2

4
x

x

 
 

 
.  

27. Najdi go trinaesettiot ~len vo razvojot na binomot 
1

9
3

n

x
x

 
 

 
, 

ako binomniot koeficient na tretiot ~len e ednakov na 105 .  

28. Vo razvojot na binomot 
12

3 23 2

4 3
x x

 
 

 
 opredeli go ~lenot koj 

sodr`i 7x .  

29. Najdi go ~lenot od razvojot na binomot 

17

3 2

4 3

1
x

x

 
 
 
 

 {to ne go 

sodr`i x .  

30. Najdi go ~lenot od razvojot na binomot  
14

3 2x y  {to gi sodr-

`i x  i y  na ednakvi stepeni.  

31. Najdi gi site celi vrednosti na brojot a  za koi izrazot 
2 5

2

a

a




 e 

cel broj.  

32. Za koi vrednosti na n , izrazot 
2 1

2

n

n




 e cel broj?  

33. Neka  , ,a b c  i d  se racionalni broevi, 0c   ili 0d   i neka x  e 

iracionalen broj. Koj uslov treba da go zadovoluvaat broevite , ,a b c  

i d  za da 
ax b

cx d




 bide racionalen broj?  

34. Dali mno`estvoto {3 2 | 1,2,...}n nA n    e ograni~eno:  

1) od dolu      2) od gore?  
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35. Najdi inf A  i sup A , ako:  

1) ( 1,2] [3,4)A              2) 1{( 1) | 1,2,3,...}n
n

A n     

36. Najdi inf A  i sup A , ako:  

1) 2{ | ( 1) 2, }A x x x   R         2) 2{ | ( 2) 3, }A x x x   R  
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3. Funkcii so edna promenliva 

 

3.1. Definicija i osnovni poimi 

Mnogu veli~ini koi se pojavuvaat vo tehnikata, naukata i sekojdnev-

niot `ivot ~esto zavisat edna od druga i se menuvaat so menuvaweto 

na nekoja druga veli~ina.  

3.1.1. Primeri.  

1) Od geometrija e poznato deka plo{tinata na kvadrat so strana a  

se presmetuva po formulata 2.P a  Zabele`uvame deka plo{tinata 

se menuva so menuvawe na dol`inata na stranata. Imeno so zgolemu-

vawe na dol`inata na stranata se zgolemuva i plo{tinata, a so na-

maluvawe na dol`inata na stranata se namaluva i plo{tinata. Spo-

red toa, plo{tinata se menuva vo zavinost od promenata na dol`i-

nata na stranata.  

2) Od fizika e poznato deka dol`inata na patot S  pri slobodno pa-

|awe se presmetuva so formulata 
2

,
2

gt
S   kade {to g  e Zemjinoto  
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zabrzuvawe. Spored toa, dol`inata na izminatiot pat zavisi od vre-

meto t  za koe {to teloto pa|a nadolu.     

Od navedenite primeri mo`e da zaklu~ime deka se raboti za dve 

mno`estva od promenlivi veli~ini, razli~ni po nivnata priroda, i 

pravilo (zakon) za pridru`uvawe spored koj {to so menuvaweto na 

veli~inite vo ednoto mno`estvo se menuvaat veli~inite vo drugoto 

mno`estvo.      

3.1.2. Definicija. Neka E  i F  se dve neprazni podmno`estva od 

mno`estvoto realni broevi. Ako po nekoe pravilo na sekoj Ex   e 

pridru`en edinstven  element Fy  , velime deka e zadadena  real-

na funkcija f  na  mno`estvoto E  so vrednosti vo mno`stvoto F .  

Funkciite }e gi ozna~uvame so mali bukvi, na primer f, g, h, …. 

Na elementot Ex   funkcijata f  mu pridru`uva element   Fxf  . 

Velime deka  xf  e vrednost na funkcijata f  vo to~kata x . Ele-

mentot Ex   go narekuvame nezavisno promenliva vrednost ili ar-

gument za funkcijata f , a elementot  xf  go narekuvame zavisno 

promenliva.  

Simboli~ki, so FEf :  }e ozna~uvame deka f  e funkcija na E  

so vrednosti vo F . Isto taka, }e ja koristime oznakata : ( ),f x f x   

x E  ili ( ),y f x  x E , koga sakame da go istakneme dejstvoto na 

funkcijata. Ako ne naglasime poinaku, ponatamu pod oznakata f  }e 

podrazbirame funkcija FEf : . 

Velime deka E  e domen ili definiciona oblast (ozna~uvame i so  

fD ), i F  e kodomen na funkcijata :f E F .  
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Podmno`estvoto   Exxf :  od kodomenot F  e slika na funkcija-

ta ili mno`estvo  vrednosti na f  i go ozna~uvame so fR . 

Velime deka funkcijata e zadadena ako se dadeni definicionata 

oblast fD , kodomenot F  i praviloto so koe za dadeni vrednosti na 

x  se dobivaat vrednostite )(xf . 

^esto, no ne sekoga{, praviloto za pridru`uvawe e zadadeno anali-

ti~ki, odnosno so formula.  

3.1.3. Primeri.   

1) Funkcijata   12  xxxf ,  2,2x   e funkcija od  2,2  vo R . 

Imame 1100)0(0 2 f ,  31)1()1()1(1 2  f .  

2) So 2( ) 2 1f x x x    e definirana funkcija za sekoe Rx . Zna~i, 

imame deka definicionata oblast e fD  R , i mno`estvoto vrednos-

ti e {0}fR  R . 

3) So 
x

xf
1

)(   e definirana funkcija za sekoe Rx  osven za 0x . 

Vo ovoj slu~aj definicionata oblast na funkcijata f  e mno`estvo-

to od site realni broevi 0x . Zna~i, imame deka definicionata 

oblast e  0\D f R  i mno`estvoto vrednosti e  0\RfR . 

4) Funkcijata xxg )(  e definirana samo za onie Rx  za koi e 

0x . Zna~i, definicionata oblast e     ,00:xxDg R  i mno-

`estvoto vrednosti e   ,0gR .  
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5) Da ja najdeme definicionata oblast na funkcijata 
21

( )
1

2

x
f x

x






. 

Bidej}i delewe so nulata vo R  ne e dozvoleno, toga{ imame deka 

1
0

2
x  , odnosno 

1

2
x    {to zna~i deka 

1

2
fD  . Od druga strana, 

imame deka R 21 x  ako i samo ako 01 2  x , odnosno 12 x , {to 

e ekvivalentno so 11  x  . 

Zna~i, funkcijata f  e definirana za site realni broevi x  koi{to 

gi zadovoluvaat dvata uslova: 1) 
1

2
x    i  2) 11  x . Mo`eme da 

zapi{eme deka  
1 1 1

1,1 \ 1, ,1
2 2 2

fD
     

           
     

. Ponatamu, imame 

deka 
1

(0) 2
1

0
2

f  



, 0)1( f , 

1 3
1

1 34 4
1 12 1 2

2 2

f


 

   
  

, no, na pri-

mer, zapisite 
1

2
f
 
 

 
,  5f ,  20f  nema smisla, bidej}i broevite 

1
, 5, 20

2
   ne pripa|aat vo definicionata oblast na f .  

Ako funkcijata f  e zadadena so formula i definicionata oblast 

ne e specificirana, toga{ smetame deka definicionata oblast fD  

se sostoi od site realni broevi Rx  za koi formulata ima smisla. 

Isto taka, zemame fRF  . 

Ako funkcijata f  e zadadena so formula, toga{ najprvo ja odreduva-

me definicionata oblast. 
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Edna funkcija mo`e da bide dadena i so pove}e formuli. Vo toj slu-

~aj domenot treba da se obele`i za sekoja formula {to na toa pod-

ra~je ja opredeluva funkcijata.  

3.1.4. Primeri.   

1) Funkcijata 

1, 0

( ) 0, 0

1, 0

x

f x x

x




 
 

                                                                

ja vikame signum i ja ozna~uvame so )sgn()( xxf  . Za dadenata funk-

cija imame deka definicionata oblast e fD  R , a mno`estvoto 

vrednosti e { 1,0,1}fR    (slika 3a.) 

 

a)                                              b)  

Slika 3. 

2) Za funkcijata  ( )f x x , kade {to  x  go ozna~uva najgolemiot cel 

broj {to ne e pogolem od x , се нарекува цел дел. Иmame   

, [ , 1)
( )

( 1), [ ( 1), )

n x n n
f x

n x n n

 
 

     
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kade {to nN , i e cel del od x . Za dadenata funkcija imame deka 

definicionata oblast e fD  R , dodeka mno`estvoto vrednosti e 

{ 3, 2, 1,0,1,2,3 }fR       (slika 3b).  

Ponekoga{ so razli~ni formuli mo`e da bide definirana ista fun-

kcija. Vo vrska so toa ja imame slednata definicija: 

3.1.5. Definicija. Za funkciite f  i g  velime deka se ednakvi, i 

pi{uvame gf  , ako i samo ako se ispolneti slednite uslovi: 

1. f  i g  se definirani na isto mno`estvo E , odnosno imaat  

     isti domeni; 

2. f  i g  primaat vrednosti vo isto mno`estvo ,F  odnosno  

     imaat isti kodomeni; 

3. )()( xgxf   za sekoe Ex  , odnosno f  i g  imaat isto dej- 

    stvo. 

Ako barem eden od uslovite 1., 2. ili 3. ne e ispolnet, toga{ funk-

ciite f  i g  ne se ednakvi i pi{uvame gf  . 

3.1.6. Primeri. 

1) Neka R  e mno`estvoto realni broevi i funkciite , :f g R R  se 

definirani na sledniot na~in: 

 
1

1
2

23






x

xxx
xf ,  za sekoe xR  

  1 xxg , za sekoe xR .                             

Toga{ imame deka gf  . Navistina, nao|ame deka R gf DD , bi-

dej}i 2 1 0x   , za sekoe xR . Neposredno zaklu~uvame deka nivni-

te kodomeni se ednakvi. Isto taka, za sekoe Rx  imame deka  
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     
)(1

1

11

1

1
2

2

2

23

xgx
x

xx

x

xxx
xf 









 .  

2) Funkciite 
x

x
xf )( , Rx  i 1)( xg , Rx  ne se ednakvi, bidej-

}i imaat razli~ni definicioni oblasti  0\RfD  , a RgD .  

Isto taka, funkcijata mo`e da bide zadadena so tablica, na primer 

logaritamskata tablica, ili mo`e da bide zadadena so grafik. 

3.1.7. Definicija. Grafik na funkcija e mno`estvoto od podredeni 

dvojki  

  ff DxxfxG  :)(, .  

To~kata ))(,( xfxM  e element na grafikot na funkcijata, x  e prva 

koordinata, a )(xf - vtora koordinata na grafikot na funkcijata. 

Zna~i, grafikot na funkcijata e podmno`estvo od RR   i se sostoi 

od site to~ki so koordinati  )(, xfx , fDx . 

3.1.8. Primeri. 

1) Da go skicirame grafikot  fG  na funkcijata ( ) 1,f x x  xR , vo 

ramninata vo koja e daden pravoagolen koordinaten sistem Ox y .  

Na apscisnata oska ja nanesuvame koordinatata x , a na ordinatnata 

oska ja nanesuvame vrednosta na funkcijata  xf . Taka, ja dobivame 

to~kata so koordinati     1,,  xxxfx . Na primer, na mno`estvoto 

fG  mu pripa|aat to~kite  (0,1), (1,2), (-1,0) (slika 4).     

Da zabele`ime deka dve funkcii se ednakvi ako graficite im se 

ednakvi. Navistina, neka      gf DxxgxDxxfx  :)(,:)(, . Toga{  
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Slika 4. 

imame gf DD   i )()( xgxf   za sekoe fDx . 

Koga go crtame grafikot  na funkcijata f , ponekoga{ e od polza da 

ja dovedeme vo vrska so funkcija g  ~ij{to grafik lesno mo`eme da 

go nacrtame. Na primer, ako e nacrtan grafikot gG  na funkcijata 

opredelena so )(xgx , toga{ grafikot na funkcijata opredelena 

so )(xgx   e simetri~en so grafikot gG  vo odnos na x oskata, 

dodeka grafikot na funcijata opredelena so ( )x g x  e simetri-

~en so grafikot gG  vo odnos na y  oskata. Ili, grafikot na funkci-

jata opredelena so ( ),x g x  0  , se dobiva od gG  so rastegnuva-

we  pati po y  oskata ako 1 , odnosno so stegawe  pati ako  

10   . Toa zna~i deka apscisite na to~kite od grafikot gG  

ostanuvaat isti, dodeka ordinatite gi prodol`uvame ili gi sk-

ratuvame  pati, odnosno     gg GyxyxG  ,:, . Ako Ra , toga{ 

grafikot na funkcijata opredelena so )(xgax   se dobiva so 

translacija (pomestuvawe) na grafikot gG  za a  dol` y oskata, do-

deka grafikot na funkcijata ( )x g x a  se dobiva so translacija 
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(pomestuvawe) na grafikot gG  za a  dol` x  oskata. Vo vrska so pri-

menata na spomenatite zaklu~oci podetalno }e zboruvame podocna, 

vo delot za elementarnite funkcii.   

3.1.9. Definicija. Velime deka funkcijata FEf :  e surjekcija  

ako za sekoe Fy   postoi  barem edno Ex   takvo, {to  xfy  , 

odnosno ako slikata na funkcijata f  e mno`estvoto F , odnosno  

FR f  . Simboli~ki, zapi{uvame  

  y F x E     xfy  . 

Velime deka funkcijata FEf :  e injekcija ako razli~ni elemen-

ti od domenot imaat razli~ni vrednosti vo kodomenot. Simboli~ki, 

zapi{uvame  

     Eyxyfxfyx  ,, . 

Funkcijata FEf :  e biekcija ako istovremeno e injekcija i sur-

jekcija. 

3.1.10. Primeri.   

1) Neka N  e mno`estvoto prirodni broevi. So   nnf 2  e defini-

rana funkcija od NN . Taka, imame deka     3819,63  ff  itn. 

Funkcijata f  ne e surjekcija.  

2) Neka Z  e mno`estvoto celi broevi i  1,0F . Na brojot Zx  mu 

pridru`uvame nula, ako x  e deliv so 2  i eden, ako x  ne e deliv so 

2. So toa dobivame funkcija FZ:f . Taka, imame deka   00 f , 

  11 f ,   02 f ,   04 f  itn. Funkcijata e surjekcija.  

3) Neka FEf :  i Fc   e fiksno. Ako   cxf  , za sekoe Ex  ,  
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velime deka funkcijata f  e konstanta. So drugi zborovi, funkcija-

ta f  e konstanta ako i samo ako )()( yfxf   za sekoi Eyx ,  (sli-

ka 5a.). 

4) Neka  f x x , za sekoe x E . Toga{ funkcijata EEf :  ja vi-

kame identi~no preslikuvawe. Pritoa da zabele`ime deka f  e  bie-

kcija (slika 5b.).  

 

 

a)           b)  

Slika 5. 

 

3.2. Aritmeti~ki operacii so funkcii 

Neka se dadeni funkciite REf :  i REg :  

1. Zbir na funkciite f  i g  e funkcijata   R Egf :  opredelena 

so   

 ( ) ( ) ( ),f g x f x g x x E    . 

2. Proizvod na  funkciite f  i g  e funkcijata   REfg :  oprede-

lena so   
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 ( ) ( ) ( ),fg x f x g x x E  . 

3. Proizvod na realniot broj   so funkcijata f  e funkcijata opre-

delena so   REf :  takva {to  

 ( ) ( ),f x f x x E    

4. Koli~nik na  funkciite f  i g  kade {to   0,g x   za sekoe x E  e 

funkcijata R







E

g

f
:  opredelena so   

 
( )

( ) ,
f f x

x x E
g g x

 
  

 
. 

3.2.1. Primeri.   

1) Neka se dadeni funkciite 2( ) 1f x x  , ( ) 2g x x  i 2 . Imame 

deka R gf DD ,   ,1fR , RgR . Nivniot zbir, proizvod, koli~-

nik i proizvodot so realniot broj 2 , se funkciite 

    22( ) 2 1 1f g x x x x      ,          12 2  xxxfg ,  

     2 22 2( 1) 2 2f x x x    ,       
x

x
x

g

f

2

12 









.  

 

3.3. Monotonost na funkcija 

Neka 1E  e podmno`estvo od domenot na funkcijata FEf : . 

3.3.1. Definicija. Velime deka funkcijata FEf :   

- monotono raste na mno`estvoto 1E  ako   
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   1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x      

-      strogo  monotono raste na mno`estvoto 1E  ako  

           1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x      (slika 6a.) 

-      monotono opa|a  na mno`estvoto 1E  ako   

           1 2 1 1 2 1 2, :x x E x x f x f x      

-      strogo monotono opa|a na mno`estvoto 1E  ako    

       121 , Exx  , )()( 2121 xfxfxx  .                         (slika 6b.) 

               

a)         b)  

Slika 6. 

Sekoja funkcija koja raste ili opa|a se vika monotona funkcija. Fun-

kcijata e strogo monotona na mno`estvoto 1E  ako e strogo raste~ka 

ili strogo opa|a~ka. 

3.3.2. Primeri.  

1) Da ja ispitame monotonosta na funkcijata ( ) 2 1f x x  , definira-

na za sekoe  ,x    . Neka R fDxx 21 ,  i neka  21 xx  . Imame  
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   1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 1 2 1 2 0f x f x x x x x         

odnosno 1 2( ) ( )f x f x . Spored toa, funkcijata strogo monotono raste 

na celata definiciona oblast, odnosno na celata realna prava.  

2) Da ja ispitame monotonosta na funkcijata 3( ) 1f x x  , definira-

na za sekoe  ,x    . Neka R fDxx 21 ,  i neka  21 xx  . Imame  

     3 3 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2 2( ) ( ) 1 1f x f x x x x x x x x x x x              

  
2 2

2 2
2 1 1

3
0

2 4

x x
x x x

  
         

 

odnosno 1 2( ) ( )f x f x . Spored toa, funkcijata strogo monotono opa|a 

na celata definiciona oblast, odnosno na celata realna prava.  

3) Da ja ispitame monotonosta na funkcijata 2( )f x x , definirana 

za sekoe  ,x    .  

Neka  1 2, ,0x x    i neka  21 xx  . Imame  

   2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0f x f x x x x x x x        

odnosno 1 2( ) ( )f x f x , {to zna~i funkcijata strogo monotono opa|a  

na intervalot  ,0 .  

Neka  1 2, 0,x x    i neka  21 xx  . Imame  

   2 2
1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0f x f x x x x x x x        

odnosno 1 2( ) ( )f x f x , {to zna~i funkcijata strogo monotono raste 

na intervalot  0, .  
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4) Da ja razgledame funkcijata ( ) 1 | |f x x x   , definirana za sekoe 

 ,x    . Od definicijata za apsolutna vrednost na realen broj 

neposredno sleduva deka funkcijata mo`e da ja zapi{eme vo oblik  

 
1 2 , 0

: ( )
1, 0

x x
f x f x

x

 
 


 . 

od kade nao|ame deka funkcijata strogo monotono opa|a na interva-

lot  ,0 , i monotono opa|a na intervalot  0, . Spored toa, fun-

kcijata monotono opa|a na celata realna prava.  

 

3.4. Ograni~eni funkcii 

3.4.1. Definicija. Velime deka  funkcijata f  e ograni~ena od gore 

ako postoi realen  broj M  takov {to ( ) ,f x M  za sekoe fx D . 

Ako postoi realen  broj m  takov {to ( ) ,f x m  za sekoe fx D , toga{ 

velime deka  funkcijata f  e ograni~ena od dolu. 

Nakuso, velime deka funkcijata e ograni~ena ako e ograni~ena i od 

gore i od dolu, odnosno ako postojat realni broevi m  i M  takvi 

{to   

( ) ,m f x M   za sekoe fx D . 

Grafikot na ograni~ena funkcija  se nao|a me|u dvete pravi ~ii ra-

venki se ( )g x m  i ( )h x M  (slika 7.). 

Ako stavime max{| |,| |}K m M , pogornata definicija mo`e da ja is-

ka`eme vo nejziniot ekvivalenten oblik. 

3.4.2. Definicija. Velime deka  funkcijata f  e ograni~ena ako pos-

toi pozitiven realen  broj K  takov {to ( ) ,f x K  za sekoe fx D . 
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Funkcijata e neograni~ena ako ne e ograni~ena, odnosno ako za sekoj 

pozitiven realen broj a  postoi fDx  takov, {to axf )( . 

 

 

Slika 7. 

3.4.2. Primeri. 

1) Funkcijata ( ) ,f x x  za sekoe  , , ,x a b a b R  e ograni~ena. Na-

vistina, za sekoe  bax ,  imame deka  

bxxfa  )( .  

Funkcijata ( ) ,f x x  za sekoe  ,x     e neograni~ena. Navisti- 

na, ako K  e proizvolen pozitiven realen broj, toga{ za 1x K  R  

va`i  

( ) 1f x x K K    .  

2) Funkcijata 
1

( ) ,f x
x

  za sekoe  0, ,x   e neograni~ena. Neka K   
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e proizvolen pozitiven broj. Za 
1

1
x

K



 imame deka  

  
1 1 1

1 1
1

1

f x K K K
x x

K

       



.  

 

3.5. Lokalni ekstremi 

3.5.1. Definicija. Funkcijata f  ima lokalen maksimum vo to~kata 

fDx 0  ako postoi 0  takavo {to za sekoe  0 0, ,fx x x D      

0xx  , imame    0xfxf   (slika 8a.). 

   

                

a)        b)  

Slika 8. 

3.5.2. Definicija. Funkcijata f  ima lokalen minimum vo to~kata 

fDx 0  ako postoi 0  takvo {to za sekoe  0 0, fx x x D     , 

0xx  ,    0xfxf   (slika 8b.). 
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Ako vo to~kata fDx 0  funkcijata ima lokalen maksimum ili loka-

len minimum, velime so eden zbor deka vo taa to~ka funkcijata ima 

lokalen ekstrem. 

3.4.2. Primeri. 

1) Da gi najdeme lokalnite ekstremi (dokolku postojot) na funkcija-

ta 2( ) 2 3f x x x    . Za sekoe fx D  R  imame deka  

2 2( ) 2 3 ( 1) 2 2 (1)f x x x x f            

od kade {to sleduva deka funkcijata ima lokalen maksimum vo to~-

kata 1x   ednakov na 2.   

2) Da gi najdeme lokalnite ekstremi (dokolku postojot) na funkcija-

ta ( ) 1f x x  . Za sekoe fx D  R  imame deka  

( ) 1 0 (1)f x x f     

od kade {to sleduva deka funkcijata ima lokalen minimum vo to~ka-

ta 1x   ednakov na 0 .  

3) Funkcijata ( ) lnf x x  e strogo monotono raste~ka na celata defi-

niciona oblast  0, , pa nema lokalni ekstremi.     

 

3.6. Slo`eni funkcii 

3.6.1. Definicija. Za dve funkcii FEf :  i GFg : ,  funkcijata 

GEfg :  zadadena so: 

     xfgxfg
def.

 ,  Ex  

ja vikame slo`ena funkcija ili kompozicija na funkciite f  i g .  
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Da zabele`ime deka E  e domen i G  e kodomen na kompozicijata na 

funkciite f  i g .   

Vo op{t slu~aj za kompozicijata na funkcii ne va`i komutativniot 

zakon, odnosno fggf    . 

U{te pove}e, definicionite oblasti na funkciite gf   i fg   mo-

`e da se razli~ni. Kompozicijata fg   mo`e da bide definirana, 

dodeka kompozicijata gf   da nema smisla.  

Osven toa, da zabele`ime deka slo`enata funkcija fg   e oprede-

lena samo ako mno`estvoto vrednosti na funkcijata f  e podmno-

`estvo od definicionata oblast na funkcijata g , odnosno ako va`i 

uslovot gf DR  . 

3.6.2. Primeri.   

1) Neka 3( )f x x , za sekoe xR , i 3( )g x x , za sekoe xR . Imame 

deka  

        3 33g f x g f x f x x x    ,  i  

         
33 3f g x f g x g x x x    . 

Zabele`uvame deka .g f f g    

2) Neka 2( ) 1f x x  , za sekoe xR , i 
2

1
( )

1
g x

x



, za sekoe xR . 

Zabele`uvame deka R ff RD  i RgD . Za kompoziciite  imame 

      
     11

1

1

1
222






xxf

xfgxfg  ,  i  
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       
 

1
1

1
1

22

2 



x

xgxgfxgf  . 

So neposredna proverka mo`e da se zaku~i deka dobienite kompozi-

cii se razli~ni. Imeno, imame deka  
 

2
2

1 1
1

51 1 1

g f  

 

 ,  dodeka   

 
  4

5
1

11

1
1

22



gf  .  

3) Neka ( ) 1f x x  , za sekoe xR , i ( )g x x , za sekoe  0, .x   

Zabele`uvame deka R ff RD  i {0}.gD  R  Imame deka  

        1 1f g x f g x g x x     . 

Kompozicijata g f  ne e opredelena bidej}i mno`estvoto vrednosti 

na funkcijata f  ne e podmno`estvo od definicionata oblast na 

funkcijata g , odnosno ne va`i uslovot gf DR  .  

Analogno, mo`e da definirame kompozicija na kone~no mnogu funk-

cii pod opredeleni uslovi. Neka se dadeni funkciite 1:i i if E E  , 

1,2,i n  . Funkcijata 1 2 1 1 1:n n nf f f f E E     zadadena so: 

         1 2 1 1 2 1n n n nf f f f x f f f f x    
def.

,  1x E  

se narekuva slo`ena funkcija ili kompozicija na dadenite funkcii 

1 2 1, , ,n nf f f f  .  

Da zabele`ime deka iE  e domen i 1iE   e kodomen na kompozicijata na 

funkciite 1 2 1, , ,n nf f f f  . I vo ovoj slu~aj slo`enata funkcija 

1 2 1n nf f f f    e opredelena samo ako mno`estvoto vrednosti na 
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funkcijata if  e podmno`estvo od definicionata oblast na funkci-

jata 1if  , za sekoe 1,2, , 1i n  ,  odnosno ako va`i 
1i if fR D


 , za se-

koe 1,2, , 1i n  .  

3.6.3. Primeri.   

1) Neka se dadeni funkciite ( )f x x , 
1

( )g x
x

  i 3( )h x x , defini-

rani na intervalot  0, . Za kompozicijata imame  

     3
3 3 2

1 1
( ) (

x
f g h x f g h x f g x f

x x x

 
     

 
  ,   0,x  .  

Ponekoga{ e potrebno dadena funkcija da se pretstavi kako kompo-

zicija od dve ili pove}e funkcii, odnosno da se napravi dekompozi-

cija na dve ili pove}e funkcii.  

3.6.3. Primeri.   

1) Neka e dadena fukcijata 2( ) ( 1)h x x  . Za da ja najdeme vrednosta 

na funkcijata ( )h x  za sekoj realen broj x , prvo treba da ja najdeme 

vrednosta 1x   i potoa da go kvadrirame rezultatot. Ovie dve ope-

racii mo`e da se izvr{at so funkciite ( ) 1g x x   i 2( )f x x , op-

redeleni na mno`estvoto realni broevi. Mo`eme da zapi{eme  

2( ) ( 1) ( 1) ( ( ))h x x f x f g x     , za sekoe xR  

 
odnosno da ja izrazime funkcijata h  preku kompozicijata h f g  .  

 
 

3.7.  Inverzni funkcii 

3.7.1. Definicija. Neka funkcijata FEf :  e injekcija. Toga{ za 

sekoj element od mno`estvoto vrednosti na funkcijata fRy  pos-
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toi edinstven element Ex  takov {to yxf )( . Definirame funk-

cija ff DRf  :1  taka {to na elementot y  mu go pridru`uvame 

edinstveniot element  EDx f   koj {to so f  se preslikuva vo y , 

odnosno  )(1 yfx  . Vaka definiranata funkcija EDRf ff  :1   

se vika inverzna na funkcijata f .  

Da zabele`ime deka neposredno od definicijata sleduva deka 

va`at uslovite ff
RD 1  i ff

DR 1 , odnosno domenot na funkcija-

ta 1f  e kodomenot na funkcijata f  i  kodomenot na fukcijata 1f  e 

domenot na funkcijata f . 

Isto taka, za sekoe fx D  va`i   xxff  1 , kako i za sekoe fy R  

va`i   yyff 1 .  

3.7.2. Primeri.   

1) Inverzna funkcija na funkcijata 3( )f x x , za sekoe xR , e funk-

cijata 1 3( )f x x  , za sekoe xR . Navistina, imame deka  

        31 1 33f f x f f x f x x x     ,  i  

         
33

1 1 1 3f f y f f y f y y y      .  

Neposredno od definicijata za inverzna funkcija mo`eme da zaklu-

~ime  deka grafikot na funkcijata 1f  e mno`estvoto  

   ff
DExxxfG  :),(1 . 

]e poka`eme deka graficite fG  i 1f
G  se simetri~ni  vo odnos na 

pravata xy  . Neka   fGxfx )(, 00 , toga{    100 , 
f

Gxxf . Pravata 
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koja minuva niz to~kite   00 , xfx  i   00 , xxf  e zadadena so  raven-

kata  )(
)(

)(
0

00

00
0 xfx

xxf

xfx
xy 




 , odnosno   

))(( 00 xxfxy                                                (1) 

 

 

Slika 9. 

Isto taka, pravata koja e normalna na (1) i minuva niz to~kata 

 






 

2

)(
,

2

)( 0000 xfxxxf
  e xy  . (slika 9.) 

Vo ponatamo{noto izlagawe ~esto }e ja koristime slednata teorema: 

3.7.3. Teorema. Neka funkcijata FEf :  e strogo monotona na mno-

`estvoto E . Toga{ f  ima inverzna funkcija 1f , i pritoa ako  

 f  strogo raste na E , toga{  i 1f  strogo raste na fR ,  

 f  strogo opa|a na E , toga{  i 1f  strogo opa|a na fR . 
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Dokaz. ]e pretpostavime prvo deka funkcijata f  strogo raste na E , 

odnosno ako Exxxx  2121 ,, , toga{    21 xfxf  . Zna~i funkcijata 

f  e injekcija, pa postoi 1f . ]e poka`eme sega deka 1f  strogo 

monotono raste na fR , odnosno ako 1 2 ,y y  1 2, fy y R , toga{ va`i us-

lovot    2
1

1
1 yfyf   . 

Ako pretpostavime deka e to~no sprotivnoto, odnosno deka va`i us-

lovot    2
1

1
1 yfyf   , toga{, bidej}i funkcijata f  strogo monotono 

raste, bi imale deka i       22
1

1
1

1 yyffyffy   , {to e vo spro-

tivnost na pretpostavkata deka 21 yy  . Zna~i,    2
1

1
1 yfyf   . 

Analogno se doka`uva ako funkcijata e strogo monotono opa|a~ka.  

3.7.4. Primeri.  

1) Neka 2( )f x x , za sekoe  0,x  . Funkcijata strogo monotono ras-

te na mno`estvoto  ,0  i   ,0fR . Spored teoremata 3.7.3., zaklu-

~uvame deka f  ima inverzna funkcija koja {to ja nao|ame taka {to 

ravenkata 2y x  ja re{avame po ,x  odnosno ,x y  i potoa so zame-

na na ulogata na x  i y , dobivame deka inverznata funkcija na dade-

nata e  1( )y f x x  . Taa strogo monotono raste na   ,0fR . Gra-

fikot na inverznata funkcija e prika`an na slika 10.  

2) Neka ( )f x x , za sekoe  0,x  . Funkcijata strogo monotono 

raste na mno`estvoto  ,0  i   ,0fR . Spored teoremata 3.7.3. 
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Slika 10. 

nao|ame deka f  ima inverzna funkcija 1 2( )f x x   koja  strogo mono-

tono raste na   ,0fR . Grafikot na inverznata funkcija e prika-

`an na slika 10.  

3) Mno`estvoto na vrednosti fR  na funkcijata 
1

( )
1 2 x

f x





 mo`e 

da go najdeme so pomo{ na nejzinata inverzna funkcija. Bidej}i ima-

me deka 1f f
R D  , mno`estvoto na vrednosti mo`e da go opredelime 

ako go najdeme definicionata oblast na inverznata funkcija na 

( ).f x  Dadenata funkcija e definirana na \ {0}fD  R  i ima inverzna 

funkcija zaradi teoremata 3.7.3. Ako ravenkata 
1

1 2 x
y





 ja re{ime 

po x  dobivame deka 2log
1

y
x

y

 
  

 
, pa inverznata funkcija e oprede-

lena so 1
2( ) log .

1

x
f x

x
  

  
 

 Bidej}i 1 | 0
1f

x
D x

x


 
   

 
R  sleduva 

   1 ,0 1, ,
f

D       od kade {to imame deka    ,0 1, .fR       
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3.8.  Parni i neparni funkcii 

3.8.1. Definicija.  Velime deka funkcijata FEf :  e parna ako:  

1. ff DxDx   i 

2. ( ) ( ),f x f x   za sekoe fx D  

Da zabele`ime deka grafikot na parna funkcija e simetri~en vo od-

nos na y -oskata. Navistina, ako f  e parna funkcija, toga{ za sekoe 

fx D  to~kite  , ( )x f x  i  , ( )x f x  koi se simetri~ni vo odnos na 

y -oskata, istovremeno pripa|aat na grafikot na funkcijata (slika 

11a.).    

3.8.2. Definicija. Velime deka funkcijata FEf :  e  neparna ako:  

1. ff DxDx   i 

2. ( ) ( ),f x f x    za sekoe fx D  

Grafikot na neparna funkcija e simetri~en vo odnos na koordinat-

niot po~etok. Navistina, ako f  e neparna funkcija, toga{ za sekoe  

 

a)                       b)   

Slika 11. 
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fx D  to~kite  , ( )x f x  i  , ( )x f x   koi se simetri~ni vo odnos na 

koordinatniot po~etok, istovremeno pripa|aat na grafikot na funk-

cijata (slika 11b.).    

Svojstvoto  1. od dvete gorni definicii zna~i deka definicionata 

oblast na funkcijata f  e simetri~no mno`estvo (vo odnos na y -os-

kata, odnosno vo odnos na koordinatniot po~etok). Od dosega ka`a-

noto sleduva deka ako funkcijata e parna (neparna), dovolno e da go 

nacrtame nejziniot grafik samo za pozitivnite vrednosti na ,x  a za 

negativnite vrednosti na x  da ja koristime simetri~nosta na grafi-

kot vo odnos na y -oskata (vo odnos na koordinatniot po~etok). 

3.8.3. Primeri.   

1) Funkcijata 2( )f x x ,  RfD  (slika 12a.) e parna. Navistina, ima-

me deka      xfxxxf  22
, za sekoe xR . 

2) Funkcijata 
1

( )f x
x

 ,  0\D f R  (slika 12b.) e neparna, bidej}i 

imame    xf
x

xf 
1

, za sekoe xR .  

         

a)          b)  

Slika 12. 
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3) Da zabele`ime deka ne e zadol`itelno sekoja funkcija da bide 

parna ili neparna. Taka, funkcijata 3( ) 1f x x  , RfD  ne e nitu 

parna nitu neparna (slika 13).  

3.8.4. Teorema. 1. Zbir na dve parni (neparni) funkcii e parna (ne-

parna) funkcija. 

2. Proizvod (koli~nik) na dve funkcii so ista parnost e parna 

funkcija, a proizvod (koli~nik) na dve funkcii so razli~na parnost 

e neparna funkcija. 

 

Slika 13. 

Dokaz. 1. Neka f  i g  se parni funkcii. Toga{ imame deka  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x f x g x f g x               

od kade {to zaklu~uvme deka f g  e parna funkcija.  

Neka f  i g  se neparni funkcii. Toga{ imame deka  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )f g x f x g x f x g x f x g x f g x                    
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od kade {to zaklu~uvme deka f g  e neparna funkcija.  

2. Neka f  i g  se parni funkcii. Toga{ imame deka  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg x f x g x f x g x fg x        i  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f f x f x f
x x

g g x g x g

   
      

   
 

odnosno, proizvodot i koli~nikot se parni funkcii.  

Neka f  i g  se neparni funkcii. Toga{ imame deka  

   ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( )fg x f x g x f x g x f x g x fg x           i  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f x f x f x f
x x

g g x g x g x g

    
       

    
 

odnosno, proizvodot i koli~nikot se parni funkcii.  

Sega, neka f  e parna funkcija i neka g  e neparna funkcija. Toga{ 

imame deka  

   ( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( ) ( )fg x f x g x f x g x f x g x fg x            i  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f x f x f x f
x x

g g x g x g x g

   
         

    
 

odnosno, proizvodot i koli~nikot se neparni funkcii.  

 

3.9.  Periodi~ni funkcii 

3.9.1. Definicija. Za funkcijata FEf :  velime deka e periodi~-

na ako postoi realen broj 0  takov, {to za sekoe ,fx D  va`i 

fx D   i    xfxf  .  
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Najmaliot pozitiven broj (ako postoi)   so ova svojstvo se vika pe-

riod na funkcijata. 

 

Slika 14. 

Neposredno od definicijata 3.9.1. sleduva deka ako f  e periodi~na 

funkcija so period ,  toga{ to~kite ( , ( ))x f x  i ( , ( ))x f x  pripa-

|aat na grafikot na funkcijata. Ottuka sleduva deka za da se nacrta 

grafikot na periodi~na funkcija f  na ,fD  dovolno e da se nacrta 

grafikot na funkcijata na intervalot  0,  i potoa istiot da se po-

mesti za   edinici vo pravec na x -oskata (slika 14).  

3.9.2. Primeri.  

1) Konstantnata funkcija ( ) ,f x c  za sekoe fx D  e periodi~na fun-

kcija. No, taa nema period.  

2) Funkcijata  ( )f x x x   e periodi~na funkcija so period 1.   

Navistina, imame deka 

     ( 1) 1 1 1 1 ( )f x x x x x x x f x            .  
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3.9.3. Teorema. Neka f , g : E  R  se periodi~ni funkcii so periodi 

1   i 2 , soodvetno. Toga{ va`at slednite tvrdewa:   

1. 1( ) ( ),f x k f x   za sekoe k Z ; 

2. funkcijata gf   : E  R   definirana so  

         )(xgxfxgf     

              e periodi~na so period NZS( 21 , ); 

3. ako ( )h x ax b  , 0a , toga{ i funkcijata hf   e  

    periodi~na so period  
a

1
. 

Dokaz.  1. Dokazot }e go sprovedeme so indukcija.  

Za 1n   tvrdeweto va`i bidej}i    xfxf   soglasno definici-

jata 3.9.1.  

Neka tvrdeweto e to~no za n k , odnosno 1( ) ( )f x k f x  .  

Toga{ za 1n k   imame deka 

1 1 1 1( ( 1) ) (( ) ) ( ) ( )f x k f x k f x k f x           , 

od kade {to spored principot na matemati~ka indukcija sleduva  

)()( 1 xfnxf   , za sekoj priroden broj n .         (1) 

Ponatamu, od )())(()( 111   xfxfxf  sleduva to~nost na tv-

rdeweto za 1,k    i povtorno spored principot na matemati~ka sle-

duva deka  

)()( 1 xfnxf   , za sekoj priroden broj n .        (2) 

Od (1) i (2) sleduva deka 1( ) ( ),f x k f x   za sekoe k Z .  
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2. Neka   NZS( 21 , ) i neka 11 k  i  22 k . Toga{  imame   

      f g x f x g x              

         1 1 2 2f x k g x k         

      xgfxgxf    

Jasno e deka   e najmal so taa osobina. 

3. Imame deka  

 f h x f a x b f ax b
a a

 


    
           

    
  

           1 1f ax b k f ax b f h x       .  

 

3.10. Nuli na funkcija 

3.10.1. Definicija. Nuli na funkcija FEf :  se elementite na 

mno`estvoto   ff GxExN  0,: .  

Od definicijata neposredno sleduva deka grafikot na funkcijata ja 

se~e x  oskata vo to~kite ~ii {to apscisi se nulite na funkcijata 

.f  Da prosledime nekolku primeri.  

3.10.2. Primeri. 

1) Da gi opredelime nulite na funkcijata 2( ) 2f x x x   . Funkcija-

ta e definirana na mno`estvoto realni broevi i ima nuli za onie 

vrednosti na ,x  za koi {to va`i 2 2 0x x   . Spored toa, nulite na 

funkcijata se korenite na kvadratnata ravenka 2 2 0x x   , odnos-

no 1 1x   i 2 2x   .  
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2) Da gi opredelime prese~nite to~ki na grafikot na funkcijata op-

redelena so 3( )f x x x   so x  oskata. Od ravenkata 3 0x x  , koja 

{to e ekvivalentna so ravenkata 2( 1) 0x x    gi opredeluvame nuli-

te na funkcijata 1 1x   , 2 0x   i 3 1,x   od kade {to zaklu~uvame de-

ka prese~ni to~ki na grafikot na funkcijata so x  oskata se ( 1,0) , 

(0,0)  i (1,0) .   

 

3.11. Osnovni elementarni funkcii 

Funkciite:  

 Konstantnata funkcija  ( )f x c , c konstanta;   

 Stepenskata funkcija ( ) ,f x x  R ;  

 Eksponencijalnata funkcija ( ) , 0xf x a a  ;  

 Logaritamskata funkcija ( ) log , 0, 1af x x a a   ;  

 Trigonometriskite funkcii  

    ( ) sinf x x , ( ) cosf x x , ( )f x tgx , ( )f x ctgx ;  i   

 Inverznite na trigonometriskite funkcii  

   ( ) arcsinf x x , ( ) arccosf x x , ( )f x arctgx , ( )f x arcctgx     

gi vikame osnovni elementarni funkcii.  

Funkcija {to se dobiva od osnovnite elementarni funkcii so kone-

~en broj aritmeti~ki operacii i kompozicii se narekuva elementar-

na funkcija. Vo ova poglavje }e se zadr`ime na nekoi osnovni ele-

mentarni funkcii. 
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3.11.1. Konstantna funkcija 

3.11.1.1. Definicija. Funkcijata ( ) ,f x c x R  kade {to Rc  e 

konstanta se vika konstantna funkcija. 

 

 

Slika 15. 

Definicionata oblast na ovaa funkcija e mno`estvoto realni broe-

vi R , dodeka slikata e ednoelementnoto mno`estvo  c . Funkcijata 

e parna i ograni~ena. Isto taka, taa e periodi~na, Imeno, za sekoe 

R , va`i deka   cxfxf  )( . No, ovaa funkcija nema period, 

bidej}i ne postoi najmal pozitiven broj   so toa svojstvo. Grafikot 

na ovaa funkcija e prava paralelna so x oskata i minuva niz to~ka-

ta  c,0  (slika 15.). 

 

3.11.1. Stepenska funkcija 

3.11.2.1. Definicija. Funkcijata ( ) ,f x x  R , 0x   se narekuva 

stepenska funkcija. 

Nie }e se zadr`ime na nekolku slu~ai: 
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1) xxf )(  

 

Slika 16. 

Definicionata oblast i slikata na ovaa funkcija e mno`estvoto R . 

Funkcijata e neparna, neograni~ena i strogo monotono raste~ka na 

celata definiciona oblast. Grafikot na ovaa funkcija e prava {to 

minuva niz koordinatniot po~etok (slika 16.). 

2)  2)( xxf   

Definicionata oblast na ovaa funkcija e mno`estvoto R , dodeka 

slikata e mno`estvoto nenegativni realni broevi. Funkcijata e par-

na, pa zatoa nejziniot grafik e simetri~en vo odnos na y  oskata. 

 

Slika 17. 
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Funkcijata strogo monotono opa|a na intervalot  0, , i strogo mo-

notono raste na intervalot  ,0 . Navistina, za  0,, 21 xx  i neka 

21 xx  , imame deka     2 2
1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) 0f x f x x x x x x x       , funk-

cijata strogo monotono opa|a. Ako  1 2, 0,x x   , i 21 xx  , toga{ 

    2 2
1 2 1 2 1 2 2 1( )( ) 0f x f x x x x x x x       , pa funkcijata strogo mono-

tono raste. Vo to~kata 0x  funkcijata ima lokalen minimum. Funk-

cijata e ograni~ena od dolu i neograni~ena od gore (slika 17.). Gra-

fikot na ovaa funkcija se vika parabola. 

3) 3)( xxf   

Definicionata oblast kako i slikata na ovaa funkcija e mno`estvo-

to R . Funkcijata e  neparna, zatoa nejziniot grafik e simetri~en vo 

odnos na koordinatniot po~etok.  

Taa e neograni~ena i od gore i od dolu, strogo monotono raste na R   

i nema ekstremni vrednosti. Grafikot na funkcijata 3)( xxf   se na-

rekuva kubna parabola (slika 18.) .  

 

Slika 18. 
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4)  
1

( )f x
x

  

Definicionata oblast i slikata na ovaa funkcija e mno`estvoto 

 0\R . Funkcijata e neograni~ena, neparna i nema ekstremni vred-

nosti. Nejziniot grafik e simetri~en vo odnos na koordinatniot po-

~etok. Grafikot na funkcijata se sostoi od dva dela. 

 

Slika 19. 

Funkcijata opa|a na intervalot  0,  i povtorno opa|a na  ,0 . 

Grafikot na ovaa funkcija se vika hiperbola (slika 19). 

5)  
2

1
)(
x

xf   

 

Slika 20. 
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Definicionata oblast i na ovaa funkcija e mno`estvoto  0\R . 

Slikata na funkcijata e mno`estvoto  ,0 . Funkcijata e neograni-

~ena od gore i ograni~ena od dolu.  Taa e parna  i nema ekstremni 

vrednosti. Monotono raste na intervalot  0,  i monotono opa|a na 

intervalot  ,0  (slika 20). 

6) 2
1

)( xxxf  . 

Definicionata oblast i slikata na ovaa funkcija e mno`estvoto 

 ,0 . Taa e inverzna na funkcijata 2xx  na mno`estvoto  ,0 . 

Funkcijata ne e ograni~ena od gore, a e ograni~ena od dolu. Taa e 

raste~ka na celata definicionata oblast. Grafikot na funkcijata  

xx  e daden na slika 21.  

 

Slika 21.  

7) 3)( xxf  . 

Definicionata oblast i slikata na ovaa funkcija e mno`estvoto R . 

Taa e neograni~ena i od dolu i od gore, taa e neparna i nema ekst-

remni vrednosti. Nejziniot grafik e simetri~en vo odnos na koordi-

natniot po~etok (slika 22.). Funkcijata monotono raste na celata de-

finiciona oblast. Taa  e inverzna na funkcijata 3xx  na R . 
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Slika 22. 

  

3.11.3. Eksponencijalni i logaritamski funkcii 

3.11.3.1. Definicija. Neka a  e pozitiven realen broj. Funkcijata op-

redelena so ( ) xf x a   se vika op{ta eksponencijalna funkcija so os-

nova a . 

Vo definicijata pretpostavuvame deka 0a , bidej}i za 0a  taa ne 

e definirana koga x  se menuva vo mno`estvoto realni broevi. Na 

primer, ako 4a  i 
2

1
x , toga{ R 4xa . 

Op{tata eksponencijalna funkcija e definirana na celoto mno`es-

tvo realni broevi R , a nejzinata slika e mno`estvoto  ,0 . Ovaa 

funkcija gi ima slednite svojstva: 

1. R xa x ,0 ; 

2. R yxaaa yxyx ,, ; 

3. x yx y a a   , ako 1a ;  

odnosno funkcijata strogo monotono raste i  
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 4. x yx y a a   , ako 10  a ;  

odnosno funkcijata strogo monotono opa|a.  

Na slika 22. prika`ani se graficite na funkciite xaxf )( , koga 

1a , odnosno koga 10  a . 

Specijalno, za 71828182.2 ea , funkcijata xexf )(  se vika ekspo-

nencijalna funkcija. ^esto, namesto  xe  se koristi oznakata xexp . 

Brojot e  podetalno }e go prou~ime vo poglavjeto 4. 

3.11.3.2. Definicija. Inverznata funkcija na op{tata eksponenci-

jalna funkcija xaxf )(  se vika logaritamska funkcija so osnova a  

i se ozna~uva so yyf alog)(1   . 

Da napomeneme deka, bidej}i op{tata eksponencijalna funkcija e 

strogo monotona (osven za 1a ), spored teoremata 3.7.2., ima inverz-

na funkcija. 

 Definicionata oblast na logaritamskata funkcija e mno`estvoto 

 ,0 , dodeka slikata na funkcijata e celoto mno`estvo realni 

broevi R . Funkcijata   R,0:log a  gi ima slednite svojstva: 

1. )(log)(log)(log yxxy aaa  , za sekoi , 0x y  ; 

2. log ( ) log ( )a ax y x y   , ako 1a ;  

odnosno, funkcijata e strogo monotono raste~ka za 1a , i  

3. log ( ) log ( )a ax y x y   , ako 10  a ; 

strogo monotono opa|a~ka za 10  a ; 

4. 1)(log aa . 

Za   ,0x , brojot xalog  se vika logaritam od x  so osnova a . 
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Za proizvolno 0a , 1a  e to~no 01log a . Navistina, od 1. imame 

deka  )1(log)(log)1(log)(log aaaa xxx  , od kade {to sleduva deka  

01log a . Toa zna~i deka grafikot na sekoja logaritamska funkcija 

minuva niz to~kata (1,0). 

3.11.3.3. Primeri.   

1) Ako Nn ,  imame: 

  nanaaa a
n

a
n

a 


log)(loglog
pati

.  

Od poseben interes se dve logaritamski funkcii:  

(i) Brigsov (ili dekaden) logaritam, {to odgovara na 10a  i  

(ii) priroden logaritam, {to odgovara na osnova 71828182.2 ea .  

Logaritamskata funkcija 10log  }e ja ozna~uvame so log  (zna~i osnova 

10 se podrazbira), dodeka elog  }e ja ozna~uvame so ln .  

 

Slika 23. 
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Grafikot na logaritamskata funkcija se dobiva vrz osnova na gra-

fikot na funkcijata xay  , koristej}i go faktot deka graficite na 

inverzni funkcii se simetri~ni vo odnos na pravata xy   (slika 

23.).  

Vrskata me|u op{tata eksponencijalna funkcija xax  i eksponen-

cijalnata funkcija xex  e dadena so: 

ln exp( ln ),x x aa e x a   za sekoe xR . 

Vrskata me|u logaritamskata funkcija logax x  i logaritamskata 

funkcija lnx x  e dadena so: 

1
log ln ,

ln
a x x

a
  za sekoe 0x  . 

 

3.11.4 Trigonometriski funkcii 

Neka zememe Dekartov koordinaten sistem i kru`nica so centar vo 

koordinatniot po~etok i radius edinica. Neka to~kata )0,1(0M  se 

dvi`i po kru`nata linija vo nasoka sprotivna na nasokata na dvi`e-

weto na strelkite na ~asovnikot (slika 24).  

 

Slika 24. 
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Koga izminala pat t , se na{la vo to~kata ),( yxM . Za 0t , to~kata 

M  e to~kata 0M , odnosno 1,x   0y  . 

Za 
2


t , to~kata M  ima koordinati 0,x  1y  . Ako t , to~kata  

M  ima koordinati 1,x    0y    itn. Taka, za izminat pat t  i za iz- 

minat pat 2t  dobivame ista to~ka od kru`nicata.  

Definirame funkcii  11:sin ,R  i  11:cos ,R  so: 

yt sin   i  xt cos  

Vaka definiranite funkcii se vikaat sinusna odnosno kosinusna 

funkcija (slika 25.). Od definicijata neposredno sleduvaat svojst-

vata: 

1. 1cossin 22  tt ; za sekoe tR ; 

2. 1sin1  t , 1cos1  t , za sekoe xR ;  

3.   tt sinsin  ,    tt coscos  , za sekoe xR ; 

4.  
2

cossin  tt ,    tt 
2

sincos  , za sekoe xR ; 

5.   tt sinsin  ,    tt coscos  , za sekoe xR . 

 

Slika 25. 
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Dvete funkcii se definirani na celoto mno`estvo realni broevi 

R . Isto taka, za slikite imame  1,1cossin  RR  .  

Od svojstvoto 2. gledame deka dvete funkcii se ograni~eni. Sinus-

nata funkcija e neparna, dodeka kosinusnata e parna. (svojstvo 3). 

Nuli na funkcijata tt sin  se to~kite od mno`estvoto  Zkk : , 

dodeka mno`estvoto nuli na funkcijata tt cos  e 











Zk
k

:
2

12
 . 

I dvete funkcii se periodi~ni so period 2 . Graficite na ovie 

funkcii se dadeni na slika 25. 

So pomo{ na sinusnata i kosinusnata funkcija gi definirame funk-

ciite:  

t

t
tgt

cos

sin
    i  

tgtt

t
ctgt

1

sin

cos
  

koi {to gi vikame „tangens od te“ odnosno „kotangens od te“.  

Funkcijata ( )f t tgt  e definirana na 
2 1

\ :
2

k
k

 
 

 
R Z . Mno`es-

tvoto vrednosti  RtgR . Zaradi osobinata 5., tgtttg  )(  , dobiva-

me deka ( )f t tgt  e periodi~na funkcija so period  . Isto taka, 

imame deka   tgtttg  , odnosno funkcijata e neparna. Za Zk , na 

intervalot 






 


2

12
,

2

12 kk
 funkcijata strogo monotono raste.  

Sli~no, funkcijata ( )f t ctgt  e definirana na  ZR kk :\  . Mno-

`estvoto vrednosti RctgR . Zaradi osobinata 5., ctgttctg  )(  , 

dobivame deka i ( )f t ctgt  e periodi~na funkcija so period  . I 

ovaa funkcija e neparna. Za Zk , na intervalot    1, kk  funk-

cijata strogo monotono opa|a. Graficite se dadeni na slika 26. 
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Slика 26. 

Funkciite ctgtg,cos,sin,  se vikaat trigonometriski funkcii. 

 

3.11.5. Inverzni na trigonometriskite funkcii 

Poradi svojata periodi~nost, trigonometriskite funkcii  

( ) sin ,f x x  ( ) cos ,f x x  ( ) tgf x x  i ( ) ctgf x x   

ne se biektivni, pa koga se postavuva pra{aweto za nao|awe na in-

verzni funkcii treba da se razmisluva za  stesnuvawe na nivnata 

definicionata oblast. 

1. Funkcijata ( ) sin ,f x x  za ,
2 2

x
  

  
 

, e strogo monotono raste~ka, 

i  1,1fR . Spored teoremata 3.7.2., postoi inverzna funkcija  

 1 : 1,1 ,
2 2

f x
   

    
 

 koja se ozna~uva so xxf arcsin)(1  . Funkci-

jata ( ) arcsinf x x  e neparna i strogo monotono raste~ka na interva-
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lot  1,1 . Nejziniot grafik e simetri~en so grafikot na ( ) sin ,f x x  

za ,
2 2

x
  

  
 

, vo odnos  na  pravata  .y x    

2. Funkcijata ( ) cos ,f x x  za  0,x   e strogo monotono opa|a~ka, i 

 1,1fR . Spored toa, postoi inverzna funkcija    ,01,1:1 f  

koja {to e strogo monotono opa|a~ka na intervalot  1,1  i se ozna~u-

va so xxf arccos)(1  . Nejziniot grafik e simetri~en na grafikot na 

funkcijata cos ,y x  za 0 ,x    vo odnos na pravata .y x  

Na slika 27. dadeni se graficite na funkciite xarcsin  i xarccos .  

 

Slika 27. 

3. Funkcijata ( ) ,f x tgx  za ,
2 2

x
  

  
 

 e strogo monotono raste~ka i 

  ,fR . Spored toa, za ovaa funkcija postoi inverzna funkcija 

 1 : , ,
2 2

f
   

     
 

 koja se ozna~uva so arctgxxf  )(1 . Funkcijata 

arctgx   e neparna i strogo monotono raste~ka na   , . 

4. Funkcijata ( ) ,f x ctgx  za  0,x   e strogo monotono opa|a~ka, i  
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nejzinoto mno`estvoto vrednosti   ,fR . Spored toa, postoi 

inverzna funkcija    ,0,:1 f  koja e strogo monotono opa|a~-

ka na intervalot   ,  i se ozna~uva so 1( ) arcc tgf x x  . 

Na slika 28. dadeni se graficite na funkciite arctgx  i arcctgx . 

 

Slika 28. 

3.11.5.1. Primeri. 1) Da go nacrtame grafikot na funkcijata 

( ) arcsin 2f x x . Dadenata funkcijata e definirana za 1 2 1,x    od-

nosno za 
1

,
2 2

x


    a prima vrednosti vo intervalot 






 


2
,

2
. Gra-

fikot na funkcija e bide „postegnat“ vo odnos na grafikot na funk-

cijata arcsiny x  vo pravec na x - oskata (slika 29.).  

 

Slika 29. 
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3.12. Posredna konstrukcuja na grafici 

Metodot za posredna (indirektna) konstrukcija na grafik na funkci-

ja )(xfy  , se sostoi vo iznao|awe na vrska na dadenata funkcija  i 

funkcija ~ij{to grafik ni e ve}e poznat. ]e smetame deka se poznati 

graficite na elementarnite funkcii ,ny x  ,xy a  log ,y x  

sin ,y x  cos ,y x  ,y tgx ,y ctgx  arcsin ,y x  arccos ,y x  y arctgx  i 

y arcctgx . 

1) Grafikot na funkcijata )(xfy  , ako ni e poznat grafikot na 

funkcijata )(xfy  , go dobivame ako go promenime znakot na vtora-

ta koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i konst-

rukcija na simetri~na kriva vo odnos na x oskata na poznatata kri-

va opredelena so funkcijata )(xfy   (slika 30) .  

 

Slika 30. 

2)  Grafikot na funkcijata )( xfy  , ako ni e poznat grafikot na 

funkcijata )(xfy  , go dobivame ako go promenime znakot na prvata 

koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i 
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Slika 31. 

konstrukcija na simetri~na kriva vo odnos na y oskata na poznata 

kriva opredelena so funkcijata )(xfy   (slika 31) .  

 

Slika 32. 

3) Grafikot na funkcijata R ccxfy ,)( , ako ni e poznat grafi-

kot na funkcijata )(xfy  , go dobivame ako ja nagolemime za c  vto-

rata koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i kon-

strukcija na  kriva pomestena za c  vo pravec na y oskata na pozna-

ta kriva opredelena so funkcijata )(xfy  .  Pritoa, ako 0c  po-
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mestuvaweto e vo pozitivna nasoka na y oskata, a ako 0c  pomes-

tuvaweto e vo negativnata nasoka na y oskata (slika 32.). 

4) Grafikot na funkcijata R ccxfy ),( , ako ni e poznat grafi-

kot na funkcijata )(xfy  , go dobivame ako ja nagolemime za c  pr-

vata koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i kon-

strukcija na  kriva pomestena za c vo pravec na  x oskata na pozna-

ta kriva opredelena so funkcijata )(xfy  .  Pri toa, ako 0c  po-

mestuvaweto e vo negativnata nasoka na x oskata, a ako 0c  po-

mestuvaweto e vo pozitivnata  nasoka na x oskata (slika 33.). 

 

Slika 33.  

5) Grafikot na funkcijata ( ),y cf x  0c  , ako ni e poznat grafikot 

na funkcijata )(xfy  , go dobivame ako ja pomno`ime so c  vtorata  

koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i „rasteg-

nuvawe“ ili „stegawe“ na poznatata kriva opredelena so funkcijata  

)(xfy   vo pravec na y oskata vo zavisnost dali 1c  ili 

10  c . Pritoa, da napomeneme deka nulite na dvete funkcii se 

ednakvi (slika 34.). 
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Slika 34. 

6) Grafikot na funkcijata ( ),y f cx  0c  , ako ni e poznat grafikot 

na funkcijata )(xfy  , go dobivame ako ja pomno`ime so c  prvata 

koordinata na grafikot na funkcijata )(xfy  . Toa zna~i „rasteg 

nuvawe“ ili „stegawe“ na poznatata kriva opredelena so funkcijata  

)(xfy   vo pravec na x oskata vo zavisnost dali imame deka 1c  

ili 10  c  (slika 35.)  

 

 

 

 Slika 35. 
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7) Grafikot na funkcijata )()( xgxfy  , ako ni se poznati grafi-

cite  na funkciite )(xfy   i )(xgy  , go dobivame ako gi sobereme 

vtorite komponenti na graficite na funkciite )(xfy   i )(xgy  .  

3.12.1. Primeri. 

1) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a) 2y x                b)  siny x    

a) Grafikot na funkcijata 2y x   go dobivame so konstrukcija na si-

metri~na kriva vo odnos na x oskata na krivata opredelena so 

funkcijata 2y x  (slika 36a.) .  

b) Sli~no, grafikot na funkcijata siny x   go dobivame so konst-

rukcija na simetri~na kriva vo odnos na x oskata na krivata opre-

delena so funkcijata siny x  (slika 36b.) .  

 

a)     b) 

Slika 36. 

2) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a) 2 xy                b)   2logy x      
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a)        b)    

Slika 37. 

a) Grafikot na funkcijata 2 xy   go dobivame so konstrukcija na si-

metri~na kriva vo odnos na y oskata na krivata opredelena so 

funkcijata 2xy   (slika 37a.). 

b) Sli~no, grafikot na funkcijata  2logy x   go dobivame so konst-

rukcija na simetri~na kriva vo odnos na y oskata na krivata opre-

delena so funkcijata 2logy x  (slika 37b.). 

3) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a)  2 1xy       b) 2 1y x   

a) Grafikot na funkcijata 2 1xy    go dobivame so konstrukcija na  

krivata opredelena so funkcijata 2xy   pomestena za 1 edinica vo 

negativnata nasoka na y oskata na (slika 38a.). 

b) Sli~no, grafikot na funkcijata 2 1y x   go dobivame so konst-

rukcija na  krivata opredelena so funkcijata 2y x  pomestena za 1 

edinica vo pozitivnata nasoka na y oskata na (slika 38b.). 
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a)     b) 

Slika 38. 

4) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a) 2( 1)y x                                  b) sin
4

y x
 

  
 

 

a) Grafikot na funkcijata 2( 1)y x   go dobivame so konstrukcija na 

krivata opredelena so funkcijata 2y x , pomestena za 1 edinica vo 

pozitivnata  nasoka na x oskata (slika 39.). 

 

Slika 39. 
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b) Grafikot na funkcijata sin
4

y x
 

  
 

 go dobivame so konstrukci-

ja na krivata opredelena so funkcijata siny x , pomestena za 
4


  vo 

pozitivnata  nasoka na x oskata (slika 40.). 

 

 

Slika 40. 

5) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a) 3siny x    b) 
1

sin
3

y x    

a) Grafikot na funkcijata 3siny x   go dobivame ako ja pomno`ime 

so 3  vtorata koordinata na grafikot na funkcijata siny x . Toa 

zna~i „raststegawe“ na krivata siny x  vo pravec na y oskata, a 

potoa crtawe na simetri~na kriva vo odnos na x  oskata. Pritoa, 

nulite na dvete funkcii se ednakvi (slika 41.). 

b) Grafikot na funkcijata 
1

sin
3

y x   go dobivame ako ja pomno`ime 

so 
1

3
 vtorata koordinata na grafikot na funkcijata siny x . Toa 

zna~i „stegawe“ na krivata opredelena so na funkcijata siny x  vo 

pravec na y oskata, a potoa crtawe na simetri~na kriva vo odnos 

na x  oskata. Pritoa, nulite na dvete funkcii se ednakvi (slika 

41.). 
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Slika 41. 

6) Da gi skicirame graficite na slednite funkcii:  

a)  sin 2y x   b) sin
2

x
y   

 

 

Slika 42. 

a) Grafikot na funkcijata sin 2y x  go dobivame ako ja pomno`ime 

so 2 prvata koordinata na grafikot na funkcijata siny x . Toa zna-

~i „rastegnuvawe“ na poznatata kriva opredelena so funkcijata 

siny x  vo pravec na x oskata (slika 42.)  
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Slika 43. 

b) Sli~no, grafikot na funkcijata sin
2

x
y   go dobivame ako ja pom-

no`ime so 
1

2
 prvata koordinata na grafikot na funkcijata siny x . 

Toa zna~i „stegawe“ na poznatata kriva opredelena so funkcijata  

siny x  vo pravec na x oskata (slika 42.)  

7) Grafikot na funkcijata siny x x   go dobivame ako gi sobereme 

vtorite komponenti na graficite na funkciite y x  i siny x  

(slika 43.).     

Za skicirawe ne grafik na dadena funkcija, ponekoga{ e potrebna 

pove}ekratna primena na pogornite pravila.  

3.12.2. Primeri. 

1) Da go skicirame grafikot na funkcijata 2sin
3

y x
 

  
 

. 
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Najnapred go skicirame grafikot na funkcijata sin
3

y x
 

  
 

, so 

konstrukcija na krivata opredelena so funkcijata siny x , pomeste-

na za 
3


  vo negativnata nasoka na x oskata (slika 44.). Potoa, ba-

raniot grafik na funkcija 2sin
3

y x
 

  
 

 go dobivame ako ja pomno-

`ime so 2  vtorata koordinata na grafikot na dobienata funkcija 

sin
3

y x
 

  
 

. Toa zna~i „rastegnuvawe“ na krivata opredelena so 

na funkcijata sin
3

y x
 

  
 

 vo pravec na y oskata (slika 44.). 

 

 

 

Slika 44. 

3.13. Zada~i za ve`bawe                

1. Dali se ednakvi funkciite FEf :   i  HGg :  ako 
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1)  0\,
3

)( R FE
x

x
xf ,        R HGxg ,

3

1
)( . 

2)  0\,
3

)( R FE
x

x
xf ,         0\,

3

1
)( R HGxg . 

3)  0\,
3

)( R FE
x

x
xf ,          RR  HGxg ,0\,

3

1
)( . 

4)   R FExxf ,,0,log)( 4 ,   RR  HGxxg },0{\,log2)( 2 . 

2. Opredeli gi definicionite oblasti na funkciite:  

1) 
2

2

3
( )

2

x x
f x

x x




 
    2) 

2

2
( )

3 4

x
f x

x x


 
        3) 

3

2

1
( )

6 8

x
f x

x x




 
 

4) 
4

( )
| | 5

x
f x

x



          5) ( ) 7f x x                 6) 3( ) 5f x x   

7) 4( ) 16f x x         8) ( ) 4 4f x x x        9) 
2

1
( )

9
f x

x



 

3. Najdi ja definicionata oblast na slednite funkcii:  

   1) 
1

1
( )

x

x
f x

e 


           2) 

1/

4
( )

2 x

x
f x


                   3) 1

2

4
1

( ) log
4

x
f x


  

4) ( ) log(3 4)f x x           5) ( ) log | 1|f x x    

6) 
25

log
6

x x
y


           7) 2 1

log(16 )
1 cos

y x
x

  


 

4. Najdi ja funkcijata ( )f x ax b   ako:   

1) (2) 3, ( 1) 2f f           2) 
2

( 2) 1, (1)
3

f f        

5. Najdi ja funkcijata ( )f x ax b   ako:   
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1) ( 1) 4f x x                     2) (3 4) 3 1f x x     

6. Za koja vrednost na parametarot m  funkcijata:  

1) 2( ) (2 3)f x m x mx      2) 23
5

( ) (4 ) 5f x m x x      

e kvadratna.  

7. Odredi ja funkcijata 2( )f x ax bx c    ako:  

1) (0) 1, (1) 3, (2) 0f f f    2) ( 1) 1, (1) 2, (2) 0f f f      

8. Koja od slednive funkcii monotono raste, a koja monotono opa|a:   

1) ( ) 4 3f x x             2) ( ) 6 ln 2f x x                   3) 
2

( )
5

x
f x

x



            

9. Dadena e funkcijata 









0,

0,1
)( 2 xx

xx
xf .  Najdi gi vrednostite: 

1) )2(f        2) )0(f                3) )2(f  

10. Dadena e funkcijata  1)( 3  xxf . Najdi: 

1) )(af                     2) )( 2af             3)   2
)(af  

11. Dadena e funkcijata 2)( xxf  . Najdi 
ab

afbf



 )()(
. 

12. Doka`i deka 









x
fxf

1
)(  ako 

x

x
xf

1
)(

2 
 . 

13. Ispitaj ja monotonosta na slednite funkcii:  

1) 
2 3

( )
5

x
f x

 
           2) 2( ) 2f x x                   3) 

2

4
( )

16
f x

x



 

4) 
2

( )
5

x
f x

x



           5) 2( ) 2 3f x x x            6) 

2

4
( )

1
f x

x



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14. Najdi gi intervalite na koi funkcijata ( )f x  e monotona (strogo 

monotona):  

1) ( ) | |f x x               2) ( ) | |f x x x                3) ( ) 2 | |f x x x    

4)  1
2

( ) log 3f x x       5)  2( ) log 3f x x        6) 
1

1
( )

2

x

f x


 
  
 

 

15. Poka`i deka funkcijata 
1

( )f x
x

  e ograni~ena na intervalot 

[1, ) , no e neograni~ena na intervalot (0,1) .  

16. Ispitaj dali funkciite:  

1) 
2

2
( )

1

x
f x

x



        2) 4 4( ) sin cosf x x        3) cos( ) 3 xf x   

4) 1( ) 2 xf x          5) 2 2 1
( ) 3sin

3

x
f x


       6) 

2

1
( ) ln 1

1
f x

x

 
  

 
 

se ograni~eni.  

17. Poka`i deka funkciite:   

1) 
2

1
( )

9
f x

x



                     2) 2( ) 4f x x         3) 

3

2

1
( )

2

x
f x

x





 

4) 
3/2 5

( )
1

x
f x

x





,  za 0x      5) ( ) log( 5)f x x x    6) ( ) cosf x x x    

se neograni~eni.  

18. Najdi gi ekstremnite vrednosti na funkciite: 

1) 2( ) 2f x x                2) 2( ) 2f x x x                3) 
2

( )
5

x
f x

x



 

4) 
2

1
( )

2 3
f x

x x


 
      5) 2( ) 2f x x x             4) ( ) 2f x x    
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5)  2( ) log 1f x x       6)  ( ) ln 2f x x               7) 
2 1( ) 2xf x   

19. Najdi gi slo`enite funkcii     g f x g f x  i     f g x f g x  

ako:  

1) ( ) 2 1f x x  , 2( ) 5g x x              2) 
2

( )
1

f x
x




, 2( ) 1g x x         

3) ( )f x x , ( ) 5 1g x x                  4) ( ) log( 2)f x x  , ( )g x x     

5) ( ) logf x x , 3( ) 10xg x                6) ( ) cosf x x , ( ) 2 1g x x         

20. Od koi funkcii se obrazuvani slo`enite funkcii:  

 1) ( ) logf x x             2) 3( ) (2 1)f x x          3) 
2

1
( )

1
f x

x



 

21. Najdi ja inverznata funkcija na sekoja od slednive funkcii: 

1) 
1

( )
3

f x
x




   2) ( ) 1f x x    3) 2( ) log (1 )f x x   

22. Dali dadenite funcii: 

1) 3( ) 3f x x     2) 
5 3( ) 1f x x    3) 

3 2( ) 1f x x   

ima inverzna funkcija. Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi ja inverzna-

ta funkcija na f .  

23. Najdi go mno`estvoto vrednosti na funkciite:  

1) 
1

( )
2 1

x
f x

x





          2) 

2

2

( 1)
( )

1

x
f x

x





       3) 2( ) 9 3f x x x    

4) ( )
1

x

x

e
f x

e



          5) 1( ) xf x e                6) ( ) ln( 1)f x x   

24. Poka`i deka slednive funkcii se parni:  
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1) ( ) | |f x x                   2) 4 2( ) 5 3 1f x x x          3) 2( ) 1f x x   

25. Poka`i deka slednive funkcii se neparni:  

1) 3( )f x x x                2) 
2

( )
2

x
f x

x



                 3) ( )

1 cos

tgx
f x

x



 

26. Ispitaj ja parnosta na slednive funkcii: 

1) 4 3( ) 3f x x x x         2) 
3

2

2
( )

( 1)

x x
f x

x





    3) 2 4( ) 1 2f x x x             

4) 
2

2
1

( ) 3log
2

x
f x


         5) ( ) 2 5x xf x        6) 2 sin

( )
x

f x x
x

    

27. Ispitaj ja periodi~nosta na funkciite: 

1)  ( )f x x x                            2) ( ) sin 2f x x      

3) ( ) cos 3
3

f x x
 

  
 

                 4) ( ) cos 2sin 2 3cos3f x x x x    

5) ( ) cos 3f x x                          6) ( ) 2sin 2
2

x
f x    

28. Najdi gi nulite na slednite funkcii: 

1) 
2

2

3
( )

4 8

x
f x

x x




 
        2) 

22( 1)
( )

3 4

x
f x

x





        3) ( ) ln( 4)f x x   

4) 3( ) 5f x x                 5) 1( ) 1 3xf x             6) ( ) sin
4

f x x
 

  
 

 

29. Najdi gi prese~nite to~ki so x  oskata na graficite na slednite 

funkcii:  

1) 2( ) 2f x x                2) ( ) 2f x x               3) 
2

( )
5

x
f x

x



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4) 2( ) 2 1f x x x       5)  2( ) log 5f x x       6) ( ) cos
3

f x x
 

  
 

 

30. Dadena e funkcijata 2
5

log (3 2 )y x x  . Opredeli gi nulite i de-

finicionata oblast na funkcijata. Za koi vrednosti na x  vrednosta 

na funkcijata e 2?  

31. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

1) 
1

( ) 2
3

f x x               2) ( ) 3 4f x x     

3) 2( ) 4 5f x x x                4) 2( ) 6 5f x x x     

32. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

1) ( ) 2f x x               2) ( ) 2 4f x x     

3) ( ) 5 2f x x                4) 3( ) 5 1f x x    

33. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

1) ( ) 3 4xf x                2) 2( ) 2 2xf x     

3) ( ) 2 4xf x e                4) ( ) 2xf x e   

34. Nacrtaj go grafikot na funkcijata:  

1)  log 5y x                2)  ln 2 4y x    

3) ( ) 2logf x x               4)  ( ) ln 1f x x    

35. Nacrtaj go grafikot i ispitaj go tekot na slednive funkcii:  

1) ( ) 3sin 2f x x                           2) ( ) 2sin
2

x
f x    
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3) ( ) sin
4

f x x
 

  
 

                            4) ( ) cos 2
3

f x x
 

  
 

 

5)  ( ) cf x tg x                          6) ( ) c
3

f x tg x
 

  
 

 

7) 
4

( ) 2sin
3 3

x
f x

 
  

 
             8)  

1
( ) sin 2 1

3
f x x    

9) 
3 3

( ) sin 1
2 2 3

x
f x

 
   

 
           10) 

3
( ) sin 2 2

4 2

x
f x

 
   

 
 

11) ( ) cos
3 6

x
f x

 
   

 
             11) ( ) 2 2

4
f x tg x

 
   

 
  

36. Nacrtaj gi graficite na slednite funkcii: 

1) arcsin
2

x
y                           2) arccos3y x   

3) arctg 2y x                          4) arc tg 4y c x  

37. Nacrtaj gi graficite na slednite funkcii: 

1) arcsin 2
2

x
y                      2) arccos3 1y x   

3) 2 arctg 2y x                     4) arc 4 1y ctg x                                         

38. Nacrtaj gi graficite na slednite funkcii:                       

1) 2arcsin( 1)y x                 2) 3arccos( 1)y x       

3) arctg ( 3)y x                    4) arcc tg (2 )y x   
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4. Nizi od realni broevi 

4.1. Definicija na niza i primeri  

]e prodol`ime so prou~uvaweto na realnite funkcii, no }e pret-

postavime deka tie se definirani na mno`estvoto prirodni broevi. 

Vakvite funkcii se narekuvaat nizi od realni broevi. 

4.1.1. Definicija. Sekoja funkcija nana :  od mno`estvoto pri-

rodni broevi vo mno`estvo realni broevi ja vikame niza od realni 

broevi. 

Voobi~aeno e nizite da gi ozna~uvame pokratko so  ,na  nN , samo 

so  na  ako domenot se podrazbira od kontekstot i ne postoi nedo-

razbirawe, ili pak, so  ,,,, 21 naaa .   

^lenot na  se vika n ti ~len ili op{t ~len na nizata, dodeka n  e 

indeks na ~lenot na . Edna niza e napolno opredelena so nejziniot 

op{t ~len .na   
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4.1.2. Primeri. 

1) Nizata 
1

,na n
n

 N  ima ~lenovi:                            
1 1 1

1, , , ,
2 3 4

 . 

 

Slika 45. 

2) ^lenovi na nizata 2
na n , nN  se:           ,25,16,9,4,1 . 

3) Nizata 1,na   nN  ima ~lenovi:                                      ,1,1,1 . 

Mnogu ~esto ~lenovite na edna niza se dadeni so rekurentna formu-

la od vidot  nn afa 1 , kade {to 1a  e daden neposredno, a site 

drugi ~lenovi se nao|aat so gornata formula. Taka, imame 2 1( ),a f a  

3 2( ),a f a  itn.  

4.1.3. Primeri. 

1) Neka niza e zadadena rekurentno so:  

1 1,a   2
1 .k ka a k     

Toga{, prvite pet ~lena na nizata se:  

31415,1536,622,211,1 2
5

2
4

2
3

2
21  aaaaa .  

Ponekoga{ e mo`no da go najdeme op{tiot ~len na nizata ako se da-

deni prvite nekolku ~lena na nizata.  

4.1.4. Primeri. 

1) Da go najdeme op{tiot ~len na nizata 4, 9, 16, 25,… Zabele`uvame 

deka ~lenovite na nizata se kvadrati na prirodni broevi. Imame de-

ka op{tiot ~len na nizata e 2( 1)na n  .   
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2) Da go najdeme op{tiot ~len na nizata ...
5

1
,

4

1
,

3

1
,

2

1
,1   Da zabe-

le`ime deka znakot na ~lenovite na nizata alternativno se menuva. 

Osven toa, ~lenovite se recipro~nite broevi na prirodnite broevi. 

Spored toa, op{tiot ~len na nizata e 
1

( 1) .n
na

n
   

3) Da go najdeme op{tiot ~len na nizata 2, 4, 8, … Zabele`uvame de-

ka mo`ni odgovori se 2nna   i 2 2na n n   . Spored toa, nizata ne e 

sekoga{ ednozna~no opredelena so zadavawe na prvite nekolku ~le-

novi.   

4) Op{tiot ~len na nizata od prosti broevi 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,... ne 

mo`eme da go zapi{eme so formula, {to zna~i deka postojat nizi za 

koi {to ne mo`e da najdeme formula za op{tiot ~len.    

 

Aritmeti~ka progresija 

4.1.5. Definicija. Aritmeti~ka progresija e niza zadadena so reku-

rentnata formula: N ndaa nn ,1 , kade {to d e konstanta. 

So metodot na matemati~ka indukcija }e poka`eme deka sekoj ~len 

na aritmeti~kata progresija se dobiva so formulata  

ndaan  11 .                                                                           (4.1.1) 

Formulata (4.1.1) va`i za 1n , bidej}i 2 1a a d  . 

Da pretpostavime to~nost za kn  , odnosno kdaak  11 .  

Za 1 kn  imame deka 

  dkadkdadaa kk )1(11111   . 
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Spored principot na matemati~ka indukcija, formulata (4.1.1) va`i 

za sekoj priroden broj. 

Druga va`na formula za aritmeti~kata progresija e formulata za 

zbir na aritmeti~ka progresija. Neka so nS  go ozna~ime zbirot na pr-

vite n  ~lenovi od edna aritmeti~ka progresija. Zbirot na progresi-

jata }e go napi{eme na dva na~ina, po~nuvaj}i od prviot i posled-

niot ~len. Imame deka  

 dnadaaaaaS nn )1(11121    

dnadaaaaaS nnnnnn )1(11    . 

Ako gi sobereme dvete gorni ravenstva, dobivame: 

 nn aanS  12  

odnosno,  

 nn aa
n

S  1
2

 .                                                                    (4.1.2.) 

Vo formulite (4.1.1) i (4.1.2) imame pet golemini: 1, , ,na a d n  i nS . 

Ako se poznati tri od niv, mo`e da se opredelat i drugite dve. 

4.1.6. Primeri. 

1) Da go opredelime desettiot ~len od aritmeti~kata progresija  2, 

8, 14,... Imame deka 21 a , 6d ,  10n , 569110  daa  .  

2) Da opredelime koj ~len od aritmeti~kata progresija 3, 9, 15,... iz-

nesuva 117. Tuka imame deka 31 a , 6d  i 117na  . Od formulata 

(4.1.1.) imame deka 6)1(3117  n  ili 20n .  
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3) Da go najdeme zbirot na prvite 20 ~lena na aritmeti~kata progre-

sija 2, 4, 6,… Imame deka 21 a , 2d  i 20n . Spored formulite 

(4.1.2) i (4.1.1)  nao|ame deka  

 20
20

2 2 19 2 420
2

S      .  

4) Da go najdeme zbirot od prvite n  prirodni broevi. Imame deka  

1 1a  , 1d  i  1
2

n
n

S n  . Spored toa, nao|ame deka  

 
 1

1 2
2

n n
n


    .  

 

Geometriska progresija 

4.1.7. Definicija. Geometriska  progresija e niza zadadena so reku-

rentnata formula N nqaa nn ,1 , kade {to q e konstanta. 

So metodot na matemati~ka indukcija se poka`uva deka sekoj ~len na 

geometriskata  progresija se dobiva so formulata  

n
n qaa  11 .                                                                               (4.1.3) 

Navistina, formulata (4.1.3) va`i za 1n  bidej}i 2 1a a q  . 

Da pretpostavime to~nost za kn  , odnosno 
n

n qaa  11 .  

Za 1 kn  imame deka 

 
1

1 1 11 1 ( ) .k k
kka a q a q q a q 
          

Spored principot na matemati~ka indukcija, formulata (4.1.3) va`i 

za sekoj priroden broj. 
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Neka so ns  go ozna~ime zbirot na prvite n  ~lenovi od edna geomet-

riska progresija. Za da ja dobieme formulata za zbir na geometriska 

progresija, zapi{uvame 

1
11121

 n
nn qaqaaaaas  , 

n
nn qaqaqaqaqaqaqs 1

2
1121   . 

So odzemawe na gornite ravenstva, imame deka  

11 aqasqs n
nn   

od kade {to dobivame deka  

 
1

11






q

qa
s

n

n .                                                    (4.1.4) 

I vo formulite (4.1.3) i (4.1.4) imame pet golemini 1, , ,na a q n  i ns . 

Ako se  poznati tri od niv, mo`e da se opredelat i drugite dve. 

4.1.8.Primeri. 

1) Prvite dva ~lena na geometriska progresija se 16 i 8. Da go opre-

delime pettiot ~len na nizata. Imame deka 1 16a   i 2 8a  . Od 

2 16a q   sleduva deka 16 8,q   odnosno 
1

2
q  . Pettiot ~len na 

progresijata e  

14
15  qaa .  

2) Tretiot ~len na edna geometriska progresija e 4, a desettiot ~len 

e 232 . Da gi najdeme prvite dva ~lena na progresijata. Imame deka  
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2
3 1 4a a q    i 9

10 1 32 2a a q   , od kade {to sleduva deka 

7 32 2
8 2

4
q   . Ottuka dobivame deka 2,q   {to zna~i  

1 2a    i 2 2 2a  .  

3) Me|u broevite 5 i 160 da se vmetneme ~etiri broja koi {to so da-

denite obrazuvaat geometriska progresija. Imame deka  

160,,,,,5 654321  aaaaaa  

Koristej}i ja formulata (4.1.3), dobivame deka 32
5

1605 q , odnos-

no 2q . Dobienata niza e  

160,80,40,20,10,5 .  

4) Da go presmetame zbirot na prvite sedum ~lena na geometriskata 

progresija 3, 6, 12, … Imame deka 1 3a   i 2q  . Spored formulata 

(4.1.4),  imame deka  

 7

7

3 2 1
381

2 1
s


 


.  

 

4.2. Aritmeti~ki operacii so nizi 

Neka se dadeni nizite od realni broevi nana :  i nbnb : . ]e de-

finirame zbir, proizvod i koli~nik na dve nizi, kako i proizvod na 

niza so realen broj. 

1. Zbir na nizite  na  i  nb  e nizata n nn a b  so op{t ~len  

     nn ba  . 
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2. Proizvod na nizite  na  i  nb  e nizata so op{t ~len 

     nnba . 

3. Proizvod na realniot broj   so nizata  na  e nizata  

    so op{t ~len  na . 

4. Koli~nik na nizite  na  i  nb  kade {to 0nb  , za sekoe  

    nN ,  e nizata so op{t ~len 








n

n

b

a
. 

 

4.3. Monotoni nizi 

4.3.1. Definicija. Za niza  na  velime deka monotono raste ako 

nn aa 1 , za sekoe nN .  

Nizata  na  strogo monotono raste ako nn aa 1 , za sekoe nN . 

Nizata  na  monotono opa|a ako nn aa 1 , za sekoe nN .  

Nizata  na  strogo monotono opa|a ako nn aa 1 , za sekoe nN . 

Nizite {to rastat ili opa|aat se vikaat monotoni nizi. 

4.3.2. Primeri.    

1) Nizata prirodni broevi ,na n  za sekoe nN  e strogo monotono 

raste~ka. Navistina, od  

1 ( 1) 1 0n na a n n       , za sekoe Nn   

sleduva deka 1n na a   za sekoj priroden broj .n  

2) Nizata 
1

n
n

  strogo monotono opa|a, bidej}i od   
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 1
1 1 1

0
1 ( 1)

n na a
n n n n

      
 

 za sekoj priroden broj ,n   

sleduva deka 1n na a   za sekoj priroden broj .n  

3) Aritmeti~ka progresija e strogo monotono raste~ka ako 0d , i 

strogo monotono opa|a~ka ako 0d . Ako 0d , nizata e konstantna.  

4) Geometriska progresija e strogo monotona ako 0q . Taa e monoto-

no raste~ka ako 01 a  i 1q  ili ako 01 a  i 10  q . Ako 01 a  

i 10  q  ili ako 01 a  i 1q , toga{ geometriskata progresija 

strogo monotono opa|a. Ako 1q , nizata e konstantna.  

Postojat nizi koi nitu opa|aat nitu rastat.  

4.3.3. Primeri.  

1) Nizata : ( 1)nn n  nitu raste nitu opa|a.  

2) Geometriska progresija so 0q  nitu raste nitu opa|a.  

 

4.4. Ograni~eni nizi 

Nizata  na  e ograni~ena ako e ograni~eno mno`estvoto vrednosti 

na funkcijata nan . Zna~i, ja imame slednata definicija. 

4.4.1. Definicija. Niza  na  e ograni~ena od gore ako postoi realen 

broj M  takov {to Man  , za sekoe nN .  

Ako postoi realen broj m  takov {to man  , za sekoe nN , toga{ 

velime deka nizata  na   e ograni~ena od dolu.  



4. Nizi od realni broevi 

 136

Nakuso velime deka nizata e ograni~ena ako e ograni~ena i od gore i 

od dolu, odnosno ako postojat realni broevi m  i M  takvi {to va`i 

deka Mam n  , za sekoe nN . 

So drugi zborovi, velime deka nizata  na  e ograni~ena ako site 

~lenovi na nizata se nao|aat vo intervalot  ,m M , za nekoi realni 

broevi m  i M .  

Niza {to ne e ograni~ena se vika neograni~ena. So drugi zborovi, 

nizata e neograni~ena ako za sekoj pozitiven realen broj ,K  postoi 

Nn  takov {to Kan  . 

4.4.2. Primeri. 

1) Nizata so op{t ~len 2 2na n   e ograni~ena od dolu, bidej}i va`i 

deka 2 2 1,n     za sekoj priroden broj ,n  odnosno site ~lenovi na 

nizata se nao|aat vo intervalot  [ 1, ).     

2) Nizata so op{t ~len 3na n   e ograni~ena od gore, bidej}i va`i 

deka 3 2,n   za sekoj priroden broj ,n  odnosno site ~lenovi na ni-

zata se nao|aat vo intervalot  ( ,2].    

3) Nizata so op{t ~len 
1

na
n

  e ograni~ena, bidej}i za sekoe Nn  

imame deka  1
1

0 
n

, odnosno sekoj ~len na nizata se nao|a vo inter-

valot  1,0 . 

4) Nizata so op{t ~len 
( 1)

1
n

na
n


   e ograni~ena, bidej}i imame de-

ka 
( 1)

1 2,
n

n


   za sekoj priroden broj ,n  odnosno site ~lenovi na  
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nizata se nao|aat vo segmentot  [ 2, 2].   

5) Nizata od prirodni broevi, ,na n  za sekoe ,nN  e neograni~ena. 

Navistina, neka K  e proizvolen pozitiven realen broj. Spored ak-

siomata na Arhimed, postoi priroden broj n  takov {to Kn  . 

6) Nizata ( 1)nna n   e neograni~ena bidej}i za sekoj realen broj K  

za [ ] 1,n K   imame deka | | .na n K         

7) Aritmeti~ka progresija e neograni~ena niza, osven ako 0d .  

8) Geometriska progresija e ograni~ena niza ako 1q , a e neograni-

~ena ako 1q .  

 

4.5. Grani~na vrednost na niza.  

       Konvergentni i divergentni nizi    

4.5.1. Definicija: Velime deka brojot 0a  e grani~na vrednost (li-

mes) na nizata  na  koga n  te`i kon beskone~nost ako na sekoj proiz-

volno mal pozitiven broj   mo`eme da mu pridru`ime priroden broj 

0n  takov, {to site ~lenovi na nizata so indeks pogolem ili ednakov 

na 0n , pripa|aat vo intervalot    00 ,aa . 

Koristime oznaka 0lim aan
n




 i velime deka „brojot 0a  e limes (gra-

ni~na vrednost) na nizata  na  , koga n  se stremi kon beskone~nost“  

ili „nizata  na  konvergira kon brojot 0a  koga n  se stremi kon bes-

kone~nost“ (slika 46.). 

Mo`eme da zabele`ime deka vo intervalot    00 ,aa , kolku i 
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Slika 46. 

da e mal, se nao|aat site ~lenovi na nizata osven kone~no mnogu. 

O~igledno e deka mo`eme da ka`eme i vaka: Brojot 0a  e limes (gra-

ni~na vrednost) na nizata  na , koga n  se stremi kon beskone~nost, 

ako va`i deka 

  00 aaa n  

odnosno, 

  0aan  

{to e ekvivalentno so  

 0aan , za sekoe )(0 nn   

kade {to 0  e proizvolno malo. 

Nakratko mo`e da zapi{eme: 

  000 ,:,0 aannnn nNN . 

So sledniot primer }e ja ilustrirame verifikacijata na konvergen-

cija na niza spored definicija.  

4.5.2. Primeri.    

1) Nizata so op{t ~len  na c ,  kade {to c  e realen broj, konvergira 

kon brojot .c  Navistina, za proizvolno 0   i za bilo koe nN  ima-

me deka 0 0na a c c      . 
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2) Za nizata so op{t ~len 
n

an
1

  imame deka 
n

an
1

0  za se-

koe 


1
n , {to zna~i deka 0

1
lim 
 nn

. Tuka za 0n  go izbirame najma-

liot priroden broj pogolem od 


1
. Na primer, ako 

310 , imame de-

ka 10010 n ; ako 
3103  , toga{ 3340 n .  

Vo prviot slu~aj, relacijata na  e to~na za sekoe 1001n , od-

nosno site ~lenovi na nizata 
1

n

 
 
 

, po~nuvaj}i od ~lenot 
1001

1
, pri-

pa|aat na intervalot  3 310 ,10  , a nadvor od ovoj interval se nao-

|aat prvite 1000 ~lena na nizata. 

Vo vtoriot slu~aj, neravenstvoto na  e to~no za sekoe 333n , 

odnosno site ~lenovi na nizata,  po~nuvaj}i od ~lenot 
334

1
, se nao-

|aat vo intervalot  3 33 10 ,3 10    , a nadvor od ovoj interval se 

nao|aat prvite 333 ~lena na nizata.  

3) ]e doka`eme deka ako | | 1a  , toga{ 
1

lim 0.
nn a

  

Neka 0   e proizvolno. Stavame | | 1a x  , kade {to | | 1 0x a   . 

Spored Bernulievoto neravenstvoto imame (1 ) 1 ,
n na x nx nx      

za 1n  , od kade {to sleduva deka 
1 1
n nxa

 . Izbirame 0
1

1n
x

 
  

 
. 
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Toga{ 1 1 1
0

n na nxa
    , za sekoe 0n n , od kade {to sleduva deka 

1
lim 0.

nn a
   

4) ]e poka`eme 
( 1)

lim 1 1.
n

n n

 
   

 
 Zaradi Arhimedovata aksioma, za 

sekoj pozitiven broj   postoi priroden broj 0 ,n  taka {to 
0

1
0 .
n

   

Toga{ imame deka   

 
( 1) 1

1 1 ,
n

n n


 
     

 
 za sekoj priroden broj 0.n n   

5) ]e poka`eme deka ako lim n
n

a a


  i 0,na   za sekoj priroden broj 

,n  toga{ lim .n
n

a a


  Izbirame proizvolno 0.   Od lim n
n

a a


  

imame deka za a  postoi priroden broj 0n  taka {to ,na a a   

za sekoj priroden broj 0.n n  Ottuka sleduva deka  

,n
n

n

a a a
a a

a a a





   


 za sekoj priroden broj 0n n   

od kade {to zaklu~uvame deka lim .n
n

a a


   

6) ]e poka`eme deka ako lim n
n

a a


 , toga{ lim n
n

a a


 .  

Neka 0   e proizvolno izbrano. Od lim n
n

a a


  sleduva deka postoi 

0n N  takov {to za sekoe 0n n  va`i na a   . Od druga strana, 
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zaradi svojstvata na apsolutna vrednost dobivame deka za 0n n  va-

`i | | | |n na a a a     , {to zna~i deka lim n
n

a a


 .  

Da zabele`ime deka obratnoto tvrdewe ne va`i. Navistina, za niza-

ta ( 1) ,nna n  N  imame deka 1,na n N , od {to dobivame deka 

lim 1n
n

a


 . Od druga strana, nizata ( 1) ,nna n  N  ne konvergira 

bidej}i na primer za sekoe 1  , nadvor od sekoj od intervalite 

( 1 , 1 )      i (1 , 1 )    ima beskone~no mnogu to~ki od nizata, 

{to ne e mo`no dokolku dadenata niza konvergira. Isto taka, za 

proizvolno ,aR  1,1,a    vo intervalot ( , )a a    nema nitu eden 

~len od nizata, odnosno nadvor od intervalot ( , )a a    se nao-

|aat site ~lenovi na nizata. Pritoa zemavme min{| 1|,| 1|}a a     

(slika 47).  

 

 

Slika 47.   

Vo primer 2) jasno se gleda deka so namaluvawe na   se zgolemuva 

0n , i obratno, 0n  se namaluva ako   se zgolemuva. 

Da se navratime na definicijata za grani~na vrednost na niza. Ako 

za nizata realni broevi  na  ne postoi granica ili ako granicata e 

,a    toga{ velime deka nizata divergira. Zna~i, nizata  na  di-

verira ako:   

- za koj bilo realen broj a  postoi  okolina na brojot a  takva {to 

beskone~no mnogu ~lenovi na nizata se nadvor od okolinata, (toga{ 

nizata nema granica)  
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- za sekoe 0K   postoi priroden broj 0 ,n  taka {to  

  ,na K  za sekoj priroden broj 0 ,n n  

i toga{  ja usvojuvame oznakata lim .n
n

a


   Zna~i  

 lim n
n

a


      0 00, : , nK n n n n a K        N N  

- za sekoe 0K   postoi priroden broj 0 ,n  taka {to  

 ,na K  za sekoj priroden broj 0 ,n n  

i toga{  ja usvojuvame oznakata lim .n
n

a


   Zna~i  

 lim n
n

a


      0 00, : , nK n n n n a K        N N   

4.5.3. Primeri.    

1) ]e poka`eme deka nizata n
na q  konvergira ako 11  q  i di-

vergira ako 1q  i 1q , odnosno va`i deka  

a) lim 0,n

n
q


  za | | 1q                   b) lim 1,n

n
q


  za 1q     

v) lim ,n

n
q


   za 1q                  g) nizata nema granica, za 1q    

a) Neka 0 1.q   Toga{ 
1

1
q

h



 za nekoe 0.h   Zaradi Arhimedovata 

aksioma, za sekoj pozitiven broj   postoi priroden broj 0 ,n  taka {to 

va`i 
0

1
0 .

hn
   Toga{ so primena na Bernulievoto neravenstvo do-

bivame deka 
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1 1 1

0 ,
1(1 )

n n
n

q q
hn hnh

     


 za sekoj priroden broj 0 ,n n  

od kade {to sleduva deka lim 0n

n
q


 .  

Sli~no, se diskutira i slu~ajot koga 1 0.q     

O~igledno, za 0,q   imame deka lim lim 0 0.n n

n n
q

 
   

b) Ako 1,q   toga{ lim lim 1 1.n n

n n
q

 
   

v) Ako 1,q   toga{ va`i 
1

0 1.
q

   Neka K  e proizvolen pozitiven 

broj. Zaradi tvrdeweto doka`ano pod a) imame deka 
1 1

0 ,
n Kq

   za 

dovolno golemo ,n  od kade {to sleduva deka ,nq K  za dovolno go-

lemo .n  

g) Ako 1,q    toga{ za site parni broevi n  imame ,nq K  a za site 

neparni broevi n  imame deka ,nq K   kade {to 0K   e proizvolno 

izbrano, a n  dovolno golemo. Spored toa, postojat beskone~no mnogu 

~lenovi na nizata nadvor od sekoja okolina na koj bilo realen broj 

,a  od kade {to zaklu~uvame deka nizata nema granica.  

 

4.6. Svojstva na konvergentni nizi 

Vo prodol`enie }e dademe nekoi svojstva na konvergentnite nizi.  

4.6.1. Teorema. Konvergentna niza ima samo edna grani~na vrednost. 



4. Nizi od realni broevi 

 144

Dokaz. Ako 0a  i 0b  se dve razli~ni grani~ni vrednosti na nizata 

 na , toga{ za sekoe 0  postojat prirodni broevi '0n  i ''0n  takvi, 

{to  

0
2

na a


  , za sekoe 0 'n n  i  

0
2

na b


  , za sekoe 0 ''n n .   

Ako so 0n  go ozna~ime pogolemiot od broevite '0n  i ''0n , odnosno 

 0 0 0max ', ''n n n , toga{ imame deka 

   0 0 0 0n na b a a a b       

                          0 0
2 2

n na a a b
 

       , za sekoe 0n n .   

Poradi proizvolnosta na  , ova }e va`i i za 00 ba  . Dobivme 

deka 0000 baba  , {to pretstavuva kontradikcija, od kade {to 

zaklu~uvame deka 00 ba  .    

4.6.2. Teorema. Konvergentna niza e ograni~ena. 

Dokaz. Neka  na  e dadena konvergentna niza so granica ,a  odnosno 

0lim aan
an




. Toga{ za 1   postoi priroden broj 0n , takov {to  

0 1,na a   za sekoe 0n n . 

Zna~i, imame deka  

00000 1 aaaaaaaa nnn  , za sekoe 0.n n  
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Taka, dobivame deka na M , za sekoj priroden broj n , ako izbereme 

 01 1 0max , , ,1 .nM a a a   So toa poka`avme deka dadenata niza 

 na  e ograni~ena.   

Da zabele`ime deka obratnoto tvrdewe od tvrdeweto iska`ano vo 

teoremata ne va`i, odnosno ne sekoja ograni~ena niza e konvergent-

na.  

4.6.3. Posledica. Sekoja neograni~ena niza e divergentna. 

Dokaz. Sleduva neposredno od teoremata so primena na kontrapozi-

cija.   

4.6.3. Primeri.  

1) Nizata so op{t ~len ( 1)nna     e ograni~ena, no ne e konvergentna. 

2) Nizata so op{t ~len 1 2( 1)na n    e divergentna bidej}i e neog-

rani~ena.  

Vo prodol`enie }e iska`eme dve svojstva na konvergentnite nizi 

koi se vo vrska so relacijata podreduvawe vo mno`estvoto realni 

broevi.   

4.6.4. Teorema. Neka  na  i  nb  se konvergentni nizi realni broevi. 

Ako  ,n na b  za sekoj priroden broj ,n  toga{ lim lim .n n
n n

a b
 

  

Dokaz. Neka lim n
n

a a


  i lim .n
n

b b


  Pretpostavuvame sprotivno, deka 

lim lim .n n
n n

a b
 

  Izbirame 
| |

.
2

b a



  Toga{ postojat prirodni broevi 

1n  i 2n  taka {to  

 | | ,na a    za sekoj priroden broj 1,n n i  
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 | | ,nb b    za sekoj priroden broj 2 ,n n  

od kade {to sleduva deka  

 ,na a   za sekoj priroden broj 1,n n  i  

 ,nb b    za sekoj priroden broj 2.n n  

Ako so 0n  go ozna~ime pogolemiot od broevite 1n  i 2n , toga{ imame  

 ,n nb b a a       za sekoj priroden broj 0 ,n n  

{to e vo kontradikcija zaradi pretpostavkata deka ,n na b  za sekoj 

priroden broj .n  ■ 

4.6.5. Teorema. (Sendvi~ teorema) Ako nizite  na  i  nb  se konver-

gentni so ista granica 0a , toga{ i nizata  nc  so svojstvo n n na c b  , 

za sekoe ,nN  e konvergentna i pritoa va`i  0lim acn
n




. 

Dokaz. Neka 0  e proizvolno izbrano. Postojat prirodni broevi 

1n  i 2n  takvi {to   

 0| | ,na a    za sekoj priroden broj 1,n n i  

 0| | ,nb a    za sekoj priroden broj 2.n n   

Ottuka dobivame deka   

0na a     , za sekoj priroden broj 1,n n  i  

0nb a     ,  za sekoj priroden broj 2 ,n n  

Ako so 0n  go ozna~ime pogolemiot od broevite  1n  i 2n , toga{ imame  

  000 abacaa nnn , za sekoj priroden broj 0n n  

od kade {to sleduva deka   
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 0| | ,nc a    za sekoj priroden broj 0 ,n n   

{to zna~i deka 0lim acn
n




.   

4.6.6. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata na nizata so op{t ~len 
2

.
1

n
n

a
n




 

Definirame niza so op{t ~len 0,nb   i niza so op{t ~len 
1

.nc
n

  Od 

neravenstvoto  

 
2

1
0 ,

1

n

nn
 


 za sekoj priroden broj ,n  

imaj}i vo vid deka 
1

lim 0 lim 0,
n n n 

   zaradi sendvi~ teoremata sle-

duva deka  

 
2

lim 0.
1n

n

n



 

4.6.7. Teorema. Neka nizite  na  i  nb  se konvergentni so grani~ni 

vrednosti 0a  i 0b  soodvetno. 

1. Toga{ i nizata  so op{t ~len  nn ba   e konvergentna i va`i: 

     n
n

n
n

nn
n

baba


 limlimlim . 

2. Toga{ i nizata so op{t ~len  nn ba   e konvergentna i va`i: 

     n
n

n
n

nn
n

baba


 limlimlim . 
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3. Neka 00 b   i 0,nb   za sekoe nN , toga{ i nizata 








n

n

b

a
 e kon-

vergentna i va`i deka 

 

 n
n

n
n

n

n

n b

a

b

a
















lim

lim
lim . 

Dokaz. Neka 0lim aan
n




  i 0lim bbn
n




.   

1. Za sekoj 0  postojat prirodni broevi '0n  i ''0n  takvi {to  

0
2

na a


  , za sekoe 0 'n n , i  

0
2

nb b


  , za sekoe 0 ''n n .  

Ako so 0n  go ozna~ime pogolemiot od broevite  '0n  i ''0n , odnosno 

 0 0 0max ', ''n n n , toga{ imame deka 

       0 0 0 0n n n na b a b a a b b         

                                                   0 0
2 2

n na a b b
 

        

za sekoe 0n n , odnosno,   00lim baba nn
n




. 

2. Bidej}i nizata  na  e ograni~ena (teorema 4.6.2.), postoi RM  

takov {to Man   za sekoe Nn . Neka 0  e proizvolno izbra-

no. Toga{, postojat prirodni broevi '0n  i ''0n  takvi {to  

0
02

na a
b


  , za sekoe 0 'n n , i 
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0
2

nb b
M


  , za sekoe 0 ''n n . 

Ako  0 0 0max ', ''n n n , toga{ imame deka  

         00000 bbaaabbaba nnnnn    

                           



M

M
b

bbbaaab nnn
22 0

0000  

za sekoe 0n n , odnosno,   00lim baba nn
n




. 

3. Bidej}i 00 b , imame deka postoi realen broj m  takov, {to nitu 

edno nb  ne pripa|a vo intervalot  mm, , odnosno nb m , za sekoj 

priroden broj .n  Ottuka imame deka 
1 1

nb m
  , za za sekoj priroden 

broj .n  Nizite se ograni~eni, pa postoi RM  takov {to   

na M  i ,nb M  za sekoj priroden broj .n  

Neka 0  e  proizvolno. Postojat prirodni  broevi '0n  i ''0n  takvi 

{to va`i deka  

0 0
2

na a m b
M


  , za sekoe 0 'n n , i 

0 0
2

nb b m b
M


  , za sekoe 0 ''n n .  

Ako  0 0 0max ', ''n n n  , toga{ za 0nn   imame deka 

   








0

00

0

00

0

0

bm

bbaaab

bb

bbaaab

b

a

b

a nnnn

n

nnnn

n

n  
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                        







0

00
22

bm

bm
M

Mbm
M

M
, 

odnosno 0

0

lim n

n n

a a

b b

 
 

 
.  

Koristej}i gi prethodnite rezultati, }e gi najdeme granicite na ne-

koi nizi od realni broevi. 

4.6.8. Primeri. 

1) Da gi opredelime granicite: 

a) 
1

lim
2 1n

n

n




                                          b) 

2
lim

2 1n

n

n n  
   

v) 
( 2) ( 1)! ( 1)!

lim
( 3)( 2) ( 1)!n

n n n

n n n

    

   
              g) 

2 2 2

1 2
lim ...
n

n

n n n

 
   

 
 

Spored teoremata  4.6.7. imame deka 

a)

11 1 lim 11
1 1 1 0 1

lim lim lim
1 1 12 1 2 1 2 0 22 lim 2

n

n n n

n

n n nn n
n n

n n n



  



 
          

     
 

.  

b)
2 2 2

2

1
lim lim lim

2 1 2 1 2 1

n
n

n n n

n

n n n n n n

n n

  
  

     
 

                         

2

1 1
lim

1 1 2
2

n

n n


 

 

  

v) 
( 2) ( 1)! ( 1)! ( 2 1) ( 1)! 1

lim lim lim 0
( 3)( 2) ( 1)! ( 3)( 2) ( 1)! 2n n n

n n n n n

n n n n n n n  

        
  

        
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g) 
2 2 2 2 2

1 2 1 2 ... ( 1) 1
lim ... lim lim

22n n n

n n n n

n n n n n  

     
      

 
 

2) Da ja opredelime grani~nata vrednost na nizata 
 

 

1

1

n

n

n

n

   
 

   

. 

Nizata 
 

 

1

1

n

n

n

n

   
 

   

 ja sporeduvame so nizite 
1

1

n

n

 
 

 
 i 

1

1

n

n

 
 

 
.  

Imame deka  

 

 

11 1

1 11

n

n

nn n

n nn

  
 

  
, za sekoj priroden broj ,n  

od kade {to sleduva deka  

 

 

11 1
lim lim lim

1 11

n

nn n n

nn n

n nn  

  
 

  
 

Bidej}i 
1 1

lim lim 1
1 1n n

n n

n n 

 
 

 
, spored sendvi~ teoremata dobivame  

 

 

1
lim 1

1

n

nn

n

n

 


 
.  

3) Neka 0a  . ]e doka`eme deka lim 1n

n
a


 .  

Za 1a   jasno e deka lim 1n

n
a


 .  

Ako 1a  , toga{ 1n a  , pa spored Bernulievoto neravenstvoto ima-

me deka  

[1 ( 1)] 1 ( 1) ( 1).nn n na a n a n a         
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Spored toa, imame deka 

0 1n a
n

a   ,  za sekoe nN . 

Bidej}i lim 0
n

a

n
 , spored sendvi~ teoremata dobivame deka 

lim 1 0n

n
a


  , odnosno lim 1n

n
a


 . 

Ako 1 0a  , toga{ 
1

1
a

  i zatoa 
1

lim 1n
n a

 , od kade {to sleduva  

1 1
lim lim 1

1 1
lim

n

n n
n n

n

a

a a

 



   .  

4) Da doka`eme deka ako lim n
n

a a


 , toga{ lim ( ) ,k k
n

n
a a


  kN . 

Spored teorema 4.6.7. imame deka  lim lim .
k

k k
n n

n n
a a a

 

 
  
 

 

4.6.9. Teorema.  Sekoja ograni~ena i monotona niza e konvergentna. 

Dokaz. Neka nizata  na  e monotono raste~ka i ograni~ena i neka 

 N naa n ,sup . Toga{ aan  , za sekoj priroden broj n . Za proizvol-

no 0  postoi Np  takov {to aaa p   . Poradi monotonosta 

na nizata  na  imame deka ,p na a  za sekoe n p . Toga{ imame deka  

  aaaa n , za sekoe n p . Ova zna~i deka site, osven ko-

ne~no mnogu ~lenovi na nizata se nao|aat vo intervalot    aa , , 

odnosno  lim sup ,n n
n

a a a n


  N .  
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Sli~no se poka`uva deka  N


naa nn
n

,inflim  vo slu~aj koga nizata e 

monotono opa|a~ka i ograni~ena.  

4.6.10. Primeri.  

1) ]e doka`eme deka nizata so op{t ~len 
1

1

3 1

n

n k
k

a





  e konvergentna 

kako monotono raste~ka i ograni~ena niza.  

Imeme deka  

1

1 1
1 1

1 1 1
0

3 1 3 1 3 1

n n

n n k k n
k k

a a


 
 

    
  

   

sleduva deka nizata { }na  strogo monotono raste.  

Ako go iskoristime neravenstvata  

1 1
,

3 1 3k k



 za 1,2,...,k n  

dobivame deka  

1 1

1 1 1 1 1

13 23 1 3 1
3

n n

n k k
k k

a
 

   
 

  , 

{to zna~i deka nizata { }na  e ograni~ena od gore.  

Spored toa, nizata { }na  e monotona i ograni~ena, od kade {to zara-

di teorema 4.6.9. sleduva deka taa e konvergentna.  

2) ]e doka`eme deka nizata so op{t ~len 
2 2

1 1
1 ...

2
na

n
     e konver-

gentna. Imame deka 
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1 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ... 0

2 ( 1) 2 ( 1)
n na a

n n n n


   
                  

 

{to zna~i deka dadenata niza e strogo monotono raste~ka. Ponatamu, 

za sekoj 1n   va`i    

2 2

1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

1 2 2 3 ( 1)2

2 1 3 2 ( 1)
1 ...

1 2 2 3 ( 1)

na
n nn

n n

n n

         
  

   
     

  
    

 

      
1 1 1 1 1 1

1 1 ... 2 2,
2 2 3 1n n n

          


  

{to zna~i deka dadenata niza e ograni~ena. Spored toa, od teorema 

4.6.9. sleduva deka nizata e konvergentna.  

 

4.7. Brojot „e“ 

Da ja razgledame nizata so op{t ~len  

1
1

n

n

n

a
n



   
   

    N

.  

]e poka`eme deka taa e strogo monotono raste~ka i ograni~ena.  

Spored Bernulievoto neravenstvo, imame deka  

2 2

1 1 1
1 1 1

n

n
nn n

 
     

 
,  za sekoe 1n  ,  

od kade {to sleduva deka  

1 1 1
1 1 1

n n

n n n

   
      

   
, za sekoe 1n  ,  
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odnosno,  

1 1

1
1 1 1

1 1 1
1

n n n

n na a
n n n

 


     

           
     

, za sekoe 1n  . 

Zna~i, nizata monotono raste. 

Za da poka`eme deka nizata e ograni~ena, }e ja iskoristime binom-

nata formula. Imame deka   

      
2

1 111 1 1 ! 1
1

2! ! !
n k n

n n n kn n n
a n

n k nn n n

  
        


   

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

2! ! !

k n

n k n n n n n

          
                     

         
     

1 1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 1 3,

2! ! ! 2 2 2 2k n nk n  
                    

za sekoe .nN  Vo poslednoto ravenstvo e iskoristena formulata 

(4.1.4) za 1
1

2
a   i 

1

2
q  . Zna~i, nizata e ograni~ena i 

1
2 1 3,

n

n

 
   
 

 

za sekoe nN .  

Spored teoremata 4.6.9. imame deka nizata e konvergentna. Nejzinata 

grani~na vrednost ja obele`uvame so  e vo ~est na matemati~arot Oj-

ler (Euler). Imame  

1
lim 1 .

n

n
e

n

 
  

 
 

Se poka`uva deka e e iracionalen broj. So to~nost od pet decimali, 

toa e brojot 

2,71821...e   
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Ovoj broj ima zna~ajna uloga vo matematikata. Se polzuva kako osno-

va za presmetuvawe logaritmi, koi{to se vikaat prirodni logaritmi 

(logaritmi so osnova  e ).   

4.7.1. Primeri.  

1) ]e poka`eme deka 
1

lim 1 .
1

n

n
e

n

 
  

 
 Imame deka  

 
1

1 1 1
lim 1 lim 1 1

1 1 1

n n

n nn n n



 

     
         

       
 

           

1
1 1

lim 1 lim 1 1 .
1 1

n

n n
e e

n n



 

   
        

    
  

2) Da poka`eme deka 
1 1

lim 1 .
n

n n e

 
  

 
 za nN . Imame   

1

11 1 1 1
lim 1 lim 1 lim 1

n n n

n n n
e

n n n e




  

      
            

        

. 

3) Da ja najdeme granicata na nizata ,
3

n

n
n

a
n

 
  

 
 za nN . Imame   

lim lim lim 1 1
3 3

n n

n
n n n

n n
a

n n  

   
       

    
    

3 3
lim 1 lim 1

3 3

n n

n n

n n

n n 

     
       

    
              

3
3 3 3 3

3 3 3
31 1

3 3 3

3 3

1
lim 1 lim 1 .

n
n n n n

n

n nn n
e

e


   
  


  
 

 
    
         
       

    
 

  
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Zabele{ka. Pri re{avaweto na prethodnite dva primeri go koris-

tevme faktot deka ako na  e niza takva, {to na   , n  ili 

na   , n , toga{ 
1

lim 1
na

n n

e
a

 
  

 
, ~ija {to opravdanost }e ja 

dademe vo slednoto poglavje.  

 

4.8. Geometriski red  

4.8.1. Definicija. Neka a  i q se dadeni realni broevi. Izrazot   

    
0

... ....n n

n

aq a aq aq




                                                      (4.8.1) 

se vika geometriski red so koeficient q  i prv ~len .a   

Zbirovite   

1 1,S a  

 2 1 2,S a a   

           . . . . . . . . . . . .  

 1 2 ... ,n nS a a a     

           . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

se narekuvaat parcijalni sumi na geometriskiot red (4.8.1).  

Nizata  nS  od parcijalni sumi na geometriskiot red (4.8.1) se nare-

kuva niza od parcijalni sumi na geometriskiot red.  

4.8.2. Definicija. Ako nizata od parcijalni sumi  nS  na redot 

0

n

n

aq



  konvergira, odnosno ako postoi granicata  
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  lim ,n
n

S S


  S    , 

toga{ velime deka redot konvergira, a brojot S  se narekuva zbir 

ili suma na geometriskiot red i zapi{uvame 
0

.n

n

S aq




   Vo sprotiv-

no velime deka redot divergira.  

Odnesuvaweto na geometriskiot red zavisi od vrednosta na koefi-

cientot .q  Od tie pri~ini za da ja ispitame konvergencijata na geo-

metriskiot red vo zavisnost od vrednosta na koeficientot .q   

Za nizata parcijalni sumi koja{to, vsu{nost, prestavuva zbir od pr-

vite n ~lena na geometriska progresija imame deka 

 
1

2 1

0

(1 )
... ,

1

nn
k n

n
k

a q
S aq a aq aq aq

q







      


  za 1q  . 

1. Ako | | 1q  , toga{ lim 0,n

n
q


  pa dobivame deka  

  
(1 )

lim lim lim 1
1 1 1

n
n

n
n n n

a q a a
S S q

q q q  

      
   

. 

Spored toa, vo ovoj slu~aj geometriskiot red konvergira i negovata 

suma iznesuva 

   
1

a
S

q



. 

2. Ako | | 1q  , toga{ lim n

n
q


  , pa  

 
(1 )

lim lim lim 1
1 1

n
n

n
n n n

a q a
S S q

q q  

       
  

.  

Spored toa, vo ovoj slu~aj geometriskiot red divergira.  
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3. Ako 1,q   toga{ imame deka  

 ... ,n
n

S a a a na       

od kade {to dobivame deka  

 lim n
n

S S


   ,  

{to zna~i deka vo ovoj slu~aj geometriskiot red divergira. 

4. Ako 1,q    toga{ imame deka  

  1 0, 2
... ( 1) ,

, 2 1
n

n
n k

S a a a
a n k

 
      

 
  

od kade {to zabele`uvame deka nizata parcijalni sumi nema gra-

nica, {to zna~i deka vo ovoj slu~aj geometriskiot red divergira.  

Pogornata diskusija ja doka`uva slednava teorema. 

4.8.3. Teorema. Geometriskiot red 
0

n

n

aq



  konvergira za | | 1,q   a di-

vergira za | | 1.q    

4.8.4. Primeri.  

1) Geometriskiot red 2 11 2 2 ... 2 ...n      divergira, bidej}i nego-

viot koeficient  e 2.q         

2) Geometriskiot red 1 1 1 1 ...     divergira, bidej}i vo ovoj slu~aj  

1.q     

3) Koeficientot na geometriskiot red ...11   e 1,q  , pa spored toa 

divergira.  
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4) Geometriski red ...
3

1
...

3

1

3

1
1

1n2



 konvergira, bidej}i nego-

viot koeficient  e 
1

.
3

q    

4.8.5. Primeri.  

1) Da gi najdeme nizata od parcijalni sumi  nS  i sumata S  na geo-

metriskiot red 
2 2 2

... ....
5 25 5n

           

Za nizata od parcijalni sumi  na razgleduvaniot red imame deka 

  
2 1

1
1

2 2 2 2 1 1 1 2 1 15
... 1 ... 1

15 25 5 5 5 25 5 5 51
5

n

n n n n
S



 
                    

   

 

od kade {to sleduva  deka  

 
1 1 1

lim lim 1 .
2 25

n nn n
S S

 

 
    

 
 

2) Da gi najdeme nizata parcijalni sumi  nS  i sumata S  na geomet-

riskiot red 2

0

,n

n

x



  za 1.x                              

Za nizata parcijalni sumi  nS  na dadeniot red imame     

2
2 4 2 2 2 2 2 1

2

1 ( )
1 ... 1 ( ) ... ( ) .

1

n
n n

n
x

S x x x x x x
x

 
          


  

Toga{, za sumata na razgleduvaniot red dobivame   

2
2

2 2 2 2

1 ( ) 1 1 1
lim lim lim .

1 1 1 1

n
n

n
n n n

x
S S x

x x x x  


    

   
  



4. Nizi od realni broevi 

 161

3) Vo kru`nica so radius r  vpi{an e ramnostran triagolnik, potoa 

vo triagolnikot e vpi{ana kru`nica, vo kru`nicata triagolnik itn. 

Da go presmetame zbirot na perimetrite na site kru`nici.            

Za perimetrite na kru`nicite imame deka 

0 2 ,L r  1
2

,
2

r
L


  2 12 1

2 2
, . . . , .

2 2
n n

r r
L L

 
 

    

Zabele`uvame deka dobienite vrednosti za perimetrite na kru`ni-

cite se ~lenovi na geometriski red so koeficient 
1

.
2

q   Nizata  

parcijalni sumi na dobieniot geometriski red e  

2 1 2 1

2 2 2 1 1 1
2 .. 2 1 ..

2 22 2 2 2
n n n

r r r
S r r

  
 

 

 
           

 
 

       

1
1

122 4 1 .
1 21
2

n

n
r r 


 

   
 

  

Toga{ zbirot na geometriskiot red, odnosno zbirot na perimetrite 

na site kru`nici e    

1
lim lim 4 1 4 .

2
n nn n

S S r r 
 

 
    

 
  

 

4.9. Zada~i za ve`bawe  

1. Najdi barem edna formula za op{tiot ~len na  na slednive nizi: 

1) 2, 5, 8, 11, 14, ...                    2) 
7 10 13 16

4, , , , ,...
2 3 4 5
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3) 
1 1 1 1

1, , , , ,...
2 3 4 5

               4) 
1 2 3 4

, , , ,...
3 5 7 9

                   

2. Zapi{i gi prvite deset ~lena  na nizata zadadena so rekurentnata 

formula 

1) 1 1,a    2 1,a   1 2n n na a a            2) 1 1,a   1
1 2

2
n n

n

a a
a


 

  
 

 

3. Najdi gi n  i nS  vo aritmeti~kata progresija ako 41 a , 5d , 

49na . 

4. Najdi aritmeti~ka progresija ~ij{to prv ~len e 11, a razlikata e 

5. Potoa presmetaj go 15.a  

5. Najdi aritmeti~ka progresija ~ij{to zbir na tretiot i {estiot 

~len e 20, a razlikata na devettiot ~len i na vtoriot ~len e 17.  

6. Vo aritmeti~ka progresija 18, 15, 12,… najdi go ~lenot {to e 

ednakov na pettina od zbirot na site prethodni ~lenovi.  

7. Kolku ~lenovi na aritmeti~ka progresija treba da se soberat za 

da se dobie zbir 54 ako ~etvrtiot ~len e ednakov na 9 a devettiot 

~len e ednakov na –6? 

8. Presmetaj gi n  i q  vo geometriska progresija ako 1 3,a   1875na   

i 2343.nS   

9. Najdi go koli~nikot na geometriskata progresija, ako prviot ~len 

e 2058 i ~etvrtiot ~len e 6.   

10. Napi{i nekolku ~lena na geometriska progresija ako: 

1) 6 4 80,a a    7 5 160a a           2) 4 2 18,a a   5 3 36a a   

11. Stranite na eden triagolnik obrazuvaat geometriska progresija. 

Najdi gi stranite na triagolnikot ako negoviot perimetar e 152cm  a 
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razlikata pome|u najgolemata strana i najmalata strana na triagol-

nikot e 40 .cm   

12. Tri  broja formiraat geometriska progresija. Ako vtoriot ~len se 

nagolemi za 2 se dobiva aritmeti~ka progresija, a ako tretiot ~len 

na aritmeti~kata progresija se nagolemi za 16, se dobiva geometris-

ka progresija. Koi se tie broevi? 

13. Ispitaj ja monotonosta na dadenite nizi:  

1) 
2 1

n
n

a
n




            2) 
1

!
n
n

a
n


                     3) 

10

!

n

na
n

  

4) 
2

n n

n
a               5) 1na n n                 6) 

3 !n

n n

n
a

n
   

14. Poka`i deka nizata so op{t ~len na  e ograni~ena odgore, ako:  

1) 
1

1na
n

                    2) 
3

3

2
n

n
a

n


                 3) 

( 1)
1

log

n

na
n


   

15. Poka`i deka nizata so op{t ~len na  e ograni~ena oddolu, ako:  

           1) 
2

1
2na
n

                    2) ( 1)nna                    3) 
1

n
n

a
n


   

16. Doka`i deka nizata so op{t ~len na  e ograni~ena:  

1) 
2

2

1

2 5
n

n n
a

n n

 


 
      2) 

2

!

n

na
n

                     3) 
1

!
n

n
a

n


  

17. Poka`i deka nizata so op{t ~len na  e neograni~ena, ako:   

1) 1na n                       2) 
2 3

n
n

a
n


                  3) 3nna   

18. So pomo{ na definicijata za granica na niza doka`i deka: 
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1) 
3 1

lim 3
6n

n

n





      2) 

4 3 4
lim

5 5 5n

n

n





      3) 

2

2

2 1
lim 2

9n

n

n





  

19. Presmetaj gi slednite granici:  

1) 
3 2

3 2

1

4 1000 1
n

n n
a

n n n

 


  
  2) 

2

5 2

1
n

n
a

n n




 
   

3) 
( 2)! ( 1)!

( 2)! ( 1)!
n

n n
a

n n

  


  
              4) 

1 2 3 ...

2 2
n

n n
a

n

   
 


 

20. Sporedi gi granicite na nizata so op{t ~len:  

1) 
2

1
na

n
   i  

2

1
1nb
n

                           2) 
1

2
n n
a   i 

1
1

2
n n
b    

21. So primena na sendvi~ teoremata doka`i deka:  

1) 
2

1
lim 0

1n n



            2) 

2

1
lim 0

9 1n n



         3) 

3
lim 0

4n

n

n



 

22. So primena na sendvi~ teoremata najdi gi slednive granici: 

1) 
2

1
lim

16 1n n 
              2) 

2

1
lim

2 1n n 
             3) 

2

3
lim

2n

n

n n 
 

23. Doka`i deka lim 1,n
n

y


  ako 
2 2 2

1 1 1
... .

1 2
ny

n n n n
   

  
  

Najdi gi slednive granici (zada~a 24 do zada~a 49):  

24. 
2

2

3 5 1
lim

5 3 6n

n n

n n

 

 
                             25. 

2

3

1
lim

1n

n

n




        

26. 
3 2

4 2

5 2 4 1
lim

7 3 4 2n

n n n

n n n

  

  
                  27.

   
3

1 3 2 5 7
lim
n

n n n

n

  
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28. 

3
2

2

3 2
lim

4 2 7n

n n

n n

  
    

                      29. 

10
3 2

3 2

2 2 1
lim

4 7 3 4n

n n

n n n

  
     

  

30. 
3 2

2
lim

12n

n n

nn

 
   

                      31. 
26

lim 2
3 5n

n
n

n

 
   

             

32. 
2 2

2 2

( 1) ( 1)
lim

( 2) ( 2)n

n n

n n

  

  
                   33.  lim

1n

n

n n  
                 

34. 
2

3 3 2

4
lim

3n

n n

n n




                               35.  lim 1

n
n n


             

36.  lim 2 3 2 1
n

n n


                    37.  3 3lim 1
n

n n


                

38.  3 2 3lim
n

n n n


                          39. 
2

lim
1 2

n

nn 
                             

40. 
11 3

lim
2 3

n

nn








                                   41. 

12 4
lim

1 2

n

nn








 

42. 
1 1

2 5
lim

2 5

n n

n nn  




                             43. 

1 2

1

5 7
lim

5 7

n n

n nn

 






                

44. 
1 1

2

4 9
lim

2 3

n n

n nn

 






                            45. 

2

1 1 1
lim 1 1 1

4 9 ( 1)n n

   
           

             

46. 
2

2

1 1 1
1

2 2 2lim
1 1 1

1
3 3 3

n

n

n



   

   





                 47. 
2

2

1 1 1
1

4 4 4lim
1 1 1

1
7 7 7

n

n

n



   

   





 

48. 
2

1 2 3
lim
n

n

n

   
                     49. 

2 2 2 2

3

1 2 3
lim
n

n

n

   
                      

50. Doka`i deka nizata  na  zadadena so  
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1) 1 16, 6n na a a                2) 1 12, 2n na a a    

e konvergentna.  

51. Najdi gi slednive granici:  

1) 
2

lim 1
n

n n

 
 

 
                                 2) 

2
1

lim 1
n

n n

 
 

 
                     

3) 
1

lim 1
1

n

n n

 
 

 
                           4) 

1
lim 1 ,

n

n
k

n k

 
  

 
N                  

5) 
1

lim
1

n

n

n

n

 
 

 
                                6) 

2 3
lim

2 1

n

n

n

n

 
 

 
 

52. Ispitaj ja konvergencijata na slednive geometriski redovi:  

          1) 
2

1 1 1
1 ... ...

5 5 5n
                      2) 21 3 3 ... 3 ...n          

53. Ispitaj ja konvergencijata i najdi ja sumata na slednive geomet-

riski redovi: 

1) 2 11 2 (2 ) ... (2 ) ...,nm m m       za 
1

2
m            

2) 
2 1

2 1
1 ... ...,

n

n

a a a

b b b




     ,  za a b    

54. Re{i gi ravenkite:  

1) 2 3
9 9 9 9log log log ... log ... 1,nx x x       9x       

2) 2 42 2 2 .... 4x x x               

55. Najdi ja vrednosta na slednive izrazi: 

1) 5 5 5...                   2) 3 3 37 7 7....                3) 3 5 3 5...  
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56. Vo kru`nica so radius R  vpi{an e ramnostran triagolnik, vo 

triagolnikot e vpi{ana kru`nica, vo kru`nicata e vpi{an triagol-

nik, itn. Presmetaj go zbirot na plo{tinite na:   

1) site krugovi                            2) site triagolnici        
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5. Grani~na vrednost na funkcija.  

    Neprekinatost  

 

5.1. Definicija na grani~na vrednost i primeri 

Ako realnata funkcija :f E F  e definirana vo to~kata x a , od-

nosno ako fa D , toga{  f a  pretstavuva vrednost na funkcijata f  

vo to~kata .a  No, ako funkcijata FEf :  ne e definirana vo to~-

kata ,x a  odnosno ako fa D , toga{ simbolot  f a  nema smisla, 

bidej}i vo toj slu~aj vrednosta na funkcijata e neopredelena ili ne 

postoi ili pak ne postoi vo mno`estvoto realni broevi. 

5.1.1. Primeri.  

1) Vrednosta na funkcijata   2
1 2 1f x x   vo to~kata 2x   iznesuva 

 1 2 7f  . 
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2) Vrednosta na funkcijata  
 

2

sin 2

2

x
f x

x





 vo to~kata 2x   e neop-

redelena, bidej}i delime nula so nula.  

3) Vrednosta na funkcijata  3 2

2 1

4

x
f x

x





 vo to~kata 2x   ne postoi 

bidej}i nema smisla broj razli~en od nulata da se deli so nula .  

4) Vrednosta na funkcijata   2
4 1f x x   vo to~kata 2x   ne pripa-

|a na mno`estvoto realni broevi, bidej}i 3  e imaginaren broj.   

Pogornata diskusija e motivacija za voveduvawe na poimot grani~na 

vrednost na funkcija vo to~ka. 

Neka e zadadena realna funkcija FEf :  i neka ,a bR . 

5.1.2. Definicija. Velime deka brojot b  e grani~na vrednost (li-

mes) na funkcijata f  koga x  se stremi kon a  ako se ispolneti sled-

nite dva uslovi: 

1.  , fa a D     , za sekoe 0,   

2. za sekoe 0,   postoi 0   taka {to ako  , fx a a D      

toga{    ,f x b b    , osven mo`ebi za x a , (bidej}i tuka 

funkcijata ne mora da e definirana, ili ako e definirana, 

nejzinata vrednost vo to~kata a  ne mora da se sovpadne so bro-

jot b ). 

]e ja koristime oznaka  lim
x a

b f x


  za „brojot b  e grani~na vrednost 

(limes) na funkcijata f  koga x  se stremi koн a “. 

O~igledno e deka definicijata mo`eme da ja iska`eme i na sled-

niov na~in, so pomo{ na takanare~enata „  “ terminologijata:  
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Brojot b  e grani~na vrednost na funkcijata f  koga x  se stremi kon 

a  ako za sekoe 0  , postoi 0   takvo {to  b f x b     , od-

nosno, 

 f x b    

koga a x a     , odnosno, 

x a    

osven mo`ebi vo to~kata x a  (slika 48). Strelkite na grafikot 

predo~uvaat deka funkcijata f  ne mora da bide definirana vo to~-

kata ,a  za da ima granica vo taa to~ka.  

 

Slika 48. 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

     bxfaxDx f ,:0,0 . 

Da zabele`ime deka vrednosta na   vo definicijata 5.1.2. ne e 

edinstvena. Koga }e najdeme vrednost δ koja {to go zadovoluva bara-
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weto od definicijata, toga{ bilo koj pomal pozitiven broj 1,  isto 

taka }e go zadovoli baraweto. Poto~no, ako    

 x a f x b       

toga{, isto taka, }e bide to~no deka  

 1x a f x b       

bidej}i  1:x x a   e podmno`estvo od  :x x a   , {to zna~i 

deka ako  f x b    e zadovoleno za sekoe x  vo mno`estvoto, 

toga{ }e bide zadovoleno i za sekoe x  vo podmno`estvoto.  

5.1.3. Primeri.  

1) Neka   ,f x c  za sekoe xR , i neka aR . Ako za sekoe 0   iz- 

bereme   , toga{ za  ,x a a     imame    , ,f x c c     od 

kade {to zaklu~uvame deka  

 lim
x a

f x c


 .  

2) Neka   22f x x , za sekoe ,xR  i neka 2.a   Toga{ za sekoe 

 2 , 2x      imame deka 

  28 2 8 2 2 2f x x x x         

odnosno, 

     8 2 4 2 2 4f x x             

Ako stavime 22 8     dobivame deka 

 1
16 2 4

2
       i   1

16 2 4
2

      
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Bidej}i vtorata vrednost za   e negativna, ja zemame samo prvata. 

Taka, imame deka   8f x    koga  1
2 16 2 4

2
x     , od kade 

{to sleduva deka  

 
2

lim 8
x

f x


 . 

Da zabele`ime, deka vo ovoj slu~aj grani~nata vrednost na funkcija-

ta vo to~kata 2a   se sovpa|a so vrednosta na funkcijata vo taa to~-

ka.   

3) Neka e dadena funkcijata ( ) ,xf x a  1a  . Neka 0  e proizvolno 

dadeno. Izbirame     min log 1 , log 1 0a a       . Ako x  , to-

ga{ imame deka log (1 ) log (1 )1 1 ,a axa a a a a             od kade 

{to sleduva deka 1 1 ,xa      odnosno 1 .xa      Toa zna~i 

deka 1 .xa    Spored definicijata za granica na funkcija imame 

deka  

1lim
0




x

x
a .  

4) Funkcijata  
1

sinf x x
x

  ne e definirana vo to~kata 0a  , no e 

definirana na sekoe mno`estvo koe ne ja sodr`i ovaa to~ka. Neka 

0   e proizvolno. Za 0    dobivame deka   

1 1
( ) 0 sin 0 sin 1f x x x x x

x x
        , koga | 0 |x     , 

od kade {to sleduva deka 
0

1
lim sin 0
x

x
x
 . 

5) Da ja razgledame funkcijata  
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 

2

2

2 , 2

1 2

2 , 2

x x

f x x

x x

 


 




. 

Da zabele`ime deka vo ovoj slu~aj  
2

lim 8
x

f x


 , dodeka  2 1f  , od-

nosno vrednosta na funkcijata vo to~kata 2a   ne se sovpa|a so gra-

ni~nata vrednost na funkcijata vo taa to~ka.  

Od poslednite dva primeri e jasno zo{to vo definicijata za grani~-

na vrednost stoi „osven mo`ebi vo to~kata ax  “, (bidejki tuka 

funkcijata ne mora da bide definirana, ili ako e definirana, nej-

zinata vrednost vo to~kata a  ne mora  da se sovpadne so brojot b ).  

5.1.4. Zabele{ka. Promenlivata x  se stremi kon brojot a  na proiz-

volen na~in, odnosno za proizvolna brojna niza  n fx D , nx a , ko-

ja konvergira kon ,a  soodvetnata niza od vrednosti na funkcijata  

  nf x  konvergira kon istiot broj .b  Vo sprotivno, ako postojat ba-

rem dve nizi koi {to konvergiraat kon brojot a , dodeka soodvetnite 

nizi od vrednostite na funkcijata nemaat ista granica, toga{ veli-

me deka funkcijata  f x  nema grani~na vrednost vo to~kata a .  

5.1.5. Primeri.   

1) Neka e dadena funkcijata  

 
0, 0

1 0

x
f x

x x


 

 
.  

Gi razgleduvame nizite 
1

n

 
 
 

 i 
1

n

 
 
 

. Dvete nizi konvergiraat kon 

nulata. No, zabele`uvame deka  
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1 1
lim lim 1 1
n n

f
n n 

   
     

   
  i   

1
lim 0
n

f
n

 
  
 

.  

Spored toa, zaklu~uvame deka funkcijata  f x  nema grani~na vred-

nost vo to~kata 0.a    

2) Funkcijata  
1

sinf x
x

  nema granica vo to~kata 0.a   Navistina, 

nizite 
1

2n

 
 
 

 i 
2

(4 1)n 

 
 

 
 konvergiraat kon nulata, no, zabele`u-

vame deka  

 
1

lim lim sin 2 0
2n n

f n
n


 

 
  

 
  i  

2 (4 1)
lim lim sin 1

(4 1) 2n n

n
f

n



 

  
  

 
.  

Spored toa, zaklu~uvame deka funkcijata  f x  nema granica vo to~-

kata 0.a    

]e razgledame u{te nekolku slu~ai od granica na funkcija. 

1. Ako za sekoe 0   postoi 0M   taka {to va`i   ,f x b    za se-

koe fDx  takvo {to x M , toga{ velime deka „brojot b  e grani~na 

vredost na funkijata  f x  koga x  se stremi kon   “ i zapi{uvame 

(slika 49.) 

    lim .
x

f x b


  

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fM x D x M f x b            

5.1.6. Primerи.  

1) Neka  
1

f x
x

  i neka 0   e proizvolno. Stavame 
1

M


 . Toga{,  
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za x M  imame  
1 1 1

0 ,f x
x x M

      od kade {to  sleduva deka 

1
lim 0
x x

 .    

 

Slika 49. 

2. Ako za sekoe 0   postoi 0M   taka {to   ,f x b    za sekoe 

fDx  takvo {to x M , toga{ velime deka „brojot b  e grani~na 

vredost na funkcijata  f x  koga x  se stremi kon  “ i zapi{uvame 

(slika 50.) 

 lim .
x

f x b


  

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fM x D x M f x b            

5.1.7. Primerи.  

1) Neka  
1

f x
x

  i neka 0   e proizvolno. Stavame 
1

M


  . Toga{,  



5. Grani~na vrednost na funkcija. Neprekinatost 

 

 176

za x M  imame deka  
1 1 1

0 ,f x
x x M

        od kade {to sledu-

va deka 

1
lim 0

x x
 .    

 

 

Slika 50. 

3. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za sekoe fx D  

takvo {to x a   ,  osven mo`ebi za to~kata ,x a  toga{ velime 

deka  f x  se stremi kon    koga x  se stremi kon a  i zapi{uvame  

(slika 51.) 

  lim
x a

f x


   . 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN x D x a f x N            
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Slika 51. 

5.1.8. Primeri.  

1) Neka  
 2

1

1
f x

x



 i neka N  e proizvolen pozitiven broj. Izbi-

rame 
1

N
  . Toga{ za 1x    imame deka  

 2 2

1 1

1 1
f x

x x
  

 
 

2

1
N


  , {to zna~i deka 

 21

1
lim

1x x



.  

4. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za sekoe  

fx D  takvo {to x a   , osven mo`ebi za to~kata ,x a  toga{ ve-

lime deka  f x  se stremi kon     koga x  se stremi kon a  i zapi{u-

vame (slika 52.) 

 lim
x a

f x


  . 
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Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN x D x a f x N            

 

Slika 52. 

5.1.9. Primeri.   

1) Neka   lnf x x  i neka 0N   e proizvolno. Izbirame Ne  . To-

ga{ za  0,x   imame deka   ln lnf x x N   , {to zna~i deka  




x
x

lnlim
0

.  

5. Ako za sekoe 0N   postoi 0M   taka {to   ,f x N  za sekoe  

fx D  takvo {to x M , toga{ velime deka  f x  se stremi kon    

koga x  se stremi kon   i zapi{uvame (slika 53.) 

 lim
x

f x


   . 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN M x D x M f x N          
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Slika 53. 

 

5.1.10. Primeri.  

1) Neka   22f x x  i neka 0N   e proizvolno. Izbirame 
2

N
M  . To-

ga{ za x M  imame deka   2 22 2 ,f x x M N    {to zna~i deka  

 lim ( ) .
x

f x


   

6. Ako za sekoe 0N   postoi 0M   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fDx  takvo {to ,x M  toga{ velime deka  f x  se stremi kon    

koga x  se stremi kon    i zapi{uvame (slika 54.) 

lim ( ) .
x

f x


  

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN M x D x M f x N          
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Slika 54. 

5.1.11. Primeri.  

1) Neka   2 xf x  . Za proizvolno 1N   izbirame 2log 0M N   . 

Ako ,x M  toga{ imame   2log1 1
2 ,

2 2

N
x M

f x N     odnosno 

 lim 2 .x

x




   

7. Ako za sekoe 0N   postoi 0M   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fDx  takvo {to ,x M  toga{ velime deka  f x  se stremi kon    

koga x  se stremi kon    i zapi{uvame (slika 55.) 

lim ( ) .
x

f x


    

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN M x D x M f x N          
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Slika 55. 

5.1.12. Primeri.  

1) Neka   3.f x x  Za proizvolno 0N   stavame 3M N . Ako ,x M  

toga{ imame deka   3 3f x x M N   , odnosno  

 3lim .
x

x


     

8. Ako za sekoe 0N   postoi 0M   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fDx  takvo {to ,x M  toga{ velime deka  f x  se stremi kon    

koga x  se stremi kon   i zapi{uvame (slika 56.) 

lim ( )
x

f x


   . 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : ,fN M x D x M f x N          

5.1.13. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata xxf
2
1log)(  . Neka 0N   e proizvolno. 
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.  

Slika 56. 

Izbirame 2 0NM   . Ako x M , toga{   1 1
2 2

log log 2 Nf x x N    

{to zna~i deka  




x
x 2

1loglim .  

9. Ako za sekoe 0   postoi 0   taka {to   ,f x b    za sekoe 

fx D  takvo {to 0 ,x a     toga{ velime deka b  e grani~na vred-

nost na funkcijata f  koga x  se stremi kon a  od desno i zapi{uvame  

(slika 57.) 

 lim .
x a

f x b
 

   

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

  0, 0 : , 0fx D x a f x b                

5.1.14. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata   .f x x  
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i neka 0   e proizvolno. Izbirame 2.   Toga{, ako 0 0x     

imame deka    0f x f x x       , odnosno  

0
lim 0.

x
x

 
   

 

Slika 57. 

10. Ako za sekoe 0   postoi 0   taka {to   ,f x b    za sekoe 

fx D  takvo {to 0,x a     toga{ velime deka b  e grani~na vre-

dnost na funkcijata f  koga x  se stremi kon a  od levo i zapi{uvame 

(slika 58.)   

  lim .
x a

f x b
 

    

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

 0, 0 : , 0fx D x a f x b                 
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Slika 58. 

5.1.15. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata  

 
1, 0

, 0

x
f x

x x


 


  

i neka 0   e proizvolno. Izbirame .   Toga{, ako 0 0x     

imame deka   1 0f x      , odnosno  

 
0

lim 1.
x

f x
 

  

11. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fx D  takvo {to 0 ,x a     toga{ velime deka  f x  se stremi 

kon    koga x  se stremi kon a  od desno i zapi{uvame (slika 59.) 

  


xf
ax

lim .  

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

 0, 0 : , 0fN x D x a f x N             
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Slika 59. 

5.1.16. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata  
x

xf
1

  i neka 0N   e proizvolno. Iz-

birame 
1

N
  . Toga{ za 0 0x     imame  

1 1
f x N

x 
   , {to 

zna~i deka  


 xx

1
lim

0
.  

12. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fx D  takvo {to 0,x a     toga{ velime deka  f x  se stremi 

kon    koga x  se stremi kon a  od levo i zapi{uvame (slika 60.) 

  


xf
ax

lim . 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

 0, 0 : , 0fN x D x a f x N              
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Slika 60. 

5.1.17. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata  f x tgx  i neka N  e proizvolen pozi-

tiven broj. Izbirame .arcctgN   Toga{ za sekoe 
2 2

x
 

    imame 

deka cos sin sin 1
2

x


 
 

    
 

 i sin cos cos 0
2

x


 
 

    
 

, od kade 

{to sleduva deka  f x tgx ctg N   . Spored toa, imame deka  






tgx
x

2

lim


.  

13. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za sekoe 

fx D  takvo {to 0 0 ,x     toga{ velime deka  f x  se stremi 

kon   koga x  se stremi kon a  od desno i zapi{uvame (slika 61.) 

  


xf
ax

lim .  

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

 0, 0 : , 0fN x D x a f x N             
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Slika 61. 

5.1.18. Primeri.  

1) ]e poka`eme deka   2
3

1
lim .

( 3)x
f x

x
    


 Neka 0N   e proiz-

volno. Izbirame 
1

.
N

 


 Toga{, za 0 3x     va`i 2 2( 3) .x    

Ottuka  sleduva deka  
2 2

1 1 1

1( 3)
f x N

x
N


      




 {to zna~i  

23

1
lim

( 3)x x
  


.  

14. Ako za sekoe 0N   postoi 0   taka {to   ,f x N  za fx D  tak-

vo {to 0,x a     toga{ velime deka  f x  se stremi kon   

koga x  se stremi kon a  od levo i zapi{uvame (slika 62.) 

  


xf
ax

lim . 

Nakratko, simboli~ki zapi{uvame  

 0, 0 : , 0fN x D x a f x N              
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Slika 62. 

5.1.19. Primeri.  

1) Neka  
3

2
f x

x



 i neka 0N   e proizvolno. Izbirame 

3
.

N
    

Toga{, za 2 0x     imame deka  
3 3

2
f x N

x 
   


, od kade 

{to sleduva deka 

  
2

3
lim

2x
f x

x
   


.  

Da zabele`ime deka funkcijata f  ima grani~na vrednost vo to~kata 

a  ako i samo ako postojat levata i desnata granica, i tie se ednak-

vi, odnosno  

   lim lim .
x a x a

f x f x
   

  

 

5.2. Aritmeti~ki operacii so grani~ni vrednosti 

Sli~no kako kaj grani~na vrednost na niza se doka`uva slednata 

teorema. 
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5.2.1. Teorema. Neka f  i g  se realni funkcii i neka  lim
x a

f x A


   i 

 lim .
x a

g x B


  Toga{ va`at slednive tvrdewa: 

1. Grani~nata vrednost na zbirot       f g x f x g x    e ed-

nakva na zbirot od grani~nite vrednosti na funkciite: 

      lim ( )
x a

f x g x A B


    

2. Grani~nata vrednost na proizvodot       f g x f x g x    e 

ednakva na proizvodot od grani~nite vrednosti na funkcii-

te: 

               lim
x a

f x g x A B


     

3. So pretpostavka deka 0B , grani~nata vrednost na koli~-

nikot  
 
 

f xf
x

g g x

 
 

 
 e ednakva na koli~nikot od grani~nite 

vrednosti na funkciite: 

                       
 
 

lim
x a

f x A

g x B

 
  

 
,   0g x       

4. Ako postoi 0   taka {to va`i       f x h x g x   za sekoe 

 ,x a a    , toga{  

  BxhA
ax




lim . 

Da napomeneme deka istite pravila va`at i ako x .  

Zabele{ka. Poslednoto tvrdewe e poznato kako sendvi~ teorema za 

granica na funkcija. Kako posledica, ako A B L  , toga{ imame de-

ka  lim .
x a

h x L


  
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5.2.2. Primeri.  

1) 
 
 

2 2
2

2 2 2
2 222

2 22

lim 2 1 2 lim lim 12 1 2 4 2 1 7
lim

3 4 4 2 203 4 3lim 4 limlim 3 4

x x x

x
x xx

x x x xx x

x x x xx x

  


 

       
   

   
 

2) 
2 2 22

2 2

2

1 11
lim 2

2 1 2 1
lim lim

1 43 4 3 4 lim 3

x

x x

x

x x x x x xx

x x x x
xx



 



 
          
    
 

 

                       
2

1 1
2 lim lim

2 0 0 2

1 3 0 33 4 lim

x x

x

x x

x

 



 
 

  


   

3) 
  3 21 1

1 3 1 3
lim lim

1 11 1 1x xx xx x x x 

 
               

 

 

  
  

  
2

2 21 1

1 21 3
lim lim

1 1 1 1x x

x xx x

x x x x x x 

   
  

     
 

 

 
 

 
1

2 21

1

lim 22
lim 1

1 lim 1

x

x

x

xx

x x x x








  

   
 

4)  
   

 
4 3 4 3

lim 4 3 lim
4 3x x

x x x x
x x

x x 

      
    

  
 

                             
 

   
4 3 1

lim lim 0
4 3 4 3x x

x x

x x x x 

  
  

     
. 

 

5.3. Asimptoti 

Za ispituvaweto na tekot na funkcija, osobeno za crtawe na nejzi-

niot grafik korisno e da se najdat asimptotite. Asimptoti na gra-
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fikot na funkcijata se pravi vo ramninata, kon koi {to del od gra-

fikot na funkcijata, odnosno nekoe podmno`estvo na to~ki 

))(,( xfx , se stremi kon nekoja prava p, koga to~kata ))(,( xfx  bes-

krajno se oddale~uva od koordinatniot po~etok. Ovde pod terminot 

„se stremi“ se podrazbira deka grani~nata vrednost na rastojanieto 

od to~kite so koordinati ))(,( xfx  do dadenata prava p e ednakvo na 

nula.    

5.3.1. Definicija.  Asimptota na grafikot na funkcijata f  e sekoja 

prava p  za koja {to va`i:  

  lim 0
x

f x p


    ili    lim 0
x

f x p


  . 

Vo zavisnot od toa kakva e zaemnata polo`ba na pravata so koordi-

natnite oski, razlikuvame tri vida na asimptoti:  

- horizontalna asimptota, ako pravata p  e paralelna so x  oskata,  

- vertikalna asimptota, ako pravata p  e paralelna so y  oskata,  

- kosa asimptota, ako pravata p  ne e paralelna nitu so x  oskata 

nitu so y  oskata. Pritoa, dozvoleno e grafikot da ja se~e pravata 

p  vo kone~no mnogu ili vo beskone~no mnogu to~ki. Isto taka, gra-

fik na funkcija mo`e da ima i pove}e asimptoti.      

 

5.3.1. Asimptoti paralelni so y   oskata 

Ako asimptotata e paralelna so y   oskata, toga{ nejzinata ravenka 

e od oblik ,x a  aR . Toga{  f x   koga ,x a  odnosno va`i 

barem eden od ~etirite uslovi: 

    lim ( ) ,
x a

f x
 

   lim ( ) ,
x a

f x
 

   lim ( )
x a

f x
 

   ili lim ( ) .
x a

f x
 

   
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Zna~i, funkcijata te`i kon beskraj, koga x a , pa grafikot fG  se 

pribli`uva do pravata x a  bez da ja dopre nekoga{.  

Asimptotata x a  ja vikame  vertikalna asimptota.  

 

 

Slika 63. 

Na slika 63. se prika`ani mo`nite slu~ai za asimptotata x a . 

Za funkcija od oblik  
 
 

r x
f x

q x
  mo`ni vertikalni asimptoti se  
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nao|aat so anulirawe na imenitelot  q x  i re{avawe na ravenkata  

  0.q x   Sekoe realno re{enie x a  na taa ravenka e mo`na verti-

kalna asimptota. 

 

Slika 64. 

5.3.1.1. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata  
1

1
f x

x



. Imame deka  \ 1fD R . Da 

ja razgledame pravata 1.x   Taa e paralelna so y  oskata. Za funk-

cijata f  barame granica koga 1x   (od levo) i koga 1x   (od des-

no). Imame  

1

1
lim

1x x 
  


   i   

1

1
lim

1x x 



.  

Zabele`uvame deka koga 1x  funkcijata se oddale~uva vo besko-

ne~nost i grafikot fG  se pribli`uva do pravata 1x   bez da ja dop-

re nekoga{ (slika 64.). 
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5.3.2. Asimptoti paralelni so x  oskata 

Ako asimptotata e paralelna so x  oskata, toga{ nejzinata ravenka 

e od oblik ,y b  bR . Toga{ imame deka   0f x b   koga x  

(ili x ), odnosno va`i barem eden od dvata uslovi: 

lim ( )
x

f x b


      ili   lim ( )
x

f x b


 .  

 Zna~i, koga x  (ili x ) funkcijata se pribli`uva do pra-

vata y b  bez da ja dopre nekoga{.  

Asimptotata y b  ja vikame horizontalna asimptota.  

Ako va`i prviot uslov, toga{ „desnata strana“ na grafikot se stre-

mi kon pravata by  , a ako va`i vtoriot uslov, toga{ „levata stra-

na“ na grafikot se strami kon pravata by  . No mo`no e levata st-

rana na grafikot da se stremi kon edna horizontalna asimptota, a 

desnata strana se stremi kon druga horizontalna asimptota.  

5.3.2.1. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata   .f x arctgx  Imame deka .fD  R  Za 

funkcijata f  barame granica koga x  i koga .x  Dobivame  

2
lim





arctgx

x
  i  

2
lim





arctgx

x
 

{to zna~i deka desnata strana na grafikot na funkcijata se stremi 

kon pravata ,
2

y


  a levata strana se stremi kon pravata ,
2

y


   

odnosno pravite 
2

y


  i 
2

y


   se horizontalni asimptoti.  

2) Graficite na funkciite  
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2
( ) 1

1

x
f x

x
 


,  

2
( ) 1

2

x
f x

x
 


  i 

sin
( ) 1

x
f x

x
    

imaat ista horizontalna asimptota 1,y   bidej}i za site niv va`i 

lim ( ) 1
x

f x


 . No tie se razlikuvaat po toa {to prviot grafik se 

nao|a nad asimptotata za golemi vrednosti na x , vtoriot grafik se 

nao|a pod asimptotata, a tretiot grafik beskone~no mnogu pati ja 

se~e asimptotata. Isto taka, za dovolno mali (negativni) vrednosti 

na argumentot prviot grafik se nao|a pod asimptotata, vtoriot e 

nad asimptotata, a tretiot grafik povtorno ja se~e asimptotata vo 

beskone~no mnogu to~ki.  

 

Slika 65. 
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Zatoa pred iscrtuvaweto na grafikot potrebno e da vidime kakov e 

znakot (+ ili -) na razlikata bxf )(  za dovolno golemi vrednosti 

na x  i dovolno mali vrednosti na x . Pritoa ako 0)(  bxf  za 

sekoe Mx  , toga{ grafikot e nad asimptotata, a ako 0)(  bxf  

za sekoe Mx  , toga{ grafikot e pod asimptotata.                                  

Na slika 65. se prika`ani mo`nite slu~ai za asimptotata .y b  

 

5.3.3. Kosi asimptoti 

Kosa asimptota za funkcijata f  e pravata nmxy   ako postoi i e 

ednakva na nula barem edna od granicite: 

    lim
x

f x mx n


    ili      lim
x

f x mx n


  . 

Za funkcijata f  kosa asimptota se nao|a so opredeluvawe na vred-

nostite na m  i n  od ravenstvoto     lim 0f x mx n   . So delewe 

na ova ravenstvo so x  dobivame deka 

 
 

lim
x

f x
m

x
                                                                          (5.3.1) 

 Brojot  n  go opredeluvame so granicata   

  lim
x

f x mx n


                                                                  (5.3.2) 

Analogno se odreduva i asimptotata na krivta za .x  

Da napomeneme deka posebno gi razgleduvame slu~aite koga x  i 

.x  Isto kako i kaj horizontalnite asimptoti i ovde e po`elno 

da vidime kakov e znakot na razlikata ( )f x mx n  . Ako toj e pozi-

tiven, grafikot na funkcijata e nad asimptotata, a ake e negativen, 

grafikot na funkcijata e pod asimptotata.  
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Slika 66. 

Zna~i, krivata f  ima kosa asimptota y mx n   ako i samo ako pos-

tojat istovremeno dvata limesi (5.3.1.) i (5.3.2.). Ako barem eden od 

niv ne postoi, toga{ krivata nema kosi asimptoti.  

5.3.3.1. Primeri. 

1) Neka e dadena funkcijata  
2

1

x
f x

x



. Imame deka  \ 1 .fD R  

 Imame deka 

2

2
lim 1
x

x
m

x x
 


 i 

2 2 2

lim lim 1
1 1x x

x x x x
n x

x x 

    
             

  

Asimptotata ima ravenka 1.y x   Pokraj toa, pravata 1x  e verti-

kalna asimptota (slika 66.). 
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2) Neka e dadena funkcijata  
1

1 .f x
x

   Imame deka  \ 0fD  R .  

Pravata 0x   e vertikalna asimptota. Se postavuva pra{aweto da-

li funkcijata ima drugi asimptoti?  

Bidej}i  

2

( ) 1 1
lim lim 0
x x

f x
m

x x x 

 
    

 
   i   

1
lim 1 1
x

n
x

 
   

 
  

dobivame deka pravata 1y   e horizontalna asimptota (slika 67).  

 

 

Slika 67. 

 

5.4. Neprekinati funkcii 

Pri izu~uvaweto na poimot na granica na realna funkcija  razgledu-

vavme granica na funkcija f  vo to~ka a  vo dva slu~ai, koga fa D  

i .fa D  Slu~ajot fa D  e od poseben interes, bidej}i ne doveduva 

do poimot neprekinatost na funkcija, koj e eden od osnovnite poimi 
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vo matemati~ka analiza. Pred da dademe stroga matemati~ka formu-

lacija, }e go vovedeme intuitivno poimot za neprekinatost.  

Da zabele`ime deka grafikot na funkcijata   2f x x  mo`e da se 

nacrta so eden poteg, bez da se odvoi molivot od hartijata, za site 

vrednosti od realnata prava.  

Pri crtaweto na grafikot na funkcijata  
1

f x
x

  otkako }e go nacr-

tame grafikot za vrednostite od intervalot  ,0  molivot mora 

da go odvoime od hartijata za da go nacrtame grafikot za vrednosti-

te od intervalot  0, .  Zabele`uvame deka grafikot na funkcija-

ta ne mo`e da se nacrta so eden poteg, bez da se odvoi molivot od 

hartijata.  

Pogornata diskusija ni dava za pravo da ka`eme deka razgleduvani-

te funkcii bitno se razlikuvaat vo svojata priroda.  

Precizna definicija za poimot neprekinatost na funkcija bi bila 

slednata.   

5.4.1. Definicija. Za funkcijata :f E F  velime deka e nepreki-

nata vo to~kata fDa , ako e ispolneto 

   lim
x a

f x f a


 . 

Simboli~ki,  

0, 0, , ( ) ( )fx D x a f x f a              . 

Funkcijata f  e prekinata (ima prekin) vo to~kata a  ako taa ne e 

neprekinata vo a , odnosno ako va`i   

   0, 0 : x a f x f a            . 
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5.4.2. Primeri.  

1) Da poka`eme deka funkcijata ( ) 3 1f x x   e neprekinata vo to~ka- 

ta 1a  . Neka 0   e dadeno. Izbirame .
3


   Toga{ za sekoj realen 

broj x  takov {to 1x   , imame deka 

   1 3 1 4 3 | 1| 3 3 .
3

f x f x x


              

2) Da poka`eme deka funkcijata ( )f x x  e neprekinata vo to~kata  

2.a   Za proizvolno 0  izbirame 2 .   Toga{ za sekoj nenega-

tiven realen broj x  takov {to 2 ,x    imame  

   
  2 2 2

2 2
2 2

x x x
f x f x

x x

  
     

 
 

                           
2 2

2 2 2

x  



    .  

]e dademe geometrisko tolkuvawe na poimot za neprekinatost na 

funkcija. Neka    , :f fG x f x x D   e grafikot na funkcijata .f  

Da nacrtame pravoagolnik so centar vo to~kata   ,a f a  takov {to 

ednata strana mu e intervalot  , ,a a    a drugata strana mu e in-

tervalot    )(,)( afaf .  

Razgleduvame dva slu~ai:  

1. funkcijata e neprekinata vo to~kata a  i   

2. funkcijata ima prekin vo to~kata a .  
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Slika 68a.  

Vo prviot slu~aj, (slika 68a), koga x  se menuva me|u a  i a , 

to~kata   ,x f x  se dvi`i po grafikot na funkcijata ostanuvaj}i vo 

navedeniot pravoagolnik. Dodeka vo vtoriot slu~aj (slika 68b), to~-

kata    ,x f x  izleguva od navedeniot pravoagolnik. 

 

Slika 68b.  
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Za funkcijata f  velime deka e neprekinata na mno`estvoto E  ako 

e neprekinata vo sekoja to~ka od mno`estvoto. 

5.4.2. Primeri.  

1) Funkcijata  f x x  e neprekinata na R . Navistina, neka Ra  i  

0  e proizvolno. Izbirame   . Ako  ax , toga{ od teorema-

ta 2.1.7. imame deka   axax , {to zna~i deka   

    lim lim
x a x a

f x x a f a
 

   .  

Mo`eme da klasificirame to~no tri vida prekini na funkcija. 

1. Ako postoi granica na funkcijata koga ax , no taa e razli~na od 

 f a , odnosno ako va`i  

 lim ( )
x a

f x f a


  

ili ako fa D , toga{ funkcijata ima otklonliv prekin vo to~kata .a   

2. Ako levata i desnata granica postojat no se razli~ni me|u sebe,  

odnosno 

   lim lim
x a x a

f x f x
  

  

toga{ funkcijata ima prekin od prv vid vo to~kata a . 

3. Ako barem edna od granicite  lim
x a

f x


 i  lim
x a

f x


 ne postoi, to-

ga{ funkcijata ima prekin od vtor  vid vo to~kata a . 

5.4.3. Primeri.  

1) Da ja ispitame neprekinatosta na funkcijata 

 
sin x

f x
x

 . 



5. Grani~na vrednost na funkcija. Neprekinatost 

 203

Definicionata oblast na funkcijata e mno`estvoto \ {0}fD  R , pa 

zatoa 0a   e to~ka na prekin za funkcijata. Ponatamu, od faktot 

deka 
0

sin
lim 1
x

x

x
  (vidi 5.5.1.) sleduva deka 0a   e to~ka na otklon-

liv prekin na funkcijata  
sin x

f x
x

 .  

Toa podrazbira deka funkcijata  
sin x

f x
x

  mo`e da ja dodefinira-

me vo to~kata 0,a   taka {to taa da bide neprekinata na celata 

realna prava. So drugi zborovi, ako stavime  

 
sin

, 0

1, 0

x
x

f x x

x




 
 

 

toga{ funkcijata  f x  }e bide neprekinata vo to~kata 0a  , {to 

zna~i i na celata realna prava.  

2) Da go razgledame odnesuvaweto na funkcijata    f x x , ~itame 

„cel del od iks“, kade {to  x  e najgolemiot cel broj pomal od x , vo 

to~kite ,a n  nZ . Vo navedenite to~ki levata i desnata granica 

postojat no se razli~ni me|u sebe, odnosno 

 lim 1
x n

f x n


   i  lim
x n

f x n


  

{to zna~i deka funkcijata ima prekin od prv vid vo sekoja od to~ki-

te ,a n  nZ  (slika 69). 

3) Da go razgledame odnesuvaweto na funkcijata  

 
2

4
, ( ,2]

, (2, )

x x
f x

x x

  
 

 

  

vo to~kata 2a  . Imame  
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Slika 69. 

 
2

2 2
lim lim 1

4x x

x
f x

  
   i  

2 2
lim lim 2

x x
f x x

  
  . 

Bidej}i    
2 2

lim lim
x x

f x f x
  

  zaklu~uvame deka funkcija ima prekin 

od prv vid vo to~kata 2a  .  

4) Da ja ispitame neprekinatosta na funkcijata  

1
( )

1
f x

x



. 

Definicionata oblast na funkcijata e mno`estvoto \ {1}fD  R , {to 

zna~i 1a   e to~ka na prekin na 
1

( )
1

f x
x




. Ponatamu, imame deka 

1

1
lim

1x x
 


   i  

1

1
lim

1x x
 


 

{to zna~i deka to~kata 1a   e to~ka na prekin od vtor red na funk-

cijata 
1

( )
1

f x
x




.  
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Koristej}i ja teorema 5.2.1. go dobivme slednoto tvrdewe.  

5.4.4. Teorema: Ako funkciite f  i g  se neprekinati vo to~ka 

f ga D D  , toga{ vo to~kata a  se neprekinati i funkciite ,f g  

,f  (za 0  ), fg  i 
f

g
 (pri uslov 0)( ag ).   

]e poka`eme deka kompozicija na dve neprekinati funkcii e nepre-

kinata funkcija.  

5.4.5. Teorema.  Ako f  e neprekinata funkcija vo to~kata a  i g  e 

neprekinata funkcija vo to~kata  b f a , toga{ fg   e neprekina-

ta funkcija vo to~kata a . 

Dokaz.  Imame deka 

            lim lim lim
x a x a x a

g f x g f x g f x g f a g f a
  

     .  

5.4.6. Posledica. Neka RA  i  ,na  nN , e niza vo A  koja konver-

gira kon 0 .a A  Ako BAf :  e neprekinata funkcija vo to~kata 0 ,a  

toga{ i nizata   ,nf a  nN , konvergira i va`i  

    0lim n
n

f a f a


 . 

5.4.7. Primeri.  

1) Da ja razgledame funkcijata  

 

2 1
, 1

1

2, 1

x
x

f x x

x

 
 

  
 

.  

Taa e neprekinata vo to~kata 1a  , bidej}i imame deka  
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       
  

 
2

1 1 1 1

1 11
lim lim lim lim 1 2

1 1x x x x

x xx
f x x

x x   

 
     

 
 i  1 2.f   

Neka  na  e proizvolna niza so op{t ~len 1na   i takva {to 

lim 1n
n

a


 . Za nizata   nf a  imame  

 
  2 1 11

1
1 1

n nn
n n

n n

a aa
f a a

a a

 
   

 
, 

pa zatoa dobivame deka  

   lim lim 1 2n n
n n

f a a
 

    i  1 2.f   

2) Funkcijata  f x x  e neprekinata vo sekoja to~ka aR  bidej}i  

  lim lim
x a x a

f x x a
 

   

Zaradi posledica 5.4.6., ako nizata  na  konvergira kon a , toga{ 

konvergira i nizata  na  i va`i  

lim limn n
n n

a a a
 

  .  

Isto taka, inverznata funkcija na neprekinata funkcija e nepreki-

nata funkcija.  

5.4.8. Teorema: Neka f  e  strogo monotona, neprekinata funkcija de-

finirana na segmentot  ba, . Toga{ inverznata funkcija e nepreki-

nata na segmentot  ( ), ( )f a f b .  

5.4.9. Definicija. Velime deka funkcijata FEf :  e neprekinata 

na mno`estvoto EE 1  ako e neprekinata vo sekoja to~ka od 1E . 
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Vo prodol`enie, bez dokaz }e dademe nekoi svojstva na neprekinati-

te funkcii. 

5.4.10. Teorema. Neka funkcijata f  e definirana  i neprekinata na 

 ba,  i neka   00 xf  za nekoe  bax ,0  . Toga{ postoi 0   takvo 

{to za sekoe    0 0, ,x x x a b      va`i   0f x  .  

Da zabele`ime deka teoremata va`i ako namesto 0( ) 0f x   i ( ) 0f x   

stavime 0( ) 0f x   i ( ) 0f x  . 

5.4.11. Teorema. Neka  funkcijata f  e definirana  i neprekinata na 

segmentot  ba, . Toga{ va`at slednive tvrdewa: 

1) taa e ograni~ena na  ba,  i 

2) postojat to~ki od segmentot vo koi taa gi dostignuva svojot  

    maksimum i minimum.  

So pomo{ na definicijata za neprekinatost i pogornite teoremi mo-

`e da poka`eme deka site osnovni elementarni funkcii se nepreki-

nati na svojata oblast na definiranost. Vo prodol`enie }e ispita-

me neprekinatost na nekoi klasi na funkcii koi ~esto gi sre}avame.  

1. Konstantnata funkcija   ,f x c  cR  e neprekinatata na svojata 

oblast na definiranost, odnosno na celata realna prava. 

2. Identi~nata funkcija  f x x  e neprekinatata na svojata oblast 

na definiranost, odnosno na celata realna prava.  

3) Koristej}i ja teoremata 5.4.4. zaklu~uvame deka se neprekinati na 

svojata oblast na definiranost, odnosno na celata realna prava i 

funkciite:  

 f x x a  ,  f x ax ,   ,nf x x  nN , Rx . 
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Spored toa, sekoj polinom od n  ti stepen 

  2
0 1 2 ... n

n nf x a a x a x a x     , ia R  i 0na  , 

e neprekinata na celata realna prava.  

4) Ponatamu, mo`e da zaklu~ime deka sekoja racionalna funkcija  

 
 
 

,
p x

r x
q x

   

kade {to  p x  i  q x  se polinomi, e neprekinata funkcija na sekoe 

mno`estvo to~ki aR  vo koi {to 0)( aq .  

5.4.12. Primeri.  

1) Funkcijata ( ) 0f x   e neprekinatata na celata realna prava. 

2) Funkcijata   32 4 1f x x x    e neprekinatata na realnata prava.  

3) Na  \ 0R  se neprekinati funkciite  
1

f x
x

  i   2

1
f x

x
 .     

4) Trigonometriskite funkcii se neprekinati vo svojata oblast na 

definiranost. 

- Sinusnata funkcija e neprekinata na celata realna prava. Imame 

deka lim sin sin
x a

x a


 , za sekoe aR , bidej}i va`i 

ax
axaxax

ax 






2

2
2

cos
2

sin2sinsin . 

- Kosinusnata funkcija e neprekinata na celata realna prava. Ima-

me deka ax
ax

coscoslim 


 bidej}i va`i  

cos cos 2 sin sin 2
2 2 2

x a x a x a
x a x a

  
      . 
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Neprekinatosta na kosinusnata funkcijata sleduva i od faktot deka 

cos  e kompozicijata fsin  kade {to  
2

f x x


  . Spored toa, kosi-

nusnata funkcija e neprekinata na celata realna prava, kako kom-

pozicija na dve funkcii koi se neprekinati na celata realna prava.  

- Tangensnata funkcija e neprekinata na svojata definiciona ob-

last. Imame deka tgatgx
ax




lim , 
2 1

2

k
a 


 , Zk , bidej}i  

tga
a

a

x

x
tgx

ax

ax

ax






 cos

sin

coslim

sinlim
lim .   

- Na ist na~in se poka`uva deka  

ctgactgx
ax




lim ,   ,a k k Z    

{to zna~i deka kotangensnata funkcija e neprekinata na svojata de-

finiciona oblast.  

5.4.13. Primeri.  

1) Funkcijata   sin 2 cos
4 3 6

x
f x x

    
      

   
 e neprekinata na cela-

ta realna prava.  

2) Funkcijata  
 
 

2

2 3

ctgx x
f x

tg x
  e neprekinata na svojata oblast na de-

finiranost, odnosno vo site to~ki 
2 1

6

k
a 


 .  

5) Funkcijata   nf x x  e inverzna na funkcijata   ,nf x x  pa e 

neprekinata na svojata definiciona oblast kako inverzna funkcija 

na neprekinata funkcija. 
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5.4.14. Primeri.  

1) Funkcijata   3 2 1f x x   e neprekinata na celata realna prava. 

6) Inverznite na trigonometriskite funkcii  

  arcsinf x x ,   arccosf x x ,  f x arctgx  i  f x arcctgx   

se neprekinati na svojata oblast na definiranost kako inverzni 

funkcii na neprekinati funkcii. 

5.4.15. Primeri.  

1) Funkcijata   arcsin(2 3)f x x   e neprekinata na svojata oblast na 

definiranost. 

2) Funkcijata    2f x arctg x  e neprekinata na svojata oblast na 

definiranost. 

7) Eksponencijalnata funkcija e neprekinata na celata realna pra-

va. Navistina, imame deka  

00

0

0

0

00

00

limlimlimlim xx

xx

xx

xx

xxx

xx

x

xx
aaaaa 










.    

Pritoa, iskoristivme deka 1lim
0




x

x
a  (vidi primer 5.1.3.). 

8) Logaritamskata funkcija e neprekinata na svojata oblast na de-

finiranost kako inverzna na eksponencijalnata, odnosno kako in-

verzna funkcija na neprekinata funkcija.  

5.4.15. Primeri.  

1) Funkcijata  
1

4xf x xe   e neprekinata na svojata oblast na defi-

niranost. 

2) Funkcijata    ln 3 4 2f x x    e neprekinata na svojata oblast 

na definiranost.  
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5.5. Grani~na vrednost na nekoi funkcii – specijalni granici     

]e navedeme nekolku grani~ni vrednosti koi ne se o~igledni, no se 

javuvaat pri re{avaweto na razli~ni tipovi na zada~i. Nekoi nivni 

primeni kaj presmetuvaweto na drugi grani~ni vrednosti }e bidat 

prika`ani vo primerite {to sleduvaat.  

1. 
0

sin
lim 1
x

x

x
  

Dokaz. Bidej}i funkcijata 
sin x

x
 e parna, dovolno e da se razgleda 

slu~ajot koga 0x   (slika 70.). Za plo{tinite na triagolnikot 1 ,OA A  

kru`niot ise~ok 1B OA  i triagolnikot 1OB B  va`at neravenstvata 

tgxxxx sincos . Bidej}i sin 0,x   delej}i so sin x  dobivame deka  

xx

x
x

cos

1

sin
cos  .  

 

Slika 70. 

Bidej}i 10coscoslim
0




x
x

 i 1
0cos

1

cos

1
lim

0


 xx
, primenuvaj}i ja teore-

mata 5.2.1. dobivame deka 1
sin

lim
0


 x

x

x
, od kade {to sleduva deka  
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 1
sin

lim
0


 x

x

x
.  

5.5.1. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata  
0

sin3
lim

sin 2x

x

x
. Imame deka  

00

0 0

0 0

sinsin3sin3 limlim
sin3 3 3 3 333lim lim

sin 2 sin 2 sinsin 2 2 2 2 2lim lim
2 2

yx

x x

x z

yxx
x yxx

x x zx

x x z



 

 

      

bidej}i so smenite 3y x  i 2z x  imame deka 0y  i 0z  koga 

0x .  

2) Za nao|awe na granicata 
20

cos1
lim

x

x

x




 ja koristime trigonomet-

riskata transformacija 

2

2

2

2
sin

2

1cos1






















x

x

x

x
. 

Potoa so smenata 
2

x
y   imame deka 0y  koga 0x , od kade {to 

dobivame deka 
2

1cos1
lim

20




 x

x

x
.  

3) Za nao|awe na granicata 
0

arcsin
lim
x

x

x
 voveduvame smena arcsin .y x  

Toga{ sin ,x y  za 
2 2

y
 
    i 0 0.x y    Sega imame deka 

0 0 0

arcsin 1 1
lim lim lim 1.

sinsin 1x y y

x y

yx y
y

  
     
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2. 
1

lim 1
x

x
e

x

 
  

 
 

Dokaz. Neka x  e proizvolen realen broj i neka  x  e cel del od x  

(vidi primer 5.4.3.). Toga{ imame deka     1x x x   . Ako zapi{eme 

deka   kx  , dobivame deka 
kxk

1
1

1
1

1

1
1 


  od kade sleduva 

 
2111

1
1

1
1

1
1

1

1
1










































kxxk

kkxk
. 

Bidej}i za x  sleduva k   i 1 ,k    primenuvaj}i ja teorema  

5.2.1. dobivame deka  

e
e

x

x

x

x

x

x
x

x






































 11
1lim

1
1lim

1
1lim

1

.  

Zabele{ka. Pri opredeluvawe na granici koi se sveduvaat na nave-

denata specijalna granica ~esto }e go koristime praviloto: 

Ako  
0

lim 0
x x

f x A


   i  
0

lim
x x

g x B


  ( A  i B  kone~ni broevi), toga{  

 
 

0

lim
g x B

x x
f x A


     

{to se dol`i na transformacijata  
     lng x g x f x

f x e     i nepreki-

natosta na funkciite 
xe  i xln .  

5.5.2. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata 
2

1
lim .

1

x

x

x

x

 
 
 

 Imame deka 
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4
1 1

22 2
4

1
2

1 2 1
lim lim 1 lim 1

1 1

x
x x

x x

xx x x

x
e

x x

 

  

 
                         
 

 

pri {to koristevme deka 

1
2

1
2

1 1
lim 1 lim 1

x
y

xx y
e

y



 

   
         

 (so smena-

ta 
1

2

x
y


  imame deka y  koga x ) i 

4
lim 4

1x

x

x



.  

3. 
1

lim 1
x

x
e

x

 
  

 
 

Dokaz. So smenata y x  , dobivame deka y  koga x . 

1
1 1 1

lim 1 lim 1 lim lim 1
1 1

1
lim 1

y y yx

x y y y

z

z

y

x y y y

e
z

 

   



      
           

        

 
   

 

 

bidej}i so smenata 1z y   imame deka z  koga y .  

5.5.3. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata lim 1
x

x

k

x

 
 

 
 , kZ . Imame deka 

1
lim 1 lim 1

kx
x k

k
xx x
k

k
e

x 

 
                
  

 

pri {to koristevme deka 
1 1

lim 1 lim 1

x
yk

xx y
k

e
y 

   
         

 (so pomo{ na  
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smenata 
x

y
k

  imame deka y  koga x .) i lim
x

k k


 .  

2) Da ja najdeme granicata 
2

lim
3

x

x

x

x

 
 
 

. Imame deka   

2

3

2
2 1

5
3 3

1

12
lim lim lim

3 1

x

x

x
x

xx e

ex x x
x

x

x
e

x 

 
 

 
     

 
 

              

  

bidej}i 22
lim 1

x

x
e

x

 
  

 
 i 32

lim 1 ,
x

x
e

x




 
  

 
 zaradi prethodniot 

primer.   

4.  
1

0
lim 1 x
x

x e


   

Dokaz. So smenata 
x

y
1

  imame deka y  koga 0.x  Toga{ dobi-

vame deka  

  e
y

x

y

y
x

x













1
1lim1lim

1

0
. 

5.5.4. Primeri.  

1) Za da ja opredelime granicata  
1

0
lim 1 x
x

kx


 , kZ  ja koristime sme-

nata 
1

y
kx

 . Toga{ imame deka y  koga 0,x  pa dobivame deka  

 
1

0

1 1
lim 1 lim 1 lim 1

k
ky y

k
x

x y y
kx e

y y  

    
         
     

.  
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2) Za da ja opredelime granicata 
 

0

ln 1
lim
x

kx

x


, kZ , go koristime 

rezultatot od prethodniot primer. Imame deka 

           
 

   
1 1

0 0 0

ln 1
lim lim ln 1 ln lim 1 ln k

x x
x x x

kx
kx kx e k

x  

 
      

 
. 

5. 
 

1
1ln

lim
0




 x

x

x
 

Dokaz. Bidej}i logaritamskata funkcija e neprekinata na svojata 

definiciona oblast, imame deka 

 
 

    1 1

0 0 0

ln 1
lim lim ln 1 ln lim 1 ln 1x x

x x x

x
x x e

x  


      . 

5.5.5. Primeri.  

1) Za da ja opredelime granicata 
0

ln(1 )
lim ,
x

kx

x


kZ , go koristime 

rezultatot od primer 5.5.4. Imame deka 

 

0 0

ln(1 ) ln(1 )
lim lim 1 .
x x

kx kx
k k k

x kx 

 
      

2) Da ja opredelime granicata 
 

0

ln ln
lim
x

a x a

x

 
. Imame deka 

 
 

0 0 0 0

ln 1ln ln 1ln( ) ln
lim lim lim lim 1
x x x y

xa x
ya x a aa

xx x y
a

   

            

kade {to vovedovme smena 
x

y
a

  za koja va`i 0y   koga 0x .   

6. 
 

ax

xa

x ln

11log
lim

0





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Dokaz. Vrskata me|u logaritamskite funkcii alog  i ln  e dadena so  

ln
log ,

ln
a

x
x

a
  za sekoe 0.x    

Zaradi 5. dobivame deka 

     
ax

x

ax

x

ax

x

xx

a

x ln

11ln
lim

ln

11ln

ln

1
lim

1log
lim

000







 







 





.  

5.5.6. Primeri.  

1) Da ja opredelime granicata 3

0

log (1 )
lim ,
x

kx

x


 kZ . Imame deka  

3 3 3

0 0 0

log (1 ) log (1 ) log (1 )
lim lim lim

ln3x t t

kx t t k
k

tx t
k

  

  
    

pri {to ja voveduvame smenata y kx  za koja {to va`i 0y  koga 

0x .   

7. 1
1

lim
0




 x

e x

x
 

Dokaz. Ako vo 5. stavime smena  ln 1y x  , imame deka 0y  koga 

0.x  Toga{ 
1

lim1
0 


 yy e

y
 od kade {to dobivame deka  

 1ln
1

lim
0





e

x

e x

x
.  

5.5.7. Primeri.  

1) Da ja opredelime granicata 
0

lim
x x

x

e e

x

 




,   . Imame deka 
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( )

0 0 0

( )

0 0

1
lim lim lim

1
( ) lim lim ( ) 1 1

( )

x x x x x
x

x x x

x
x

x x

e e e e e
e

x x x

e
e

x

     


 
     

 



  



 

  
  


       



 

pri {to ja vovedovme smenata ( )x y   , za koja va`i deka 0y  

koga 0.x   

8. a
x

ax

x
ln

1
lim

0





 

Dokaz. Ako vo 6. stavime smena log (1 ),ay x   imame deka 0y  koga 

0.x  Toga{ 
1

lim
ln

1

0 


 yy a

y

a
 od kade {to dobivame deka  

 a
x

a x

x
ln

1
lim

0





.  

5.5.8. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata 
0

1
lim

kx

x

a

mx


, , .k mZ  So pomo{ na smenata 

y kx  za koja va`i 0y  koga 0x , dobivame deka 

           
 

0 0

11
lim lim ln

tkx

x t

aa k k
a

mx m t m 


  .  

Za nao|awe na granica na funkcija ~esto pati e potrebno kombinira-

we na upotrebata na specijalnite granici.  

5.5.9. Primeri.  

1) Da ja opredelime granicata 
2

1

)(coslim
0

xx
x

.  

Izrazot 
1
2

(cos ) xx   mo`eme da go transformirame na sledniot na~in: 
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1 1
2 22 2

ln[1 (cos 1)] ln[1 (cos 1)] cos 1
ln(cos )

cos 1(cos ) x x

x x x
x

xx xx e e e

    


    

Ako stavime cos 1x y  , toga{ 0y  koga 0x , pa dobivame deka  

  
0 0

ln[1 (cos 1)] ln(1 )
lim lim 1

cos 1x y

x y

x y 

  
 


  

pri {to ja koristevme specijalnata granica 5. Osven toa, so primena 

na specijalnata granica 1. dobivame deka  

20

cos 1 1
lim

2x

x

x


    

Od spomenatoto sleduva deka  

 1 1 1
2 2 2

1

0
lim(cos ) x

x
x e e

  


  .   

 

5.6. Zada~i za ve`bawe 

1. Koristej}i ja definicijata za granica na funkcija, doka`i deka: 

1) 
1

lim( 2) 3
x

x


               2) 
2

lim(3 1) 5
x

x


              3) 
1

lim (5 3) 8
x

x


    

4) 
1

3

lim 9 3
x

x


                   5) 
3

1 1
lim

3x x
                     6) 

4
lim 4 0
x

x


   

2. Doka`i deka 
2

lim(3 2) 8
x

x


  . Kolkavo treba da bide   za 
1

?
1000

   

3. Presmetaj gi slednite granici: 

1) 
0

1
lim

4x
                           2) 

0,1
lim 5

x
                              3) 2

2
lim log 3

x
 

4. Najdi gi slednite granici:  
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1) 
1

2

lim (6 1)
x

x


            2) 2

2
lim ( 4)

x
x


                    3) 3 2

1
lim(3 2 4)
x

x x


   

4) 
0

lim 2
x

x


               5) 2

1
lim 1
x

x


                    6) 
22

lim
2x

x

x 
          

7) 
2

3 23

3
lim

1x

x

x x



 
       8) 

3

0

3 1
lim 1

4x

x x

x

  
 

  
    9) 

7 5 2

7 20

3
lim

4x

x x x

x x

 


 

5. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti:  

1) 
2 1

lim
3 2x

x

x




                 2) 

2

2

4 2
lim

2x

x x

x x

 


      3) 

4

4
lim

1x

x

x 
 

4) 
3

3

1 3
lim

1 2x

x x

x x

 

 
           5) 

3

2

2
lim

1x

x

x




             6) 

2
lim

1x

x

x 
 

7) 
3

4 2
lim

2 3 1x

x x

x x



 
      8) 

3

2
lim

1x

x
x

x

 
   

     9) 
2

2
lim

1 2x

x x

x x

 
    

 

6. Najdi gi slednite granici:  

1) 
2

3

9
lim

3x

x

x




                  2) 

23

3
lim

2 3x

x

x x



 
       3)

2

3

6
lim

3x

x x

x

 


                 

7. Presmetaj gi slednite granici: 

1) 
2

22

5 6
lim

4x

x x

x

 


  2) 

2

23

5 6
lim

9x

x x

x

 


            3) 

2

21

3 2
lim

4 3x

x x

x x

 

 
 

4) 
2

21

6 5
lim

2 1x

x x

x x

 

 
  5) 

2

22

4 2
lim

6 8x

x x

x x

 

 
              6) 

2

21

2
lim

2 5 3x

x x

x x

 

 
        

7) 
2

21

2
lim

7 6x

x x

x x

 

 
           8)

2

22

4 12
lim

2 12 16x

x x

x x

 

 
        9) 

2

22

3 10
lim

3 9 6x

x x

x x

 

 
            

8. Presmetaj gi slednite granici: 
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1) 
3

1

1
lim

( 1)x

x

x x




              2) 

31

1
lim

1x

x

x




                3) 

3

2

8
lim

2x

x

x




                    

4) 
2

31

1
lim

1x

x

x




                5) 

1
2

3

2

8 1
lim

6 5 1x

x

x x



 
          6) 

2

3 21

3 2
lim

1x

x x

x x x

 

  
  

 7)
3

1

1
lim

1x

x

x




              8) 

3 3

0

( )
lim
h

x h x

h

 
        9) 

2

3 3

( 1)
lim
x a

x a x a

x a

  


            

 

9. Najdi gi slednite granici:  

1) 
2

3 20

5
lim

3 2x

x

x x 
        2) 

31

1 3
lim

1 1x x x

 
 

  
     3) 

2

3 21

2 1
lim

1x

x x

x x x

 

  
         

4) 
3

41

3 2
lim

3 4x

x x

x x

 

 
      5) 

4 2

33

13 36
lim

27x

x x

x

 


      6) 

3 2

4 22

2 4 8
lim

8 16x

x x x

x x x

  

  
    

7) 
4 3

21

3 4 1
lim

( 1)x

x x

x

 


   8) 

4

21

1
lim

1x

x

x




                    9) 

7

41

1
lim

1x

x

x




                      

10. Presmetaj gi slednite granici: 

1) 
6

lim
6x

x

x 
                2) 

2

2 1
lim

2x

x

x




                        3) 

4

4
lim

4x

x

x




 

11. Najdi gi slednite grani~ni vrednosti:  

1) 
3

1 2
lim

3x

x

x

 


         2) 

2

2
lim

1 1x

x

x



 
              3) 

0
lim

2 4x

x

x  
 

4) 
0

1 1
lim
x

x

x

 
          5) lim

x a

x a

x a




              6) 

2

0

1 1
lim
x

x x

x

  
  

7) 
0

1 sin 1 sin
lim
x

x x

x

  
                               8) 

21

1
lim

5 2x

x

x



 
        

12. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti:  
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1) 
2 2

23

2 6 2 6
lim

4 3x

x x x x

x x

    

 
           2) 

2 2

lim
1 1x a

x a

x a



  
, 1a                  

3) 
0

1 1
lim

1 1x

x x

x

  

 
                              4) 

4

3 5
lim

1 5x

x

x

 

 
    

5) 
2

20

1 1
lim

16 4x

x

x

 

 
                                 6) 

2

20

1 1
lim

16 4x

x

x

 

 
 

 

13. Najdi gi slednite granici:  

1) 
3

0

1 1
lim
x

x

x

 
        2) 

3 30
lim

1 1x

x

x x   
         3) 

3 3

0

1 1
lim
x

x x

x

  
            

4) 
3 3

lim
x a

x a

x a




       5) 

3 3

0
lim
h

x h x

h

 
              6) 

3 2

20

1 1
lim
x

x

x

 
           

7) 
38

1 3
lim

2x

x

x

 


     8) 

30

1 1
lim

1 1x

x

x

 

 
                      9) 

30
lim
x

a x a

a x a

 

 
     

14. Presmetaj gi granicite:  

1) 
21

lim
x

x

x


              2) 

2 1
lim

1x

x

x




             3) 

3 2

lim
2x

x x

x




              

4) lim ( 4 )
x

x x


    5) 2lim ( 4 )
x

x x x


       6) 2lim ( 1 )
x

x x


   

7) 2 2lim ( 1 1)
x

x x


                   6) lim (sin 1 sin )
x

x x


   

8) 
3 3lim ( 1 )

x
x x


                           9) 

3 3lim ( 1 ).
x

x x


   

15. Presmetaj  gi slednite grani~ni vrednosti: 
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1) 
1

2 3
lim

1x

x

x




                   2) 

1

2 3
lim

1x

x

x




               3) 

3

1
lim

3x x 
         

16. Doka`i deka lim x

x
q


   koga 1.q   

17. Najdi gi asimptotite na slednite funkcii: 

1)  
3

2

1

1

x
f x

x





         2)  

2

2

1

1

x x
f x

x x

 


 
              3)  

4

5

1

1

x
f x

x





 

4)   xf x e                5)   x xf x e e                   6)  
1

xe
f x

x



 

7)  f x tgx               8)   2

sin x
f x

x
                      9)  

cos x
f x

x
  

18. Najdi ja vrednosta na parametarot ,k  za koja {to funkcijata 

 
2 1

2

kx x
f x

x

 



 ima kosa asimptota, a potoa najdi gi site nejzinite 

asimptoti.  

19. So pomo{ na deficijata za neprekinatost poka`i deka funkcija-

ta   2f x x  e neprekinata vo to~kata 3.a   

20. Najdi gi to~kite na prekin na slednite funkcii: 

1)   2

sin

4

x
f x

x



       2)  

2

2

2

( 4)

x xe e
f x

x x





        3)  

 

 2

1

ln 16

tg x
f x

x





         

21. Najdi gi to~kite na prekin i opredeli gi intervalite na nepreki-

natost na slednite funkcii: 

1)   2( 1)

x
f x

x



           2)   2

1

5 6
f x

x x


 
           3)  

1

cos
f x

x
  

22. Objasni zo{to slednite funkcii se neprekinati za nazna~enite 

vrednosti na x : 
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1)   sin , 0f x x x                           2)   tg ( ,f x x x k k  Z ) 

3)   sin(ln ), 0f x x x                            4)   cosxf x e x , xR  

5)   , 0xf x x x                                     6)   sin cosf x x x  , xR          

23. Objasni zo{to slednite funkcii se neprekinati na svojata ob-

last na definiranost: 

1)  
24 3

5

x
f x

x





                          2)   4 sin

2
f x x x

x

 
  

 
    

3)    
1

cos ln
4

f x tg x
 

  
 

                 4)    1
ln 1 sin

2
xf x e

 
  

 
                               

24. Ispitaj ja neprekinatosta na slednive funkcii: 

  1)  
3 4

x
f x

x



            2)  

22 3

16

x
f x

x





                 3)   3 1

sinf x x
x

   

    4)  
2

3

x

xf x e                 5)  
2 1

2 3 6

x

xf x x e



               6)    3ln 1f x x   

25. Ispitaj ja neprekinatosta na funkcijata  

  2

, ( ,0]

1, (0, ).

x x
f x

x x

  
 

  
 

26. Za koi vrednosti na parametarot k  funkcijata  

  2

7 2, 1

, 1

x x
f x

kx x

 
 


 

e neprekinata na celata realna prava? 

27. Doka`i deka  lim 0
x a

f x


  ako i samo ako  lim | | 0
x a

f x


 .    

28. Presmetaj gi slednite granici:  
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1) 
0

lim
x

tgx

x
   2) 

0

sin 4
lim
x

x

x
                 3) 

0

2
lim

sin 5x

tg x

x
   

4) 
0

sin 2
lim
x

x

tgx
                   5) 

0

sin
lim

gx

x

x t x 
              6) 

1
lim sin
x

x
x

  

7) 
 2

1

sin 1
lim

1x

x

x




  8) 

0
lim

sinx

x

x
   9) 

20

1 cos
lim
x

mx

x


    

29. Presmetaj gi slednite granici:  

1) 
2

2

1 sin
lim

2

x

x

x





 
 

 

  2) 
0

1 1
lim

sinx x tgx

 
 

 
  3) 

30

tg sin
lim
x

x x

x


        

4) 
20

cos3 cos
lim
x

x x

x


        5) 

4

cos sin
lim

cos 2x

x x

x


 6) 

0

1 sin cos
lim

1 sin cosx

x x

x x

 

 
 

7) 
6

sin
6

lim
3

cos
2

x

x

x






 
 

 



  8) 
2 2

sin
lim
x

x

x  
   9) 

1

cos
2

lim
1x

x

x





 
 
 


 

30. Presmetaj gi slednite granici:  

1) 

1
1

lim 1
x

x x





 
 

 
             2)  

1

0
lim 1 2

x

x
x


     3) 

2 1
1

lim
2

x

x

x

x





 
 
 

  

4) 

1

33 4
lim

3 2

x

x

x

x





 
 

 
  5) 

2
2 1

lim
2 3

x

x

x

x





 
 

 
         6) 

3
1

lim
1

x

x

x

x

 
 
 

  

7) 

23 12

2

5
lim

2

x

x

x

x





 
 
  

 8) 

23
2

2
lim

2

x

x

x

x

 
   

          9)  

1

1

1
lim x

x
x 


 

31. Presmetaj gi slednite granici:  
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1) 
 

0

ln 1
lim
x

ax

x


   2) 

 
0

ln 1 sin
lim
x

x

x


          3) 

0

ln(1 sin 2 )
lim

ln(1 )x

x

tg x




   

4) 
 
 0

ln cos2
lim

ln cosx

x

x
            5) 

 
0

ln ln
lim
x

a x a

x

 
     6) 

ln 1
lim
x e

x

x e




   

32. Presmetaj gi slednite grani~ni vrednosti: 

1) 
2

0

1
lim

x

x

e

x


   2) 

1

lim ( 1)x

x
x e


   3)

0
lim

x x

x

e e

x






  

4) 
0

lim
sin

x x

x

e e

x






   5) 

0
lim

ax bx

x

e e

x


  6) 

2

20

cos
lim

x

x

e x

x


 

33. Presmetaj gi granicite: 

1) 

1

0
lim(1 sin ) x

x
x


         2) 

20

sin
lim

6 16 4x

x

x x   
          

3) 
sin

0

1
lim

x

x

e

x


                4) 

0

1
lim

sin3 sin

x

x

e

x x




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6. Izvodi na funkcii 

 

6.1. Definicija i primeri 

Neka funkcijata  y f x  e definirana na intervalot  ,a b  i neka 

x  i x x   se to~ki vo intervalot  , ,a b  pri {to x  mo`e da bide 

pozitivno ili negativno. Razlikata  x x x x      ja vikame naras-

nuvawe na argumentot x , a razlikata    y f x x f x      ja vikame 

narasnuvawe na funkcijata. Od koli~nikot 

   f x x f xy

x x

  


 
  

doznavame kolku „brzo“, odnosno kolku „sporo“, se menuva vrednosta 

na funkcijata  f x  koga argumentot se menuva od x  do .x x    

6.1.1. Definicija. Velime deka funkcijata  y f x  e diferencija-

bilna vo to~ka  ,x a b  ako postoi grani~nata vrednost 



6. Izvodi na funkcii 

 228

   
0

lim
x

f x x f x

x 

  


. 

Granicata (ako postoi) 
   

0
lim
x

f x x f x

x 

  


 se vika prv izvod na 

funkcijata  y f x   vo to~kata x  i se ozna~uva so  y  ili so  .f x  

Ako grani~nata vrednost ne postoi, toga{ velime deka funkcijata ne 

e diferencijabilna vo to~kata .x  

Zabele{ka. Da zabele`ime deka prviot izvod na funkcijata mo`e 

da bide i beskone~en, odnosno deka ne se isklu~eni slu~aite  

   
0

lim
x

f x x f x

x 

  
 


 ili 

   
0

lim
x

f x x f x

x 

  
 


.  

Vo natamo{nite razgleduvawa pod izrazot funkcijata ima izvod }e 

gi podrazbirame samo kone~nite izvodi.  

6.1.2. Teorema. Ako funkcijata  y f x  e diferencijabilna vo to~-

ka ,x  toga{ taa e neprekinata vo taa to~ka. 

Dokaz. Neka  y f x  e diferencijabilna funkcija vo to~ka ,x  od-

nosno neka postoi granicata  

 
   

0
lim
x

f x x f x
f x

x 

  
 


.  

Toga{, imame deka  

   
   

0 0
lim lim
x x

f x x f x
f x x f x x

x   

    
           

 

    0 0

0 0

( ) ( )
lim lim 0 0
x x

f x h f x
x f x

x   

  
       

 

od kade {to sleduva deka  
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   
0

lim
x
f x x f x

 
     

{to zna~i deka funkcijata f  e neprekinata vo to~kata .x   

6.1.3. Primeri. 

1) Neka   ,f x c c  e realna konstanta. Toga{ imame deka 

  
   

0 0 0

0
lim lim lim 0.
x x x

f x x f x c c
f x

x x x     

   
    

  
  

2) Za funkcijata  f x x  imame deka  

 
     

0 0
lim lim 1.
x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
  

3) Ako   ,nf x x  ,nN  toga{ imame deka 

 
     

0 0
lim lim

n n

x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
 

         
        1 2 2 1

0
lim

n n n n

x

x x x x x x x x x x x x

x

   

 

            
 




 

               1 2 2 1 1

0
lim

n n n n n

x
x x x x x x x x x nx

    

 
            .  

4) Ako   cos ,f x x , toga{ imame deka  

 
     

0 0

cos cos
lim lim
x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
         

                   
0 0

2sin sin sin sin
2 2 2 2

lim lim sin

2

x x

x x x x
x x

x
xx   

      
      

      


.  

5) Ako   sin ,f x x  toga{ dobivame deka  
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  
     

0 0

sin sin
lim lim
x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
 

       
0 0

2cos sin cos sin
2 2 2 2

lim lim cos

2

x x

x x x x
x x

x
xx   

      
    

     


.  

6) Za funkcijata   xf x e  imame deka  

 
   

0 0
lim lim

x x x

x x

f x x f x e e
f x

x x



   

   
   

 
 

          
0

1
lim

x
x x

x

e
e e

x



 


 


 

7) Neka   ,xf x a 0,a  .xR  Imame deka 

 
   

0 0
lim lim

x x x

x x

f x x f x a a
f x

x x



   

   
   

 
 

         
0

1
lim ln

x
x x

x

a
a a a

x



 


 


.  

8) Neka   ln ,f x x 0.x   Imame deka  

 
     

0 0

ln ln
lim lim
x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
 

                  
0

ln 1
1

lim
x

x

x
x xx
x

 

 
 

  


.  

9) Neka   log ,af x x  0,a  1,a  0.x    Imame deka 

 
     

0 0

log log
lim lim a a

x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
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0

log 1
1

lim
ln

a

x

x

x
x x ax
x

 

 
 

  


.  

10) Za funkcijata  f x x  imame deka 

  
   

0 0
lim lim
x x

f x x f x x x x
f x

x x   

     
   

 
 

                   
0

lim
x

x x x x x x

x x x x 

     
  

   
 

                   
 0

1
lim

2x

x

xx x x x 


 

   
.  

11) Za funkcijata  f x x  imame deka  

   
0 0

0 0
lim lim
x x

xf x x f x

x x   

    
 

 
 

                                          
0

1, 0
lim

1, 0x

x x

xx 

  
  

   
 

odnosno, grani~nata vrednost koja {to go opredeluva izvodot ne pos-

toi, {to zna~i funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 0.x   

Ova e primer na neprekinata funkcija koja ne e diferencijabilna vo 

nekoja to~ka. Ottuka, zaklu~uvame deka ne va`i obratnoto tvrdewe 

na teoremata 6.1.2, odnosno sekoja neprekinata funkcija ne e dife-

rencijabilna.  

Analogno, kako i za grani~na vrednost na funkcija, i ovde mo`e da 

vovedeme poim za lev i desen izvod na funkcija. Za taa cel pretpos-

tavuvame deka funkcijata  y f x  e opredelena na intervalot 

 ,a b  i  ,x a b . 
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6.1.4. Definicija. Lev izvod na funkcija f  vo to~ka x  se narekuva 

levata grani~na vrednost (ako postoi) 

 
   

0
lim .
x

f x x f x
f x

x
 

  
 


 

Analogno, desen izvod na funkcija f  vo to~ka x  se narekuva grani~-

nata vrednost (ako postoi) 

 
   

0
lim .
x

f x x f x
f x

x
 

  
 


 

Funkcija f  ima izvod vo to~kata x  ako i samo ako postojat leviot i 

desniot izvod na funkcijata vo to~kata x  i tie se ednakvi, odnosno 

va`i uslovot    .f x f x    Toga{, imame deka  

     .f x f x f x      

6.1.5. Primeri.  

1) Za leviot izvod i desniot izvod na funkcijata  f x x  vo to~ka-

ta 0x   nao|ame deka  

   
0 0 0

0 0
(0) lim lim lim 1

x x x

x xf x x f x
f

x x x  
     

     
     

  
 

   
0 0 0

0 0
(0) lim lim lim 1

x x x

x xf x x f x
f

x x x  
     

     
    

  
 

odnosno, (0) 1f   , dodeka (0) 1f  . Bidej}i leviot i desniot izvod 

vo to~kata 0x   se razli~ni, mo`eme da zaklu~uvame deka  0f   ne 

postoi.  

2) Da proverime dali funkcijata  
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 
2

2 1, 1

2, 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

e diferencijabilna vo to~kata 1.x   Za leviot i desniot izvod na 

dadenata funkcija vo to~kata 1x   nao|ame deka  

  
     2

0 0

1 2 31 1
(1) lim lim

x x

xf x f
f

x x 
   

            
 

 

                     
 

0

2
lim 2
x

x x

x 

  
 


 

 
     

0 0

2 1 1 31 1
(1) lim lim

x x

xf x f
f

x x 
   

           
 

 

           
0

2 2 1 3
lim 2
x

x

x 

   
 


 

od kade {to zabele`uvame deka    1 1 2,f f     {to zna~i deka  

funkcijata e diferencijabilna vo to~kata 1,x   i pritoa  1 2.f     

            

6.2. Geometriska i mehani~ka interpretacija na izvod 

Tangenta na kriva 

Da go razgledame grafikot na neprekinata funkcija  y f x  defi-

nirana na intervalot  ba,  (slika 71.). Pravata ,AB  kade {to to~ki-

te  0 0, ( )A x f x  i  0 0, ( )B x x f x x     se od grafikot, se vika sekan-

ta na krivata  y f x , opredelena so to~kite A  i .B  Znaeme deka 

koeficientot na pravecot na pravata AB  e ednakov na koli~nikot 
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Slika 71. 

,
y

x




 koj {to e ednakov na tangens od agolot ,  za 0 ,    odnosno 

od agolot me|u sekantata i pozitivniot del od x   oskata. Taka ima-

me deka 

   0 0 .
f x x f xy

tg
x x


  

 
 

 

Neka pu{time to~kata B  da se dvi`i po krivata i da se stremi da se 

sovpadne so to~kata A . Pritoa, vo op{t slu~aj, sekantata ja menuva 

svojata polo`ba. Dokolku postoi grani~na polo`ba na sekantata koga 

to~kata B  se stremi kon to~kata ,A  toga{ pravata {to ja zazema taa 

grani~na polo`ba se vika tangenta na krivata  y f x  vo to~kata 

.A  Nejziniot koeficient na pravec e daden so izrazot 

   
 0 0

0
0

lim
x

f x x f x
tg f x

x


 

  
 


. 

Spored toa, ravenkata na tangentata na krivata  y f x  vo to~kata  
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  0 0,x f x  e dadena so   

      0 0 0 .f x f x f x x x    

Spored toa, izvodot na funkcijata  y f x  vo to~ka 0x  pretstavuva 

koeficient na pravec na tangentata na grafikot na taa funkcija vo 

to~ka od grafikot so apscisa 0,x  {to pretstavuva geometrisko tol-

kuvawe na poimot za izvod. 

6.2.1. Primeri. 

1) Koeficientot na pravecot na tangentata na krivata   3f x x  vo 

to~kata  1,1A  e  1 3.f    Ravenkata na tangentata e  1 3 1 ,y x    

odnosno 3 2.y x    

2) Da gi najdeme to~kite (ako postojat) vo koi {to grafikot na funk-

cijata   3 2f x x   ima tangenta paralelna so x  oskata. Za taa cel 

treba da gi najdeme to~kite vo koi koeficientot na pravecot na tan-

gentata na krivata   3 2f x x   e nula, odnosno   0.f x   Imame de-

ka 23 0 0x x   , od kade {to sleduva deka  0 2.f   Zna~i, vo to~-

kata  0,2  od grafikot, tangentata e paralelna so x  oskata.  

3) Funkcijata  f x x  e definirana za 0.x   Ottamu, mo`eme da 

zboruvame samo za desen izvod vo to~kata 0 0.x   Bidej}i  

 
0 0

0 0 1
' 0 lim lim

x x

x
f

x x 
   

  
   

 
 

imame deka pravata 0x   ( y  oskata) e tangenta na grafikot na fun-

kcijata  f x x  vo koordinatniot po~etok. Geometriski tolkuva-

no, toa zna~i deka grafikot na funkcijata  f x x  se pribli`uva 
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do x  oskata pod agol od o90   koga 0 ,x   odnosno se pribli`u-

va kon y  oskata.  

 

Sredna i momentna brzina kaj pravolinisko dvi`ewe 

Da razgledame najprvo telo koe se dvi`i pravoliniski. Neka  s s t  

e funkcijata koja ja dava zavisnosta na izminatiot pat od vremeto. 

Pod narasnuvawe na patot vo vremenski interval  0 0,t t t  , vo oz-

naka ,s  ja podrazbirame razlikata    0 0 ,s t t s t    odnosno izmi-

natiot pat vo toj vremenski interval. Zna~i, za narasnuvawe na pa-

tot imame  deka  

   0 0s s t t s t     .                                                                       

Sredna brzina na dvi`ewe na telo vo vremenski interval  0 0,t t t   

se narekuva koli~nikot od izminatiot pat s  i izminatoto vreme 

t , odnosno   

   0 0
sr

s t t s ts
v

t t

  
 
 

.                                                          

Me|utoa, vrednosta na srednata brzina na dvi`ewe na teloto vo in-

tervalot  0 0,t t t   ne dava dovolno informacii za karakterot na 

dvi`eweto vo spomenatiot interval. Kolku vremenskiot interval e 

pogolem, tolku prethodniot zaklu~ok e pojasen. Zaradi toa pozna~aj-

no e da se razgleduva vrednosta na srednata brzina za mali promeni 

na vremeto .t  Ako dopu{time intervalot  0 0,t t t    da se stesnuva 

za fiksno 0,t  odnosno ako 0,t   toga{ mo`eme da ja razgleduvame 

grani~nata vrednost 
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   0 0

0 0
lim lim
t t

s t t s ts

t t   

  


 
 

Dokolku taa postoi, se narekuva momentna brzina na teloto vo mo-

mentot 0.t  Zna~i, 

0
0

( ) lim
t

s
v t

t 





.               

Spored toa, izvodot na funkcijata  s s t  vo to~kata 0t  pretstavuva 

momentnata brzina (vo moment od vremeto 0t ) na teloto koe se dvi`i 

pravoliniski po zakonot  s s t , {to pretstavuva mehani~ko tolku-

vawe na poimot za izvod. 

6.2.2. Primeri. 

1) Telo pri dvi`ewe pominuva pat   3 .s t t m  Izminatiot pat po tre-

tata sekunda }e bide   33 3 27s m  . Bidej}i    23s t t  , za momentna-

ta brzina po tretata sekunda imame   2(3) 3 3 3 / 27 / .v s m s m s      

2) Dvi`eweto na telo pri slobodno pa|awe e dadeno so ravenkata 

  21
.

2
s t gt  Negovata brzina vo momentot 0t  e 

 
     0 0

0 0
0

0 0 0

1 1

2 2( ) lim lim lim
t t t

g t t gts t t s ts
v t

t t t     

    
   

  
 

                                         0 0
0

lim 2
2 t

g
t t gt

 
     

                                                                                                                                                                                                     

6.3. Pravila za presmetuvawe na izvod 

Baraweto na izvod po definicija mo`e da ima ogromni analiti~ki  
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pote{kotii, bidej}i dadenata funkcija mo`e da ima slo`ena anali-

ti~ka struktura. Zaradi toa izvedeni se pravila so koi mo`e da se 

najde izvod na site diferencijabilni funkcii. Operacijata so koja 

{to od funkcijata  f x  ja dobivame funkcijata  f x  se vika dife-

rencirawe.  

Vo prodol`enie }e izlo`ime nekolku pravila za diferencirawe. 

Neka se dadeni funkciite  f x  i  g x  koi {to se diferencijabil-

ni vo to~ka x  od intervalot  , .a b  

 

6.3.1. Izvod na zbir i razlika na funkcii  

]e pobarame izvod na funkcijata   y f g x   vo to~kata x  od in-

tervalot  , .a b  Imame deka  

     
     

0
lim
x

f g x x f g x
y x f g x

x 

        


 

                              
       

0
lim
x

f x x g x x f x g x

x 

             


 

                                        
       

0 0
lim lim
x x

f x x f x g x x g x

x x   

     
  

 
        

                                           f x g x    

Dobivme deka izvod od zbir na dve funkcii e edakov na zbirot od 

izvodite na funkciite. Nakuso, zapi{uvame   

       f g x f x g x     .                                                       (6.1) 

Na ist na~in dobivame deka  

       f g x f x g x     .                                                       (6.2) 
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6.3.1.1. Primeri. 

1) Da go najdeme izvodot na funkcijata .ny x x   Koristej}i go pogor-

noto pravilo dobivame deka     1 1.n ny x x n x 
 

        

 

6.3.2. Izvod na proizvod na dve funkcii  

]e pobarame izvod na funkcijata   y f g x   vo to~ka x  od inter-

valot  , .a b  Imame deka  

     
     

0
lim
x

f g x x f g x
y x f g x

x 

        


 

       
0

lim
x

f x x g x x f x g x

x 

      
 


                                                            

           
0

lim
x

f x x f x g x x f x g x x g x

x 

                 


   
   

   
0 0 0

lim lim lim
x x x

f x x f x g x x g x
g x x f x

x x     

     
     

 
 

       f x g x f x g x      

Spored toa, dobivme deka    

           f g x f x g x f x g x       .                                   (6.3) 

Kako posledica, go dobivame praviloto za izvod na proizvod na fun-

kcija so konstanta, odnosno na funkcijata   ,y cf x cR , vo to~kata 

x  od intervalot  , .a b  Imame deka  

                  0y x cf x c f x cf x f x cf x cf x           .            
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Spored toa, praviloto za izvod na proizvod na funkcija so konstan-

ta glasi: 

      cf x cf x                             (6.4) 

6.3.2.1. Primeri. 

1) Da go najdeme izvodot na funkcijata 2sin cos .y x x   Spored pogor-

noto pravilo, dobivame deka  

   2sin cos 2sin cosy x x x x
 

       

                  2 sin cos 2sin sinx x x x


        

               2 22 cos sin 2cos2x x x    .  

2) Za izvodot na funkcijata 32 5sin xy x x e    imame  

       5 52 5sin 2 5sinx xy x x e x x e
           

    5 1 42 5 5 cos 10 5cos .x xx x e x x e          

3) Za funkcijata 3cos 5 sinxy e x x x   imame  

      3 3cos 5 sin cos 5 sinx xy e x x x e x x x
  

       

                     3 3cos cos ] [5 sin 5 sinx xe x e x x x x x
            
   

   

               2 3cos sin 15 sin 5 cosx xe x e x x x x x       
   

 

                  3 25 cos 15 sinx xe x x e x x    .  
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6.3.3. Izvod na koli~nik na dve funkcii 

Neka   0,g x   za sekoe  , .x a b  ]e pobarame izvod na funkcijata 

 
f

y x
g

 
  
 

 vo to~kata x  od intervalot  , .a b  Imame deka  

   

 
 

 
 

0
lim
x

f x x f x

g x x g xf
y x x

g x 

 
   

    
 

 

                   

   
   

   

   0
lim
x

f x x f x g x x g x
g x f x

x x
g x x g x 

     
  

  
  

 

                

   
   

   

   
0 0

0

lim lim

lim
x x

x

f x x f x g x x g x
g x f x

x x
g x x g x

   

 

     
  

 
  

. 

Zaradi teoremata 6.1.2 imame deka    
0

lim
x

g x x g x
 

   , od kade {to 

dobivme deka 

 
       

  
2

f x x f x g xf
x

g g x

    
 

 
.                                      (6.5)    

6.3.3.1. Primeri. 

1) Da go najdeme izvodot na funkcijata ,y tgx
2

,x k k   Z . Ima-

me deka 

 
   

2 2

sin cos sin cossin 1
.

cos cos cos

x x x xx
y tgx

x x x

        
 

 

Sli~no, ako ,y ctgx ,x k k   Z  dobivame deka  
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 
   

2 2

cos sin cos sincos 1
.

sin sin sin

x x x xx
y ctgx

x x x

         
 

  

2) Za funkcijata 
2

4

1

x
y

x





 imame  

     

 

2 2

2 22

4 ( 1) 1 44

1 1

x x x xx
y

x x

      
    

  

 

   
     

   

2 2

2 22 2

1 0 1 2 0 4 1 8

1 1

x x x x x

x x

      


 

= .  

 

6.3.4. Izvod na slo`ena funkcija 

6.3.4.1. Teorema. Neka  y f x  e diferencijabilna vo to~kata 0x  i 

 z g y  e diferencijabilna vo to~kata  0 0 .y f x  Toga{ kompozi-

cijata   z g f x   e diferencijabilna vo to~kata 0x  i va`i 

       0 0 0g f x g y f x   .                                                   (6.6)  

Dokaz. Imame deka    0 0y f x x f x     , odnosno  

   0 0 0f x x f x y y y        . 

Bidej}i f  e neprekinata imame 0y   koga 0.x   Toga{ imame  

   
     0 0

0
0

lim
x

g f x x g f x
g f x

x 

  
  


   

                       
       0 0 0 0

0 0
lim lim
x x

g y y g y g y y g y

x x   

     
  

 
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   
   

   0 0 0 0

0 0 0

lim
x

g y y g y f x x f x

f x x f x x 

     
  

   
 

                      
       0 0 0 0

0 0

lim
x

g y y g y f x x f x

y y x 

     
  

  
 

                   
       0 0 0 0

0 00

lim lim
x x

g y y g y f x x f x

y y x   

     
  

  
              

                 0 0g y f x   

{to zna~i deka izvodot na funkcijata g f  postoi i pritoa va`i ra-

venstvoto (6.6).  

6.3.4.2. Primeri.  

1) Vo primerot 6.1.3. najdovme izvod na funkcijata ,ny x  .nN  So 

pomo{ na teorema 6.3.4.1. }e najdeme izvod na funkcijata ,y x  

, R 0.x   Koristej}i go ravenstvoto ln ,xx e   dobivame deka  

     ln ln ln 11
lnx x xy x e e x e x x

x x
     

                

Specijalno, za 
1

y
x

   nao|ame deka  

   1 2
2

1 1
1y x x

x x

 
         

 
 

dodeka za y x  imame   

   1/2 1/21 1

2 2
y x x x

x

     . 

Da zabele`ime deka vo slu~aj koga funkcijata y x  e opredelena 

pri 0x  , toga{ 1( ) 'x x   .  
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2) Da najdeme izvod na funkcijata .y tgx  Nao|ame deka 

  2

1 1 1

2 2 coscos
y tgx

tgx tgx xx

    


.  

Neka  y f x  e pozitivna funkcija na intervalot  ,a b  i diferen-

cijabilna vo to~kata x  od  interval  ,a b . Toga{, spored teorema 

6.3.4.1. izvodot na funkcijata    ln lnz x y f x   vo to~kata x , 

 
 
 
f xy

z x
y f x


   ,      (6.7) 

se vika logaritamski izvod na funkcijata  y f x  vo to~kata x , a 

postapka e poznata kako logaritamsko diferencirawe.  

U{te pove}e, ako   f x  i  g x  se diferencijabilni vo to~kata ,x  i 

 f x  e pozitivna funkcija na intervalot  ,a b , toga{ za funkcijata 

    g x
y f x  va`i    ln ln ,y g x f x  pa zaradi 6.7. imame deka  

     
 
 

ln ,
f xy

g x f x g x
y f x


   

odnosno  

        
 
 

 ln
g x g x

y f x g x f x f x
f x

 
    

  
.    (6.8) 

6.3.4.3. Primeri.  

1) Da ja razgledame funkcijata xy x , 0x  . Imame ln ln ,y x x  od 

kade {to zaradi 6.8. dobivame deka  ln 1 .xy x x     
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2) Da ja razgledame funkcijata   2 sin( 1) xf x x  . Bidej}i 2 1 0x   ,  

za sekoe xR , mo`e da logaritmirame. Toga{   2ln sin ln( 1)f x x x  , 

od kade {to sleduva deka 
 
   2

2

2 sin
cos ln 1

1

f x x x
x x

f x x


  


, odnosno,   

  2 sin 2
2

2 sin
( 1) cos ln( 1)

1

x x x
f x x x x

x

 
     

 
.  

 

6.3.5. Izvod na inverzna funkcija 

6.5.3.1. Teorema. Ako funkcijata  y f x  e diferencijabilna vo 

to~kata x  i ako postoi inverzna funkcija  1x f y  koja e diferen-

cijabilna vo to~kata 0x  i   0 xf , toga{ funkcijata  1f x  e di-

ferencijabilna vo to~kata  0 0y f x  i pritoa va`i   

    
 

1
0

0

1
f y

f x
 




.                                                                (6.9) 

Dokaz. Mo`eme da zapi{eme    

   
       

1 1
0 0

0 00 0

1
.

f y y f y x

f x x f xy f x x f x

x

    
 

     



Zaradi neprekinatosta na funkcijata   ,y f x  kako i neprekinatos-

ta na inverznata funkcija  1 ,x f y  imame deka 0x   ako i samo 

ako 0y  . So grani~en premin dobivame deka  

   
   

   

1 1
0 01

0
0 0 0 0

lim lim
y x

f y y f y x
f y

y f x x f x

 


   

   
  

   
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     0 0 0 0

1 1
lim .
x f x x f x f x

x

 
 

  



  

6.3.5.1. Primeri.  

1) Funkcijata log ,ay x 1,a  0a   i 0x   e inverzna na funkcijata 

.yx a  Zatoa, so primena na formulata 6.9. dobivame deka 

 
 

1 1 1
log

lnln
a y

y
x

x aa aa

   


, odnosno  

 
1

log ,
ln

a x
x a

   za 1, 0, 0.a a x    

Specijalno, za a e  dobivame deka                                                     

  
1

ln ,x
x

   za 0.x                                                                            

2) Da ja razgledame funkcijata arcsin ,y x 1 1.x    Taa e inverzna 

na funkcijata sin ,x y  .
2 2

y
 

    Izvodot na inverznata funkcija 

}e bide    
 

1

2

1 1 1
,

cos 1
f x

f y y x




  
 

 od kade {to sleduva deka  

   
2

1
arcsin

1
x

x

 


. 

3) Dadena e funkcijata arccos ,y x  1 1.x    Taa e inverzna na funk-

cijata cos ,x y   y0 . Toga{, izvodot na inverznata funkcija }e 

bide    
 

1

2

1 1 1
,

sin 1
f x

f y y x

 
    

 
 od kade {to sleduva deka 
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 
2

1
arccos

1
x

x

  


. 

4) Da ja razgledame funkcijata ,y arctgx .xR  Taa e inverzna na 

funkcijata ,x tgy  .
2 2

y
 

     Izvodot na inverznata funkcija }e 

bide    
 

1
1 2 2
2cos

1 1 1 1
,

1 1
y

f x
f y tg y x




   
  

 od kade {to sleduva  

 
2

1

1
arctgx

x

 


.  

5) Da ja razgledame funkcijata ,y arcctgx Rx . Taa e inverzna na 

funkcijata ctgyx  , 0 .y    Toga{, izvodot na inverznata funkcija 

}e bide    
 

1
2

1 1
,

1
f x

f y x

 
  

 
 od kade {to sleduva deka 

 
2

1

1
arcctgx

x

  


.  

 

6.3.6. Izvod od implicitno zadadena  funkcija  

6.3.6.1. Definicija. Ako funkcijata  y f x  definirana na inter-

valot  ,a b  e zadadena so ravenkata  

 , 0F x y   

toga{ velime deka funkcijata e implicitno zadadena.  

Neka so ravenkata  , 0F x y   implicitno e zadadena diferencija-

bilna funkcija  .y y x  Ako vo ravenkata  , 0F x y   zamenime 

 y y x  dobivame deka   , 0F x y x  , za sekoj  ,x a b . Ako posled-
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noto ravenstvo go diferencirame po x , pri {to smetame deka y  e 

funkcija od ,x  dobivame nova ravenka po ,x  y  i y . So re{avawe na 

ravenkata po y  go nao|ame izvodot na funkcija  y f x .  

6.3.6.2. Primeri.  

1) Da go najdeme izvodot na implicitno zadadenata funkcijata so 

ravenkata 2 2 2 0.x y a    So diferencirawe po x , pri {to smetame 

deka y  e funkcija od ,x  dobivame deka  2 2 2 0 ,x y a


    odnosno, 

2 2 0x yy   od kade {to sleduva deka ' .
x

y
y

    

 

6.4. Izvodi od povisok red 

Neka funkcijata  y f x  e diferencijabilna vo intervalot  ,a b . 

Nejziniot izvod  f x  e funkcija od promenlivata ,x  definirana na 

toj interval. Ako taa funkcija e diferencijabilna vo nekoja to~ka x  

od intervalot  ,a b , toga{ izvodot na   f x  , go narekuvame izvod 

od vtor red na funkcijata  f x  vo to~kata x  i go ozna~uvame so 

 y f x   ili so    2 2
( ).y f x  Zna~i  

    f x f x  . 

6.4.1. Primeri.  

1) Za  2 2 2y x x     imame deka 2 2y x    i 2y  .   

Ako postoi izvodot za funkcijata  f x  vo to~kata x , toga{ toj  e 

izvod od tret red za funkcijata i go ozna~uvame so  y f x   ili so 
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   3 3
( ).y f x  Pretpostavuvame deka e definiran  1n  -viot izvod  

   1n
f x


 na funkcijata  f x  za nekoe .nN  Toga{ n tiot izvod  

na funkcijata  f x  se definira kako izvod na funkcijata    1n
f x


, 

odnosno 

    ( 1) ( )n nf x f x 
   

i se ozna~uva so     ( ).
n n
y f x  

Pritoa imame deka    (0) (0)y f x f x   i      1 (1)y f x f x  .  

Funkcijata koja ima n ti  izvod se vika n  pati diferencijabilna. 

6.4.2. Primeri.  

1) Funkcijata siny x  e proizvolno pati diferencijabilna. Za nej-

zinite izvodi imame  

cos ,y x   sin ,y x    cos ,y x    sinivy x  itn. 

Vo op{t slu~aj, va`i deka 

       4
.

n n
y x y x


   

2) Za funkcijata   ,nf x x  nN , imame  

   1 1 2 ( ), 1 , ..., !,n n n ny nx y nx n n x y n  
       i  

( 1) ( 2) ... 0n ny y    , nN  

3) Za funkcijata , 0,xy a a   imame deka  

  2 ( )ln , ln ln , ..., ln ,x x x n x ny a a y a a a a y a a


     nN   
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Jasno, ako a e , toga{  

 
( )nx xe e , nN .   

 

6.5. Diferencijal na funkcija   

Neka funkcijata  y f x  e diferencijabilna vo to~kata x , odnosno 

neka postoi granicata   

 
   

0 0
lim lim .
x x

f x x f xy
f x

x x   

  
  

 
                            (6.10) 

Ako stavime   

  
   

    ,
f x x f x y

x f x f x
x x


   

     
 

 

nao|ame deka 

   y f x x x x      ,   koga 0.x    

Sega, ako   0,f x   imame deka   

 
   

   0 0 00

( )
lim lim lim 1 1
x x x

f x x x xy x

f x x f x x f x

 

     

      
          

 

bidej}i  
0

lim 0.
x

x
 

   Spored toa, va`i pribli`noto ravenstvo  

   ,y f x x    koga  0x  .  

Proizvodot  f x x   go narekuvame prv diferencijal na funkcijata 

 f x  vo to~kata x  i ozna~uvame  

   dy x f x x   , ili     df x x f x x    ili nakuso  ( )df x f x x  . 
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Bidej}i diferencijalot na funkcijata  f x x  e   1 ,df x x    ili 

nakuso  d x x   imame deka narasnuvaweto na nezavisno promenli-

vata x  e ednakov na prviot diferencijal na nezavisno promenli-

vata .dx  Zatoa mo`e da zapi{eme 

  .dy f x dx              (6.11) 

Od ravenstvoto 6.11. dobivame deka  

 
dy

f x
dx

    ili  
 df x

f x
dx

  . 

Spored toa, zaklu~uvame deka izvodot na funkcijata e ednakov na 

koli~nikot od diferencijalot na zavisno promenlivata so 

nezavisno promenlivata.  

6.5.1. Primeri.  

1) Diferencijal na funkcijata 5( )f x x  e   45dy f x dx x dx  .  

2) Diferencijalot na funkcijata   xf x e  e   .xdy f x dx e dx    

Diferencijalot na funkcija ima ednostavno geometrisko tolkuvawe 

(slika 72.). To~kite M  i N  od grafikot na funkcijata imaat koor-

dinati   ,x f x  i   , .x x f x x     Narasnuvaweto y  e ednakvo 

na dol`inata na otese~kata .PN  Bidej}i tgPQ x   i ( ),tg f x   

imame deka   .PQ dy f x dx  , pa diferencijalot na funkcijata e 

ednakov na dol`inata na otse~kata .PQ   

Zabele`uvame deka funkcijata  y f x  za vrednosti na nezavisno 

promenlivata koi se bliski na vrednosta ,x  se odnesuva kako li-

nearna funkcija. 
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Slika 72. 

Od ravenstvo 6.11. i od pravilata za barawe na izvod na zbir, 

proizvod i koli~nik na dve funkcii, gi imame slednite pravila za 

nao|awe na diferencijal na zbirot, proizvodot i koli~nikot na dve 

funkcii. Imeno, ako  f x  i  g x  se diferencijabilni vo to~kata 

,x  toa{ va`i: 

          ,d f x g x df x dg x     

              ,d f x g x f x dg x g x df x    

  
 
 

       

 2

f x g x df x f x dg x
d
g x g x

  
  

 
,   0.v x   

Dokazot na pogornite svojstva mu go prepu{tame na ~itatelot.  

6.5.2. Primeri.  

1) Da go opredelime diferencijalot na funkcijata   lnf x x x  . 

Imame deka  
1

1dy f x dx dx
x

 
   

 
. Do istiot rezultat doa|ame so 
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primena na pravilata za nao|awe na diferencijal na zbir. Imame  

   
1 1

ln ln 1 .d x x dx x dx dx dx dx
x x

 
       

 
 

Diferencijalot na funkcija mo`e da se iskoristi za pribli`no pre-

smetuvawe na vrednosti na funkcija. Taka, od pribli`noto ravenst-

vo y x   , koga 0x   go dobivame pribli`noto ravenstvo  

     f x x f x f x dx    .            (6.12) 

6.5.3. Primeri.  

1) Da presmetame pribli`no 03,4 . Za taa cel }e ja razgleduvame 

funkcijata ( )f x x  vo to~kata ,x x   kade {to 4x   i 0,03x  . 

Bidej}i  
1

,
2

f x
x

   spored 6.12 imame deka  

1
.

2
x x x x

x
      

Stavaj}i vo poslednata formula 4x   i 0,03x  , go dobivame prib-

li`noto ravenstvo   

1
4,03 4 0,03 2,0075.

2 4
     

Vo op{t slu~aj, ako razgleduvame n  ti koren, go dobivame pribli`-

noto ravenstvo    

0
0 0

0

1
,

n
n n

x
x x x x

n x
      koga 0x  .                             

Spored pogornata formula za 3 25  imame   

...9259,2
27

2

1

1

3

1
13

27

2
1322725

3
3333 






















  
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6.6. Osnovni teoremi vo diferencijalnoto smetawe 

Edna od osnovnite teoremi vo diferencijalnoto smetawe, teoremata 

na Ferma, go dava potrebniot uslov za egzistencija na lokalen ekst-

rem na dadena funkcija.  

6.6.1. Teorema na Ferma. Ako funkcijata  : ,f a b R  ima lokalen 

maksimum vo to~kata  bax ,0   i ako funkcijata e diferencijabilna 

vo taa to~ka, toga{   00  xf .  

Analognoto tvrdewe va`i i za lokalen minimum. 

Dokaz. Neka vo to~kata  bax ,0   funkcijata ima lokalen maksimum. 

Toga{ postoi 0  taka {to za sekoe    0 0, , ,x x x a b     0 ,x x  

imame deka    0xfxf   (vidi teorema 4.4.10.). Ako  00 , xxx  , to-

ga{ imame deka 
   

0
0

0 




xx

xfxf
. Koga 0xx  imame deka   00  xf . 

Sli~no, ako   00 , xxx , toga{ dobivame deka 
   0

0

0.
f x f x

x x





 Vo 

grani~en slu~aj, koga 0xx  imame deka   00  xf . Ottuka sleduva 

deka   00  xf .  

Slu~ajot koga vo to~kata  bax ,0   funkcijata ima lokalen minimum 

se doka`uva analogno.  

 

Geometrisko zna~ewe na teoremata na Ferma  

Ako krivata  y f x  e neprekinata, ima tangenta vo sekoja to~ka i 

ima lokalen ekstrem (minimum ili maksimum ) vo to~kata 0x , toga{ 

tangentata na krivata  y f x  vo to~kata 0x  e paralelna so x os-

kata (slika 73.). 
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6.6.2. Primeri.  

1) Da proverime dali funkcijata   23 1f x x   gi ispolnuva uslovi-

te od teoremata na Ferma na segmentot  1,2 .  Funkcijata e monotono 

raste~ka na segmentot  1,2 .  Toga{, taa ja dostignuva svojata najmala, 

 

Slika 73.  

odnosno najgolema vrednost vo to~kite 0 1x   i 0 2.x   Spored toa, 

funkcijata nema ekstrem vo vnatre{na to~ka od segmentot [1,2] , pa 

zatoa ne gi ispolnuva uslovite od teoremata na Ferma. Da zabele`i-

me deka  1 6 0f     i  2 12 0.f     

2) Funkcijata   3f x x  gi ispolnuva uslovite od teoremata na Fer-

ma na celata realna prava i  0 0,f    no fukcijata nema lokalen 

ekstrem vo to~kata 0 0.x    

So posledniot primer poka`avme deka teoremata na Ferma dava 

potreben, no ne i dovolen uslov za egzistencija na lokalen ekstrem  

na edna funkcija.  
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Teoremata na Rol go dava dovolniot uslov za egzistencija na to~ki 

vo koi izvodot na funkcijata e ednakov na nula.   

6.6.3. Teorema na Rol. Ako funkcijata  : ,f a b R  e neprekinata na 

 ,a b  i diferencijabilna vo intervalot  ba,  i    f a f b , toga{ 

postoi to~ka  bax ,0   takva {to   00  xf . 

Dokaz. Ako go pretpostavime sprotivnoto, deka za sekoe  , ,x a b  

  0,f x   toga{ spored teoremata na Ferma, funkcijata ne gi dostig-

nuva svoite ekstremni vrednosti vo nitu edna to~ka od intervalot 

 ba, . Od druga strana, bidej}i funkcijata e neprekinata na inter-

valot  ba, , spored teorema 4.4.11., postojat to~ki od segmentot vo 

koi taa gi dostignuva svojot maksimum i minimum. Zna~i, funkcijata 

ima ekstremi vo to~kite a  i b . Od uslovot )()( bfaf   sleduva  de-

ka f  e konstanta na segmentot  ba, , odnosno   0,f x   za sekoe 

 ,x a b . Dobivme kontradikcija so pretpostavkata. Spored toa, pos-

toi to~ka  bax ,0   takva {to   00  xf .  

Zabele{ka. So sledniot primer }e poka`eme deka teoremata ne 

mora da va`i ako funkcijata ne e neprekinata vo to~kata a  ili vo 

b , ili ako ne e diferencijabilna vo intervalot  ba, .  

6.6.4. Primeri.  

1) Neka e dadena funkcijata 

 
1 1

, 0 1
1

0, 0, 1

x
f x x x

x x


  

 
  

 

Funkcijata e neprekinata na (0,1), no ima prekin vo to~kite 0x   i 

1.x   Isto taka,    0 1 0.f f   Bidej}i 
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 
 2 2

1 1
0

1
f x

xx
   


 za sekoe  1,0x ,  

sleduva deka ne postoi to~ka  0 0,1x   takva {to va`i   00  xf , 

odnosno ne va`i teoremata na Rol.  

2) Neka dadena funkcijata  

 f x x , za sekoe  1,1 .x    

Funkcijata ne e diferencijabilna vo to~kata 0.x   Za  1,0x   

imame deka   1 0,f x     dodeka za  0,1x  imame deka   1 0.f x    

Zna~i, i vo ovoj primer ne va`i Rolovata teorema.  

3) Funkcijata   3 24 1f x x x x     e neprekinata na segmentot  3,1  

i ima izvod vo intervalot  3,1 . Od teoremata na Rol sleduva deka  

postoi to~ka  0 3,1x    takva {to  0 0f x  . Ponatamu, imame deka   

  23 8 1,f x x x     pa od   0f x   nao|ame deka 1,2
4 13

3
x

 
 , {to 

zna~i deka postojat dve to~ki koi za razgleduvanata funkcija ja za-

dovoluvaat teoremata na Rol, {to e mo`no bidej}i teoremata na Rol 

ne tvrdi edinstvenost na to~ka 0x  so navedenoto svojstvo.  

 

Geometrisko zna~ewe na teoremata na Rol  

 Ako krivata  y f x  e neprekinata na  ba, , ima tangenta vo sekoja 

to~ka  bax ,  i va`i uslovot    f a f b , toga{ tangentata na kri-

vata  y f x  vo nekoja to~ka  bax ,0   e paralelna so x oskata 

(slika 74.). 
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Slika 74. 

6.6.5. Teorema na Lagran` (Teorema za sredna vrednost) Ako funk-

cijata  : ,f a b R  e neprekinata na  ,a b  i diferencijabilna vo 

intervalot  ba, , toga{ postoi to~ka  bax ,0   takva {to   

  
   

0 .
f b f a

f x
b a


 


  

Dokaz. Dokazot na ovaa teorema se izveduva lesno so primena na Ro-

lovata teorema na funkcijata  

   
   

( )
f b f a

F x f x x a
b a


  


.  

Taa e neprekinata na intervalot  ba, , diferencijabilna vo  ba,  i 

va`i )()( bFaF  . Spored teoremata na Rol, postoi to~ka  bax ,0   

takva {to   00  xF , odnosno  
   

0 0,
f b f a

f x
b a


  


 {to treba{e 

da se doka`e.  

Zabele{ka. Teoremata na Lagran` e u{te poznata pod imeto teore-

ma za sredna vrednost ili teorema za kone~ni narasnuvawa. Taa e 



6. Izvodi na funkcii 

 259

obop{tuvawe na teoremata na Rol, bidej}i od     ,f b f a  za ,a b  

sleduva deka 

 
   

0 0.
f b f a

f x
b a


  


  

6.6.6. Primeri.  

1) Da proverime dali funkcijata   23 5f x x   gi ispolnuva uslovi-

te od teoremata na Lagran` na segmentot  2,0 . Dadenata funkcija e 

neprekinata na segmentot  2,0  i diferencijabilna vo intervallot 

 2,0 ,  od kade {to sleduva deka taa gi ispolnuva uslovite od teo-

remata na Lagran` na razgleduvaniot interval. Za to~kata 0x  od 

teoremata na Lagran` imame  

 0 06f x x   i  
   

0
0 2

6
0 ( 2)

f f
f x

 
   

 
 

od kade {to dobivame deka 06 6,x    odnosno 0 1.x    

2) So pomo{ na teoremata na Lagran` mo`e da go doka`eme neraven-

stvoto  

 sin sin ,a b a b    ,a bR   

Funkcijata   sinf x x  e neprekinata na segmentot  ,a b  i diferen-

cijabilna vo intervalot  ,a b . Toga{, zaradi teoremata na Lagran`, 

postoi to~ka  0 ,x a b  takva {to  

 0sin sin cos .b a x b a    

Ottuka sleduva deka  

 0sin sin cos 1 .a b x b a a b        
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Geometrisko zna~ewe na teoremata na Lagran`  

Ako krivata  y f x e neprekinata na  ba,  i ima tangenta vo sekoja 

to~ka od intervalot  ba, , toga{ postoi to~ka  bax ,0   takva {to 

tangentata vo to~kata   00 , xfx  e paralelna so sekantata niz to~ki-

te  )(, afa  i  )(, bfb  (slika 75.). 

 

Slika 75. 

Teoremata za sredna vrednost ima golema teoretska i prakti~na 

primena. ]e izvedeme nekolku posledici od teoremata za sredna 

vrednost i dobienite rezultati }e gi ilustrirame so primeri.   

6.6.7. Posledica. Ako f  e diferencijabilna funkcija vo interva-

lot  ,a b  i   0,f x   za sekoe  , ,x a b  toga{ taa e konstantna funk-

cija, odnosno   ,f x C  za sekoe  , .x a b .  

Dokaz. Neka  1 ,x a b  e fiksirana to~ka i x  proizvolna to~ka od 

intervalot  , .a b  Funkcijata f  gi ispolnuva uslovite od teoremata 
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na Lagran` na intervalot  1,x x  (ili na intervalot  1, .x x ). Spored 

toa, postoi to~ka  0 1,x x x  za koja va`i  

      1 0 1 .f x f x f x x x    

Bidej}i  0 0f x  , dobivame deka    1 .f x f x  ■ 

6.6.8. Primeri.  

1) Da go doka`eme ravenstvoto                          

arcsin arccos ,
2

x x


   za sekoe  1,1 .x   

Za funkcijata   arcsin arccosf x x x  ,  1,1 ,x   imame deka 

 
2 2

1 1
0

1 1
f x

x x
   

 
, za sekoe  1,1 .x   

Spored posledica 6.6.7. imame deka   ,f x C  za sekoe  1,1 .x   Bi-

dej}i  0 arcsin 0 arccos0 0 ,
2 2

f
 

      dobivame deka .
2

C


  Imaj-

}i vo vid deka    1 1 ,
2

f f


     dobivame deka  

arcsin arccos ,
2

x x


   za sekoe  1,1 .x    

6.6.9. Posledica. Ako funkciite f  i g  se diferencijabilni vo in-

tervalot  ,a b  i    f x g x  , za sekoe  ,x a b , toga{ tie se razli-

kuvaat za konstanta, odnosno  

    ,f x g x C   za sekoe  ,x a b . 

Dokaz. Od  diferencijabilnosta na funkciite f  i g  vo intervalot 

 ,a b  i uslovot    f x g x  , za sekoe  ,x a b , imame deka funkci-
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jata f g  e diferencijabilna vo intervalot  ,a b . Zaradi posledi-

ca 6.6.7., od         0,f g x f x g x       za sekoe  ,x a b , sleduva 

deka     ,f x g x C   za sekoe  ,x a b . ■ 

6.6.10. Primeri.  

1) Da go doka`eme identitetot 2 1
sin cos sin .

4 3 6
x x x

    
      

   
 

Funkciite   2 1
sin

4
f x x   i   cos sin

3 6
g x x x

    
     

   
 se diferen-

cijabilni vo intervalot ).,(   Nivnite izvodi se  

  2sin cos sin 2f x x x x    i  

  sin ( 1)sin cos cos
3 6 3 6

g x x x x x
          

                
       

 

cos cos 2 sin 2 .
3 6 2

x x x x
      

          
    

 

Od      ,f x g x   za sekoe ,xR  sleduva deka     ,f x g x C  x .R  

Pritoa, za 0x   imame  
1

0 ,
4

f    i  
1

0 cos sin ,
3 6 4

g
 

     od kade 

{to sleduva deka 0.C   Spored toa    ,f x g x  za sekoe ,xR  {to 

treba{e da se doka`e.  

6.6.11. Teorema na Ko{i. Ako funkciite  , : ,f g a b R  se nepreki-

nati na  ba, , diferencijabilni vo intervalot  ba,  i   0g x   za 

sekoe  , ,x a b  toga{ postoi to~ka  bax ,0   takva {to   

 
 
 

   
   

0

0

f x f b f a

g x g b g a

 


 
. 
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Dokaz. Da zabele`ime deka    g a g b . Navistina, ako    g a g b , 

toga{  funkcijata g  gi zadovoluva uslovite na teoremata na Rol, pa 

sleduva deka za nekoe  ,x a b  va`i   0,g x   {to e vo sprotivnost 

na pretpostavkata.   

Dokazot }e go izvedeme so primena na Rolovata teorema na funkcija-

ta  

   
   
   

    
f b f a

F x f x g x g a
g b g a


  


.  

Taa e neprekinata na intervalot  ba, , diferencijabilna vo  ba,  i 

go ispolnuva uslovot )()( bFaF  . Spored teoremata na Rol sleduva 

deka postoi to~ka  bax ,0   takva {to   00  xF , odnosno  

  
   
   

 0 0 0
f b f a

f x g x
g b g a


  


, 

{to treba{e da se doka`e.  

Zabele{ka. Teoremata na Ko{i e poznata pod imeto teorema za od-

nosot na narasnuvawata na dve funkcii. Da zabele`ime deka taa e 

obop{tuvawe na teoremata na Lagran`. Imeno, za  g x x  od teore-

mata na Ko{i ja dobivame teoremata na Lagran`.  

6.6.12. Primeri.  

1) Za funkcite   2 2 3f x x x    i   3 27 20 5g x x x x     }e poka`e-

me deka gi ispolnuvaat uslovite od teoremata na Ko{i na interva-

lot  1,4 ,  a potoa da }e najdeme soodvetnata to~ka 0.x  Navistina,                         

funkciite f  i g  se neprekinati na interval  1,4 .  Nivnite izvodi, 

  2 2f x x    i   23 14 20,g x x x     se kone~ni vo sekoja to~ka od in-
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tervalot  1,4 .  Osven toa, imame deka   0,g x   za sekoe  1,4 .x   

Spored toa, dadenite funkcii gi ispolnuvaat uslovite od teoremata 

na Ko{i, pa postoi to~ka  0 1,4x   taka {to  

   
   

 
 

0

0

4 1
.

4 1

f xf f

g g g x





 

Toa zna~i deka 0
2

0 0

2 211 2
,

27 9 3 14 20

x

x x




  
 od kade {to dobivame dve 

vrednosti za 0,x  odnosno 0 2x   i 0 4,x   od koi samo to~kata 0 2x   

e vnatre{na, pa spored toa taa e baranata to~ka.  

 

6.7. Lopitalovo pravilo 

6.7.1. Teorema na Lopital. Neka funkciite  , : ,f g a b R  se nepre-

kinati na  ba, , diferencijabilni vo intervalot  ba,  i za nekoe 

 bax ,0   va`i    0 0 0f x g x  . Isto taka, neka ( ) 0,g x   za sekoe 

0.x x  Ako postoi 
 
 0

lim
x x

f x

g x




, toga{ postoi i 

 
 0

lim
x x

f x

g x
 i va`i  

 
 

 
 0 0

lim lim .
x x x x

f x f x

g x g x 





 

Dokaz.  Neka 
 
 0

0lim
x x

f x
x

g x





. Na po~etok }e  pretpostavime deka 0x  e 

kone~en broj. Neka 0  e proizvolno. Toga{ postoi 0  takvo {to  

za sekoe    0 0, ,x x x a b      va`i uslovot 
 
  0

f x
x

g x



 


. Da iz-

bereme   00 , xxx . Funkciite f  i g  gi zadovoluvaat uslovite na 

teoremata na Ko{i na intervalot  xx ,0 , pa zatoa postoi  xxx ,0  za 
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koe {to va`i  
 
  )(

)(

)()(

)()(

0

0

xg

xf

xgxg

xfxf

xg

xf










. Da napomeneme deka isto-

to va`i i koga  00 , xxx  , samo toga{ go razgleduvame segmentot 

 0, xx . Taka, imame  
 
  0
f x

x
g x

   za sekoe  0 0, ,x x x     odnos-

no 
 
 0

0lim .
x x

f x
x

g x
  

Ako 0x  ne e kone~en broj, toga{ dokazot }e bide sli~en na navede-

niot so toa  {to za sekoe    0 0, ,x x x a b      }e va`i 
 
 






xg

xf
 

(ili 
 
 






xg

xf
).  

Zabele{ka. Prakti~nata vrednost na Lopitalovata teorema e vo toa 

{to vo mnogu slu~ai polesno e da se najde grani~nata vrednost na ko-

li~nik od izvodite otkolku grani~na vrednost na koli~nik od sami-

te funkcii. Lopitalovata teorema e poznata pod imeto Lopitalovo 

pravilo. 

6.7.2. Primeri. 

1) Neka  f x tgx x   i   sing x x x  . Spored Lopitalovoto pra-

vilo imame deka   

 
 

22

20 0 0 0

1
1

1 coscoslim lim lim lim
sin 1 cos cos (1 cos )x x x x

f x tgx x xx
g x x x x x x   


 

   
  

 

                 
20

1 cos
lim 2

cosx

x

x


  .  

2) Neka   sinf x x  i  g x x . Zaradi Lopitalovoto pravilo dobi- 
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vame deka  

 
 
 0 0 0

sin cos
lim lim lim 1

1x x x

f x x x

g x x  
   .  

3) Neka    ln 1f x x   i  g x x . So primena na Lopitalovoto 

pravilo imame deka  

 
 

 
0 0 0

1
ln 1 1lim lim lim 1

1x x x

f x x x
g x x  

    .  

4) Neka   1xf x a   i  g x x . Toga{,  

 
 0 0 0

1 log
lim lim lim log

1

x x

x x x

f x a a a
a

g x x  


   .  

Vo prodol`enie }e navedeme u{te nekolku slu~ai, koi {to }e gi 

ilustrirame so primeri, vo koi {to mo`e da se primeni Lopitalovo-

to pravilo. 

 Lopitalovoto pravilo va`i i za slu~aite koga  

   lim lim 0
x x

f x g x
 

   i    lim lim 0
x x

f x g x
 

  .        (6.13) 

Imeno, ako funkciite  f x  i  g x  se diferencijabilni za dovolno 

golemi (po apsolutna vrednost) vrednosti na x  i ako   0,g x   toga{ 

od 
 
  0lim

x

f x
x

g x





 sleduva deka 

 
  0lim

x

f x
x

g x
 . Vo ova }e se uverime 

ako vovedeme smena 
u

x
1

 , pa namesto koli~nikot 
 
 
f x

g x
 go razgledu-

vame koli~nikot 
 
 u
u

g

f
1

1

. 
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6.7.3. Primeri.  

1) Za funkciite  
2

f x arctgax


   i  
1

g x
ax

 , 0,a   nao|ame deka 

   lim lim 0
x x

f x g x
 

  . Toga{, so primena na Lopitalovoto pravilo 

dobivame deka  

 
 

2 22 2

2 2

2 2

12lim lim lim lim 1
1 1x x x x

a
arctgaxf x a xa x

ag x a x
ax a x



   


   



.  

 Lopitalovoto pravilo va`i i za slu~aite koga 

   
0 0

lim lim
x x x x

f x g x
 

  .  

Navistina, bidej}i imame deka 
 
 

 

 

1

1

f x g x

g x

f x

  i 
 
1

0,
f x


 
1

0
g x

  

koga 0xx , ispolneti se uslovite na teoremata na Lopital. Spored 

toa, imame deka  

 
 

 

 

 
 
 
 

 
 

 
 0 0 0 0 0

22

2

1

lim lim lim lim lim
1x x x x x x x x x x

g x

f x g x g x f x g x

f xg x g x f x
f x f x

    



  
        

 

                             
 
 

 
 

 
 0 0 0

lim lim lim ,
x x x x x x

f x f x g x

g x g x f x  


  


 

od kade {to sleduva deka 
 
 

 
 0 0

lim lim 1,
x x x x

f x g x

g x f x 


 


 odnosno  



6. Izvodi na funkcii 

 268

 
 
 

 
 0 0

lim lim
x x x x

f x f x

g x g x 





. 

Analogno, do istiot zaklu~ok doa|ame i vo slu~aj koga .x  

6.7.4. Primeri.  

1) Neka se dadeni funkciite  f x x  i   ,xg x a  kade {to 0   i 

1.a   Da ja najdeme granicata lim .
xx

x

a




 Imame 

aa

x

a

x
xxxx log

limlim
1




 
. 

Ako 1 , toga{ 0
log

lim
1




 aa

x
xx


, dodeka ako 1 , zaradi 1x , 

so povtorna primena na Lopitalovoto pravilo dobivame deka  

aa

x

aa

x

a

x
xxxxxx 2

21

log

)1(
lim

log
limlim












 
.  

Ako 2 , toga{ imame deka 
 

0
log

1
lim

2

2


 

 aa

x
xx


, dodeka ako 2 , 

bidej}i    21  x , povtorno go primenuvame Lopitalovoto pra-

vilo. Vsu{nost, Lopitalovoto pravilo mo`e da se primenuva k pa-

ti, se dodeka ne se dobie 0 k . Toga{, imame deka  

   1 1
lim 0,

log

k

x kx

k x

a a

   



  



  

{to zna~i deka  

 lim 0.
xx

x

a




   

 Lopitalovoto pravilo mo`e korisno da se primeni i slu~aj koga  

  
0

lim 0
x x

f x


  i  
0

lim
x x

g x


 .                           (6.14) 
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Za da ja opredelime granicata     xgxf
xx 0

lim


 zapi{uvame  

   
 

 

 

 
1 1

f x g x
f x g x

g x f x

  , {to zna~i deka se ispolneti uslovite 6.13.   

6.7.5. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata  xx
x

loglim
0

. Imame deka 

 
20 0 0 0

log 1
lim log lim lim lim 0

1 1x x x x

x x
x x x

x x   
    


.  

 Vo slu~aj koga  

   
0 0

lim lim 0
x x x x

f x g x
 

            (6.15) 

za da ja najdeme granicata     xg

xx
xf

0

lim


 stavame       
.

g x
x f x   So 

logaritmirawe na dvete strani dobivame      log log ,x g x f x   od-

nosno  
 
 

 
 

log
log

1 log 1

g x f x
x

f x g x
   , {to zna~i deka se ispolneti 

uslovite 6.13. Pritoa, ako  
0

lim log ,
x x

x a


  toga{ so anitilogaritmi-

rawe dobivame deka   a

xx
ex 




0

lim . 

6.7.6. Primeri.  

1) Da ja najdeme granicata  x
x

x sin

0
lim


.  Stavame   sin .xx x   So loga-

ritmirame dobivame deka  
x

x
xxx

sin1

log
logsinlog  . Toga{, nao|ame 

deka   
20 0 0 0 0

log 1 sin
lim log lim lim lim lim 0

1 sin cos sinx x x x x

x x x
x tgx

x xx x


    
    


.  
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Spored toa, dobivame deka  

1lim 0sin

0



ex x

x
.  

 Vo slu~aj koga  

 
0

lim
x x

f x


  i  
0

lim 0,
x x

g x


  

za da ja opredelime granicata     xg

xx
xf

0

lim


 zabele`uvame deka se 

ispolneti se uslovite 6.15.  

6.7.7. Primeri.  

1) Da ja opredelime granicata 
0

1
lim .

tgx

x x

 
 
 

 Ako stavime  
1
tgx

x
x


 

  
 

, 

so logaritmirawe dobivame deka  
tgx
x

x
tgxx

1

1
log

1
loglog 








 . Toga{ 

nao|ame deka  

   0
sin

limsinlim
sin1

1
lim

1

log
limloglim

002000








 x

x
x

x

x

tgx

x
x

xxxxx
 .  

Spored toa, dobivame deka  

1
1

lim 0

0











e
x

tgx

x
.  

 Neka  
0

lim
x x

f x


  i  
0

lim
x x

g x


 . Da najdeme granicata  

     
0

lim
x x

f x g x


 . 

Imame deka       
 
 0 0

lim lim 1
x x x x

f x
f x g x g x

g x 

 
    

 
. Sega, ako  
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 
 0

lim 1 0
x x

f x

g x

 
   

 
 ispoleti se uslovite od 6.14. Vo sprotivno, ako 

 
 
 
f x

g x
 ne te`i kon 1 koga 0xx , toga{    

0

lim
x x

f x g x


  . 

6.7.8. Primeri.  

1) Da ja opredelime granicata 









 xxx sin

11
lim

0
. Imame  
























  xxx

x

xxx

x

xx

xx

xx xxxx sincos2

sin
lim

cossin

1cos
lim

sin

sin
lim

sin

11
lim

0000
 

                         
 

0
2

0

sincos2lim

sinlim

0

0 













xxx

x

x

x .  

 

6.8. Ispituvawe na funkcii 

6.8.1. Rastewe i opa|awe na funkcija. Intervali na monotonost 

6.8.1.1. Teorema. Neka  : ,f a b R  e diferencijabilna funkcija vo 

intervalot  ba, . Toga{, funkcijata 

 raste vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0,f x   za  ,x a b        

 opa|a vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0,f x   za  , .x a b        

Dokaz. Neka funkcijata  f x  raste vo intervalot  ba,  i  bax , . 

Toga{, za  ,x x a b    imame 
  ( )

0
f x x f x

h

  
 , od kade {to sle-

duva deka   0 xf .  
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Sli~no se poka`uva deka   0 xf  ako funkcijata opa|a vo interva-

lot  ba, .  

Obratno, neka   0,f x   za sekoe  , ,x a b  i neka  baxx ,, 21   se 

proizvolno izbrani. Zaradi teoremata na Lagran`, postoi  0 1 2,x x x  

takvo {to        2 1 2 1 0f x f x x x f x   . Od 012  xx  i  0 0f x  , 

imame deka    12 xfxf  . Ova zna~i deka funkcijata  f x  vo inter-

valot  ba,  monotono raste.  

Sli~no se poka`uva deka  funkcijata monotono opa|a vo intervalot 

 ba,  ako   0 xf .  

6.8.1.2. Primeri.  

1) Funkcijata   ,f x x  R , 0x  , za pozitivni vrednosti na   

raste, dodeka za negativni vrednosti na   opa|a. 

2) Za funkcijata   arcsin , 1 1f x x x     imame   0
1

1

2





x
xf , pa 

taa raste na celata definicionata oblast. 

3) Za funkcijata   arccos , 1 1f x x x     imame   0
1

1

2





x
xf ,   

pa taa opa|a na celata definicionata oblast. 

4) Funkcijata   ,f x arctgx xR , raste na celata realna prava bi-

dej}i   0
1

1
2





x
xf , za sekoe Rx . 

5) Funkcijata   ,f x arcctgx xR  opa|a na celata realna prava bi-

dej}i   0
1

1
2





x
xf , za sekoe Rx . 
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6) Funkcijata   ln ,f x x 0x   raste na definicionata oblast bidej-

}i  
1

0,f x
x

    za sekoe  0,x  .  

Vo sledniot primer }e vidime kako se opredeluvaat intervalite na 

monotonost na dadena funkcija so pomo{ na izvodi.  

6.8.1.3. Primeri.  

1) Da gi najdeme intervalite na monotonost na funkcijata   ,
xe

f x
x

  

0.x   Nejziniot prv izvod e  
2

( 1)xe x
f x

x


  . Bidej}i 0xe   i 2 0x  , 

za sekoe 0,x   imame deka znakot na izvodot zavisi samo od mno`i-

telot 1.x   Pritoa,   0f x   ako i samo ako 1 0x   , odnosno 1,x   i  

  0f x   ako i samo ako 1 0x    i 0,x   odnosno 1x   i 0.x   Spored 

toa, funkcijata  
xe

f x
x

  raste vo intervalot  1,  i opa|a vo in-

tervalite  ,0  i  0,1 .  

 

6.8.2. Lokalni ekstremi 

Od teoremata na Ferma e poznato deka: ako edna diferencijabilna 

funkcija ima ekstrem vo to~kata 0x , toga{   00  xf . No, obratnoto 

tvrdewe ne mora da va`i. Izvodot na funkcija vo nekoja to~ka mo`e 

da bide nula, a taa da nema ekstrem vo nea. Na primer, funkcijata 

  3xxf   vo to~kata 00 x  ima izvod   00 f . No, od   23xxf   

zabele`uvame deka taa raste za site vrednosti na x , {to zna~i deka 

nema ekstrem vo niedna to~ka, pa nitu vo 00 x .  
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Uslovot   00  xf  e potreben, no ne i dovolen za postoewe na ekst-

rem. 

Da vidime sega kako }e doznaeme dali vo to~kata 0x , za koja {to  

  00  xf , funkcijata  ima ekstremna vrednost i, ako ima, dali toa e 

minimum ili maksimum. 

Neka funkcijata f  vo to~kata 0x  e dva pati diferencijabilna i ne-

ka   00  xf . Od teorema 6.1.2. sleduva deka funkcijata f   e nepre-

kinata vo 0x , pa postoi 0  taka {to va`i eden od slednite tri  

slu~ai: 

1. Ako ( ) 0,f x   za sekoe  0 0,x x x   i ako ( ) 0,f x   za sekoe 

 0 0,x x x   , odnosno, ako funkcijata raste do  0xf  i potoa 

opa|a koga argumentot x  raste, toga{ vo to~kata 0x  funkcijata 

dobiva najgolema vrednost  0xf . 

2. Ako   0,f x   za sekoe  0 0,x x x   i ako   0,f x   za sekoe 

 0 0, ,x x x    odnosno, ako funkcijata opa|a do  0xf  i potoa 

raste koga argumentot x  raste, toga{ vo to~kata 0x  funkcijata 

dobiva najmala vrednost  0xf . 

3. Ako   0,f x   za sekoe  0 0,x x x     ili ako   0,f x   za se-

koe  0 0, ,x x x     odnosno, ako izvodot  xf   ne go menuva 

znakot koga x  e vo nekoja okolina na to~kata 0x , toga{ funkcija-

ta nema ekstrem vo to~kata 0x . 

Da zabele`ime, vo prviot slu~aj izvodot na funkcijata  f x  opa|a 

od pozitivni kon negativni vrednosti, dodeka x  raste vo nekoja oko-
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lina na 0x . Toga{ nejziniot izvod od vtor red e negativen, odnosno 

  0 xf . 

Vo vtoriot slu~aj izvodot na funkcijata  f x  raste od negativni 

kon pozitivni vrednosti, dodeka x  raste vo nekoja okolina na 0x . 

Toga{ nejziniot izvod od vtor red e pozitiven, odnosno   0 xf . 

Taka doa|ame do slednoto pravilo iska`ano vo teoremata.  

6.8.2.1. Teorema. Neka  : ,f a b R  e dva pati diferencijabilna 

funkcija vo to~kata 0x  i   00  xf  

 Ako  0 0f x  , toga{ funkcijata vo taa to~ka ima minimum. 

 Ako  0 0f x  , toga{ funkcijata vo taa to~ka ima maksimum.  

Prakti~no, ekstremnite vrednosti na funkcijata  f x  gi nao|ame po 

sledniot redosled: 

1. Najnapred go opredeluvame prviot izvod na funkcijata  f x . 

2. Potoa ja re{avame ravenkata   0 xf . 

3. Za realnite koreni na ravenkata go ispituvame znakot na vtoriot 

izvod na funkcijata  f x , za sekoj koren poodelno. 

6.8.2.2. Primeri.    

1) Da gi opredelime ekstremnite vrednosti na funkcijata   2f x x . 

Go nao|ame najnapred prviot izvodot   xxf 2  i go izedna~uvame so 

nula. Ja dobivame ravenkata 02 x  ~ie {to re{enie e 0x . Vtoriot 

izvod e   2 xf . Go ispituvame znakot na vtoriot izvod vo to~kata 
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0x , odnosno nao|ame  0f  . Bidej}i imame deka   020 f , dade-

nata funkcija vo to~kata 0x  ima minimum ~ija vrednost e   00 f .  

2) Da se opredelat ekstremnite vrednosti na funkcijata   sin ,f x x  

xR . Prviot izvod na funkcijata   xxf cos  go izedna~uvame so 

nula i ja re{avame trigonometriskata ravenka 0cos x . Taa ima bes-

kone~no mnogu re{enija, 
2 1

,
2

k
k

x 


 kZ . Za da vidime vo koi od 

ovie to~ki taa ima minimum, a vo koi maksimum, go nao|ame vtoriot 

izvod  na funkcijata   xxf sin .  

Vo to~kite 2
4 1

,
2

k
k

x 


  kZ , imame deka   012  kxf , {to zna-

~i deka vo tie to~ki funkcijata ima maksimum. Funkcijata ima mini-

mum vo to~kite 2 1
4 1

,
2

k
k

x 


  kZ , bidej}i vo tie to~ki imame de-

ka   0112  kxf .  

 

6.8.3. Konveksnost i konkavnost 

6.8.3.1. Definicija. Neka  : ,f a b R  e diferencijabilna vo inter-

valot  ba, . Velime deka e  

 konveksna vo intervalot  ba,  („dr`i voda“) ako koeficientot na 

pravecot na tangentata vo  ba,  raste.  

 konkavna vo intervalot  ba,  („ne dr`i voda“) ako koeficientot na 

pravecot na tangentata vo  ba,  opa|a. 

 strogo konveksna vo intervalot  ba,  ako koeficientot na prave-

cot na tangentata vo  ba,  strogo raste.  
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 strogo konkavna na intervalot  ba,  ako koeficientot na pravecot 

na tangentata vo  ba,  strogo opa|a (slika 76.). 

 

 konveksna              konkavna  

Slika 76. 

Neposredno od definicijata sleduva slednata teorema.  

6.8.3.2. Teorema. Neka  : ,f a b R  e diferencijabilna vo interva-

lot  ba, . Toga{  taa  e  

 konveksna vo intervalot  ba,  ako i samo ako  f x  raste vo inter-

valot  ba, .  

 konkavna vo intervalot  ba,  ako i samo ako  f x  opa|a vo inter-

valot  ba, . 

 strogo konveksna na intervalot  ba,  ako i samo ako  f x  strogo 

raste vo intervalot  ba, .  

 strogo konkavna vo intervalot  ba,  ako i samo ako  f x  strogo 

opa|a vo intervalot  ba, .   

6.8.3.3. Posledica. Neka  : ,f a b R  e dva pati diferencijabilna 

vo intervalot  ba, . Toga{ taa e  
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 konveksna vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0 xf , za sekoe 

 bax , . 

 konkavna vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0 xf , za sekoe 

 bax , .  

 strogo konveksna vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0 xf , za 

sekoe  bax , . 

 strogo konkavna vo intervalot  ba,  ako i samo ako   0 xf , za 

sekoe  bax , .   

Dokaz. Bidej}i imame deka      xfxf , dokazot sleduva direktno 

od prethodnata teorema.  

6.8.3.4. Primeri. 

1) Funkcijata   ,nf x x  Zn   e  

 konveksna na R  ako n  e paren broj, i strogo konveksna ako 2n . 

 konveksna na  ,0  i konkavna na  0,  ako n  e neparen broj, i 

 konveksna i konkavna na realnata prava ako 1n . 

2) Funkcijata xexf )(  e strogo konveksna na R . 

3) Funkcijata xxf ln)(   e strogo konkavna vo intervalot  ,0 . 

4) Funkcijata xxf sin)(   e strogo konveksna vo   2 1 ,2 ,k k  kZ  

i strogo konkavna vo   2 , 2 1 ,k k   kZ . 

5) Funkcijata arctgxxf )(  e strogo konveksna vo intervalot  0,   

i strogo konkavna vo intervalot  ,0 .  
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6.8.4. Prevojni to~ki 

6.8.4.1. Definicija. Neka  : ,f a b R  e diferencijabilna vo inter-

valot  ba, . Velime deka funkcijata ima prevoj vo to~kata  bax ,0   

ako e  

 strogo konveksna vo intervalot  0, xa  i strogo konkavna vo inter-

valot  0,x b , ili  

 strogo konkavna vo intervalot  0, xa  i strogo konveksna vo inter-

valot  0,x b . 

Potrebnite uslovi za  prevoj se dadeni vo slednata teorema.  

6.8.4.2. Teorema. Ako funkcijata  f x  ima prevoj vo to~kata 0x , i 

ima neprekinat vtor izvod vo istata to~ka, toga{   00  xf . 

Dokaz. ]e pretpostavime deka   00  xf . Ako   00  xf , toga{ zara-

di neprekinatosta na vtoriot izvod imame deka postoi 0  takvo 

{to   0,f x   za sekoe  0 0, ,x x x     odnosno funkcijata e stro-

go konveksna vo intervalot  0 0, ,x x    {to zna~i deka to~kata 

0x  ne e prevojna. Sli~no se poka`uva i ako   00  xf .  

Obratnoto tvrdewe ne e to~no. Na primer, ako 4)( xxf  , imame deka 

  00 f , iako vo to~kata 00 x  funkcijata nema prevoj, tuku ima mi-

nimum.  

Dovolnite  uslovi za  prevoj se dadeni vo slednata: 

6.8.4.3. Teorema. Neka  f x  e tri pati diferencijabilna funkcija 

vo nekoja okolina na to~kata 0x  i neka   00  xf  i   00  xf . Toga{  

to~kata 0x  e prevojna. 
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Dokaz. Da pretpostavime deka  0 0.f x   Od uslovot   00  xf  

imame deka  
     

0limlim
00

0
0

00












 xx

xf

xx

xfxf
xf

xxxx
. Toga{, postoi 

0  taka {to va`i   0 xf , za sekoe  0 0,x x x  , i   0 xf , za 

sekoe  0 0,x x x   . Toa zna~i deka to~kata 0x  e prevojna.  

Dokazot vo slu~ajot koga   00  xf  se sproveduva analogno.  

Prakti~no, prevojnite to~ki na funkcijata  f x  gi nao|ame po sled-

niot redosled: 

1. Najnapred go opredeluvame  vtoriot izvod  f x . 

2. Potoa ja re{avame ravenkata   0 xf . 

3. Za realnite koreni na ravenkata ispituvame dali  f x  e raz-

li~no od nula, za sekoj koren poodelno. 

6.8.4.4. Primeri.  

1) Za funkcijata   3xxf  , to~kata 00 x  e prevojna to~ka. Funkci-

jata e konveksna vo intervalot  ,0  i konkavna vo intervalot 

 0, .  

2) Da gi najdeme prevojnite to~ki na funkcijata   .xf x xe  Nejzini-

te izvodi se  

   1 ,xf x x e       2 xf x x e    i    3 .xf x x e    

Vtoriot izvod na funkcijata    2 xf x x e    se anulira za 2x  , i 

zaradi  2 0f    utvrduvame deka 2x   e prevojna to~ka. Pritoa, bi-

dej}i   0f x   za sekoe  ,2x  , zaklu~uvame deka funkcijata e 
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konveksna vo intervalot  ,2 . Sli~no, zaradi   0,f x   za sekoe 

 2,x  , zaklu~uvame deka funkcijata e konkavna vo intervalot 

 2,x  .  

 

6.8.5. Grafi~ko prika`uvawe na funkcii 

Grafikot na dadena funkcija nagledno ni gi dava karakteristi~nite  

svojstva na funkcijata. Za da go skicirame grafikot na funkcijata 

dadena so analiti~ki izraz obi~no ja koristime slednava {ema: 

1. Ja odreduvame definicionata oblast na funkcijata. 

2. Ispituvame specijalni svojstva na funkcijata:  

 parnost, neparnost 

 periodi~nost  

3. Gi odreduvame prese~nite to~ki na grafikot na funkcijata so 

koordinatnite oski. 

4. Go ispituvame odnesuvaweto na funkcijata vo „krajnite to~ki“  

na definicionata oblast i gi nao|ame asimptotite. 

5. Go presmetuvame prviot izvod na funkcijata i gi opredeluvame 

vrednostite na argumentot za koi toj se anulira.  

6. Gi opredeluvame intervalite na monotonost i ekstremnite vred-

nosti na funkcijata. 

7. Go presmetuvame vtoriot izvod na funkcijata i gi opredeluvame  

vrednostite na argumentot za koi toj se anulira.  

8. Ispituvame konveksnost i gi odreduvame prevojnite to~ki. 

9. Go skicirame grafikot na funkcijata. 
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6.8.5.1. Primeri.  

1) Da go ispitame tekot i da go skicirame grafikot na funkcijata  

  
2

2 1
.

( 1)

x
f x

x





 

1. Funkcijata e opredelena za site vrednosti na x , osven za 1,x   

{to zna~i    ,1 1, .fD       

2. Funkcijata ne e nitu parna nitu neparna. Ne e periodi~na. 

3. Za 0x  imame   1f x   . Isto taka,   0f x   ako 
1

.
2

x   Zna~i, 

to~kata 
1

,0
2

 
 
 

 e prese~na to~ka na grafikot so x  oskata i to~kata 

 0, 1  e prese~na to~ka na grafikot so y  oskata. 

4. Za odnesuvaweto na funkcijata na krai{tata od definicionata 

oblast imame  

1

2

22 1
lim lim 0

1( 1) 2

x

x x

x

x x
x



 


 

  

     

     

1

2

22 1
lim lim 0

1( 1) 2

x

x x

x

x x
x



 


 

  

   

     
21

2 1
lim ,

( 1)x

x

x





     

21

2 1
lim

( 1)x

x

x





 

Horizontalna asimptota e pravata 0.y   

Vertikalna asimptota e pravata 1.x   

Kosi asimptoti nema. 



6. Izvodi na funkcii 

 283

5. Prviot izvod na funkcijata e  
 3

2

1

x
f x

x


 


.    0f x   za 0.x   

6. Za    ,0 1,x     imame   0,f x   {to zna~i funkcijata opa|a 

vo intervalite  ,0  i  1, .  Funkcijata raste vo intervalot  1,0 , 

bidej}i tuka imame deka   0.f x   

7. Vtoriot izvod e  
4

2(2 1)

( 1)

x
f x

x


 


. Imame (0) 2 0f     {to zna~i de-

ka vo to~kata 0x  funkcijata ima minimum. 

8. Vo to~kata 
1

2
x    krivata ima prevoj, bidej}i 

1
0.

2
f
 
   
 

 Kriva-

ta e konkavna vo intervalot 
1

,
2

 
  
 

, dodeka e konveksna vo inter-

valite 
1

,1
2

 
 
 

 i  1, .  

9. Grafikot e prika`an na slika 77. 

 

 

Slika 77. 
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6.9. Zada~i za ve`bawe 

1. Dadena e funkcijata  
1

.f x
x

  Najdi go narasnuvaweto ,y  ako: 

1) 3, 0,1x x            2) 0,2, 0,1x x               3) 1, 0,01x x     

2. Sporedi go narasnuvaweto na funkciite   2f x x  i   3,g x x  ako: 

1) 2, 0,1x x                            2) 1, 0,1x x    

3. Dadena e funkcijata  
1

.f x
x

  Presmetaj gi izvodite:   

1)  1f                   2)  1f                   3)  2f   

4. Najdi gi po definicija izvodite na slednite funkcii: 

1)   3 2f x x                 2)   3f x x                       3)   3f x x  

4)   7 8f x x                 5)   23 7f x x                6)   6 5f x x    

5. Ispitaj dali funkcijata  

  2

1, 0

1, 0

x x
f x

x x

 
 

 
 

e diferencijabilna vo to~kata 0.x   

6. Dali postoi izvod na funkcijata   2
x

f x   vo to~kata 0?x   

7. Najdi gi leviot i desniot izvod na slednite funkcii vo nazna~e-

nite to~ki:  

1)   2 1, 3f x x x                      2)   4 , 4f x x x      
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8. Dadena e funkcijata  
, 1

, 1

x x
f x

x x

 
 


.  Presmetaj   1f  i  1f .  

Dali postoi  1 ?f   

9. Dali slednive funkcii imaat izvod vo nazna~enite to~ki:  

1)   ,f x x  vo 2x                          2)  
1

1

x
f x

x





,  vo 0x     

3)   2sin ,f x x  vo 0x   

10. Najdi go agloviot koeficient na tangentata na grafikot na funk-

cijata   26 7 5f x x x    vo to~kata M  so apscisa 
1

.
2

x    

11. Opredeli ja ravenkata na tangentata na grafikot na funkcijata 

vo to~ka  1,M y  od grafikot, ako: 

1)   2f x x x                    2)  f x x                    3)   2f x x   

12. Od to~kata  2,1M  konstruiraj tangenta na parabolata   2f x x . 

13. Najdi go leviot i desniot izvod na slednite funkcii vo nazna~e-

nite to~ki:  

1)   3 , 0f x x x                     2)   sin , 0f x x x   

a potoa interpretiraj go geometriski dobieniot rezultat.  

14. Edna ~esti~ka se dvi`i vo pozitivna nasoka po prava linija, ta-

ka {to posle t  minuti nejzinata oddale~enost od koordinatniot po-

~etok e   26 .s t t m  

1) Najdi ja srednata brzina na ~esti~kata na intervalot  2,4 . 

2) Najdi ja momentnata brzina vo 0 3.t   
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15. So pomo{ na pravilata za nao|awe na izvod, najdi gi izvodite na 

slednite funkcii: 

1) 4 23y x x                  2) 2 1
y x

x
                       3) 

2 1

1

x
y

x





 

4) 
3 2

2
y

x
                     5) 3 1

3y x x
x

             6) 
1

x
y

x



 

7) 3xy xe                  8) sinxy e x                   9) 
1x

x
y
e




 

10) 2 lny x x            11) 
5

ln

x
y

x x



                 12) 

ln 1

ln 1

x
y

x





 

13) sin cosy x x x     14) 
tg

x
y

x
                15) 

sin

1 cos

x
y

x



 

16) arctgy x x            17) arcsin arccosy x x   

16. Najdi gi izvodite na slo`enite funkcii: 

1)  25
2 1y x              2) 

5

2

1

1

x
y

x

 
  

 
            3)  

20
2 1y x x    

4) 
2

1

1
y

x



              5) 

1

1

x
y x

x





            6) 

2

2

2 1

1

x
y

x x





                

   7) 1 xy e              8) 
2 2x xy e           9) 1xy e   

         10)  2ln 4y x x        11)  ln 1 2y x        12) lny x   

13) 2siny x              14)  sin siny x         15) sin xy e  

16) lny tgx               17)  2ln siny x        18) 
1 sin

ln
1 sin

x
y

x





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19) 
1

arctg
1

x
y

x





       20)  2arcsiny x       21)  arctgy x             

22) tg xy e                 23) sin xy e                24)  ln lny x   

25) ln tg
2

x
y              26)  ln siny x          27)  2ln 1y x x              

17. So pomo{ na logaritamsko diferencirawe najdi gi izvodite na 

slednite funkcii:  

1) ln xy x       2) x yy x      3) 
1
xy x     

4) sin xy x               5)  sin
x

y x                6) 10xtgxy   

18. Koristej}i go praviloto za izvod na inverzna funkcija, najdi gi 

izvodite na slednite funkcii: 

1) y x                  2) 2logy x                   3) 3y x   

19. Najdi gi izvodite na implicitno zadadenite funkcii:  

1) 2 2 5x y      2) 4 22 1 0y y x                3) 2 2 1x y xy    

4) 2ln 2 4x y xy y      5) 
2 2x yy e                        6) 

2 2 2

3 3 3x y a              

20. Najdi gi izvodite od vtor red na slednive funkcii:  

1) 2 3( 1)y x                2)  
2

1

1

x
y

x





                3) 22y x x    

 4) x xy e e             5) 2 lny x x                    6) 
2

1 sin

1

x
y

x





 

22. Koristej}i go diferencijalot na funkcija presmetaj gi pribli`-

no vrednostite na slednite izrazi: 

1) 2)05,3(                           2) 48,99                  3) 0,25e  
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4) ln1,02      5) sin 29                    6) 98,0arctg   

23. 1) Za funkcijata 
1

y
x

   vo to~kata 3x   imame 0,01dy  . Presme-

taj go dx .  

2) Presmetaj go prviot diferencijal na funkcijata 2 2y x x    

pri promena na nezavisno promenlivata od 3 na 3,1.  

24. Najdi dy  ako:  

1) 2 5 6y x x     2) ln( 1)xy e x          3) 
3

1

1

x
y

x





  

25. Ispitaj koi od slednive funkcii gi ispolnuvaat uslovite od teo-

remata na Ferma: 

1)   22 4,f x x     1,4x                   2)   3,xf x e    [0,3]x                  

26. Poka`i deka slednive funkcii gi ispolnuvaat uslovite od teo-

remata na Rol:  

1)   sin ,f x x    0,x                       2)   2 4,f x x     1,1x                       

27. Ispitaj koi od slednive funkcii gi ispolnuvaat uslovite od teo-

remata na Rol:  

  1)   ln(sin ),f x x   
5

,
6 6

x
  

 
 

            2)   1 ,f x x     1,1x              

28. Ispitaj koi od slednive funkcii gi ispolnuvaat uslovite od teo-

remata na Lagran`:  

1)   2 ,f x x   3,4x              2)   3 24 5 2,f x x x x      0,1x                    

Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi ja soodvetnata to~ka 0x  od teo-

remata na Lagran`.  
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29. Na krivata 3y x  najdi to~ka vo koja tangentata e paralelna na 

tetivata {to gi svrzuva to~kite  1, 1A    i  2,8 .B  

30. Doka`i gi slednive neravenstva: 

1) 1 ,xe x   1x                                2) ln(1 ) ,x x   0x   

31. Doka`i gi slednite identiteti: 

 1) arcsin arccos ,
2

x x


   0,1x     2) 
1

,
2

arctgx arctg
x


   0x             

32. Vo koj interval funkciite   cos(arcsin )f x x  i   21g x x  , se 

ednakvi me|u sebe?  

33. Dali funkciite   xf x e  i  
2

21

x
g x

x



 gi ispolnuvaat uslovite 

od teoremata na Ko{i na segmentot ?]3,3[  

34. Najdi ja to~kata 0x  od teoremata na Ko{i za funkciite 

  sinf x x  i   cosg x x  na segmentot .
2

,0 






 
   

35. So primena na Lopitalovoto pravilo, presmetaj gi granicite:  

1) 
4 2

4 22

5 4
lim

3 4x

x x

x x

 

 
  2) 

1

1
lim

1

n

mx

x

x




  3) 

1

ln
lim

1x

x

x 
 

4) 
0

sin
lim

sinx

x x

x x




   5) 

0

1
lim

sin

x

x

e

x


  6) 

0

2
lim

sin

x x

x

e e x

x x





 


  

7) 
2

3

lim
1xx

x

e 
              8) 

0

ln sin 2
lim

lnsinx

x

x
             9) 

2

lim
xx

x

e
 

36. Najdi gi intervalite na monotonost na slednive funkcii:  
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 1)   3 2 1,f x x x x    xR                     2)  
1

,
2

f x
x




 2x    

          3)   ( 1) ,f x x x   0x                             4)   14,3

x

xf x  , 1x   

37. Najdi gi ekstremnite vrednosti na funkciite:  

1) 33y x x               2) 3 4y x x     3) 
1

2 1

x
y

x





  

4) 
2

4

1

x
y

x



                5)  1 xy x e                  6) lny x x  

38. Najdi gi intervalite na konveksnost na funkciite:  

1) 42
2

3

3

23

 x
xx

y       2) 

 
2

1

x

x

e
y

e





              3) 
2

1

x
y   

4) xy ln                              5) 2 xy                   6) xxy ln   

37. Najdi gi prevojnite to~ki na funkciite:  

1) 2 2 3y x x            2) 
1

x
y

x



                     3) 

2

2

1

x
y

x



 

4) 
xe

y
x

                      5)  2ln 1y x x            6) sin ,y x   0,2x  

38. Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na slednite funkcii: 

1) 2 42y x x             2) 
2

2

1

1

x
y

x





              3) 

3

23

x
y

x



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7. Neopredelen integral 

 

7.1. Primitivna funkcija i neopredelen integral 

Vidovme kako od funkcijata   ,f x  koga taa zadovoluva odrdeni us-

lovi, ja dobivame izvodnata funkcija  .f x  Operacijata so koja doa-

|avme do funkcijata  f x  se vika diferencirawe. Zna~i, ako e za-

dadena funkcijata   ,f x  nau~ivme kako, bez golemi te{kotii, da ja 

najdeme izvodnata funkcija  ,f x  se razbira ako postoi. 

Da ja postavime sega i obratnata zada~a. Imeno, ako e zadadena iz-

vodna funkcija : ,f E F  da se najde funkcijata   definirana na 

istoto mno`estvo ,E  za koja va`i    ,x f x  .x E                                                            

7.1.1. Definicija. Neka funkcijata  f x  e definirana na interva-

lot  ba, . Velime deka funkcijata  x  definirana na istiot in-

terval  ba,  e primitivna funkcija na funkcijata  f x  ako e dife-

rencijabilna vo  ba,  i ako va`i    ,x f x   , .x a b  
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7.1.2. Primeri. 

1) Mo`e da proverime deka funkcijata   xx sin  e primitivna fun-

kcija na funkcijata   cos ,f x x ,xR  bidej}i    ,x f x   .xR  

2) Funkcijata  
1

,
1

x
x











1,    e primitivna funkcija na funkcija-

ta   xxf   bidej}i    xfx  . 

3) Mo`e da proverime deka funkcijata   xx e   e primitivna funk-

cija na funkcijata   xexf  .  

Da zabele`ime deka ako  x  e primitivna funkcija na funkcijata 

  ,f x  toga{ i funkcijata   ,x C   kade {to C  e proizvolen realen 

broj, e isto taka primitivna funkcija na funkcijata  f x . ]e poka-

`eme deka site primitivni  funkcii na dadena funkcija se od obli-

kot   .x C   

7.1.3. Teorema. Ako  x  e primitivna funkcija na funkcijata   ,f x  

toga{ i funkcijata  x C   e isto taka primitivna funkcija na 

funkcijata  .f x  U{te pove}e, ako funkciite  x  i  x  defini-

rani vo intervalot  ba,  se primitivni funkciji na funkcijata 

  ,f x  toga{      ,x x C    za sekoe  , .x a b    

Dokaz. Neka      xfxx    i neka      xxxF   . Toga{ imame 

  0,F x   za sekoe  ,x a b . Za da poka`eme deka   ,F x C  za sekoe 

 , ,x a b  }e ja koristime teoremata na Lagran` za sredna vrednost  

Neka  1 2, , ,x x a b  1 2x x  se proizvolno izbrani. Funkcijata  F x  gi 

zadovoluva uslovite na teoremata na Lagran` na  1 2,x x , pa postoi 
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to~ka  0 1 2,x x x  za koja {to va`i       2 1 0 2 1F x F x F x x x   . Bi-

dej}i  0 0F x  , imame deka    12 xFxF  , za sekoi  1 2, , ,x x a b  od-

nosno   ,F x C  za sekoe  ,x a b .  

7.1.4. Definicija. Mno`estvoto na site primitivni funkcii na fun-

kcija  f x  se narekuva neopredelen integral na funkcijata i se oz-

na~uva so 

 f x dx  

Zna~i, ako   x  e primitivna funkcija na funkcijata   ,f x  toga{ 

spored teorema  7.1.3., site drugi primitivni funkcii na  f x  se od 

oblikot   .x C   Toa zna~i deka   

     :f x dx x C C   R , 

za {to ponatamu }e pi{uvame pokratko  

   f x dx x C  . 

Vo definicijata,  xf  se narekuva podintegralna funkcija,  dxxf  

se narekuva podintegralen izraz, i C  se narekuva integraciona kon-

stanta ili konstanta na integrirawe. Simbolot  }e go vikame in-

tegralen znak.  

Operacijata so koja doa|ame do primitivnata funkcija, odnosno do 

neopredeleniot integral, se vika integrirawe.  

Prirodno pra{awe {to se nametnuva e dali sekoja funkcija ima pri-

mitivna funkcija. Vo teorijata na funkcii se utvrduvaat uslovi vrz 

osnova na koi so sigurnost mo`e da se ka`e dali nekoja klasa na 

funkcii ima primitivna funkcija. Ponatamu }e se sre}avame samo so 

funkcii koi imaat primitivni funkcii.  
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Krivite definirani so ravenkata  y x C   se vikaat integralni 

krivi za krivata definirana so ravenkata  .y f x  Zabele`uvame 

deka, koga }e ka`eme deka funkciite  1 x  i  2 x  se primitivni 

funkcii na funkcijata   ,f x  imame deka      1 2 ,x x f x     a toa 

zna~i deka koeficientot na pravecot na tangentata na krivata 

 1y x  za sekoja vrednost na x  e ist so koeficientot na pravec na 

tangentata na krivata  2y x  vo .x  So drugi zborovi, grafikot na 

 2y x  se dobiva so translacija dol` y  oskata na grafikot na 

funkcijata  1 .y x  Za da ja najdeme integralnata kriva koja {to 

minuva niz dadena to~ka  0 0, ,M x y  od ravenstvoto  0 0y x C   ja 

nao|ame integracionata konstanta  0 0 .C y x   Toga{, krivata op-

redelena so ravenkata   0 0( )y x y x     e integralnata kriva koja 

{to minuva niz to~kata  0 0, .M x y   

7.1.5. Primeri.  

1) Da ja najdeme primitivnata funkcija  x  na funkcijata   2f x x  

~ij{to grafik minuva niz to~kata  0 0,2 .M  Znaeme deka funkcijata 

  2y x C x C     e primitivna funkcija na funkcijata  .f x  Od 

ravenstvoto   2
0 0 0 ,y x C x C     za 0 0x   i 0 2y   ja naoѓame in-

tegracionata konstanta 22 0 2.C     Taka, krivata 2 2y x   e in-

tegralnata kriva koja {to minuva niz to~kata  0 0,2 .M   

2) Da ja najdeme funkcijata  f x  ~ija tangenta ima koeficient na 

pravec 23 1x   za sekoja vrednost na x  i ~ij{to grafik minuva niz 
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to~kata (2,8). Koeficientot na pravec na tangentata vo sekoja to~ka 

  ,x f x  e izvodot  f x . Taka, imame deka  

   23 1f x x    

i  f x  e nejziniot integral, odnosno  

    2 3(3 1)f x f x dx x dx x x C       , 

bidej}i  3 23 1x x C x


    . Za da go najdeme ,C  go koristime faktot 

deka grafikot na funkcijata  f x  minuva niz to~kata (2,8). Zatoa, 

zamenuvame 2x   i  2 8f   vo ravenkata za  f x  i ja dobivame C   

38 2 2 C    ili 2.C     

Baranata funkcija e   3 2.f x x x     

7.1.6. Primeri. 

1) Vo primerot 7.1.2. se opredeleni primitivni funkcii na nekoi os-

novni elementarni funkcii. Taka, imame deka 

1. cos sinxdx x C   

2.  
1

, 1
1

x
x dx C


 





   


  

3. x xe dx e C   

Da go zememe vo predvid slu~ajot 1,    za integralot 2., odnosno da 

go presmetame integralot 
1

.dx
x
   Ako 0x   imame deka 

1
lndx x C

x
   ( ln | |x C   bidej}i | |x x ),  
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dodeka za 0x   imame deka 

1
ln( )dx x C

x
    ( ln | |x C   bidej}i | | ).x x   

Da zabele`ime deka prvoto ravenstvo sleduva od  
1

ln x
x

   za 0,x   

dodeka vtoroto, od ravenstvoto  
1 1

ln( ) ( 1)x
x x

   


 za 0.x   Taka, 

imame deka   1
ln x

x
  ,  za 0,x   pa dobivame deka  

4. 
1

lndx x C
x

   

Da zabele`ime deka so  integralot vo  4.  se „popolnuva dupkata“ od 

integralot 2., odnosno za slu~ajot koga 1,    pa integralite 2. i 4. 

mo`e da se kombiniraat vo sledniot oblik  

5. 

1

, 1
1

ln , 1

x
C

x dx

x C



 





  

 
   

 .                          

Vo slednata teorema }e dademe nekolku osnovni pravila za integri-

rawe na funkcii. 

7.1.7. Teorema. Ako  x  e primitivna funkcija na funkcijata  f x  

na intervalot  ba, , toga{ va`at slednite tvrdewa 

1.    x dx x C     

2.    kf x dx k f x dx  ,  \ 0kR  

3.         f x g x dx f x dx g x dx      

Dokaz. 1. Bidejќi    x f x  , togaш  
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     x dx f x dx x C      . 

2. Ako  x  e primitivna funkcija na funkcijata  f x  vo interva-

lot  ba, , toga{ sleduva deka   k x  e primitivna funkcija na fun-

kcijata   kf x  vo istiot interval, kade шto  \ 0 .kR  Zatoa,  

       
C

kf x dx k x C k x k f x dx
k

 
 

     
 

  . 

3. Neka  x  i  x  se primitivni funkcii na funkciite  f x  i  

 g x  soodveno vo intervalot  , .a b  Od svojstva na izvodite, imame  

               ,x x x f x g x f g x              

odnosno   x   e primitivna funkcija na funkcijata   .f g x  

Taka, dobivame deka  

          dxxgdxxfCxxdxxgxf )()()()(  .   

 

7.2. Tablica na nekoi osnovni integrali 

Imaj}i gi predvid izvodite na osnovnite elementarni funkcii (pri-

mer 6.1.3.), i svojstvoto     ,x dx x C     mo`e da izvedeme tabli-

ca na neopredeleni integrali na nekoi elementarni funkcii. Imame  

1. 0 dx C  

2. 1dx x C   

3. 
1

, 1
1

x
x dx C


 





   


  
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4. ln , 0
dx

x C x
x
    

5. x xe dx e C   

6. , 0, 1
ln

x
x a
a dx C a a

a
      

7. sin cosxdx x C    

8. cos sinxdx x C   

9. 
2

, ,
2cos

dx
tgx C x n n Z

x


      

10. 
2

, ,
sin

dx
ctgx C x n n Z

x
        

11. 
2

arcsin
1

dx
x C

x
 


  

12. 
21

dx
arctgx C

x
 


  

13. 2

2
ln 1

1

dx
x x C

x
   


  

14. 
2

1 1
ln

2 11

dx x
C

xx


 


  

Koristej}i ja pogornata tablica i teoremata 7.1.7., }e gi presmetame 

slednite integrali. 

7.2.1. Primeri.  

1)  
3 2

2 23 4 6 3 4 6 3 4 6
3 2

x x
x x dx x dx xdx dx x C              

                                   3 22 6x x x C                            
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2) 

2 1
1 23 3
3 3

23( 1) 2 1 1
2

x x x
dx dx x x dx

x x x

     
    


    

   

1 2
1 2 3 3
3 3

1 1
1

2 2 ln | |
1 2

1 1
3 3

x x
x dx x dx dx x C

x

   
 

       

   
  

    
2 1
3 3

3
6 ln | |

2
x x x C     

3)
28 1 (2 1) [(2 ) 2 1]

(4 2 1)
2 1 2 1

x x x x
x x

x x
dx dx dx

   
    

 
    

         
2 14 2 2 2

ln 4 ln 2 ln 2

x x x x

x C x C
 

        

4) 
2 2

2 2 2

1 1 1 1 1
1 ln

2 11 1 1

x x x
dx dx dx x C

xx x x

   
        

   
    

5) 2 2
2

1
((1 ) 1) 1

cos
tg x dx tg x dx dx tgx x C

x

 
        

 
    

6) 

3 2 5
2

2 3 2 2 5 22 3 6
ln

2 23 2 3 3 9 3
3

3 3

x x
x

dx dx dx x x C
x

x x

   
              

    
    

   

    

7)  
3

2 2 cos2
3sin 2 3 sin 2 3

3 2

x x
x x dx x dx x dx C

 
        

 
    

         
3 3

cos2
3 2

x
x C    (bidej}i ( cos 2 ) 2sin 2x x  )                                

8) 2 21 sin 2 sin 2sin cos cosx dx x x x xdx       

    2sin cos cos sinx x dx x x dx       
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   (sin cos ) sgn(cos sin )x x x x C       

9) Da ja opredelime funkcijata  y f x  ~ij {to koeficient na pra-

vec na tangentata e 14 x  za sekoja vrednost na ,x  i nejziniot gra-

fik minuva niz to~kata  1,2 .   

Znaeme deka koeficientot na pravecot na tangentata vo sekoja to~ka 

 )(, xfx  e izvodot  .f x  Bidej}i   4 1,f x x    dobivame deka   

     2(4 1) 2 .f x f x dx x dx x x C          

Za da ja najdeme integracionata konstanta ,C  go koristime faktot 

deka grafikot na funkcijata minuva niz to~kata (1,2). Ponatamu, 

imame deka 22 2 1 1 ,C     odnosno 1.C    Spored toa, baranata 

funkcija e   22 1f x x x   .  

Da naglasime deka presmetuvaweto na integralite vo golem broj slu-

~ai, ne se sveduva na osnovnite pravila na integrirawe. ]e izlo`i-

me dve metodi koi vo nekoi slu~ai ni pomagaat presmetuvaweto na 

integralite da go svedeme na osnovnite pravila na integrirawe. 

 

7.3. Integrirawe so metod na zamena 

7.3.1. Teorema. Neka funkcijata  x  definirana vo intervalot 

 ba,  e primitivna na funkcijata   ,f t  ,t a b  i neka     ,g x x  

 ,x c d  e diferencijabilna vo intervalot  , .c d  Toga{ postoi pri-

mitivna funkcija na funkcijata     ,f g x g x  , ,x c d  i va`i 

       f g x g x dx g x C                                                    (7.1) 
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Dokaz. ]e poka`eme deka funkcijata  g x   e primitivna funkcija 

za funkcijata      ,f g x g x  , .x c d  Navistina, imame deka  

                 xgxgfxgxgxgxg 



   .   

Vrz osnova na pogornata teorema, namesto da integrirame po promen-

livata x  mo`e da premineme na integrirawe po novata promenliva 

t , taka {to vo integralot ( )f x dx  namesto x  }e pi{uvame  .g t  

Pritoa dx  e diferencijal na funkcijata   ,x g t  odnosno, va`i 

  .dx g t dt  Izborot na funkcijata  x g t  e intuitiven, vo smisla 

deka ne postoi univerzalen metod za nao|awe na spomenatata funk-

cija. Celta na zamenata na promenlivata x  so funkcijata  x g t  e 

dobivawe na poednostaven integral od zadadeniot. Izlo`eniot me-

tod za presmetuvawe integrali se vika metod na zamena ili metod 

na supstitucija. Za ilustracija na metodot na zamena, vo prodol`e-

nie }e dademe nekolku primeri. 

7.3.2. Primeri. 

1) Da go najdeme integralot 2 56( 5 7) (2 5) .x x x dx    Zabele`uvame 

deka podintegralnata funkcija e proizvod na dve funkcii, od koi 

edniot mno`itel 2 5x   e izvod od drugiot mno`itel 2 5 7.x x   Ova 

ni ja sugerira smenata   2 5 7.u x x x    Toga{ ,)52( dxxdu   pa do-

bivame 

52 5 6 2 66( 5 7) (2 5) 6 ( 5 7) .x x x dx u du u C x x C             

Ako     ,f x dx x C   toga{ za , ,a bR  0,a   imame deka  

   
1

.f ax b dx ax b C
a
     
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Navistina, ako stavime   ,g x ax b   toga{   .g x a   Spored teore-

ma 7.3.1. imame     ,a f ax b dx ax b C     od kade {to sleduva de-

ka    

    Cbax
a

dxbaxf  
1

. 

Specijalno, so koristewe na ovaa linearna smena dobivame, na pri-

mer, deka 

  
  1

1
, 0, 1

1

ax b
ax b dx C a

a










     


  

 
1

ln
dx

ax b C
ax b a

  


  

Ako FEf :  e diferencijabilna funkcija na E  i   0,f x   za se-

koe ,x E  toga{ spored teorema 7.3.1. imame deka 

( )
ln ( ) .

( )

f x
dx f x C

f x


   

7.3.3. Primeri. 

1) Za da najdeme tgxdx  voveduvame smena   cos .f x x  Toga{, imame 

deka ( ) sin ,f x x    pa nao|ame deka 
sin

ln cos .
cos

x
tgxdx dx x C

x
      

2) Za da najdeme 
ln

,
x
dx

x
  voveduvame smena .tx e  Toga{ ,tdx e dt  od- 

nosno .
dx

dt
x

  Ottuka dobivame deka  

2 2ln ln
,

2 2

x t x
t dt C C

x
       0.x    
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3) Za da go presmetame neopredeleniot integral 
32 ,xx e dx  voveduva-

me smena 3 .x t  Toga{ imame deka 1 3,x t  2 31
.

3
dx t dt  Za razgledu-

vaniot integral dobivame 

3 32 2 3 2 31 1 1
.

3 3 3
x t t xx e dx t e t dt e C e C         

4) Da go presmetame integralot 2cos .x x dx  So prezapi{uvawe na 

podintegralnata funkcija    

2 21
cos 2 cos

2
x x dx x x dx   

zabele`uvame deka dadeniot integral mo`e da se presmeta so sme-

nata 2 .x t  Toga{ 2 ,xdx dt  pa dobivame deka  

2 21
cos 2 cos

2
x x dx x x dx    

        21 1 1
cos sin sin( ) .

2 2 2
t dt t C x C      

5) Za da go najdeme integralot 
3

4

cos
,

sin

x
dx

x
  voveduvame smena sin .x t  

Toga{, imame deka cos ,xdx dt  pa za razgleduvaniot integral dobi-

vame deka 

3 2 2 2

4 4 4 4

cos cos 1 sin 1
cos cos

sin sin sin

x x x t
dx x dx x dx dt

x x x t

 
        

                          4 2
3 3

1 1 1 1
( ) .

sin3 3sin
t t dt C C

t xt x

                       

6) Da go presmetame integralot .
ln

dx

x x
  Voveduvame smena ln ,x t  od  
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kade {to dobivame deka 
1

.dx dt
x

  Toga{, dadeniot integral se sve-

duva na osnoven integral, odnosno  

1 1
ln | | ln | ln | .

ln ln

dx dx
dt t C x C

x x x x t
         

7) Za da go presmetame neopredeleniot integral 
4

,
1

x
dx

x
  vovedu-

vame smena 2 .x t  Toga{, imame deka ,
2

dt
xdx   pa za razgleduvaniot 

integral dobivame deka   

2
4 2

1 1 1
.

2 2 21 1

x dt
dx arctgt C arctgx C

x t
    

 
                              

8) Da go presmetame integralot 
2

(1 )
.

1

x x

x

e e
dx

e




  So voveduvawe na sme-

nata ,xe t  imame deka ,xe dx dt  pa za dadeniot integral dobivame 

deka   

2 2 2

(1 ) 1 1

1 1 1

x x x
x

x x

e e e t
dx e dx dt

e e t

  
  

  
                

                   
2 2 2

2
arcsin .

1 1 2 1

dt tdt tdt
t

t t t


   

  
    

Za integralot od desnata strana na poslednoto ravenstvo voveduva-

me smena 21 ,t s   od kade {to sleduva deka 2 .t dt ds   Toga{, za da-

deniot integral imame deka   

2

(1 )
arcsin arcsin

21

x x

x

e e ds
dx t t s C

se


     


   

                     2 2arcsin 1 arcsin( ) 1 .x xt t C e e C          
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7.4. Integrirawe so metod na parcijalna integracija 

Neka )(xu  i  xv  se diferencijabilni funkcii vo nekoj interval. 

Poa|aj}i od ravenstvoto              ,u x v x u x v x u x v x


    so integ-

rirawe nao|ame deka  

                  ,u x v x u x v x dx u x v x dx u x v x dx


        

od kade {to dobivame deka  

             dxxvxuxvxudxxvxu                                        (7.4.1) 

So pogornata diskusija ja doka`avme slednata teorema. 

7.4.1. Teorema. Neka funkciite )(xu  i  xv  se diferencijabilni vo 

nekoj interval. Ako vo toj interval postoi primitivna funkcija za 

funkcijata     ,u x v x  toga{ postoi primitivna funkcija za funkci-

jata     ,u x v x  i pritoa va`i 

           u x v x dx u x v x v x u x dx    .  

Ravenstvoto (7.4.1) dava mo`nost da go najdeme integralot  dxvu  

ako mo`e da go najdeme integralot  dxuv . Ovaa metoda se narekuva 

parcijalna (delumna) integracija, ili integracija po delovi.   

7.4.2. Primeri.  

1) Da go najdeme integralot cos .x x dx  So cel da ja primenime for-

mulata (7.4.1.) stavame    u x x i dxxdv cos . Ponatamu, treba da ja 

najdeme funkcijata   ,v x  odnosno da go najdeme integralot cos ,x dx  

poto~no, da najdeme edna primitivna funkcija na funkcijata cos x . 

Imame deka ( ) cos sin .v x x dx x   Ovde nema da ja zapi{eme konstan-
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tata na integracija, zatoa {to ni e dovolna samo edna primitivna 

funkcija. Bidej}i ,du dx  imame deka 

cos sin sin sin cos .x x dx x x x dx x x x C       

Se razbira deka pri opredeluvawe na funkcijata ( )v x  namesto sin x  

mo`evme da izbereme koja bilo primitivna funkcija na funkcijata 

cos ,x  odnosno koja bilo funkcija od oblik 1sin ,x C  kade {to 1C  e 

nekoja konstanta. Me|utoa, na krajot od presmetuvaweto bi go dobile 

istiot rezultat. Imeno, imame deka   

1 1cos (sin ) (sin )x x dx x x C x C dx       

                 1 1sin sinx x C x xdx C dx        

                    1 1sin cos sin cos .x x C x x C x C x x x C          

Kako {to mo`eme da zabele`ime od posledniot primer, integrirav-

me dva pati, najprvo go najdovme integralot cos xdx  ( dv ), a potoa 

integralot sin x dx  ( .vdu ). I vo op{t slu~aj, so primena na ovoj me-

tod, nao|aweto na integralot udv  se sveduva na nao|awe najprvo na 

integralot ,dv  a potoa na integralot .vdu  Ottuka i doa|a imeto na 

ovoj metod, metod na parcijalna integracija ili integrirawe po de-

lovi. 

7.4.3. Primeri.  

1) Da go najdeme integralot ln .xdx  Stavame   lnu x x  i   1.v x   To-

ga{ imame deka  
1

u x
x

   i   1 ,v x dx x   pa dobivame deka  

   
1

ln ln ln (ln 1) .xdx x x x dx x x x C x x C
x

           
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2) So metodot na parcijalna integracija mo`e da go presmetame in-

tegralot 2 ln .x x dx  Ako stavime ln ,u x  2 ,dv x dx  toga{ nao|ame 

deka 
1

,du dx
x

  
3

2 .
3

x
v x dx   Sega, imame deka  

3 3 3 3 3
2 21 1

ln ln ln ln .
3 3 3 3 3 9

x x x x x
x x dx x dx x x dx x C

x
          

3) Za presmetuvawe na integralot 2 ,xx e dx  stavame 2 ,u x  .xdv e dx  

Toga{, imame deka 2 ,du xdx  .x xv e dx e   So zamena vo formulata  

za parcijalna integracija dobivame deka   

   2 2 22 2x x x x xx e dx x e e x dx x e xe dx        

                          2 22( ) ( 2 2) .x x x xx e xe e C x x e C          

Ponekoga{ e potrebno istiot metod da go primenime na integralot 

.vu dx  Mo`e da se slu~i pri povtornata primena na parcijalna in-

tegracija da se dobie po~etniot integral. Vo takvi slu~ai, se dobiva 

linearna algebarska ravenka za baraniot integral, od kade {to toj 

se dobiva. ]e go ilustrirame toa na slednite primeri.  

7.4.4. Primeri.  

1) Za da go najdeme integralot cosxe xdx  so metodot na parcijalna 

integracija stavame   xexu   i   cos .v x x   Toga{, dobivame deka 

  xexu   i   sin ,v x x  pa nao|ame deka 

 cos sin sin .x x xe xdx e x e xdx     

Da stavime sega   xu x e  i   sin .v x x   Toga{, imame deka   xu x e   

i   cos ,v x x   pa za integralot na desnata strana dobivame deka 
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sin cos cos .x x xe xdx e x e xdx     

Kone~no, imame deka  

cos sin cos cos ,x x x xe xdx e x e x e xdx      

pa so re{avawe na ravenkata po neponatiot integral dobivame deka 

 
1

cos sin cos .
2

x xe xdx e x x C      

2) Da go opredelime integralot 
2 2

,
( )

n n

dx
I

x a



 1,2,3,...,n   0.a   Ako 

izbereme   2 2( ) nu x x a    i   1,v x   toga{, so integrirawe i dife-

rencirawe nao|ame deka  
 

1
2 2

2
n

nx
u x

x a


  



 i   ,v x x  pa so meto-

dot na parcijalna integracija dobivame deka  

2

2 2 2 2 1
( ) ( ) 2 .

( ) ( )
n n n

x x
I u x v x u vdx n dx

x a x a 
   

 
   

Ottuka imame deka 

2 2 2 2

2 2 1 2 2 1

( )

( ) ( )n n

x x a a
dx dx

x a x a 

 
 

 
                 

                      2 2
12 2 2 2 1

1
.

( ) ( )
n nn n

dx
dx a I a I

x a x a


   
 

   

Spored toa, 2
12 2

2 2 ,
( )

n n nn

x
I nI na I

x a
  


od kade {to sleduva deka 

 1 2 2 2 2

1 2 1
.

2 ( ) 2
n nn

x n
I I

na x a na



 


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Poslednoto ravenstvo e, vsu{nost, rekurentna formula za odreduva-

we na funkcijata .nI  Bidej}i imame deka 1 2 2

1
,

dx x
I arctg C

a ax a
  


  

so dobienata rekurentnata formula go dobivame sledniot integral, 

odnosno 2 12 2 2 2 2 2 2 3

1 1 1 1
,

2 ( ) 2 2 ( ) 2

x x x
I I arctg C

aa x a a a x a a
    

 
itn. 

Da zabele`ime deka pri presmetuvawe integrali, mnogu ~esto se 

kombiniraat metodite na zamena i parcijalna integracija. 

7.4.5. Primeri.  

1) Integralot arctg x dx  }e go presmetame so kombinirana primena 

na metodot na integrirawe po delovi i metodot na zamena. Ako sta-

vime ,u arctgx ,dv dx  toga{ imame deka 
2

1
,

1
du dx

x



 ,v x  pa do-

bivame deka   

2

1 1 1

21
arctg x dx xarctg x x dx xarctg x dt

tx
    


    

                  21 1
ln | | ln(1 ) .

2 2
xarctg x t C xarctg x x C        

Vo posledniot integral ja vovedovme smenata 21 ,x t   
1

.
2

xdx dt                                                                                                                                           

2) Za da go najdeme integralot 
arcsin

,
x
dx

x
  sli~no kako i vo pret-

hodniot slu~aj, }e gi koristime metodot na parcijalna  integracija i 

metodot na zamena. Prvo, ja voveduvame smenata ,x t  
1

2 ,dx dt
x

  

a potoa go primenuvame metodot na parcijalna integracija. Stavame 

arcsin ,u t  ,dv dt  
2

1
,

1
du dt

t



 ,v t  pri {to dobivame deka  
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2

arcsin 1
2 arcsin 2 arcsin 2

1

x
dx t dt t t t dt

x t
   


    

                               
2

1
2 arcsin 2

1
t t t dt

t
  


   

 (voveduvame smena 21 ,t s   2t dt ds  )                              

                              
1

2 arcsin 2 arcsin 2t t ds t t s C
s

       

                              22 arcsin 2 1 2 arcsin 2 1 .t t t C x x x C         

Da zabele`ime deka e zgodno metodot na parcijalna integracija da 

go koristime vo slu~ai koga: 

 1) Podintegralnata funkcija sodr`i edna od funkciite  

ln ,x  ln ( ),x  arcsin ,x  arccos ,x  ,arctgx  ,arcctgx   

kako mno`itel. Ako edna od ovie funkcii e   ,u x  toga{ elementot 

na integracija vdu  od noviot integral  obi~no  e mnogu poednostaven 

od po~etniot integral.   

2) Podintegralnata funkcija e od oblik  

( ) ,axP x e  ( )sin ,P x ax   ( )cos ,P x ax   

pri {to ( )P x  e polinom od x . Ako izbereme ( )P x  kako ( ),u x  toga{ vo 

noviot integral podintegralnata funkcija e od ist tip, samo stepe-

not na polinomot e pomal. So izbirawe na ovoj polinom kako ( ),u x  

povtorno go namaluvame stepenot na polinomot, itn.  

3) Podintegralnata funkcija e od oblik  

 sin ,axe bx  cos ,axe bx   sin ln ,x   cos ln ,x  itn.  

So primenuvawe dva pati parcijalna integracija, dobivame linearna 

algebarska ravenka vo odnos na po~etniot integral. 
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7.5. Presmetuvawe na nekoi va`ni tipovi integrali 

Praktikata poka`uva deka metodot na zamena, kako i metodot na in-

tegrirawe po delovi, i pokraj svojata univerzalnost, ne sekoga{ br-

zo i efikasno go nao|aat integralot vo kone~en vid. Od tie pri~ini 

razvieni se specijalni kombinirani tehniki i metodi, za oddelni 

klasi podintegralni funkcii, koi po~ivaat na nivnite specifi~ni 

svojstva. Vo prodol`enie, do samiot kraj na ovaa glava }e se zadr`i-

me na metodite za integrirawe na nekolku klasi od funkcii.  

 

7.5.1. Integrali od vidot 
2 2

dx

x a
  

Da go presmetame integralot od vidot  

2 2

dx

x a
                                                                                     (7.1)   

Ako stavime  

2 2 2 2

1 ( ) ( )
,

A B A x a B x a

x a x ax a x a

  
  

  
 

identificiraj}i go polinomot ( ) ( )A B x a A B    so 1, dobivame deka 

0A B   i ( ) 1,a A B   od kade {to sleduva 
1

2
A

a
  i 

1
.

2
B

a
   Spo-

red toa, imame deka 

 
2 2

1 1 1 1 1
ln .

2 2

x a
dx dx C

a x a x a a x ax a

 
    

    
   

Ovoj metod se narekuva metod na neopredeleni koeficienti. Da na-

pomeneme deka ovoj metod e podetalno izlo`en vo materijalot za 

transformacija na racionalni dropki vo zbir od prosti dropki, po-

mesten vo dodatokot na u~ebnikot.  
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7.5.1.1. Primeri.   

1) Integralot 
2 1

dx

x 
  }e go presmetame so primena na metodot na 

neopredeleni koeficienti na podintegralnata funkcija. Go dobiva-

me razlo`uvaweto   

2

1 1 1 1 1
.

2 1 2 11 x xx
  

 
 

So primena na metodot na zamena za razgleduvaniot integral, dobi-

vame deka   

 
2

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 21

dx dx dx dt ds
dx

x x x x t sx

 
       

     
       

             
1 1 1 1 1

ln | | ln | | ln ln .
2 2 2 2 1

t x
t s C C C

s x


      


 

pri {to ja vovedovme smenata 1 ,x t   ,dx dt  1 ,x s   .dx ds   

 

7.5.2. Integrali od vidot 
2 2

dx

x a
   

So cel da go presmetame integralot od vidot  

2 2

dx

x a
                                        (7.2)                                                                          

najnapred }e ja transformirame podintegralnata funkcija, odnosno 

}e zapi{eme   

2 2 2 2

1
.

1

dx dx

x a a x

a


  

 
 

   

Toga{, so voveduvawe na smenata 
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 ,
x
t

a
  

1
,dx dt

a
   

dadeniot integral se sveduva na tabli~en integral, pri {to dobiva-

me deka   

2 2 2

1 1 1
.

1

dx dt x
arctgt C arctg C

a a a ax a t
    

 
    

7.5.2.1. Primeri.   

1) Za integralot 
2

,
9

dx

x 
  so transformacija na podintegralnata fun-

kcija i primena na metodot na zamena dobivame deka 

2 2 2

1 1 1 1
.

9 3 3 3 39 1
1

3

dx dx dt x
arctgt C arctg C

x tx
     

  
 

 

     

 (vovedovme smena  ,
3

x
t  

1
.

3
dx dt )  

7.5.3. Integrali od vidot 
2

dx

ax bx c 
  

Za da go presmetame neopredeleniot integral  

2
.

dx

ax bx c 
                                                (7.3)                                                                                                           

kvadratniot trinom, {to se nao|a vo imenitelot, }e go zapi{eme ka-

ko zbir ili razlika na kvadrati. Imame deka 

 
2 2

2 2
22 4

b c b c b
ax bx c a x x a x

a a a a a

     
                     

 

       

2
2

2

b
a x k

a

  
    

   
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kade {to 
2

2
2

.
4

c b
k

a a
    Pritoa izbirame znak plus ili minus vo za-

visnost od toa dali korenite na kvadratniot trinom se kompleksni 

broevi ili realni broevi. Po izvr{enata transformacija na kvad-

ratniot trinom, razgleduvaniot integral mo`e da go zapi{eme vo 

sledniot oblik  

2 2
2

1
.

2

dx dx

aax bx c b
x k

a


   

  
 

   

So voveduvawe na smenata  

,
2

b
x t

a
   ,dx dt   

za dadeniot integral nao|ame deka 

2 2 2

1
.

dx dt

aax bx c t k


  
   

Spored toa, so pogornite transformacii i vovedenata smena, prob-

lemot na presmetuvawe na integralite od vidot 7.3. se sveduva na 

problemot na presmetuvawe na integrali od vidot 7.1. ili 7.2.  

7.5.3.1. Primeri.  

1) Za integralot 
2 4 5

dx

x x 
  imame deka korenite na kvadratniot 

trinom se realni, pa transformacija na podintegralnata funkcija i 

primena na metodot na zamena dobivame deka  

2 2 2

1 3 1 5
ln ln .

6 3 6 14 5 ( 2) 9 9

dx dx dx t x
C C

t xx x x t

 
     

     
    

(vovedovme smena  2 ,x t   .dx dt )  
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2) Kvadratniot trinom kaj integralot 
2 4 4

dx

x x 
  e poln kvadrat. So 

transformacija na podintegralnata funkcija i primena na metodot 

na zamena, dobivame  

2 2 2

1 1
.

24 4 ( 2)

dx dx dt
C C

t xx x x t
       

  
    

(vovedovme smena  2 ,x t   .dx dt )  

3) Podintegralnata funkcija na integralot 
2 2 3

dx

x x 
  sodr`i kvad-

raten trinom ~ii{to koreni se kompleksni broevi, pa so transfor-

macija na podintegralnata funkcija i primena na metodot na zamena, 

dobivame deka   

 
2 2 2

1

2 22 3 ( 1) 2 2

dx dx dt t
arctg C

x x x t
    

    
    

                             
1 1

.
2 2

x
arctg C


    

(vovedovme smena  1 ,x t   .dx dt )  

 

7.5.4. Integrali od vidot 
2

Mx N
dx

ax bx c



 
  

Za nao|awe na integralite od vidot  

2

Mx N
dx

ax bx c



 
                                               (7.4)                                                                                                        

}e ja transformirame podintegralnata funkcija na sledniov na~in: 

2 2

(2 )
2 2

M Mb
ax b N

Mx N a a
dx dx

ax bx c ax bx c

 
      

   
   
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2 2

2
.

2 2

M ax b Mb dx
dx N

a aax bx c ax bx c

  
   

    
   

Na toj na~in, razgleduvaniot integral e pretstaven kako zbir od dva 

integrali. Za nao|awe na prviot od dvata integrali ja voveduvame 

smenata  

2 ,t ax bx c    (2 ) .dt ax b dx    

Toga{, dobivame deka                                                       

2
2

2
ln | | ln | | .

ax b dt
dx t C ax bx c C

tax bx c


      

 
   

Vtoriot integral e od vidot 7.3. i za nego ve}e prezentiravme metod 

za re{avawe.      

7.5.4.1. Primeri.    

1) Da go najdeme integralot 
2

1
.

1

x
dx

x x



 
  Korenite na kvadratniot 

trinom vo imenitelot se realni broevi, pa za dadeniot integral 

imame deka   

2 2 2 2

1 1
(2 1)

1 1 2 1 12 2
2 21 1 1 1

x
x x dx

dx dx dx
x x x x x x x x

 
 

   
       

     

                      
2 2

1 1 1 1
ln | |

2 2 2 21 5 1 5

2 4 2 4

dt dx dx
t

t
x x

    
   

      
   

    

                  21 1 2 1 5
ln | 1| ln .

2 2 5 2 1 5

x
x x C

x

 
    

 
 

        (za prviot integral vovedovme smena 2 1,t x x   (2 1) .dt x dx  ) 
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2) Podintegralnata funkcija kaj integralot 
2

3 1

4 4

x
dx

x x



 
  ima kvad-

raten trinom vo imenitelot koj e poln kvadrat. Vo ovoj slu~aj dade-

niot integral mo`e da go pretstavime vo kone~en vid na na~inot ka-

ko {to sleduva 

2 2 2 2

3
(2 4) 5

3 1 3 2 42 5
24 4 4 4 4 4 4 4

x
x x dx

dx dx dx
x x x x x x x x

 
 

   
       

     

         
2 2

3 3
5 ln | | 5

2 2( 2) ( 2)

dt dx dx
t

t x x
    

 
    

                                       23 5
ln | 4 4 | .

2 2
x x C

x
    


  

      (smenata za prviot integral glasi 2 4 4,t x x   (2 4) .dt x dx  ) 

3) Kaj integralot 
2

3 5

4 8

x
dx

x x



 
  korenite na kvadratniot trinom vo 

imenitelot se kompleksni broevi. So pogorniot metod, dadeniot 

integral mo`e da go izrazime preku slednive elementarni funkcii 

2 2 2 2

3
(2 4) 1

3 5 3 2 42
24 8 4 8 4 8 4 8

x
x x dx

dx dx dx
x x x x x x x x

 
 

   
       

     

       
2

3 3 1 2
ln | |

2 2 2 2( 2) 4

dt dx x
t arctg

t x


    

 
   

                        23 1 2
ln | 4 8 | .

2 2 2

x
x x arctg C


       

        (smenata za prviot integral e 2 4 8,t x x   (2 4) .dt x dx  ) 
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7.5.5. Integrali od vidot 
2 2

dx

x k
  i 

2 2

dx

k x
  

Za nao|awe na integralite od vidot  

          
2 2

dx

x k
                                                                                   (7.5)    

so smenata  

2 2x k t x     

dobivame deka 2 2 2 22 ,x k t tx x     odnosno 2 22 .t tx k    So dife-

rencirawe na poslednoto ravenstvo dobivame 0,tdt xdt tdx    od 

kade {to sleduva deka ,
dx dt

t x t



 odnosno, imame deka  

2 2
.

dx dt

tx k



 

Toga{, za baraniot integral dobivame deka 

2 2

2 2
ln | | ln | | .

dx dt
t C x x k C

tx k
      


    

7.5.5.1. Primeri.   

1) Da go najdeme integralot 
2

.
4

dx

x 
  So voveduvawe na smena razg-

leduvaniot integral se sveduva na tabli~en integral, odnosno do-

bivame deka  

2

2
ln | | ln | 4 | .

4

dx dt
t C x x C

tx
      


    

(vovedovme smena 2 4 ,x t x    
2 4

dx dt

tx



) 
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2) Za da go presmetame integralot 
2 5

dx

x 
  so prezentiranata smena   

dobivame deka   

2

2
ln | | ln | 5 | ,

5

dx dt
t C x x C

tx
      


   

pri {to vovedovme smena 2 5 ,x t x    
2

.
5

dx dt

tx



  

Metodot na nao|awe na integrali od vidot  

2 2

dx

k x
                                                                                       (7.6) 

se sostoi vo negovo sveduvawe do tabli~en integral so pomo{ na me-

todot na zamena. Za taa cel }e ja transformirame podintegralnata 

funkcija, na sledniov na~in 

2 2 2

1
.

1

dx dx

kk x x

k


  

  
 

   

Voveduvame smena  

,
x
t

k
  

1
.dx dt

k
   

Toga{ za dadeniot integral dobivame deka  

2 2 2
arcsin arcsin .

1

dx dt x
t C C

kk x t
    

 
   

7.5.5.2. Primeri.   

1) Da go presmetame integralot 
2

.
9

dx

x
  Otkako }e ja transformi- 
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rame podintegralnata funkcija, voveduvame smena  

,
3

x
t  

1
.

3
dx dt   

Toga{ za dadeniot integral dobivame deka    

2 2 2

1
arcsin arcsin .

3 39 1
1

3

dx dx dt x
t C C

x tx
     

  
  
 

     

 

7.5.6. Integrali od vidot 
2

dx

ax bx c 
  

Za da go presmetame neopredeleniot integral  

2

dx

ax bx c 
                                                                            (7.7) 

kvadratniot trinom, {to se nao|a vo imenitelot, }e go zapi{eme ka-

ko zbir ili razlika na kvadrati.  Imame deka 

2 2
2 2

22 4

b c b c b
ax bx c a x x a x

a a a a a

     
                     

 

                                 

2
2 .

2

b
a x k

a

  
    

   

 

kade {to 
2

2
2

.
4

c b
k

a a
    Pritoa izbirame znak plus ili minus vo za-

visnost od toa dali korenite na kvadratniot trinom se kompleksni 

ili realni broevi. Mo`ni se slednive dva slu~aja: 

I) Ako 0,a   toga{ po izvr{enata transformacija na kvadratniot 

trinom dobivame deka 
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2
2 2 ,

2

b
ax bx c a x k

a

 
     

 
 

od kade {to sleduva  deka  

2 2
2

1
.

2

dx dt

aax bx c b
x k

a


   

  
 

   

So voveduvawe na smenata  

,
2

b
x t

a
   ,dx dt   

za dadeniot integral nao|ame deka  

2 2 2

1
.

dx dx

aax bx c t k


  
   

Spored toa, so pogornite transformacii i vovedenata smena, prob-

lemot na presmetuvawe na integralite od vidot 7.7. se sveduva na 

problem na presmetuvawe na integrali od vidot 7.5.   

7.5.6.1. Primeri.   

1) Da go razgledame integralot 
2

.
4 4

dx

x x 
  Vo ovoj slu~aj kvadrat-

niot trinom e poln kvadrat, pa imame deka   

           
2

ln | 2 | , 2

ln | 2 | , 2| 2 |4 4

x C xdx dx

x C xxx x

  
  

     
  . 

2) Integralot 
2

,
2 5

dx

x x 
  so pomo{ na transformacija na podin-

tegralnata funkcija i so primena na metodot na zamena se sveduva 

na tabli~en integral    
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2 2 22 5 ( 1) 6 6

dx dx dx

x x x t
  

    
    

                    2 2ln | 6 | ln | 1 ( 1) 6 |t t C x x C           

pri {to ja vovedovme smenata 1 ,x t   dx dt .  

II) Ako 0,a   toga{ imame deka 

22
2

2

4

24

b ac b
ax bx c a x

aa

  
       

 
 

od kade {to dobivame deka  

2 2
2

1
.

2

dx dx

aax bx c b
k x

a


   

  
 

   

So voveduvawe na smenata  

         ,
2

b
x t

a
  ,dx dt   

za razgleduvaniot integral, dobivame deka 

2 2 2

1
.

dx dx

aax bx c k t


  
   

Sli~no kako i vo prethodniot slu~aj, problemot na presmetuvawe na 

integralite od vidot 7.7. se sveduva na problemot na presmetuvawe 

na integrali od vidot 7.6.  

7.5.6.2. Primeri.   

1) Za integralot 
22 3 2

dx

x x 
  imame deka 
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2 2
2

1 1

2 2 252 3 2 25 3
1616 4

dx dx dt

x x tx

  
      

 

    

            
1 4 1 4 3

arcsin arcsin ,
5 52 2

t x
C C


     

pri {to ja vovedovme smenata 
3

,
4

x t  .dx dt   

  

7.5.7. Integrali od vidot 
2

Mx N
dx

ax bx c



 
  

Za presmetuvawe na integralite od vidot  

2

Mx N
dx

ax bx c



 
                                                                 (7.8) 

}e ja transformirame podintegralnata funkcija na sledniov na~in: 

2 2

(2 )
2 2

M Mb
ax b N

Mx N a a
dx dx

ax bx c ax bx c

 
      

   
   

                              
2 2

2
.

2 2

M ax b Mb dx
dx N

a aax bx c ax bx c

  
   

    
   

So pogornata transformacija razgleduvaniot integral go pretsta-

vivme kako zbir od dva integrali. Za nao|awe na prviot od dvata in-

tegrali ja voveduvame smenata  

2 ,ax bx c t   (2 ) .ax b dx dt    

Toga{, dobivame deka  

 2

2

2
2 2 .

ax b dt
dx t C ax bx c C

tax bx c


      

 
   
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Da zabele`ime deka vtoriot integral e od vidot 7.7. i za nego ve}e 

prezentiravme metod za re{avawe.  

7.5.7.1. Primeri.  

1) Da go razgledame integralot 
2

1
.

1

x
dx

x x



 
  Vo ovoj slu~aj 1 0,a     

a korenite na kvadratniot trinom {to go sodr`i podintegralnata 

funkcija se realni broevi. Za baraniot integral, so pretstavuvawe 

na podintegralnata funkcija kako zbir od dve funkcii, dobivame 

deka 

 

2 2 2 2

1 1
(2 1)

1 1 (2 1) 12 2
2 21 1 1 1

x
x x dx dx

dx dx
x x x x x x x x

 
 

   
       

     

                        
2 2

1 1 1

2 2 21 5 1 5

2 4 2 4

dt dx dx
t

t
x x

    

   
      

   

    

     2 21 1
1 ln 1 .

2 2
x x x x x C            

        (za prviot integral vovedovme smena 2 1 ,x x t    (2 1) .x dx dt  )  

2) Kaj integralot 
2

5 3

4 10

x
dx

x x



 
  imame 1 0,a    a korenite na 

kvadratniot trinom {to go sodr`i podintegralnata funkcija se 

kompleksni broevi. Za baraniot integral, so pretstavuvawe na pod-

integralnata funkcija kako zbir od dve funkcii, dobivame deka 

2 2

5
(2 4) 7

5 3 2

4 10 4 10

x
x

dx dx
x x x x

 


 
   

   
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2 2

5 2 4
7

2 4 10 ( 2) 6

x dx
dx

x x x


  

   
   

                                  
2 2

5
7 5 7

2 ( 2) 6 ( 2) 6

dt dx dx
t

t x x
    

   
    

                           2 25 4 10 7ln | 2 4 10 | .x x x x x C              

        (za prviot integral zamenivme 2 4 10 ,x x t    (2 4) .x dx dt  )  

3) Kaj integralot 
2

2 7

1

x
dx

x x



 
  imame deka 1 0,a     pa spored spo-

menatata postapka dobivame deka 

2 2 2 2

2 7 (2 1) 8 (2 1)
8

1 1 1 1

x x x dx
dx dx dx

x x x x x x x x

     
     

       
     

                          
2 2

8 2 8
5 1 5 1

4 2 4 2

dt dx dx
dx t
t

x x

      

   
      
   

    

                          2 2 1
2 1 8arcsin ,

5

x
x x C


        

kade {to vo prviot integral zamenivme 21 ,x x t    ( 1 2 ) .x dx dt    

  

7.5.8. Integrali od vidot 2 2x k dx  i 2 2k x dx  

Integralot od vidot  

2 2x k dx                                                                               (7.9) 

mo`e da go zapi{eme kako zbir od dva integrali so pomo{ na racio-

nalizacija na podintegralnata funkcija na sledniot na~in: 
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2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2
.

x k x dx
x k dx dx dx k

x k x k x k


   

  
     

Na prviot od dvata integrali se primenuva metodot na parcijalna 

integracija. Ako izbereme  

,u x  
2 2

,
xdx

dv
x k




  

toga{ imame deka  

,du dx   2 2

2 2
.

x
v dx x k C

x k
   


   

Spored toa, za razgleduvaniot integral dobivame deka 

2
2 2 2 2

2 2
.

x
dx x x k x k dx

x k
   


   

Vtoriot od dvata integrali e integral od vidot 7.5., i za nego poka-

`avme deka se dobiva 

2 2

2 2
ln | | .

dx
x x k C

x k
   


  

Kone~no, imame deka   

2
2 2 2

2 2 2 2

x dx
x k dx dx k

x k x k
   

 
    

                             2 2 2 2 2 2 2ln | | ,x x k x k k x x k C         

od kade {to sleduva deka  

2
2 2 2 2 2 2ln | | .

2 2

x k
x k dx x k x x k C        

Spomenatiot metod }e go ilustrirame so nekolku primeri.   
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7.5.8.1. Primeri.   

1) Da go najdeme integralot 2 4 .x dx  Imame deka  

2 2
2

2 2 2

4
4 4 .

4 4 4

x x dx
x dx dx dx

x x x


   

  
     

Prviot od dvata integrali mo`e da se re{i so primena na metodot 

na parcijalna integracija. Ako stavime  

,u x  
2

,
4

xdx
dv

x



  

toga{ dobivame deka  

,du dx  2

2
4 ,

4

x
v dx x C

x
   


  

od kade {to sleduva deka   

2
2 2

2
4 4 .

4

x
dx x x x dx

x
   


   

Za vtoriot integral nao|ame deka 

2

2
ln | 4 | .

4

dx
x x C

x
   


  

Taka, imame deka   

2
2

2 2
4 4

4 4

x dx
x dx dx

x x
   

 
    

                           2 2 24 4 4ln | 4 |,x x x dx x x        

od kade {to za baraniot integral dobivame deka   

2 2 24 4 2ln | 4 | .
2

x
x dx x x x C         
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2) Za integralot 2 3x dx  imame deka  

2 2
2

2 2 2

3
3 3 .

3 3 3

x x dx
x dx dx dx

x x x


   

  
     

So primena na metodot na integrirawe po delovi na prviot integral 

izbirame  

,u x  
2

,
3

xdx
dv

x



  

od kade {to nao|ame deka  

,du dx  2

2
3 .

3

x
v dx x C

x
   


   

Spored formulata za parcijalna integracija dobivame deka   

2
2 2

2
3 3 .

3

x
dx x x x dx

x
   


   

Za vtoriot integral imame deka  

2

2
ln | 3 | .

3

dx
x x C

x
   


  

Kone~no, za razgleduvaniot integral dobivame deka   

2
2

2 2
3 3

3 3

x dx
x dx dx

x x
   

 
          

                 2 2 23 3 3ln | 3 |,x x x x x        

od kade {to sleduva deka  

2 2 23
3 3 ln | 3 | .

2 2

x
x dx x x x C         
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Za re{avawe na integralite od vidot  

2 2k x dx                                                                            (7.10) 

mo`e da zapi{eme 

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2
.

k x dx x
k x dx dx k dx

k x k x k x


   

  
     

Prviot od dvata integrali e integral od vidot 7.6. i za nego poka-

`avme deka  

2 2
arcsin .

dx x
C

kk x
 


  

Na vtoriot integral se primenuva metodot na integrirawe po delo-

vi, pri {to izbirame  

,u x  .du dx   

Toga{, imame deka  

2 2
,

xdx
dv

k x



 2 2

2 2
,

x
v dx k x C

k x
    


   

od kade {to sleduva deka  

2
2 2 2 2

2 2
.

x
dx x k x k x dx

k x
    


   

Sega, zaradi   

2
2 2 2

2 2 2 2

dx x dx
k x dx k

k x k x
   

 
           

                    dxxkxkx
k

x
k   22222 arcsin  

dobivame deka  
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2
2 2 2 2 arcsin .

2 2

x k x
k x dx k x C

k
       

7.5.8.2. Primeri. 

1) Da go presmetame integralot 24 .x dx  Imame deka  

2 2
2

2 2 2

4
4 4 .

4 4 4

x dx x dx
x dx dx

x x x


   

  
     

Za prviot od dvata integrali dobivame deka  

2
arcsin .

24

dx x
C

x
 


  

Na vtoriot integral se primenuva metodot na integrirawe po delo-

vi. Ako izbereme  

,u x  
2

,
4

xdx
dv

x



  

dobivame deka 

,du dx  2

2
4 ,

4

x
v dx x C

x
    


   

od kade {to sleduva deka  

2
2 2

2
4 4 .

4

x
dx x x x dx

x
    


   

Kone~no, za baraniot integral imame deka  

2
2

2 2
4 4

4 4

dx x dx
x dx

x x
   

 
    

                     2 24arcsin 4 4 ,
2

x
x x x dx      



7. Neopredelen integral 

 331

od kade {to sleduva deka  

2 24 4 2arcsin .
2 2

x x
x dx x C       

 

7.5.9.  Integrali od vidot 2ax bx c dx   

Za da razvieme algoritam za presmetuvawe na integralite od vidot  

 2ax bx c dx                                                                      (7.11) 

}e gi razgledame slednive dva slu~aja: 

I. Ako 0,a   toga{ imame deka 

2
2 2

2

b
ax bx c a x k

a

 
     

 
 

od kade {to dobivame deka  

2
2 2

2

b
ax bx c dx a x k dx

a

 
     

 
   

kade {to 
2

2
2

.
4

c b
k

a a
    So smenata  

,
2

b
x t

a
  ,dx dt   

dobivame deka  

2 2 2 .ax bx c dx a t k dt      

Ottuka mo`e da zaklu~ime deka so pogornata smena razgleduvaniot 

integral se sveduva na integral od vidot 7.9. i za nego ve}e utvrdiv-

me metod za doveduvawe vo kone~en vid.  
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7.5.9.1. Primeri. 

1) Za integralot 2 2 5x x dx   imame deka   

2 2 22 5 ( 1) 6 6x x dx x dx t dt           

 2 26 3ln | 6 |
2

t
t t t C             

                                2 21
( 1) 2 5 3ln | 1 2 5 | ,

2
x x x x x x C           

pri {to vovedovme smena 1 ,x t  ,dx dt    

II. Ako 0,a   toga{ imame deka 

2
2 2

2

b
ax bx c a k x

a

 
      

 
 

od kade {to dobivame deka  

2
2 2 .

2

b
ax bx c dx a k x dx

a

 
      

 
    

Voveduvame smena  

,
2

b
x t

a
   .dx dt   

Toga{, imame deka  

2 2 2 .ax bx c dx a k t dt       

Dobieniot integral e od vidot 7.9. i za nego ve}e izlo`ivme algori-

tam  za re{avawe.  

7.5.9.2. Primeri. 

1) Za integralot 22 3 2x x dx   nao|ame    
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2
2 225 3 25

2 3 2 2 2
16 4 16

x x dx x dx t dt
 

        
 

    

              22 25 25 2
arcsin

52 16 32
4

t t
t C       

                                 2(4 3) 25 2 4 3
2 3 2 arcsin ,

8 32 5

x x
x x C

 
      

pri {to vovedovme smena 
3

,
4

x t   .dx dt   

 

7.6. Integrirawe na drobno racionalni funkcii 

Na{a natamo{na glavna cel }e bide iznao|awe na metod za integri-

rawe na klasata drobno racionalni funkcii, odnosno presmetuvawe 

na integrali od vidot  

( )

( )

P x
dx

Q x
  

kade {to  P x  i  Q x  se polinomi od promenlivata .x   

Ako podintegralnata funkcija 
( )

( )

P x

Q x
 e nepravilna drobno racional-

na funkcija, odnosno ako stepenot na polinomot vo broitelot e pogo-

lem ili ednakov na stepenot na polinomot vo imenitelot, toga{ de-

lej}i go polinomot  P x  so polinomot  ,Q x  drobno racinalnata 

funkcija mo`e da se pretstavi vo oblik na zbir od polinom i pra-

vilna drobno racionalna funkcija. Na toj na~in integriraweto na 

nepravilna drobno racionalna funkcija se sveduva na integrirawe 

na polinom i pravilna drobno racionalna funkcija. Ponatamu, bidej-
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}i sekoja pravilna drobno racionalna funkcija e zbir na prosti 

dropki od oblik 

,
A

x a
  ,

( )r
A

x a
  

2
,

Mx N

x ax b



 
   

2
,

( )r
Mx N

x ax b



 
 

mo`eme da zaklu~ime deka problemot na integrirawe na pravilna 

drobno racionalna funkcija se sveduva na problemot na presmetuva-

we na integrali od vidot  

,
A
dx

x a
   ,

( )r
A

dx
x a

   
2

,
Mx N

x ax b



 
    

2
.

( )r
Mx N

x ax b



 
  

]e gi razgledame navedenite ~etiri slu~ai poodelno. 

I. O~igledno e deka  

ln | | ln | | .
A
dx A t C A x a C

x a
    


  

 II. So voveduvawe na smenata  

,x a t  ,dx dt   

dobivame deka  

1

( )
1( )

r
r r

r

A t
dx A x a dx A t dt A C

rx a

 
      

 
    

                
1

1

( )
.

1 (1 )( )

r

r

x a A
A C C

r r x a

 




   

   
 

III. Vo ovoj slu~aj korenite na trinomot baxx 2
 se kompleksni 

broevi, a koeficientot pred 2x  e ednakov na edinica, odnosno e po-

zitiven. Spored toa, ovoj integral e specijalen slu~aj na integral od 

vidot 7.4., pa imame deka    
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2 2

(2 )
2 2

M Ma
x a N

Mx N
dx dx

x ax b x ax b

 
      

   
   

                       
2 2

2

2 2

M x a Ma dx
dx N

x ax b x ax b

  
    

    
   

                      2
2 2

ln | |
2 2

2 4

M Ma dx
x ax b N

a a
x b

 
      

    
         

  

                       2

2 2

(2 ) 2
ln | | .

2 4 4

M N Ma x a
x ax b arctg C

b a b a

 
    

 
 

7.6.1. Primeri. 

1) Da go presmetame integralot 
4 2

3 2

3 3 2
.

2

x x x
dx

x x x

  

 
  Podintegralnata 

funkcija e nepravilna drobno racionalna funkcija. Postapkata za 

integrirawe zapo~nuva so sveduvawe na nepravilnata drobno racio-

nalna funkcija na pravilna drobno racionalna funkcija. Po dele-

weto na polinomot vo broitelot so polinomot vo imenitelot go do-

bivame ravenstvoto  

4 2

3 2 2

3 3 2 7 2
2 ,

2 ( 2)

x x x x
x

x x x x x x

    
  

   
 

od kade {to po integriraweto dobivame deka  

4 2

3 2 2

3 3 2 7 2
( 2) .

2 ( 2)

x x x x
dx x dx dx

x x x x x x

   
  

   
    

Podintegralnata funkcija na levata strana od poslednoto ravenst-

vo, so primena na metodot na neopredeleni koeficienti, }e ja zapi-

{eme kako zbir od prosti drobno racionalni funkcii. Od ravenst-

voto  
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7 2

( 2)( 1) 2 1

x A B C

x x x x x x


  

   
 

sleduva deka 1,A    
8

3
B   i 

5
.

3
C    Toga{ imame deka 

4 2

3 2

3 3 2 8 5
( 2)

3 ( 2) 3 ( 1)2

x x x dx dx dx
dx x dx

x x xx x x

  
     

  
      

                             
2 8 5

2 ln | | ln | 2 | ln | 1|
2 3 3

x
x x x x C          

                

22 3

2 23

( 1) ( 1)4
ln .

2 ( 2) ( 2)

x x xx x
C

x x

 
  

 
  

IV. Transformiraj}i ja podintegralnata funkcija, dobivame deka  

2 2

(2 )
2 2

( ) ( )r r

M Ma
x a N

Mx N
dx dx

x ax b x ax b

 
      

   
   

                            
2 2

2
.

2 2( ) ( )r r

M x a Ma dx
dx N

x ax b x ax b

  
   

    
   

Za presmetuvawe na prviot integral ja voveduvame smenata 

2 ,x ax b t    (2 ) .x a dx dt    

Toga{, imame deka 

          
1

2

2

1( )

r
r

r r

x a dt t
dx t dt C

rx ax b t

 


    
  

    

                                  
2 1

1

(1 )( )r
C

r x ax b 
 

  
 

Vtoriot integral }e go ozna~ime so rI  i }e go zapi{eme vo oblikot 
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2
2 22

2

.
( )

2 4 2

r r r r

dx dx dt
I

x ax b a a a
x b x k

  
         

                      

    

kade {to 
2

2 .
4

a
k b   Pritoa da voo~ime deka korenite na kvadrat-

niot trinom se kompleksni broevi, pa spored toa 
2

0.
4

a
b    Vovedu-

vame smena  

,
2

a
x t   .dx dt   

Toga{ imame deka 

  
2 2 2

2 2 2 2 2

1 ( )

( ) ( )
r r r

dt t k t
I dt

t k k t k

 
  

 
   

                
2

2 2 2 1 2 2 2

1 1
.

( ) ( )r r

dt t
dt

k t k k t k
 

 
   

So metodot na integrirawe po delovi, za   

,u t  
2 2

,
( )r
tdt

dv
t k




  

dobivame deka 

,du dt  
2 2 1

1
.

2( 1)( )r
v

r t k 
 

 
  

Ottuka, za vtoriot integral vo pogornoto ravenstvo imame deka   

         
2

2 2 2 2 2 2 1 2 2 1

1
.

2( 1)( ) ( ) ( ) ( )r r r r

t t t dt
dt t dt

rt k t k t k t k 

 
    

    
    

Kone~no, dobivame deka    
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2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

1 1

( ) ( ) 2 ( 1) ( ) ( )
r r r r r

dt dt t dt
I

t k k t k k r t k t k  

 
     

     
    

        
2 2 2 1 2 2 2 1

2 3
.

2 ( 1)( ) 2 ( 1) ( )r r

t r dt

k r t k k r t k 


 

   
  

Na desnata strana od poslednoto ravenstvo imame integral od tipot 

na integralot rI  so taa razlika {to stepenot na imenitelot na pod-

integralnata funcija e 1,r   odnosno za edinica ponizok od stepe-

not na podintegralnata funkcija na integralot .rI  Na toj na~in pres-

metuvaweto na integralot rI  se sveduva na presmetuvawe na integ-

ralot 1,rI   odnosno  

12 2 2 1 2

2 3
.

2 ( 1)( ) 2 ( 1)
r rr

t r
I I

k r t k k r



 

  
 

So analogna postapka presmetuvaweto na integralot 1rI   se sveduva 

na presmetuvawe na integralot 2 ,rI   itn., se dodeka ne se dojde do 

integralot  

1 2 2

1
.

dt t
I arctg C

k kt k
  


  

So pogornata diskusija poka`avme deka sekoja drobno racionalna 

funkcija mo`e da se integrira. U{te pove}e, integralot na drobno 

racionalna funkcija mo`e da se pretstavi preku elementarni funk-

cii vo kone~en vid.   

7.6.2. Primeri. 

1) Da go najdeme integralot 
4 3 2

2 2

4 11 12 8
.

( 1)( 2 3)

x x x x
dx

x x x

   

  
  Podintegral-

nata funkcija e pravilna drobno racionalna funkcija ~ij{to imeni-

tel ima eden realen koren i dva para konjugirano kompleksni kore-
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ni. So primena na metodot na neopredeleni koeficienti, podinteg-

ralnata funkcija }e ja zapi{eme kako zbir od prosti drobno racio-

nalni funkcii. Od ravenstvoto    

4 3 2

2 2 2 2 2

4 11 12 8
,

1( 1)( 2 3) ( 2 3) ( 2 3)

x x x x A Bx C Dx E

xx x x x x x x

     
  

      
 

sleduva deka 1,A   0,B   0,C   1D   i 1.E    Toga{, imame deka 

4 3 2

2 2 2 2

4 11 12 8 1

1( 1)( 2 3) ( 2 3)

x x x x dx x
dx dx

xx x x x x

    
  

    
    

                                                    
2 2

1
ln | 1| .

( 2 3)

x
x dx

x x


  

 
  

Za integralot od desnata strana na poslednoto ravenstvo imame  

2 2 2 2

1
(2 2) 2

1 2

( 2 3) ( 2 3)

x
x

dx dx
x x x x

 


 
   

   

                                
2 2 2 2

1 2 2
2 .

2 ( 2 3) ( 2 3)

x dx
dx

x x x x


 

   
   

Za prviot integral vo poslednoto ravenstvo voveduvame smena  

2 2 3 ,x x t    (2 2) .x dx dt    

Toga{, imame deka  

2 2 2 2

2 2 1 1
.

( 2 3) 2 3

x dt
dx C C

tx x t x x


      

   
   

Vtoriot integral }e go zapi{eme vo oblik 

2 2 2 2
,

( 2 3) [( 1) 2]

dx dx

x x x


   
   

a potoa }e vovedeme smena  
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1 ,x t  .dx dt   

Ottuka dobivame deka   

2 2

2 2 2 2 2 2

1 ( 2)

2( 2 3) ( 2) ( 2)

dx dt t t
dt

x x t t

 
  

   
    

                             
2

2 2 2

1 1
.

2 22 ( 2)

dt t
dt

t t
 

 
   

Spored metodot na integrirawe po delovi, za ,u t  
2 2

,
( 2)

tdt
dv

t



 do-

bivame deka  

,du dt  
2

1
,

2( 2)
v

t
 


  

od kade {to za vtoriot integral vo pogornoto ravenstvo dobivame   

2

2 2 2 2 2 2

1

2( 2) ( 2) 2 2

t t t dt
dt t dt

t t t t

 
    

    
    

Toga{, imame deka 

2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2( 2 3) 2 2 2

dx dt t dt

x x t t t

 
     

     
    

         
2 2 2

1 1
.

4 4 2 24( 2) 2 4( 2)

t dt t t
arctg C

t t t
    

  
  

Kone~no, za razgleduvaniot integral dobivame deka  

4 3 2

2 2 2 2

4 11 12 8 1
ln 1

( 1)( 2 3) ( 2 3)

x x x x x
dx x dx

x x x x x

    
   

    
   

                    
2

2 2 1
ln 1 .

4 22( 2 3)

x x
x arctg C

x x

 
    

 
  
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7.7. Integrali na nekoi iracionalni funkcii 

Na po~etok da naglasime deka ne postoi univerzalen metod za integ-

rirawe na iracionalnite funkcii, za razlika od drobno 

racionalnite funkcii. Poto~no, integralot na sekoja iracionalna 

funcija ne mo`e da se pretstavi preku  elementarnite funkcii vo 

kone~en vid. ]e razgledame nekoi klasi iracionalni funkcii, 

~ii{to integrali so pomo{ na soodvetno izbrana smena se sveduvaat 

na integrali na drobno racionalni funkcii, {to podrazbira i nivno 

pretstavuvawe preku elementarnite funkcii vo kone~en vid. 

 

7.7.1. Integrali od vidot 1 1 2 2 // /( , , ,..., )s sm nm n m nR x x x x dx     

Najnapred }e ja izlo`ime postapkata za re{avawe na integrali od 

vidot  

1 1 2 2 // /( , , ,..., ) ,s sm nm n m nR x x x x dx  

kade {to 1 1 2 2 2 2/ / /( , , ,..., )m n m n m nR x x x x  e racionalna funkcija od svoite 

argumenti. Neka k  e najmal zaedni~ki sodr`atel na imenitelite na 

dropkite 1

1

,
m

n
2

2

,..., ,s

s

mm

n n
 odnosno k NZS 1 2( , ,..., ).sn n n  

Voveduvame smena  

,kx t  1 .kdx kt dt   

Toga{, imame deka  

  1 1 2 2 1 1 2 2/ ( )// / ( )/ ( )/ 1( , , ,..., ) ( , , ,..., ) .s s s sm n k m nm n m n k m n k m nk kR x x x x dx R t t t t kt dt     

Da zabele`uvame deka so vovedenata smena drobnite stepeni na ne-

zavisno promenlivata x  se zamenija so celobrojni stepeni na pro-

menlivata .t  Spored toa, podintegralnata iracionalna funcija e 
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transformirana vo drobno racionalna funcija od promelivata t  

~ie{to integrirawe e sekoga{ mo`no.  

7.7.1.1. Primeri.  

1) Da go najdeme integralot 
4 3

.
1

x
dx

x 
  Najmal zaedni~ki sodr`atel 

za imenitelite na dropkite 
1

2
 i 

3

4
 e brojot  4,  odnosno NZS (2,4) 4.  

Voveduvame smena 

4 ,x t  34 ,dx t dt   

spored koja {to dobivame deka 

2 5 2
3 2

3 3 34 3
4 4 4

1 1 11

x t t t
dx t dt dt t dt

t t tx

 
          

     

                  
2 3

2 3
3

4
4 4 4 ln | 1|

3 31

t t
t dt dt t C

t
      


   

                     
4 43 34

ln | 1| .
3

x x C    
  

  

 

7.7.2. Integrali od vidot 
1 1 2 2/ / /

, , ,...,
s sm n m n m n

ax b ax b ax b
R x dx

cx d cx d cx d

        
               

     

Vo prodol`enie }e se zadr`ime na utvrduvawe na metod za re{ava-

we na integrali od vidot  

1 1 2 2/ / /

, , ,..., ,
s sm n m n m n

ax b ax b ax b
R x dx

cx d cx d cx d

        
               

  
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kade {to 
1 1 2 2/ / /

, , ,...,
s sm n m n m n

ax b ax b ax b
R x

cx d cx d cx d

        
               

 e racional-

na funkcija od svoite argumenti.  

Neka k  e najmal zaedni~ki sodr`atel na imenitelite na dropkite 

1

1

,
m

n
 2

2

,..., ,s

s

mm

n n
 odnosno k NZS 1 2( , ,..., ).sn n n  Voveduvame smena  

 ,k
ax b

t
cx d





 ,

k

k

dt b
x

a ct





 

1

2

( )
.

( )

k

k

k ad bc t
dx dt

a ct





  

Toga{, imame deka 

1 1 2 2/ / /

, , ,...,
s sm n m n m n

ax b ax b ax b
R x dx

cx d cx d cx d

        
                

       

1 1 2 2

1
( )/( )/ ( )/

2

( )
, , ,...., .

( )
s s

k k
k m nk m n k m n

k k

dt b k ad bc t
R t t t dt
a ct a ct


   

     
  

Da voo~ime deka so vovedenata smena podintegralnata iracionalna 

funkcija se transformira vo drobno racionalna funkcija od pro-

menlivata t  ~ie {to integrirawe e sekoga{ mo`no.  

7.7.2.1. Primeri.  

1) Da go presmetame integralot 
3

1 1
.

1 1

x
dx

x

 

 
  Najmaliot zaedni~ki 

sodr`atel za imenitelite na dropkite 
1

2
 i 

1

3
 e brojot ,6  odnosno 

NZS (2,3) 6.  So voveduvawe na smenata  

61 ,x t    6 1,x t  56 ,dx t dt   

dobivame deka 
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3
5 6 4 3 2

2 23

1 1 1 1
6 6 1

1 1 1 1

x t t
dx t dt t t t t t dt

x t t

    
         

    
    

                    6 4 3 2
2

1
6 6 6 6 6 6 6

1

t
t dt t dt t dt t dt tdt dt dt

t


       


        

                    
7 5 4 3 2

21
6 ln( 1)

7 5 4 3 2 2

t t t t t
t t arctgt C

 
            

 
 

                  7 5 4 3 26 6 6 6 66 6 3
( 1) ( 1) ( 1) 2 ( 1) 3 ( 1)

7 5 2
x x x x x            

                    26 666 1 3ln( ( 1) 1) 6 1 .x x rctg x C          

 

7.7.3. Integrali od vidot 2 2( , )R x x k dx  i 2 2( , )R x k x dx  

Integralite od vidot  

2 2( , )R x x k dx  

kade {to 2 2( , )R x x k e drobno racionalna funkcija od svoite argu-

menti so soodvetno izbrana smena na promenlivite preminuva vo in-

tegral od drobno racionalna funkcija. Edna mo`nost za realizacija 

na idejata e voveduvawe na smenata  

2 2 .x k t x     

So kvadrirawe na dvete strani od ravenstvoto dobivame  

2 2 2 22 ,x k t tx x      

od kade {to sleduva   

2 2

.
2

t k
x

t


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Toga{, imame deka 

2 2
2 2 ,

2

t k
x k

t


   

2 2

2
.

2

t k
dx dt

t


  

So pogornata smena podintegralnata funkcija 2 2( , )R x x k  se tra-

nsformira vo drobno racionalna funkcija ~ie{to integrirawe e se-

koga{ mo`no, odnosno    

2 2 2 2 2 2
2 2

2
( , ) , .

2 2 2

t k t k t k
R x x k dx R dt

t t t

  
    

 
 


 

7.7.3.1. Primeri.  

1) Da go najdeme integralot 
2

.
1

dx

x 
  Voveduvame smena  

 2 1 .x t x     

So kvadrirawe na dvete strani dobivame  

 2 2 21 2 ,x t tx x      

od kade {to sleduva deka  

 
2 1

.
2

t
x

t


   

Toga{, zaradi  

 
2

2 1
1 ,

2

t
x

t


   

2

2

1
,

2

t
dx dt

t


   

dobivame deka 

2

2
2

22

1

2 ln | | ln | 1 | .
11

2

t

dx dtt dt dt t C x x C
ttx

t



       


     
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Vo prodol`enie }e se zadr`ime na presmetuvawe na integralite od 

vidot    

2 2( , )R x k x dx  

kade {to 2 2( , )R x k x  e drobno racionalna funkcija od svoite ar-

gumenti. ]e poka`eme deka so soodvetno izbrana smena na promenli-

vite pogorniot integral mo`e da se transformira vo integral od 

drobno racionalna funkcija. Voveduvame smena  

2 2 ( ) .k x x k t     

So kvadrirawe na dvete strani od ravenstvoto dobivame deka 

2 2( )( ) ( ) ,k x k x x k t      

od kade {to sleduva deka  

2

2

( 1)
.

1

k t
x

t





  

Toga{, imame deka  

2 2
2

2
,

1

kt
k x

t


 


 

2 2

4
.

( 1)

kt
dx dt

t



  

So pogornata smena podintegralnata funkcija 2 2( , )R x k x  se tran-

sformira vo drobno racionalna funkcija ~ie integrirawe e sekoga{ 

mo`no, odnosno    

2
2 2

2 2 2 2

( 1) 2 4
( , ) , .

1 1 (1 )

k t kt kt
R x k x dx R dt

t t t

  
       

   

7.7.3.2. Primeri.  

1) Da go presmetame integralot 
2

.
4

dx

x x
  Voveduvame smena  
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24 ( 2) .x x t     

So kvadrirawe na dvete strani od ravenstvoto dobivame deka  

2 2 2 2 24 4 4 ,x x t xt t     

 od kade {to sleduva deka 

2

2

2( 1)
.

1

t
x

t





  

Toga{, zaradi  

2
2

4
4 ,

1

t
x

t


 


 

2 2

8
,

( 1)

t
dx dt

t



  

dobivame deka  

2 2

2 2

2 2

8

1 1( 1)
ln

2 14 2( 1) 4 1

1 1

t

dx dt tt
dt C

tx x t t t

t t


     

   


 

    

                  
2

2

1 4 2
ln .

2 4 2

x x
C

x x

  
 

  
  

 

7.8. Integrali na trigonometriski funkcii 

7.8.1. Integral na funkciite cos cos ,x x  sin sinx x  i sin cosx x   

Pri integriraweto na nekoi funkcii se koristat slednite trigono-

metriski ravenstva 

     1
cos cos cos cos

2
x x x x          



7. Neopredelen integral 

 348

     1
sin sin cos cos

2
x x x x          

     1
sin cos sin sin .

2
x x x x          

Ako 0    i 0    imame deka 

   
1 1

cos cos cos cos
2 2

x xdx xdx xdx             

            
   sin sin1

2

x x
C

   

   

  
   

  
 

   
1 1

sin sin cos cos
2 2

x xdx xdx xdx             

           
   sin sin1

2

x x
C

   

   

  
   

  
 

   
1 1

sin cos sin sin
2 2

x xdx xdx xdx             

           
   cos cos1

.
2

x x
C

   

   

  
   

  
 

7.8.1.1. Primeri. 

1) Da go najdeme integralite  

a)  cos2 cos3x xdx            b) sin 5 sin 2x xdx          v) sin3 cosx xdx  

Spored pogornata postapka dobivame deka 

a) 
1 1

cos2 cos3 cos5 cos
2 2

x xdx xdx xdx    
1 sin5

sin
2 5

x
x C

 
  

 
 

b) 
1 1 1 sin 3 sin 7

sin 5 sin 2 cos3 cos7
2 2 2 3 7

x x
x xdx xdx xdx C

 
     

 
    
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v) 
1 1 1 cos 4 cos 2

sin 3 cos sin 4 sin 2
2 2 2 4 2

x x
x xdx xdx xdx C

 
     

 
           

 

7.8.2. Integral na funkciite sinn x  i cosn x  ( nN ) 

Bidej}i imame deka 

1cos cos cos ,n nxdx x xdx   

toga{ so primena na metodot na parcijalna integracija dobivame de-

ka 

1 2 2cos sin cos ( 1) cos sin ,n n nxdx x x n x xdx      

pri {to stavivme  

2cosnu x  i cos .dv xdx   

Ponatamu, imame deka 

1 2cos sin cos ( 1) cos ( 1) cos .n n n nxdx x x n xdx n xdx         

Kone~no, dobivame deka  

1
2sin cos 1

cos cos .
n

n nx x n
xdx xdx C

n n




     

Na sli~en na~in se poka`uva deka 

1
2cos sin 1

sin sin .
n

n nx x n
xdx xdx C

n n




      

Da vovedeme oznaka sinnnI xdx  . Zemaj}i 1( ) sin ,nu x x    sinv x x  , 

so metod na parcijalna integracija dobivame deka  

1 1 2 2sin sin cos sin ( 1) cos sinn n n
nI x xdx x x n x xdx          
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      1 2 2cos sin ( 1) (1 sin )sinn nx x n x xdx        

                 1
2cos sin ( 1) ( 1) ,n

n nx x n I n I
       

od kade {to sleduva deka 

1

2
cos sin 1

.
n

n n
x x n

I I
n n






    

So ovaa rekurentna formula mo`eme da presmetame neopredelen in-

tegral na funkcijata sinn x  za ,nN  bidej}i ni se poznati 0I x C   

i  1 cos .I x x     

7.8.2.1. Primeri. 

1) Imame  2 1 cos2 sin 2
sin .

2 2 4

x x x
xdx dx C


      

2)  Ako vo 7.5.10. stavime    dobivame deka 

2 1 cos2 1 sin 2
cos .

2 2 2

x x
xdx dx x C

 




  
    

 
    

7.8.3. Integral na funkciite sin cosm nx x   ( , {0}m n  Z ) 

Da zapo~neme so integrali od oblikot  

sin cosm nx xdx  

kade {to m  i n  se nenegativni celi broevi. ]e gi razgledame sled-

nite tri slu~ai:  

I. Ako m  e neparen broj, odnosno 2 1,m k  {0}k  Z , so pomo{ na 

identitetot 2 2sin 1 cosx x   dobivame deka 

2 1 2sin cos sin cos (sin ) sin cosm n k n k nx xdx x xdx x x xdx       
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                             2(1 cos ) sin cosk nx x xdx   

So voveduvawe na smenata  

cos ,u x sin ,du xdx   

dobivame deka  

2sin cos (1 ) ,m n k nx xdx u u du     

{to vsu{nost pretstavuva integral od polinomna funkcija.  

II. Ako n  e neparen broj, odnosno 2 1,n k  {0},k  Z  so pomo{ na 

identitetot 2 2sin 1 cosx x   dobivame deka 

2 1 2sin cos sin cos sin (cos ) cosm n m k m kx xdx x xdx x x x dx

      

                              
2sin (1 sin ) cos ,m kx x x dx   

Sega, voveduvame smena  

sin ,u x cos ,du xdx  

pa dobivame deka  

2sin cos (1 ) ,m n k nx xdx u u du     

{to vsu{nost pretstavuva integral od polinomna funkcija.  

III. Ako m  i n  se parni broevi, toga{ vo integralot   

sin cosm nx xdx  

so pomo{ na identitetite  

 2

1 cos2
sin

2

x
x


  i 2

1 cos2
cos

2

x
x


  

gi namaluvame stepenite na sin x  i cos x  za edinica, pri {to dobiva-

me podintegralnata funkcija po stepeni od cos2 .x   
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7.8.3.1. Primeri.  

1) Za da go najdeme integralot 3 2sin cosx xdx  izdvojuvame mno`itel 

sin x  i go primenuvame identitetot 
2 2sin 1 cos .x x   Dobivame deka  

3 2 2 2 2 2sin cos sin sin cos sin (1 cos )cosx xdx x x xdx x x xdx        

                            
3 5 5 3

2 2 cos cos
(1 ) ,

3 5 5 3

u u x x
u u dt C C            

pri {to vovedovme smena cos ,u x sin .du xdx   

2) Za presmetuvawe na integralot 2 3sin cosx xdx  izdvojuvame mno`i-

tel cos x  i go primenuvame identitetot 
2 2sin 1 cos .x x   Dobivame       

2 3 2 2 2 2sin cos sin cos cos sin (1 sin )cosx xdx x x xdx x x xdx        

                           
3 5 3 5

2 2 sin sin
(1 ) ,

3 5 3 5

u u x x
u u du C C         

pri {to vovedovme smena sin ,u x cos .du xdx  

3) Da go presmetame integralot 2 2sin cos .x xdx  So pomo{ na identi-

tetite 2

1 cos2
sin

2

x
x


  i 2

1 cos2
cos

2

x
x


  gi namaluvame stepenite na 

sin x  i cos x  za edinica, odnosno dobivame  

2 2 2 2 1 cos2 1 cos2
sin cos sin cos

2 2

x x
x xdx x xdx dx

 
       

                                        
2

21 cos 2 1 1
cos 2

4 4 4

x
dx dx x


       

           
1 1 (1 cos4 )

4 4 2

x
dx dx


     

                                       
1 1 1 sin 4

cos4 .
4 8 8 8 32

x x
dx dx xdx C          
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7.8.4. Integrali na racionalni funkcii od sin x  i cos x  

So smenata ,
2

x
z tg  ,x     integralite od oblik  

(sin ,cos )R x x dx  

se sveduvaat na integrali od racionalni funkcii. Navistina, od 

trigonometrija e poznato deka site trigonometriski funkcii mo`e 

da se izrazat preku .
2

x
tg  Imeno, va`at slednive ravenstva  

2
2 2 2

2sin cos 2
22 2 2sin ,

1sin cos 1
2 2 2

x x x
tg

t
x

x x x ttg

  
 

  

2 2 2
2

2
2 2 2

cos sin 1
12 2 2cos ,

1sin cos 1
2 2 2

x x x
tg

t
x

x x x ttg

 


  
 

 

So smenata  

2 ,x arctgt  
2

2
,

1
dx dt

t



 

dobivame deka  

2

2 2 2

2 1 2
(sin ,cos ) , , ,

1 1 1

t t dt
R x x dx R

t t t

 
      

   

{to pretstavuva integral od racionalna funkcija.   

7.8.4.1. Primeri. 

1) Imame deka  

2

2

1 2
ln ln ,

sin 2 21

dx t x
dt t C tg C

x t t


     


    
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pri {to vovedovme smena 2 ,x arctgt  
2

2
.

1
dx dt

t



  

2) Da go presmetame integralot .
5 4sin 3cos

dx

x x 
  So pomo{ na pogor-

nata smena dobivame deka  

2 2

2 2

1 1 2

5 4sin 3cos 2 1 1
5 4 3

1 1

dt
dx

x x t t t

t t

  
   

 
 

   

                                        
2 2 2

1 1 1
2

2 8 8 4 4 ( 2)
dt dt dt

t t t t t
   

    
    

                                    
1 1

.
2 2

2

C C
xt tg

     
 

  

 

7.9. Zada~i za ve`bawe  

1. Poka`i deka funkcijata   2 1
sinF x x
x

  e primitivna funkcija na 

funkcijata  
1 1

2 sin cos ,f x x
x x

   0.x   

2. Najdi barem edna primitivna funkcija  F x  na funkcijata   ,f x  

definirana na mno`estvoto realni broevi, ako  

1)   cosf x x                2)   sinf x x                3)   xf x e   

3. Najdi funkcija  f x  za koja {to va`i   1 ,xf x e    za sekoe xR . 

4. Dali se to~ni slednive ravenstva:  

1) ln( 1) ,
1

x
x

x

e
dx e C

e
  


  xR                  
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2) 2

4

1
arcsin ,

21

x
dx x C

x
 


  [ 1,1].x   

3) 
1

| | | | ,
2

x dx x x C   xR                           

4) 
2

2 ,
2

x
xdx C   xR    

5. Najdi ja onaa primitivna funkcija  F x  na funkcijata  f x  ~ij-

{to grafik minuva niz to~kata 0 (0,2),M  ako  

1)   2f x x                 2)   sinf x x                 3)   2

1

1
f x

x



  

6. Najdi ja onaa primitivna funkcija  F x  na funkcijata  
1

,f x
x

  

   ,0 0, ,x     koja gi zadovoluva  2 3F    i  1 2.F     

So primena na tablicata na osnovnite integrali i pravilata za 

integrirawe da se presmetaat slednite integrali  

7. 
2 3

6

x x

x
dx


                     8. 2(2 3 )x x dx                    9. 

2 3

9 4

x x

x x
dx




                  

10. 
3 1

1

x

x

e
dx

e




                   11. 2tg x dx                          12. 2ctg x dx  

13. 
4

2 1

x
dx

x 
                   14. 

2

2

1 2 1

1

x x
dx

x

 


             15. 

23 3

dx

x
    

16. 
2

1
(1 ) x x dx

x
        17. 22sin

2

x
dx                     18. 

4 4

4

2x x
dx

x

 
  

19. 
1 12 5

10

x x

x
dx

 
             20. 

2 2

cos2

cos sin

x
dx

x x
             21. 

2cos 2 sin

dx

x x
     
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22. 
21 cos

1 cos 2

x
dx

x




               23. 

2

2 2

1 2

(1 )

x
dx

x x




                 24. 

2

2

(1 )

(1 )

x
dx

x x




  

Presmetaj gi slednite neopredeleni integrali: 

1. ln xdx                             2. 2xxe dx                          3. ln( 1)x x dx      

4. 
23 xx e dx

                        5. 
x

x
dx

e
                              6. arcsin x dx     

7. arccos xdx                      8. 
2cos

x
dx
x

                        9. 
2sin

x
dx
x

     

10. 2 cosx xdx                  11. 2 sinx xdx                      12. 

2
ln x

dx
x

 
 
 
     

13.  2sinx x dx                14.  2cosx x dx                   15. 2ln xdx  

16. sinxe xdx                   17. cos2xe xdx                    18. 2sinxe xdx       

19. sinxxe xdx                 20.  2arcsin x dx                 21. 
2

arcsin x
dx

x
      

22. xarctg xdx               23. 2 arccosx xdx                 24. 2ln( 1 )x x dx                     

25. sinx x dx                  26. xe dx                           27. sin(ln )x dx      

28. 2( cos )xe x dx           29. 2ln ( 1)x x dx                 30. 
arcsin

1

x
dx

x
  

Presmetaj gi slednive neopredeleni integrali:  

1. 
2 4

dx

x 
                           2. 

2 3

dx

x 
                               3. 

2 24

dx

x m
  

4. 
2 4

dx

x 
                          5. 

2 8

dx

x 
                                6.

2 24

dx

x m
  
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7. 
2 5 6

dx

x x 
                   8. 

2

dx

x x
                               9. 

2 2 1

dx

x x 
        

10. 
22 8 8

dx

x x 
             11. 

22 5 7

dx

x x 
                    12. 

2 2

dx

x ax a 
  

13. 
2

5 7

3 2

x

x x



 
              14. 

2

1

3 2

x
dx

x x



 
                  15. 

2

2 13

10 25

x
dx

x x



 
    

16. 
2

2 3

8 16

x
dx

x x



 
         17. 

2

3 2

2 5

x
dx

x x



 
                 18. 

2

2 4

6 25

x
dx

x x



 
          

19. 
2 9

dx

x 
                    20. 

2 23

dx

x a
                      21. 

2 1

dx

x 
   

22. 
2 11

dx

x 
                  23. 

24

dx

x
                          24. 

2

(2 1)

2

m dx

x




  

25. 
2 6 9

dx

x x 
             26. 

2 4

dx

x x
                       27. 

2 2 9

dx

x x 
        

28. 
24 4 3

dx

x x 
           29. 

2

dx
dx

x x
                     30. 

22 6 9

dx

x x 
           

31. 
2

5

4

x
dx

x




               32. 

2

3 6

4 5

x
dx

x x



 
              33. 

2

3

4 4 3

x
dx

x x



 
                  

34. 
25 2 1

x
dx

x x 
       35. 

2

3 4

6 8

x
dx

x x



 
              36.

25

x
dx

x x 
                    

37. 2 1x dx                  38. 2 7x dx                     39. 2 4x dx                       

40. 2 29x m dx            41. 21 x dx                      42. 27 x dx            

43. 2 2x x dx            44. 24 2 1x x dx              45. 24 4 3x x dx                    
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46. 2x x dx                47. 22 x x dx                 48. 21 2x x dx                        

Presmetaj gi slednive neopredeleni integrali:  

1. 
2

3

1x
dx

x x




                      2. 

2

3 2

2 6 2

3 2

x x
dx

x x x

 

 
             3. 

2

2

2 1

( 1)

x x
dx

x x

 


  

4. 
3 2

1x
dx

x x




                    5. 

4 3

dx
dx

x x
                      6. 

2

3

2 2 1

( 1)

x x
dx

x x

 


   

7. 
3 1

dx

x 
                           8. 

2

3

2 2

1

x x
dx

x

 


                 9. 

4 1

dx

x 
            

10. 
2 2( 1)

xdx

x 
                  11. 

2

2 2( 1)

x
dx

x 
                  12.

2

2 2

1

( 1)

x x
dx

x

 


  

13. 
3 2

3

5 9 22 8

4

x x x
dx

x x

  


                        14. 

3

2

( 3)

( 1)( 1)

x
dx

x x



 
       

15.
2 2( 4 4)( 4 5)

dx

x x x x   
  

Presmetaj gi slednive neopredeleni integrali:  

1. 
2

x
dx

x 
                      2. 

1

x
dx
x

                       3. 
41 x
dx

x x




       

4. 
3

dx

x x
                    5. 

3 2 6

3(1 )

x x x
dx

x x

 


            6. 

3

64 5 7

x x
dx

x x




       

7. 
3

2 3
.

2 3 1

x
dx

x



 
             8. 

42 1 2 1

dx

x x  
          9. 

3 2 5

xdx

x 
        

10. 
1

1

x
x dx
x




              11. 

2

3

2 3

x
dx

x x




                12. 

2

1 2

( 1) 1

x
dx

x x

 

  
  
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13. 
2 2

dx

x 
                   14. 

2

2

5

5

x x
dx

x

 


          15. 

2 7

dx

x 
                        

16. 
23

dx

x x
                 17. 

2 1

dx

x x 
               18.

2 2( 3) 3

dx

x x x  
  

Presmetaj gi slednive neopredeleni integrali:  

1. cos7 cos5x xdx              2. sin 3 sin9x xdx                     3. sin 4 cos8x dx  

4. cos8 cos6x xdx              5. sin 7 sin 3x xdx                     6. sin cos5x dx  

7. 4sin xdx                         8. 4cos xdx                              9. 2sin 4xdx  

10. 3sin xdx                       11. 5cos xdx                            12. 2cos 6xdx  

13. 
1

3 cos 2sin
dx
x 

        14. 
1

5 4sin
dx
x

                     15. 
1

sin
dx
x

  

16. 
2

1

1 cos
dx
x

                17. 
2

1

1 sin
dx
x

                      18. 
2 sin

2 cos

x
dx
x




  

19. 
1

5 3cos
dx
x

               20. 
1

2 5sin
dx
x

                      21. 
2

1

3 2sin
dx
x

  
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8. Opredelen integral 

 

8.1. Opredelen integral kako narasnuvawe  

        na primitivnata funkcija  

Neka  x  i  x  se dve proizvolni primitivni funkcii na funk-

cijata  f x  vo intervalot  ba, . Spored teoremata 7.1.3. tie se raz-

likuvaat za realna konstanta ,C  odnosno     ,x x C    za sekoe 

 ,x a b . Taka, imame deka    a a C    i     .b b C    Ako pr-

voto ravenstvo go izvadime od vtoroto, dobivame deka  

       abab    

Zna~i, narasnuvaweto na dvete primitivni funkcii, koga argumentot  

se menuva od ax   do ,x b  e ednakvo.  

8.1.1. Definicija. Narasnuvaweto na bilo koja primitivna funkcija 

na funkcijata  f x  koga argumentot se menuva od ax   do bx   se 

narekuva opredelen integral na funkcijata. Koristime oznaka  
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( )
b

a

f x dx   

i ~itame „integral od a  do b  ef od  iks de iks“. 

Neposredno od definicijata ja dobivame slednata formula za pres-

metuvawe na opredelen integral na funkcija  f x  na koja se znae 

edna primitivna funkcija  .x  Imeno 

   ( )
b

a

f x dx b a                                                                   (8.1) 

kade {to a  i b se vikaat granici na opredeleniot integral i toa a  

e dolna granica, dodeka b  e gorna granica. Funkcijata  f x  se vika 

podintegralna funkcija ili integrand.  

Za brojot    b a   }e ja koristime oznakata   .
b

x
a

  

Zna~i, za da se presmeta opredeleniot integral od dadena funkcija 

vo granicite od a  od ,b  potrebno e  da se najde edna nejzina primi-

tivna funkcija, vo nea da se zamenat na mestoto na x  vrednostite na 

gornata i dolnata granica i dobienite rezultati da se izvadat eden 

od drug. 

 8.1.2. Primeri. 

1) Da go presmetame opredeleniot integral 

2

1

.
dx

x  Imame deka  

 
1

1 12
2 2

12 2

1 1

2 2
2 2 2 2 1 2 2 1 .

1 11
1

2

dx x
x dx x

x

 


       

 
    
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2) Da go presmetame opredeleniot integralot ,
b

a

x dx
  , R  , 0.a b   

]e gi razgledame slednive dva slu~ai, 1    i 1.    

Ako 1 , toga{   11

1
x x





 e edna primitivna funkcija za 

podintegralnata funkcija   ,f x x  pa dobivame deka  

1 1 1 1 11 1 1 1
( )

1 1 1 1

b

a

b
x dx x b a b a

a
     

   
        

   
 . 

Ako 1 , toga{   lnx x   e edna primitivna funkcija za podinteg-

ralnata funkcijata   ,f x x  pa dobivame deka  

ln ln ln ln .
b

a

bdx b
x b a
ax a

      

3) Da poka`eme deka .
b

a

dx b a   Vo ovoj slu~aj podintegralnata fun-

kcija ( ) 1,f x   za sekoe  , .x a b  Edna nejzina primitivna funkcija e 

  ,x x   za sekoe  , ,x a b  pa imame deka  

  .
b

a

b
dx x b a

a
    

       

8.2. Opredelen integral kako grani~na vrednost na zbir 

8.2.1. Definicija. Neka e daden intervalot  , ,a b  , .a bR  Mno`est-

voto to~ki  0 1, , , ,nx x x    takvo {to 0 1 ,na x x x b      se nare-

kuva podelba na intervalot  ba, .  
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Broevite ,ix  0,1,..., ,i n  gi narekuvame delbeni to~ki za podelbata 

 , intervalite  1,i ix x , 1,...,i n  gi narekuvame podintervali na po-

delbata ,  a nivnite dol`ini gi ozna~uvame so 1i i ix x x    , 

1,..., .i n  

Najgolemiot od pozitivnite broevi ,ix 1,..., ,i n  go narekuvame dija-

metar na podelbata   i go ozna~uvame so ( ).d   Nakuso, zapi{uvame   

1,...,
( ) max .i

i n
d x


   

8.2.2. Definicija. Neka  : ,f a b R  e ograni~ena funkcija. Zbirot  

 
1

n

i i
i

f x


   

go narekuvame Rimanov integralen zbir, kade {to  0 1, , . nx x x    e  

nekoja podelba na segmentot  ba,  i  1, , 1,2, ,i i ix x i n     .  

O~igledno e deka integralniot zbir za dadena funkcija zavisi od 

podelbata  0 1, , , nx x x    na intervalot  , ,a b  poto~no od brojot na 

podintervali opredelen so podelbata, odnosno od brojot ,n  kako i 

od izbranite to~ki ,i  1,2, , ,i n   vo sekoj od podintervalite. 

8.2.3. Definicija. Ako postoi granicata  

 
( ) 0 1

lim ,
n

i i
d i

f x



 

   

za sekoja podelba  0 1, , . nx x x    na intervalot  ba,  i za sekoj iz-

bor na to~kite  1, , 1,2, , ,i i ix x i n     toga{, taa grani~na vrednost 

se vika opredelen integral na funkcijata  f x  na intervalot  , .a b   

Za funkcija koja ima opredelen integral na intervalot  ba, , velime  
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deka e integrabilna na toj interval. 

8.2.4. Teorema.  Definiciite  8.1.1. i 8.2.3. se ekvivalentni.  

Dokaz.  Neka   x  e primitivna funkcija na funkcijata  f x  na in-

tervalot  , ,a b  odnosno neka    ,x f x   za sekoe  , .x a b  Neka 

 0 1, , , nx x x    e proizvolna podelba na intervalot  ba,  so podin-

tervali  1, ,i ix x 1, , .i n   Bidej}i funkcijata  x  e diferencija-

bilna na intervalot  ba, , toga{ taa e diferencijabilna i na sekoj 

od podintervalite  1, .i ix x  Ako ja primenime Lagran`ovata teorema 

za sredna vrednost vo sekoj podinterval, dobivame deka 

           1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1, ,x x x x f x x x x            

           2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2, ,x x x x f x x x x            

  

           1 1 1 1, , .n n n n n n n n n n nx x x x f x x x x               

Ako gi sobirame levite i desnite strani na pogornite ravenstva, do-

bivame deka 

      
1

,
n

i i
i

b a f x  


     1, ,i i ix x  1,2, , .i n   

Levata strana na poslednoto ravenstvo ne zavisi od brojot na podin-

tervali, odnosno od brojot na delbeni to~ki n  na izbranata podelba 

 0 1, , . ,nx x x    kako i od izbranite to~ki  1, , 1,2, , ,i i ix x i n     

{to zna~i deka imame  

     
( ) 0 1

lim
n

i i
d i

b a f x


  
 

   .  
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Vo dosega{noto izlo`uvawa go definiravme opredeleniot integral 

od funkcijata f  na intervalot  , ,a b  odnosno vo slu~aj koga .a b  

Ovaa definicija ja dopolnuvame so slednite usoglasuvawa.  

1. Ako funkcijata f  e opredelena vo to~kata ,x a  toga{ po defi-

nicija zemame deka  

( ) 0.
a

a

f x dx    

2. Ako funkcijata f  e integrabilna na  , ,a b  toga{ po definicija 

stavame deka 

( ) ( ) .
b a

a b

f x dx f x dx    

Se nametnuva pra{aweto koi funkcii na daden interval se integra-

bilni. Bez dokaz, }e usvoime deka  

1. Sekoja neprekinata funkcija na intervalot  ba,  e integra-

bilna na toj interval. 

2. Sekoja monotona  funkcija na intervalot  ba,  e integrabilna 

na toj interval. 

3. Sekoja ograni~ena funkcija so kone~en broj prekini na inter-

valot  ba,  e integrabilna na toj interval. 

8.2.5. Primeri.   

1) Da go presmetame integralot 
1

2

0

.x dx  Funkcijata 2( )f x x  e nepre-

kinata na intervalot  0,1 ,  od kade {to sleduva deka taa e integra- 
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bilna na spomenatiot interval, odnosno 
1

2

0

x dx  postoi.  

Za da go presmetame dadeniot integral dovolno e da izbereme proiz-

volna podelba   na segmentot  0,1  za koja {to dol`inata na podin-

tervalite so najgolema dol`ina ( ) 0,d    koga  ,n  i da ja najde-

me grani~nata vrednost na soodvetnite integralni zbirovi, za koj 

bilo izbor na to~kite 1, ,i i ix x     1, , .i n   Definirame podelba  

| 0,1, , .i
i

x i n
n


 

   
 

  

Toga{ ( ) 0,d    koga .n  Vo sekoj od podintervalite za to~ka i  

go izbirame desniot kraj na podintervalot, ,i i
i

x
n

    za 1, 2,..., .i n  

Za soodvetniot integralen zbir dobivame deka 

 
2 2 2 2 2

3 3
1 1 1

1 1 2 . . .n n n

i i
i i i

i i n
f x x

n n n n  

   
     

 
     

                       
3 2

( 1)(2 1) ( 1)(2 1)
.

6 6

n n n n n

n n

   
    

Toga{, granicata na inegralniot zbir, odnosno za opredeleniot in-

tegral imame deka   

1
2

2
0

( 1)(2 1) 1
lim .

36n

n n
x dx

n

 
    

2) Da go presmetame integralot .
b
x

a

e dx  Funkcijata ( ) xf x e  e nepre-

kinata na intervalot  , ,a b  od kade {to sleduva deka taa e integra-  
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bilna na spomenatiot interval, odnosno 
b
x

a

e dx  postoi.  

Za da go presmetame dadeniot integral dovolno e da izbereme proiz-

volna podelba   na segmentot  ,a b  za koja {to dol`inata na podin-

tervalite so najgolema dol`ina ( ) 0,d    koga ,n  i da ja najde-

me grani~nata vrednost na soodvetnite integralni zbirovi, za koj 

bilo izbor na to~kite 1, ,i i ix x     1, , .i n    Definirame podelba  

| 0,1, , .i
b a

x a i i n
n


 

    
 

  

Toga{ ( ) 0,d    koga .n  Vo sekoj od podintervalite za to~ka i  

go izbirame desniot kraj na podintervalot, ,i i
b a

x a i
n




    za 

1, 2,..., .i n   Za soodvetniot integralen zbir dobivame deka 

 
1 1

( ) 1

1

b a
b a b a n
n n

b a
n

nn n a i a
i i

i i

b a b a e
f x x e e

n n
e


 



 

 

  
   


     

Za granicata na inegralniot zbir, odnosno za opredeleniot integral 

nao|ame deka  

( ) 1
lim

1

b a
b a n
n

b a
n

nb
ax

na

b a e
e dx e

n
e










 
 


  

           
1

lim ( 1) .

( 1)

b a
n

b a
n

a b a b a

n

b a
e e e e

n
e





 




   



  

3) Da ja razgledame funkcijata ( ) ,f x c  za sekoe  , .x a b  

Neka  0 1, , , nx x x    e proizvolna podelba na intervalot  , .a b  To-

ga{ za sekoe  1, ,i i ix x   1,2, , ,i n   imame ( ) ,if c  1,2,..., ,i n  pa  
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za integralniot zbir dobivame deka  

1

( ) ( )
n

i i
i

f x c b a


   ,  

od {to za opredeleniot integral nao|ame deka  

 lim ( ) ( ).
b

na

cdx c b a c b a


      

4) Kako posledica od prethodniot primer, imame deka ako ( ) 0,f x   

za sekoe  , ,x a b  toga{ ( ) 0 ( ) 0.
b

a

f x dx b a      

 

8.3. Svojstva na opredeleniot integral 

Poznavaweto na svojstvata na opredeleniot integral e mnogu va`no 

pri negovoto izu~uvawe i negovata primena. Neposredno od defini-

cijata, proizleguvaat slednite svojstva na opredeleniot integral.  

1. Ako funkcijata f  e integrabilna na intervalot  ba,  i R , to-

ga{ i funkcijata f  e integrabilna na istiot interval, i pritoa 

va`i ravenstvoto  

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  . 

Dokaz. Sekoj integralen zbir na funkcijata f  soodveten na dadena 

podelba   e ednakva na proizvodot na realnata konstanta   i in-

tegralniot zbir na funkcijata f  soodvetna na podelbata ,  odnos-

no, imame deka  

 
1 1

( ) ( ) .
n n

i i i i
i i

f x f x   
 

     
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Bidej}i grani~nata vrednost na proizvod na konvergentna niza so 

realna konstanta e ednakva na proizvodot od konstantata i grani~- 

nata vrednost na nizata, imame  

 
( ) 0 ( ) 01 1

lim ( ) lim ( ) ,
n n

i i i i
d di i

f x f x
 

   
  

     

od kade {to sleduva deka  

( ) ( ) .
b b

a a

f x dx f x dx     

Iska`anoto svojstvo voobi~aeno se narekuva pravilo za opredelen 

integral za proizvod na funkcija so konstanta. 

2. Ako funkciite f  i g  se integrabilni na intervalot  , ,a b  toga{ 

i funkcijata gf   e integrabilna na istiot interval i pritoa va`i 

ravenstvoto 

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( .  

Dokaz. Sekoj integralen zbir na funkcijata ,f g  soodveten na da-

dena podelba ,  e ednakov na zbirot na integralnite zbirovi na 

funkciite f  i ,g  soodvetni na podelbata ,  odnosno imame deka  

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n

i i i i i i i
i i i

f g x f x g x   
  

         

Bidej}i grani~nata vrednost na zbir na dve konvergentni nizi e ed-

nakva na zbirot na grani~nite vrednosti na nizite, imame deka 

         
( ) 0 ( ) 0 ( ) 01 1 1

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( ) .
n n n

i i i i i i i
d d di i i

f g x f x g x
  

   
    

         

od kade {to sleduva deka  
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 ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx     .  

Ova e takanare~enoto pravilo za opredelen integral za zbir od 

funkcii, i negovata skratena formulacija glasi: opredelen integ-

ral na zbir na dve funkcii, e ednakov na zbirot na opredelenite in-

tegrali na funkciite. 

3. Ako  funkcijata f  e integrabilna na intervalot  ba,  i  , ,c a b  

toga{ va`i 

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Dokaz. Bidej}i vrednosta na ( )
b

a

f x dx  ne zavisi od na~inot na podel-

bata na intervalot  , ,a b  }e izbereme podelba za koja {to to~kata c  

e edna od delbenite to~ki, odnosno  

0 1 2 1 1 1: . . . ... .k k k n na x x x x x c x x x b               

Toga{, za integralniot zbir dobivame deka  

1 1 1

( ) ( ) ( ) ,
n k n

i i i i i i
i i i k

f x f x f x  
   

        

od kade {to sleduva deka  

( ) 0 ( ) 0 ( ) 01 1 1

lim ( ) lim ( ) lim ( ) ,
n k n

i i i i i i
d d di i i k

f x f x f x
  

  
     

        

odnosno, dobivame deka   

 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( .  
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4. Ako f  e integrabilna na intervalot  ,a b  i ako ( ) 0,f x   za sekoe  

 , ,x a b  toga{ va`i deka 

( ) 0.
b

a

f x dx        

Dokaz. Ako ( ) 0,f x   za sekoe  , ,x a b  toga{ imame deka za sekoja po-

delba  0 1, , , nx x x    na  ,a b  i za sekoj izbor na to~ki  1, ,i i ix x   

1,2, , ,i n   va`i deka 

1
1

( ) 0,
n

i i
i

f x 


    

Ako vo poslednoto neravenstvo premineme kon granica koga ( ) 0,d    

zaradi svojstvoto na monotonost na konvergentna niza dobivame deka  

( ) 0 ( ) 01

lim ( ) lim 0 0,
n

i i
d di

f x
 


 

    

od kade {to sleduva deka  

( ) 0.
b

a

f x dx    

5. Ako f  i g  se integrabilni na intervalot  ,a b  i ( ) ( ),f x g x  za 

sekoe  , ,x a b  toga{ va`i deka 

( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx  .  

Dokaz. Od ( ) ( ),f x g x  za sekoe  ,x a b  sleduva deka ( ) ( ) 0,f x g x   

za sekoe  , .x a b  Toga{ zaradi svojstovoto 4. zaklu~uvame deka  
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  ( ) ( ) 0.
b

a

f x g x dx    

Ponatamu, zaradi svojstvoto 2. dobivame deka  

( ) ( ) 0,
b b

a a

f x dx g x dx     

od kade {to sleduva deka  

( ) ( ) .
b b

a a

f x dx g x dx    

6. Ako funkciite f  i f  se integrabilni na intervalot  , ,a b  toga{ 

va`i neravenstvoto 

( ) ( ) .
b b

a a

f x dx f x dx                                                                                                            

Dokaz.  Zaradi svojstvoto 5. od  neravenstvoto  

( ) ( ) ( ) ,f x f x f x    za sekoe  , ,x a b  

se dobiva neravenstvoto 

( ) ( ) ( ) ,
b b b

a a a

f x dx f x dx f x dx      

koe e ekvivalentno so neravenstvoto  

( ) ( ) .
b b

a a

f x dx f x dx    

7. Ako f  e integrabilna na intervalot  ,a b  i ako ( ) ,m f x M   za 

sekoe  , ,x a b  toga{ va`i deka 
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( ) ( ) ( ).
b

a

m b a f x dx M b a       

Dokaz. Zaradi svojstvoto 5. od  neravenstvoto  

( ) ,m f x M   za sekoe  , ,x a b  

so integrirawe se dobiva neravenstvoto 

( ) ,
b b b

a a a

mdx f x dx M dx     

koe e ekvivalentno so neravenstvoto  

( ) ( ) ( ).
b

a

m b a f x dx M b a      

8.3.1. Primeri.  

1) Znaej}i deka 
/2 /2

0 0

cos sin 1x dx x dx
 

    }e najdeme 
/2

0

sin .
4

x dx
  

 
 

      

Bidej}i imame deka  

2 2
sin sin cos cos sin cos sin ,

4 4 4 2 2
x x x x x

   
     

 
 

so primena na svojstvata 1. i 2. dobivame deka 

/2 /2 /2

0 0 0

2 2 2 2
sin cos sin 2.

4 2 2 2 2
x dx x dx x dx

   
      

 
    

2) ]e poka`eme deka  

( ) ( ) ( ) ,
b h b b h

a a b

f x dx f x dx f x dx
 

     
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za koi bilo tri realni broja ,a b  i h  za koi{to postojat integralite 

vo dadeniot izraz. Vpro~em, so neposredna primena na svojstvoto 3. 

dobivame deka  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
b h b a b h b h

a a b a b

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
  

         

3) Da go doka`eme dvojnoto neravenstvo  
1

4
0

1
1.

2 1

dx

x
 


   

Najnapred da ja najdeme najmalata i najgolemata vrednost na podin-

tegralnata funkcija 
4

1
( )

1
f x

x



 na intervalot  0,1 .  Funkcijata 4x  

e raste~ka, pa i funkcijata 4 1,x   e, isto taka, raste~ka, {to zna~i 

deka funkcijata ( )f x  e opa|a~ka funkcija na razgleduvaniot inter-

val. Zatoa najmalata vrednost na funkcijata na intervalot  0,1  e 

ednakva na 
1

(1) ,
2

f   a najgolemata e ednakva na (0) 1.f   Spored toa, 

va`i dvojnoto neravenstvo  

1
( ) 1,

2
f x    za sekoe  0,1 .x    

Ottuka, zaradi svojstvoto 7. sleduva deka  

1

0

1
(1 0) ( ) 1(1 0),

2
f x dx     

od kade {to nao|ame deka   

1

0

1
( ) 1.

2
f x dx    

4) Za da go presmetame integralot 
2

0

| sin | ,x x dx


  najnapred da se oslo- 
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bodime od znakot za apsolutnata vrednost. Bidej}i sin 0,x   za sekoe 

 0,x   i sin 0,x   za sekoe  ,2x   , integralot na intervalot  

 0,2  so pomo{ na svojsvtoto 3. }e go zapi{eme kako zbir od integ-

rali na intervalite  0,  i  ,2 ,   a potoa }e zememe predvid deka 

| sin | sin ,x x  ako sin 0x   i | sin | sin ,x x   ako sin 0.x   Imame deka 

2 2

0 0

sin | sin | | sin |x x dx x x dx x x dx
  



      

                        
2

0

sin sin .x x dx x x dx
 



    

So metodot na integrirawe po delovi nao|ame edna primitivna fun-

kcija na podintegralnata funkcija, odnosno dobivame deka  

sin cos sinx xdx x x x    

Ottuka, za opredeleniot integral dobivame deka 

2 2

00

sin ( cos sin ) | ( cos sin ) | 4 .x x dx x x x x x x
  


                        

 

8.4. Geometrisko i mehani~ko tolkuvawe na opredelen integral 

        Plo{tina na krivoliniski trapez 

Krivoliniski trapez se narekuva sekoja figura vo Ox y  ramninata  

koja e ograni~ena so dadena kriva ( ),y f x   , ,x a b  pravite x a  i 

,x b  i  delot na apscisnata oska {to odgovara na intervalot  ba,  

(slika 78.). Pritoa se pretpostavuva deka funkcijata  f x  e nepre-

kinata i nenegativna na intervalot  ba, .   

Da ja presmetame plo{tinata na dadeniot krivoliniski trapez. 
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Slika 78. 

Za taa cel, neka  0 1, , , nx x x    e proizvolna podelba na interva-

lot  ba,  i neka  1, ,i i ix x  1,2, , ,i n   se proizvolno izbrani. Pro-

izvodot  i if x   ja pretstavuva plo{tinata na pravoagolnikot so 

osnova ix  i visina  if  , 1,2, , .i n   Zbirot na plo{tinite na site 

taka formirani pravoagolnici,  
1

,
n

i i
i

f x


  e pribli`no ednakov na 

plo{tinata P  na krivoliniskiot trapez, odnosno imame deka   

 
1

.
n

i i
i

P f x


   

Zabele`uvame deka kolku e pogolem brojot na podintervali na in-

tervalot  , ,a b  tolku zbirot na plo{tinite na pravoagolnicite e 

poblisku do vrednosta na plo{tinata na krivoliniskiot trapez. In-

tuitivno se nametnuva zaklu~okot deka zbirot na plo{tinite na pra-

voagolnicite te`i kon plo{tinata na krivoliniskiot trapez ako 

dol`inata na podintervalot so najgolema dol`ina ( )d   te`i kon 
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nula, koga brojot na podintervali neograni~eno se zgolemuva, odnos-

no za plo{tinata na krivoliniskiot trapez imame deka  

( ) 0 1

lim ( ) .
n

i i
d i

P f x x
  

                                                                                                          

Od druga strana, znaeme deka integralniot zbir na funkcijata  xf  

na intervalot  , ,a b  vo odnos na definiranata podelba   i delbe-

nite to~ki  1, ,i i ix x  1,2, , ,i n   iznesuva  
1

.
n

i i
i

f x


  Nejzinata 

granica, koga dol`inata na podintervalot so najgolema dol`ina 

( ) 0,d    koga ,n  e ednakva na opredeleniot integral na funk-

cijata  xf  na intervalot  , ,a b  odnosno imame deka  

 
( ) 0 1

( ) lim .
b n

i i
d ia

f x dx f x



 

   

Zna~i, plo{tinata na krivoliniskiot trapez e ednakva na opredele-

niot integral na funkcijata  xf  na intervalot  , ,a b  odnosno va`i  

  ( ) .
b

a

P f x dx   

Spored toa, integralot na funkcijata  y f x  na intervalot  , ,a b  

pretstavuva plo{tinata na krivoliniskiot trapez ograni~ena so 

krivata ( ),y f x  , ,x a b  pravite x a  i ,x b  i delot na apscisna-

ta oska koj{to odgovara na intervalot  , ,a b  {to pretstavuva geo-

metrisko tolkuvawe na poimot za opredeleniot integral.  

8.4.1. Primeri.  

1) Da ja presmetame plo{tinata na krivoliniskiot trapez ograni~en 

so parabolata 2,y x  pravite x a  i ,x b  i  x  oskata (slika 79.).   
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Spored pogornata diskusija, plo{tinata na krivoliniskiot trapez, 

}e bide 

3
2 3 31

( ).
3 3

b

a

bx
P x dx b a

a
     

 

Slika 79. 

 

Pat kaj pravolinisko dvi`ewe 

Da razgledame telo koe se dvi`i pravoliniski so promenliva brzi- 

na. Neka  v v t  e funkcijata koja {to ja dava zavisnosta na brzina-

ta od vremeto. ]e ja presmetame dol`inata na patot s  {to go minuva 

teloto od momentot t a  do momentot .t b  Za taa cel, izbirame 

proizvolna podelba  0 1, , , nt t t    na intervalot  ba,  i proizvolni 

to~ki  1, ,i i ix x   1,2, , .i n   Neka brzinata e pribli`no konstant-

na na sekoj od izbranite podintervali. Imeno, neka na i  tiot inter-

val 1[ , ]i it t  brzinata e pribli`no ednakva, na primer, na brzinata 

vo momentot ,it t  odnosno ( ),iv v t  1, 2,..., .i n  Toga{ patot pominat 

vo tekot na i  tiot vremenski interval e pribli`no ednakov na 
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( )i iv t t , kade {to 1i i it t t    , 1, 2,..., ,i n  a celiot pat s  e pribli`-

no ednakov na zbirot na definiranite proizvodi, odnosno   

1

( )
n

i i
i

s v t t


  . 

Kako i pri presmetuvawe na plo{tina na krivoliniski trapez, to~-

nata vrednost na baranata veli~ina, odnosno dol`inata na patot se 

dobiva kako grani~na vrednost na gornata suma, ako dol`inata na 

podintervalot so najgolema dol`ina te`i kon nula, koga brojot na 

podintervali neograni~eno se zgolemuva,odnosno  

( ) 0 1

lim ( )
n

i i
d i

s v t t
  

  . 

Od druga strana, znaeme deka integralniot zbir na funkcijata  v t  

na intervalot  , ,a b  vo odnos na definiranata podelba   i delbe-

nite to~ki  1, ,i i ix x  1,2, , ,i n   iznesuva  
1

.
n

i i
i

v x


  Nejzinata 

granica, koga dol`inata na podintervalot so najgolema dol`ina 

( )d   te`i kon nula, koga brojot na podintervali neograni~eno raste, 

e ednakva na opredeleniot integral na funkcijata  v t  na interva-

lot  , ,a b  odnosno imame deka  

 
( ) 0 1

( ) lim .
b n

i i
d ia

v t dt v t



 

   

Zna~i, dol`inata na patot ,s  {to go minuva teloto od momentot t a  

do momentot ,t b  e ednakva na opredeleniot integral na funkcija-

ta  v t  na intervalot  , ,a b  odnosno va`i  
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  ( ) .
b

a

s v t dt   

Spored toa, integralot na funkcijata  v v t  na intervalot  , ,a b  

pretstavuva dol`inata na patot {to go minuva teloto od momentot 

t a  do momentot ,t b  {to pretstavuva mehani~ko tolkuvawe na 

poimot za opredeleniot integral.  

 

8.5. Primeni na opredelen integral vo matematika 

8.5.1. Presmetuvawe na plo{tini 

Geometriskoto tolkuvawe na opredeleniot integral dava mo`nost 

plo{tinata na krivoliniski trapez da se presmetuva so pomo{ na 

opredelen integral. Imeno, ako  funkcijata ( )y f x  e neprekinata i 

nenegativna na intervalot  , ,a b  odnosno   0,f x   za sekoe  , ,x a b  

toga{ plo{tinata na krivoliniskiot trapez  

    , : , 0T x y a x b y f x       

e ednakva na opredeleniot integral  

   .
b

a

f x dx  

Ova pretstavuva osnova za presmetuvawe na plo{tina na ramninski 

figuri od poop{t vid so pomo{ na opredelen integral.  

Neka dadena figurata F  vo ramninata Ox y  e ograni~ena so krivite                   

1( ),y f x  za sekoe  , ,x a b  i 2( ),y f x  za sekoe  , ,x a b  i pravite 

x a  i x b  (slika 80.).  Funkciite  1f x  i  2f x  se neprekinati i 

nenegativni na intervalot  , ,a b  i va`i 1 2( ) ( ) 0,f x f x   za  , .x a b  
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Slika 80. 

Ako 1T  e krivoliniskiot trapez pod krivata 1( ),y f x  i 2T  e krivo-

liniskiot trapez pod krivata pod krivata 2( ),y f x  i pritoa dvata 

se opredeleni na intervalot  , ,a b  toga{ figurata F  mo`e da se 

pretstavi kako razlika na krivoliniskiot trapez 1T  so krivolinis-

kiot trapez 2 ,T  odnosno 1 2\ .F T T  Plo{tinata na figurata F  e ed-

nakva na razlikata na plo{tinata na krivoliniskiot trapez  1T   so  

krivoliniskiot trapez 2 ,T  a tie plo{tini neposredno se pres-

metuvaat so pomo{ na opredelen integral, taka {to dobivame deka  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] .
b b b

a a a

P F P T P T f x dx f x dx f x f x dx         

Od pogornata diskusija, za plo{tinata na figura F  dobivame  

1 2( ) [ ( ) ( )] .
b

a

P F f x f x dx         (8.2) 

8.5.1.1. Primeri.  

1) Da ja presmetame plo{tinata na figura F  ograni~ena so krivite 
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 lny x  i 2ln .y x  Krivite koi {to ja zagraduvaat figurata F  se 

prika`ani na slika 81. 

Apscisite na nivnite prese~ni to~ki }e gi najdeme so re{avawe na 

sistemot od  ravenki 

lny x  i 2ln ,y x  

{to se sveduva na re{avawe na ravenkata 2ln ln 0.x x   

Bidej}i re{enijata na poslednata ravenka se 1x   i ,x e  apscisite 

na prese~nite to~ki se ednakvi na 1 i .e   

 

Slika 81. 

Dadenata figura F  e razlika na krivoliniskiot trapez pod krivata 

ln ,y x  na intervalot [1, ]e  so krivoliniskiot trapez pod krivata 

2lny x  na intervalot [1, ].e  Spored toa, za plo{tinata na figurata 

F  dobivame deka  

        2 2

11

( ) (ln ln ) ln 3 ln 3 | 3 .
e e

P F x x dx x x x x x e        
     
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Da zabele`ime deka ravenstvoto 8.2. va`i i vo slu~ajot koga figu-

rata F  ne le`i nad x  oskata, odnosno koga funkciite 1( )f x  i 

2 ( )f x  ne se nenegativni na intervalot  ,a b  (slika 82.). Poto~no, ako 

funkciite 1( )f x  i 2 ( )f x  se neprekinati na intervalot  , ,a b  i va`i 

1 2( ) ( ),f x f x  za sekoe  , ,x a b   toga{ funkciite 

1 1( ) ( )g x f x k   i  2 2( ) ( ) ,g x f x k    1 2
[ , ]

min ( ), ( )
x a b

k f x f x


  

se neprekinati i nenegativni na intervalot  , ,a b  i va`i  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),g x f x k f x k g x      za sekoe  , .x a b   

 

Slika 82. 

Spored toa, na funkciite 1( )g x  i 2 ( )g x  mo`e da se primeni ravenst-

voto 8.2., odnosno za plo{tonata na figurata 1F  zagradena so krivi-

te 1( )y g x  i 2 ( ),y g x  i pravite  x a  i ,x b  imame deka  

1 1 2( ) [ ( ) ( )] .
b

a

P F g x g x dx   
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Osven toa, figurata 1F  e skladna so figurata ,F  pa spored toa niv-

nite plo{tini se ednakvi, odnosno 1( ) ( ).P F P F  Taka, imame deka     

1 1 2 1 2( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ,
b b

a a

P F P F g x g x dx f x f x dx       

od kade {to sleduva deka                                                                           

1 2( ) [ ( ) ( )] .
b

a

P F f x f x dx   

8.5.1.2. Primeri.  

1) Da ja presmetame plo{tinata na figura zagradena so parabolata 

22y x   i pravata y x  (slika 83.).  

Apscisite na prese~nite to~ki na pravata i parabolata gi nao|ame 

so re{avawe na sistemot ravenki 

22 ,y x   .y x  

Dobienite re{enija, 1 2x    i 2 1,x   se granicite na integracijata. 

 

Slika 83. 

Baranata plo{tina e 
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3 21
2

2

1 9
[(2 ) ] 2 .

23 2 2

x x
P x x dx x



 
       

   
                               

Da napomeneme deka so pomo{ na opredelen integral mo`e da dojde-

me do formulite za presmetuvawe na plo{tini na ramninski figuri.   

8.5.1.3. Primeri.  

1) Da ja presmetame plo{tinata na krug so radius r  (slika 8.4.).  

Znaeme deka ravenka na krug so radius r  i centar vo koordinatiot 

po~etok e 2 2 2.x y r   Spored toa, mo`e da smetame deka ja barame 

plo{tinata na figurata zagradena so krivite 1( )y f x  i 2 ( ),y f x  

na intervalot  , ,r r kade {to 22
1 )( xrxf   i 2 2

2 ( ) .f x r x    

 

Slika 84. 

Spored ravenstvoto 8.2. za plo{tinata imame deka 

2 2 2 2 2 22
r r

r r

P r x r x dx r x dx
 

             
   

  (voveduvame smena sin ,x r t cosdx r t dt )  

/2 /2 /2
2 2 2 2 2 2 2

/2 /2 /2

2 sin cos 2 cos 2 cos .r r tr tdt r tdt r tdt
  

    

       
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Posledniot integralot 2cos tdt  }e go presmetame so parcijalna in-

tegracija. Ako izbereme   cos ,u t t cos ,dv tdt  imame sin ,du tdt   

cos sin .v tdt t   Toga{  

2 2 2 2cos cos sin sin (1 cos ) cos ,tdt t t tdt t dt dt tdt           

od kade {to dobivame deka 2 1
cos .

2
tdt dt   Ottuka sleduva deka 

/2 /2
2

/2 /2

1
cos .

2 2
tdt dt

 

 



 

     

Kone~no, dobivame deka plo{tinata na krug so radius r  iznesuva 


 22

2
2 rrP  .  

Ponekoga{ za poednostavno presmetuvawe na plo{tina na dadena 

figura mo`e da se zamenat ulogite na promenlivite x  i .y  Pritoa, 

formulata 8.3. dobiva oblik  

1 2[ ( ) ( )] ,
d

c

P h y h y dy   

kade {to 1( )h y  i 2( )h y  se neprekinati i nenegativni na intervalot 

 , ,c d  i va`i 1 2( ) ( ),h y h y  za sekoe  , .x c d  

8.5.1.4. Primeri.  

1) Da ja presmetame plo{tinata na figurata ograni~ena so krivata  

2 2y x  i pravite 1,y    2y   i 1y x   (slika 85.). Soglasno pogor- 

nata diskusija imame deka  

2 3 22

1

2
1 3.

12 6 2

y y y
S y dy y



   
         

       
   
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Slika 85. 

 

8.5.2. Presmetuvawe na volumen na vrtlivi tela 

Neka ( )f x  e neprekinata i nenegativna funkcija na interval  , .a b  

Ako krivoliniskiot trapez ograni~en so krivata ( ),y f x   , ,x a b  

pravite ax   i ,x b  i delot na apscisnata oska {to odgovara na in-

tervalot  , ,a b  se zavrti okolu x oskata, se dobiva vrtlivo telo 

.K  (slika 86.).  

 

Slika 86. 
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Da go opredelime volumenot na dobienoto vrtlivo telo. Za taa cel 

neka  0 1, , , nx x x    e proizvolna podelba na intervalot  ba,  i ne-

ka  1, ,i i ix x   1,2, ,i n   se proizvolno izbrani. So vrtewe okolu 

x oskata na pravoagolnicite so osnovi  ii xx ,1  i visini   ,if   

1,2, , ,i n   se dobivaat cilindri (slika 87.). Volumenot na dobieno-

to rotaciono telo K  e pribli`no ednakov na zbirot od volumenite 

na site takvi cilindri, odnosno imame  

   2 2

1 1

( ) ( ) ( ) .
n n

i i i i
i i

V K f x x f x x 
 

      

 

Slika 87.   

Kolku e pogolem brojot na delbenite segmenti na dadenata podelba 

na intervalot  ,a b , tolku pove}e zbirot na volumenite na cilind-

rite se pribli`uva kon vrednosta na volumenot na rotacionoto te-

lo. Poprecizno ka`ano, ako dol`inata na delbeniot segment so naj-

golema dol`ina ( )d   na podelbata   te`i kon nula, koga brojot na 

podintervali neograni~eno raste, toga{ zbirot na volumenite na ci-

lindrite te`i kon volumenot na teloto ,K  odnosno imame deka 
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 2
( ) 0 1

( ) lim ( ) .
n

i i
d i

V K f x x



 

   

Bidej}i funkcijata f  e neprekinata na intervalot  , ,a b  sleduva 

deka i funkcijata 2f  e neprekinata na intervalot  , .a b  Ottuka 

sleduva deka funkcijata 2f  e integrabilna na intervalot  , .a b  

Zbirot na volumenite na cilindrite, koi se pridru`eni na dadenata 

podelba na intervalot  , ,a b  kako pribli`na vrednost na volumenot 

( ),V K  odnosno zbirot  

 2
1

( )
n

i i
i

f x x


  

pretstavuva istovremeno i edna integralna suma za funkcijata 2f  

na intervalot   , ,a b  pridru`ena na dadenata podelba na segmentot.  

Sega, od integrabilnosta na funkcijata 2f  sleduva deka  integral-

nata suma te`i kon integralot  2( ) ,
b

a

f x dx  koga ( )d   te`i kon nula. 

Zna~i, volumenot na rotacionoto telo K  iznesuva 

 2( )
b

a

V f x dx  .                                  (8.3) 

8.5.2.1. Primeri.   

1) Volument na telo dobieno so rotacija okolu x  oskata na figura-

ta ograni~ena so krivata cos ,y x  pravite 
4

x


  i ,
2

x


  i x  os-

kata (slika 88.) iznesuva    

 
/2

2

/4

/ 2 1
( ) cos sin 1 .

/ 4 2

b

a

V f x dx xdx x





  



 
     

 
   
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Slika 88.  

Analogno, zaklu~uvame deka ako krivoliniskiot trapez ograni~en so 

krivata ( ),x f y  za sekoe  , ,y c d  pravite y c  i ,y d  i delot na 

ordinatnata oska {to odgovara na intervalot  , ,c d  rotira okolu 

y  oskata, toga{ volumenot na dobienoto rotacionoto telo iznesuva  

 2( ) .
d

c

V h y dy                                                                        (8.4) 

 

Slika 89. 

2) Volument na telo dobieno so rotacija okolu y  oskata na figura- 
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ta ograni~ena so krivata 21y x   i koordinatnite oski (slika 89.) 

iznesuva    

   
21

2

0

1 1
( ) 1 .

02 2

d

c

y
V h y dy y dy y

 
      

 
 

    

Formulata 8.3. za presmetuvawe na volumen na rotacioni tela so po-

mo{ na opredelen integral sodr`i formuli za presmetuvawe na vo-

lumen na prav cilindar, prav konus, kos konus, topka i delovi na 

topka, poznati od porano.  

8.5.2.2. Primeri. Da go presmetame volumenot na topka so radius r . 

1) Topkata se dobiva so vrtewe na krivata 2 2( ) ,f x r x    , ,x r r   

okolu x oskata. Za volumenot na topkata dobivame deka  

 2 2 34
( ) .

3

r

r

V r x dx r 


      

2) Da poka`eme deka volumenot na topkin sloj, so visina h  i radiusi  

na osnovite 1r  i 2 ,r  iznesuva 

 2 2 2
1 23 3 .

6

h
V r r h


    

Da go obele`ime so R  radiusot na topkata od koja e ise~en topki-

niot sloj ~ij volumen go barame. Topka so radius R  mo`e da se dobie 

so rotirawe okolu x  oskata na krugot 2 2 2.x y R   Da gi voo~ime 

to~kite a  i ,b  na intervalot  0,R  na x  oskata, za koi {to va`i 

,b a h   2 2 2
1R a r   i 2 2 2

2R b r   (slika 90.). Ramninite niz to~ki-

te a  i ,b {to se normalni na x  oskata od sferata otsekuvaat sloj 

so visina h  i radiusi na osnovite 1r  i 2.r  Jasno e deka ovoj sloj  se 
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Slika 90. 

dobiva so rotirawe na krivoliniskiot trapez opredelen so krivata 

2 2y R x   na intervalot  , .a b  Spored formulata 8.3. za presme-

tuvawe na volumen na rotaciono telo so opredelen integral imame  

3 3 3
2 2 2 2 2( )

3 3

b

a

bx b a
V R x dx R x R b R a

a
  

   
          

   
   

  

  2 2 2 2 2 2( )
[3 ( ) ( ) ( )] (3 )

3 3

b a
R b a b a a ab b R a ab b

  
            

2 2 2 2 2 2 2 2( ) 3 3 1 ( )
3 ( ) 6 3 3 ( )

3 2 2 2 6

b a b a
R a b b a R a b b a

                   
 

   2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

( )
3( ) 3( ) ( ) 3 3 ,

6 6

b a h
R a R b b a r r h

           
 

 

{to treba{e da se doka`e.  

Ako okolu x  oskata rotira ramninska figura koja mo`e da se pret-

stavi kako razlika na dva krivoliniski trapezi na ist interval na 

x  oskata, toga{ volumenot na taka dobienoto rotaciono telo e ed-
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nakov na razlikata na volumenite na telata dobieni so rotirawe na 

sekoj od tie krivoliniski trapez, poddelno. Poprecizno, neka dade-

na figura F  e ograni~ena so krivite 1( ),y f x  za sekoe  , ,x a b  i 

2( ),y f x  za sekoe  , ,x a b  i pravite x a  i ,x b  kade {to funk-

ciite  1f x  i  2f x  se neprekinati i nenegativni na interval  , ,a b  

i va`i 1 2( ) ( ) 0,f x f x   za sekoe  , .x a b  Ako 1T  e krivoliniskiot 

trapez pod krivata 1( ),y f x  i 2T  e krivoliniskiot trapez pod kri-

vata pod krivata 2( ),y f x  i pritoa dvata se opredeleni na inter-

valot  , ,a b  toga{ figurata F  mo`e da se pretstavi kako razlika 

na krivoliniskiot trapez 1T  so krivoliniskiot trapez 2 ,T  odnosno 

1 2\ .F T T  Toga{ volumenot na teloto ,K  dobienoto so rotacija na 

figurata F  okolu x  oskata e ednakov na razlikata na volumenot 

na teloto 1,K  dobieno so rotacija na krivoliniskiot trapez na 1,T  

so volumenot na teloto 2,K  dobieno so rotacija na krivoliniskiot 

trapez 2 ,T  odnosno imame deka  

   2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] .

b b b

a a a

V K V T V T f x dx f x dx f x f x dx                                                 

Spored pogornata diskusija, volumenot na teloto K  dobieno so ro-

tacija na figurata F  okolu x  oskata iznesuva 

2 2
1 2( ) [ ( ) ( )] .

b

a

V K f x f x dx        (8.5) 

8.5.2.3. Primeri. 

1) Da ja presmetame plo{tinata na teloto dobieno so rotacija okolu 

x  oskata na krugot 2 2 2( ) ,x y a R    0 R a   (slika 91.). 
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Slika 91. 

Kru`nata povr{ina, za koja stanuva zbor vo tekstot na zada~ata, e 

razlika na krivoliniskiot trapez pod krivata 2 2y a R x    so 

krivoliniskiot trapez pod krivata 2 2 ,y a R x    i dvata na in-

tervalot  ,R R  na x  oskata. Volumenot ,V  na teloto koe se dobi-

va so rotacija na povr{inata okolu x  oskata e ednakva na razlika-

ta na volumenite na telata dobieni so rotirawe na ovie krivoli-

niski trapezi, i iznesuva 

2 2 2 2 2 2
1 2 ( ) ( )

R R

R R

V V V a R x dx a R x dx 
 

           

                 2 2 2 2 2 2[( ) ( ) ]
R

R

a R x a R x dx


        

                   
2

2 2 2 24 4 2 ,
2

R

R

R
a R x dx a aR


  



     



8. Opredelen integral 

 395

bidej}i integralot 2 2
R

R

R x dx


  e ednakov na polovinata od plo{-

tinata na kru`nata povr{ina 2 2 ,x y R   {to iznesuva 21
.

2
R                   

So analogna diskusija zaklu~uvame deka ako dadena figura F  e 

ograni~ena so krivite 1( ),x h y  za sekoe  , ,x c d  i 2( ),x h y  za 

sekoe  , ,y c d  i pravite y c  i ,y d  kade {to funkciite  1h y  i 

 2h y  se neprekinati i nenegativni na intervalot  , ,c d  i va`i 

1 2( ) ( ) 0,h y h y   za sekoe  , ,y c d  toga{ volumenot na teloto ,K  do-

bienoto so rotacija na figurata F  okolu y  oskata se presmetuva 

po formulata  

2 2
1 2( ) [ ( ) ( )] .

d

c

V K h y h y dy                                 (8.6) 

8.5.2.4. Primeri. 

1) Da go opredelime volumenot na teloto dobieno so rotacija okolu 

y  oskata, na figurata zagradena so pravite ,y x  2x   i x  oskata 

(slika 92.).  

 

Slika 92. 
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Spored uslovite vo zada~ata granicite na integracija se 0 i 2. 

Zaradi formulata 8.6. imame  

2 2 2
2 2 2 2 2

1 2
0 0 0

16
[ ( ) ( )] (2 ) 4 .

3

d

c

V h y h y dy y dy dy y dy


              

 

8.5.3. Presmetuvawe na dol`ina na lak na kriva 

]e razgledame kako so pomo{ na opredelen integral mo`e da se pres-

meta dol`inata na lak na kriva linija vo ramnina. 

Neka vo ramninata Ox y  e zadadena krivata ( ),y f x  kade {to ( )f x  

e neprekinata funkcija so neprekinat izvod na intervalot  , .a b   

Da razgledame lak na dadenata kriva od to~kata so apscisa x a  do 

to~ka so apscisa x b  (slika 93.).  

 

Slika 93. 

Za da ja presmetame pribli`no dol`inata na dadeniot lak, interva-

lot  ,a b  }e go podelime na n  delovi so podelbata  0 1, , , nx x x    i 

niz delbenite to~ki }e povle~eme pravi paralelni so y  oskata. Na 

toj na~in razgleduvaniot lak na krivata }e go podelime na n  pomali 

delovi.  
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Sekoj od ovie delovi  mo`e da se zameni so tetivata koja {to gi po-

vrzuva negovite krajni to~ki, a negovata dol`ina so dol`inata na 

taa tetiva kako pribli`na vrednost. Da ja presmetame dol`inata na 

koja bilo ( i  ta) od ovie tetivi (slika 94.). Da gi obele`ime so 1iA   

i ,iA  1,2, , ,i n   krajnite to~ki so apcisi 1ix   i .ix  Od pravoagol-

niot triagolnik 1i i iA A M  neposredno se dobiva deka  

2 2 2 2 2 2
1 1 1 ,i i i i i i i i i i iA A A M AM x k x k x                                                   

kade ik  e koeficient na pravec na tetivata 1i iA A  i 1,i i ix x x     

1,2, , .i n   Spored teoremata na Lagran` koeficientot ik  e ednakov 

na koeficientot na pravecot na tangentata na krivata ( )y f x  vo 

nekoja to~ka so apscisa  1,i i ix x  , 1,2, , ,i n   odnosno ( ).i ik f   

Toga{ imame deka                                         

 21 1 ( ) ,i i i iA A f x     1,2, , .i n   

Bidej}i dol`inata na i  tiot od n  te pomali laci e pribli`no 

ednakva na dol`inata na tetivata 1i iA A , dol`inata na lakot na  

 

Slika 94. 
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krivata ( )y f x  e pribli`no ednakva na zbirot na dol`inite na 

tetivite 1 ,i iA A  1,2, , ,i n   odnosno, imame deka   

 2
1

1 ( ) .
n

i i
i

L f x


    

Koga dol`inata na delbeniot segment so najgolema dol`ina ( )d   na 

dadenata podelba na intervalot  ,a b  te`i kon nula, koga brojot na 

delbeni to~ki neograni~eno se zgolemuva, jasno e deka gorniot zbir, 

od edna strana, }e te`i kon baranata dol`ina na lakot na dadenata 

kriva, a od druga strana, kon opredeleniot integral    

 21 ( ) .
b

a

f x dx  

Da zabele`ime deka od pretpostavkata za neprekinatost na izvodot 

( )f x  na funkcijata f   na intervalot  ,a b  sleduva deka funkcijata 

 21 ( )f x  e isto taka neprekinata na intervalot  , ,a b  pa spored 

toa e i integrabilna na intervalot  , .a b  Inaku, jasno e deka gorniot 

zbir pretstavuva i edna integralna suma na ovaa funkcija, soodvet-

na na dadenata podelba na intervalot  , .a b  Spored toa, va`i  

 21 ( ) .
b

a

L f x dx                             (8.7) 

8.5.3.1. Primeri.  

1) Dol`inata na lakot na krivata y x x  od 1x   do 2x   spored 

formulata 8.7. iznesuva     

22 2
1 2

1 1

3 9 22 22 13 13
1 1 .

2 4 27
L x dx x dx

 
     

 
    
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8.6. Primena na opredelen integral vo fizika 

8.6.1. Brzina i pat pri ramnomerno zabrzano (usporeno) dvi`ewe 

 Ako edno telo ima po~etna brzina 0v


 i na nego dejstvuva konstantna 

sila vo ist pravec, no sprotivna nasoka na po~etnata brzina, toga{ 

negovata brzina ramnomerno }e opa|a vo sekoja sekunda. Zaradi toa 

vakvoto dvi`ewe se narekuva ramnomerno zabaveno dvi`ewe. Ova 

dvi`ewe se sostoi od ramnomerno dvi`ewe so po~etna brzina 0v


 i 

ramnomerno zabrzano dvi`ewe vo sprotivna nasoka. Rezultantnata 

brzina i rezultantniot pat mo`eme da gi dobieme so intergralno i 

diferencijalno smetawe. Znaeme deka kaj ramnomerno zabavenoto 

dvi`ewe zabrzuvaweto e konstantno, no negativno ( ).a  Bidej}i 

zabrzuvaweto e prv izvod na brzinata po vremeto, mo`e da stavime 

,
dv

a
dt

    odnosno  .dv adt   

Integriraj}i (so neopredelen integral) na dvete strani na ravenst-

voto, dobivame deka 

( ) ,dv adt C a dt C at C             

od kade {to dobivame deka   

.v at C    

Konstantata na integrirawe C  ja dobivame od po~etnite uslovi ze-

maj}i predvid deka vo momentot 0,t   brzinata v  e ednakva na po-

~etnata brzina 0 ,v  odnosno 0.v v  Spored toa, dobivame deka 

0 0 ,v a C      odnosno  0 .v C  

Zamenuvaj}i ja ovaa vrednost za C  vo ravenkata ,v at C    dobiva-

me deka 
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0 .v v at                                                                (8.8)                                                                            

Patot kaj ramnomerno zabavenoto dvi`ewe go dobivame ako vo pos-

lednata ravenka 0v v at   stavime ,
ds

v
dt

  a potoa integrirame od 0  

do .t  Taka dobivame deka 

0 ,
ds

v at
dt

   odnosno 0 .ds v dt at dt   

So integrirawe na poslednata ravenka, vo koja 0v  i a  se konstanti, 

vo granici od 0  do ,t  dobivame deka 

2

0 0 0
0 0 0

( ) ,
0 02

t t t t tt
s v dt at dt v dt a t dt v t a          

od kade {to sleduva deka  

2

0 .
2

at
s v t                                                     (8.9) 

Ravenkite 8.8. i 8.9. lesno se dobivaat so diferencijalno i integ-

ralno smetawe. Teloto se dvi`e{e ramnomerno so nekoja po~etna br-

zina i vo eden moment pod dejstvo na konstantna sila dobiva kons-

tantno zabrzuvawe .a  Da go opredelime intenzitetot na brzinata i 

dol`inata na izminatiot pat smetaj}i od moment 0,t   koga silata 

po~nala da dejstvuva. Bidej}i zabrzuvaweto e prv izvod na brzinata 

po vremeto, imame deka ,
dv

a
dt

  odnosno .dv adt   

So integrirawe dobivame deka  

,dv adt C a dt C       

od kade {to sleduva deka   

.v at C                                                                                     (8.10) 
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Konstantata na integrirawe C  mo`eme da ja opredelime od po~etni-

te uslovi, imaj}i predvid deka teloto vo po~etniot moment na raz-

gleduvaweto 0,t   ve}e se dvi`elo so nekoja po~etna brzina 0.v v  

Spored toa se dobiva deka 

0 0 ,v a C    odnosno 0.C v  

Ako ja zamenime dobienata vrednost za C  vo ravenkata 8.10., dobi-

vame deka  

0 ,v v at    

{to vsu{nost pretstavuva ravenkata 8.8.  

Momentnata brzina e prv izvod na patot po vremeto, odnosno .
ds

v
dt

  

Ako ova go zamenime vo ravenkata 8.8., i ako ja izrazime promenliva-

ta s  kako funkcija od  ,t  dobivame deka   

0 ,
ds

v at
dt

   odnosno 0 .ds v dt at dt   

So integrirawe na poslednoto ravenstvo nao|ame deka   

0 0 0
0 0 0 0 0 0

( )
t t t t t t

ds v dt atdt v dt atdt v dt a tdt             

       
2

2
0 0 ,

0 0 2

t t at
v t at v t     

od kade {to za patot dobivame deka 

2

0 .
2

at
s v t   

8.6.1.1. Primeri.  

1) Telo se dvi`i so brzina dadena so formulata 1 / ,v t m s   kade  
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{to t  e vremeto vo sekundi. Da go najdeme patot {to teloto go izmi-

nalo po 10 sekundi od po~etokot na dvi`eweto. Za taa cel, da se 

potsetime deka  

.
ds

v
dt

  

 Ottuka imame deka 1 ,
ds

t
dt

   odnosno 1 .ds t dt    Spored dadeni-

te uslovi, za patot nao|ame deka   

10

0

1 .s t dt   

So zamenata 1 t z   za patot dobivame deka  

10
3 3

0

2 2
(1 ) ( 11 1) 23,6 .

3 3
s t m       

 

8.6.2. Rabota na promenliva sila 

Neka telo (materijalna to~ka) se dvi`i vo pravecot na x  oskata (na 

primer vo pozitivna nasoka) pod dejstvo na sila ,F  koja ima pravec 

i nasoka na x  oskata. Ako pri toa dvi`ewe i intenzitetot na sila-

ta e konstanten dol` celiot pat, toga{ nejzinata rabota A  po izmi-

natiot pat s  iznesuva 

.A F s   

 

Slika 95. 
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8.6.2.1. Primeri.  

1) Ako teloto pod dejstvo na Zemjinata te`a ,F  pa|a na Zemjata od 

visina ,s h  toga{ Zemjinata te`a (koja na kratki rastojanija 

mo`eme da ja smetame za  konstantna) izvr{uva rabota (slika 95.) 

.A F h    

Ako, pak, teloto se dvi`i po istiot pat (na primer, po x  oskata) 

pod dejstvo na promenliva sila, na primer silata F  koja od to~ka 

do to~ka go menuva samo intenzitetot, toga{ silata ( )F F x  e funk-

cija od argument ,x  odnosno to~kata  (mestoto) x  vo koe se nao|a te-

loto.  

Ako teloto pod dejstvo na takva sila ( )F x  se pomestilo od to~ka a  

vo to~ka b  na x  oskata, se postavuva pra{aweto kolkava rabota iz-

vr{ila taa sila pri toa pomestuvawe. Za da mo`eme da odgovorime 

na toa pra{awe, morame prethodno da ja definirame rabotata na 

promenliva sila na edna otse~ka i da najdeme matemati~ki aparat 

koj }e ni ovozmo`i da ja presmetame rabotata na taa promenliva 

sila. Za taa cel da go podelime intervalot  ,a b  so proizvolna 

podelba   za koja va`i   

0 1 2 1: . . . .n na x x x x x b         

Dol` sekoja otse~ka 1,i i ix x x    1, 2, , ,i n   intenzitetot na sila-

ta nezna~itelno se menuva ako soodvetniot interval e dovolno mal, 

pa ottuka mo`eme da smetame deka na dovolno mal interval ix  si-

lata e konstantna, odnosno e ednakva na ( )iF   ako i  e to~ka od in-

tervalot ,ix  taka {to na toj interval silata izvr{uva rabota  

 1( ) ( ) ( ) .i i i i iA F x x F x      
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Zatoa izvr{enata rabota A  na celiot interval  ,a b  pribli`no e 

ednakva na  

1

( ) .
n

n i i
i

A F x


   

a rabotata na promenlivata sila na toj interval e 

( ) 0 1

lim ( ) ( ) .
bn

i i
d i a

A F x F x dx



 

     

Na toj na~in rabotata na promenliva sila na intervalot  ,a b  se 

definira kako grani~na vrednost, a istovremeno so toa ni e daden 

matemati~ki aparat koj ni ovozmo`uva da ja presmetame taa rabota 

koristej}i se so opredeleniot integral. 

8.6.2.2. Primeri.  

1) Da ja presmetame silata so koja {to homogena pra~ka so gustina ,  

napre~en presek q  i dol`ina s  privlekuva materijalna to~ka so 

masa ,m  koja {to se nao|a vo prodol`enata oska na pra~kata na ras-

tojanie a  od eden negov kraj. 

Poa|aj}i od Wutnoviot zakon na zaemno dejstvo me|u dve masi, imame 

1 2
2

m m
F

r



  

kade {to 11 2 26,67 10 /N m kg     e konstantata na gravitacija. Da 

ja presmetame silata na privlekuvawe dF  me|u materijalnata to~ka 

so masa m  i del od pra~kata so dol`ina dx  (slika 96). Toga{, ele-

mentarniot volumen iznesuva   

.dV q dx   

Elementarnata masa iznesuva   
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Slika 96. 

.dM dV q dx       

Spored Wutnoviot zakon imame deka  

2
.

( )

q dx m
dF

x a




 



 

Ottuka, za silata dobivame deka   

2
00

1 1 1

( )

ss dx
F qm qm qm

x a s a ax a
     

 
         

  
  

  .
( ) ( )

s q s m
qm

a s a a a s


  

  
   

 
    

Bidej}i masata na pra~kata e ,M q s    dobivame deka 

.
( )

M m
F

a a s






 

2) Neka pru`inata AB  e zacvrstena na edniot kraj .A  Da ja presmeta-

me mehani~ka rabota koja {to treba da se izvr{i za da se istegne 

pru`inata do to~ka C  (slika 97.). 

 

 

Slika 97.  
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Da ja postavime x  oskata taka {to to~kite A  i B  da le`at na x   

oskata i koordinatniot po~etok da bide vo to~kata .B  Spored toa, 

vo to~kata B  imame deka 0.x   Neka vo to~kata C  imame 0.x x   

Dodeka ne se premine granicata na elasti~nost, silata na istegnu-

vawe e proporcionalna so istegnuvaweto ,x  odnosno va`i 

( ) ,F x px   

kade {to p  e koeficient na istegnuvaweto. Toga{, imame deka me-

hani~kata rabota koja {to silata ja izvr{uva na patot BC  (od to~-

kata 0x   do to~kata 0x x ) e ednakva na 

 
0

2
0

0

1
.

2

x

A p x dx p x    

 

8.6.3. Kineti~ka energija. Potencijalna energija.  

Kako {to e poznato, kineti~ka energija na materijalna to~ka koja ro-

tira, se narekuva proizvodot  

2 21
,

2
K mr   

kade {to m  e masa na taa to~ka, r  e nejzinoto rastojanie od oskata 

na rotacija, a   e agolnata brzina.  

Ako edno tvrdo telo go zamislime podeleno na proizvolno mali de-

lovi so volumeni 1 2, ,..., ,nV V V    takvi {to da mo`eme da smetame 

deka masata  1 2, , , nm m m    na sekoj od niv e koncentrirana vo po 

edna nivna to~ka, na rastojanie 1 2, , , nr r r  od oskata na rotacija, to-

ga{ kineti~kata energija na teloto e pribli`no ednakva na zbirot  
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2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 1
. . . . . .

2 2 2
n n nK K K r m r m r m              

                               2 2

1

1
.

2

n

k k
k

r m


   

Koga brojot n  na sostavni delovi na razgleduvanoto telo neograni-

~eno raste, odnosno koga ,n  a masata na najgolemiot del od tie 

delovi te`i kon nula, pa toga{ kineti~kata energija na celoto telo 

iznesuva 

2 2

1

1
lim ,

2

n

i i
n i

K r m
 

    

odnosno, dobvame deka   

0

2 21
,

2

R

r

K r dm   

kade {to dm  e diferencijalot na masata kako funkcija od rastoja-

nieto .r  

8.6.3.1. Primeri.  

1) Homogena pravoagolna plo~ka so gustina 38 / ,g cm   debelina 

0,3 ,d cm  i strani 50a cm  i 40 ,b cm  rotira okolu stranata a  so 

agolna brzina 
1

3 .
s

   Da ja presmetame kineti~kata energija pri 

rotacijata na plo~kata. 

Kineti~kata energija kE  na materijalna to~ka so masa m  e ednakva 

na 
2

,
2

mv
 odnosno 

2 2

,
2

mr 
 bidej}i liniskata brzina e ,v r    kade 

{to r  e radius na rotacija, a   e agolna brzina. Kineti~kata ener-
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gija za del od plo~kata so debelina dx  na rastojanie x  od oskata na 

rotacija y  e (slika 98.)  

2 2

.
2

k
dm x

dE


  

 

Slika 98. 

Elementarnata masata dm  gustina · volumen ,a d dx     pa zatoa  

2 2 3 3 2
2

0

.
2 2 3 6

b

k
a d a d b a b d

E x dx
             

                                  

Sega, zaradi a b d m     masa na plo~kata, dobivame deka   

2 2

.
6

k
m b

E


                                              (8.11) 

Da gi zamenime vo 8.11. dadenite vrednosti izrazeni vo kg  i ,m  do-

bivame deka  

3
3 3 3

2 3

8 10
8 / / 8000 / ; 0,3 0,003

(10 )
g cm kg m kg m d cm m






      

50 0,5 ; 40 0,4 .a cm m b cm m     
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Spored toa, kineti~kata energija iznesuva  

3 2 2

2

8000 0,5 0,4 0,003 9
11,32 .

6
k

m
E kg

s

   
    

Neka silata )x(FF   zavisi samo od polo`bata na teloto. Na pri-

mer, takva sila so koja pru`ina na slika 92 dejstvuva na telo M  

pricvrsteno na nejziniot sloboden kraj. Rabotata na taa sila koga 

teloto se pomestuva od to~ka 1x  do to~ka 2x  iznesuva 

2

1

( ) .
x

x

A F x dx   

Potencijalnata energija na teloto se definira kako sposobnost na 

toa telo da izvr{i rabota. Potencijalnata energija U  na pru`ina 

koja {to e pricvrstena na edniot kraj, zavisi od polo`bata na toa 

telo ,M  pa ottuka imame deka U  e funkcija od polo`bata na teloto 

,M  odnosno ( ).U U x  Na primer, ako vo po~etnata polo`ba 2x  na 

telo M  potencijalnata energija e ednakva na 2( ),U x  posle pomestu-

vaweto na teloto do to~ka ,x  za 2x x  pru`inata izvr{uva rabota 

koja {to iznesuva 

2

( ) ,
x

x

A F x dx   

pa i preostanala potencijalna energija 2( ) ( ) ,U x U x A   odnosno  

          

2

2( ) ( ) ( ) ,
x

x

U x U x F x dx                                                               (8.12) 

od kade {to, vo slu~aj koga e poznata silata ( ),F x  mo`e da se pres-

meta potencijalnata energija. 

Ako gi diferencirame dvete strani na ravenkata 8.12. }e dobieme  
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( ),
dU

F x
dx

                                                                                   (8.13) 

bidej}i    2( ) ( ) 0.U x U const    

I od ovoj izraz neposredno gledame deka potencijalnata energija vo 

sekoja to~ka se menuva so brzina koja {to e proporcionalna na sila-

ta vo taa to~ka, i deka silata e sekoga{ naso~ena na onaa strana na 

koja {to potencijalnata energija opa|a. 

8.6.3.2. Primeri.  

1) Ako telo M  na x  oskata se izvadi od ramnote`nata polo`ba 

0 0x   vo polo`ba ,x  toga{ silata F  ima nasoka sprotivna na naso-

kata na x  oskata, pa imame deka 

,F kx   0,x   

kade {to k  e koeficient na proporcionalnost. Neka vo to~kata 

0 0,x   imame deka 0 0( ) 0.U x U   Toga{, spored formulata 8.13. do-

bivame deka  

2

0 0

( ) (0) ( ) .
2

x x kx
U x U F x dx kx dx        

Ottuka dobivame deka .
dU

kx
dx

    

2) Da go razgledame sega dejstvoto na silata na te`ata na nekoe telo 

,M  na vertikalno postavenata x  oska koja sega e naso~ena nagore. 

Te`ata F mg   e konstantna. Neka na Zemjata 0.x   Toga{ potenci-

jalnata energija na telo na Zemjata e 0(0) 0,U U   a potencijalnata 

energija na telo koe se nao|a na visina x  i na koe dejstvuva privle~-

nata sila na Zemjata za mali visini, odnosno za visini mali vo od-

nos na Zemjiniot radius iznesuva  
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0 0

( ) ( ) ( ) .
x x

U x F x dx mg dx mgx        

A koga se raboti za golemi visini, toga{, po Wutnoviot zakon, na te-

loto koe se nao|a na visina x r  nad Zemjata dejstvuva sila obratno 

proporcionalna na kvadratot na toa rastojanie ,r  odnosno  

2
( ) ,

c
F r

r
   

kade {to c  e pozitivna konstanta, i taa e naso~ena kon centarot na 

Zemjata. Konstantata c  se odreduva vrz osnova na toa deka na Zemja-

ta, odbosno za 0 ,r r  kade {to 0 6400r km  e Zemjiniot radius, imame 

2
0

0

( ) ,
c

F r mg
r

     

od kade {to dobivame deka 2
0 ,c m g r  za 29,81 / .g m s  Spored toa, 

imame deka  

          2
0 2

1
( ) .F r m g r

r
   

Sega e lesno da se najde potencijlnata energija ( )U x  na telo na ras-

tojanie r  od sredinata na Zemjata. Imaj}i predvid deka na Zemjata 

0( ) 0,U r   dobivame deka  

0 0

2 2
0 02

0

1 1 1
( ) ( ) ,

r r

r r

U r F r dr mg r dr mg r
r rr

 
     

 
     (8.14) 

ili, vo drug oblik 

 0
0( ) .

r
U r mg r r

r
   
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Ako visinata na teloto nad Zemjata e mnogu mala, toga{ 0 1,
r

r
  i, ako 

stavime 0 ,r r x   povtorno }e ja dobieme formulata za potencijalna 

energija na telo za mali visini 

( ) .U x m g x       

Ako, pak, rastojanieto r  neograni~eno se zgolemuva, toga{ vo formu-

lata 8.14. imame deka 
1

0,
r
  pa dobivame deka 

0lim ( ) .
r

U r mg r


        

So telata na golemi rastojanija od centarot na Zemjata se sre}avame 

pri razgleduvawe na dvi`ewe na raketi i vselenski brodovi na 

nivniot pat kon Mese~inata, Mars, Venera ili drugi vselenski tela. 

Rabotata potrebna za raketata da izmine rastojanie R  od Zemjata 

iznesuva  

2
0

0

1 1
.A mg r

r R

 
  

 
  

 

8.6.4. Stati~ki momenti i te`i{te na homogen lak na kriva   

Neka e dadena funkcijata ( )y y x  definirana i neprikinata na in-

tervalot  ,a b  i neka lakot na ovaa kriva e oblo`en so homogena ma-

terija bez debelina.  

So cel da gi opredelime stati~kite momenti na lakot vo odnos na 

apcisata i ordinatnata oska, }e go razdelime intervalot  ,a b  na n  

podintervali so dol`ini 1 2, , , .nx x x    Na sekoj od ovie podinter-

vali mu pripa|a po eden pravoagolen triagolnik ~ija hipotenuza e 
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,iS  a katetite se ix  i .iy  Ako se iskoristi teoremata na Lagran` 

vo formulata za dol`ina na lak, dobivame deka  

2 2 21 ( ) ,i i i i iS x y y x x          

kade {to ix  e to~ka od i  tiot podinterval. Masata na sekoj od ovie 

laci iznesuva   

21 ( ) .i i i im S y x x          

Ako pretpostavime deka masata e koncentrirana vo koja bilo to~ka 

na lakot ,iS  na primer vo to~kata ~ija apscisa e ,ix  a ordinata e 

( ),iy x  sleduva stati~kiot moment na soodvetniot lak vo odnos na 

x  oskata iznesuva   

2( ) ( ) 1 ' ( ) ,i i i i iy x m y x y x x       

dodeka vo odnos na y  oskata iznesuva  

21 ( ) .i i i i ix m x y x x        

Za celiot sistem na laci, odnosno za celiot lak ,AB  dobivame deka 

2

1

( ) 1 ( ) ,
n

x i i i
i

M y x y x x


      i 

2

1

1 ' ( ) .
n

y i i i
i

M x y x x


     

Ako dopu{time brojot n  na podintervalite da te`i kon beskrajnost, 

gornite zbirovi te`at kon granicite 

2( ) 1 ( ) ,
b

x
a

M y x y x dx    i 
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21 ( ) .
b

y
a

M x y x dx    

Masata ,M  na celiot sistem, odnosno na celiot lak, iznesuva  

2

1 1

1 ' ( ) ,
n n

i i i
i i

M m y x x
 

       

i ovoj zbir, koga ,n  se stremi kon granicata 

21 ' ( ) .
b

a

M y x dx    

Soglasno ova, te`i{teto na lakot ,AB  vo odnos na koordinatniot 

sistem Ox y  ima koordinati  

2 2 2

2 2

1 ' 1 '

, .

1 ' 1 '

b b

a a
b b

a a

x y dx y y dx

p q

y dx y dx

 

 

 

 

 

 

8.6.4.1. Primeri.  

1) Da go najdeme te`i{teto na lakot na polukru`nicata 2 2 2 ,x y a   

0.y   Imame deka  

2 2 ,y a x   
2 2

'
x

y
a x





 i 21 ( ') ,ds y 

2 2
,

adx
dx

a x



 

od kade {to sleduva deka 

2 2
0,

a a

y
a a

a x
M x dx dx

a x 

  


   i 

2 2 2

2 2
2 ,

a a

x
a a

a dx
M y ds a x a

a x 

   


          
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2 2
.

a

a

a dx
M a

a x




 


  

Spored toa, za koordinatite na te`i{teto dobivame deka 0p   i 

2
.q a


   

 

8.7. Zada~i za ve`bawe 

1. So pomo{ na Rimanovata definicija na opredelen integral pres-

metaj gi slednive opredeleni integrali: 

1) 
1

0

xdx                   2) 
1

3

0

x dx                            3) 
10

0

(1 )x dx      

4) 2

0

a

x dx                  5) ,
b

a

dx , ,a bR a b      6) ,
b

x

a

e dx , ,a bR a b  

2. So primena na Rimanovata definicijata na opredelen integral 

doka`i gi slednive ravenstva: 

1) 
1

2

2

3x dx


                    2) 
5

3

1

15

4
x dx                    3) 

1010

0

2 1
2

ln 2
x dx


  

3. Delej}i go intervalot na integracija taka {to apscisite na delbe-

nite to~ki obrazuvaat geometriska progresija, poka`i deka: 

1) 
2

1

ln 2
dx

x
                             2) 

2
2

1

7

3
x dx   

4. Presmetaj go integralot 
2

,
b

a

dx

x
 , ,a bR  0 ,a b   delej}i go intera-

valot na integracija na proizvolen na~in i izbiraj}i gi za to~ki i  
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geometriskite sredini na apscisite na krai{tata na podintervali-

te, odnosno 1.i i ix x   

5. So pomo{ na Rimanov zbir, poka`i deka se to~ni ravenstvata:  

1) 
2 2 2

1 1 2 7
lim 1 1 . . . 1

3n

n

n n n n

      
            
       

       

2) 
1 1 1

lim . . . ln 2
1 2 2n n n n

 
    

  
 

6. Neka funkcijata f  e integrabilna funkcija na intervalot  5,0  i 

neka 
1

0

( ) 6,f x dx   
2

0

( ) 4f x dx   i 
5

2

( ) 6.f x dx   Presmetaj  ja vrednosta 

na opredeleniot integral 
5

1

( ) .f x dx  

7. Utvrdi koj od opredelenite integrali:  

1) 
1

0

xdx  ili 
1

2

0

x dx             2) 
1

0

dx  ili 
1

0

xdx            3) 
1

0

xdx  ili 
1

0

xe dx  

4) 
1

2

0

1 x dx  ili 
1

0

xdx     5) 
/2

/4

sin xdx



  ili 

/2

/4

cos xdx



   

ima pogolema vrednost, bez tie da se presmetuvaat. 

8. Doka`i deka 
/2 /2

/4 /4

.
1 sin sin

dx dx

x x

 

 




   

9. Doka`i gi slednive dvojni neravenstva:  

1) 
1

2
0

1
1

2 1

dx

x
 


                      2) 

1

2
0

1
1

2 1

dx

x
 


   

10. Oceni  ja vrednosta na slednite opredeleni integrali: 
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1) 
1

2

0

4 x dx        2) 
1

3
18

dx

x 
           3) 

/2

/4

sin x
dx

x




          4) 

2

0 10

dx

x 
  

11. Koristej}i gi svojstvata na opredeleniot integral doka`i deka 

nizata integrali  

1

0

ln(1 )nnI x dx   

e monotono opa|a~ka niza. 

Presmetaj gi slednite opredeleni integrali: 

12. 
2

0

sin3xdx


                      13. 
2

0

cos2xdx


                   14. 
22

0

xxe dx
         

15. 
0

sin
2

x
dx



                         16.  
8

3 1

xdx

x
                        17. 

4

0

tg xdx


        

18.
4

2

ctg xdx



                        19. 

1

2
0

4

1

xdx

x 
                           20. 

2
2

0

cos xdx


                

21. 
0

cosx xdx


                        22. 
1

0

arctg xdx                     23.
1

0

lnx xdx         

24. 
1

1 2

arcsin xdx                    25. sinxe xdx



                  26. 2 cosx xdx




              

27. 
2

0

xxe dx
                         28. 

1
2

0

xx e dx                        29.
1

0

lnx xdx            

30. 
1

4

0

( 1)x xe e dx                31. 
1

2 2
0 ( 1)

xdx

x 
                      32. 

16

0 9

dx

x x 
      
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27. 
2

1 1 (ln )

e dx

x x
                 28. 

9

4

1

1

y
dy

y




                  29. 

13

452 (3 )

dx

x




  

30. 

1
2

2
1

xe
dx

x
                            31.

3

1 1 ln

e dx

x x
                  32.

3
2

1
2

3

4 45 5

8 8

x dx

x x
 

  
 

   

33. 
1

0

2

( 2)( 4)

dx

x x 
                34. 

3

2
2 2 3 2

dx

x x 
               35. 

1

2
0 4 5

dx

x x 
  

36. 
2

3
1

dx

x x
                          37. 

1

2
0,5 8 2

dx

x x  
           38. 

4 3

3
2

cos

sin

x
dx

x








     

39.
3

2
4 sin

xdx

x




                        40. 3

0

sinx xdx


                   41. 
1

0

ln( 1)
e

x dx


  

42.
37

3 2
0 1

x dx

x
                      43. 

3
2

0

9 x dx                   44. 
/2

2

0

cosxe xdx


  

45. 3

1

ln
e

xdx                        46. 
2

2

0

ln( 1)x x dx          47. 
2

2
1

logx xdx  

48. 
22

1

1x
dx

x


                   49. 

9

4 1

x
dx

x 
                     50. 

1

01

x
dx

x
  

51. 
8

3 1

xdx

x
                         52. 

1

01

xdx

x
                         53. 

1

0

x

x x

e
dx

e e
  

54. 
2329

233

( 2)

3 ( 2)

x
dx

x



 
       55. 

1/2

2
0

4 6

3 2

x
dx

x x



 
            56. 

2

3
0 1 ( 1)

dx

x x  
               
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57.
3

5 2

0

1x x dx              58. 
/4

3
0

sin

cos

x x
dx

x



                   59. 
ln 5

0

1

3

x x

x

e e
dx

e




            

60. 

4 152

3 2/5
0 (1 )

x dx

x
               61. 

1

2 5/2
0

( 2)

( 4 1)

x
dx

x x



 
         62. 

/4

2 2 2 2
0 cos sin

dx

a x b x




  

63. Presmetaj ja plo{tinata na krivoliniskiot trapez 1T  ograni~en 

so krivata  3,y x  pravite 0x   i 1,x   i x  oskata, a potoa presme-

taj ja plo{tinata na krivoliniskiot trapez 2T  ograni~en so krivata  

3,y x  pravite 1x   i 2,x   i x  oskata. Najdi go zbirot na dobieni-

te plo{tini na krivoliniskite trapezi, a potoa presmetaj ja plo{ti-

nata na krivoliniskiot trapez T  ograni~en so krivata  3,y x  pra-

vite 0x   i 2,x   i x  oskata. Najdi ja vrskata me|u dobienite 

plo{tini na krivoliniskite trapezi  1,T  2T  i ,T  soodvetno. Obraz-

lo`i go odgovorot.  

64. Presmetaj go opredeleniot integral na funkcijata  

 

cos , 0
2

3
( ) 0,

2 2

3
1, 2

2

x x

f x x

x



 





 




  



 


   

na intervalot  0,2 .  Napravi crte`. 

65. Presmetaj ja plo{tinata na figura ograni~ena so krivata ln ,y x  

i pravite 0,y  .x e  

66. Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so kri-

vata 3 26 9y x x x    i x  oskata. 
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67. Presmetaj ja plo{tinata na figura ograni~ena so krivata 
2

1
y

x
  

i pravite 1,x   ,x a  1a   i 0.y   

68. Presmetaj ja plo{tinata na figura zagradena so parabolata 

2 4 3y x x     i nejzinite tangenti vo to~kite 1 (0, 3)M   i 2 (3,0).M   

69. Presmetaj ja plo{tinata delot od ramninata zagradena so kriva-

ta 2 3( )y x x   i  pravata 1.x   

70. Presmetaj ja plo{tinata na figura zagradena so jazelot na kriva-

ta 3 2 2 8.x x y    

71. Doka`i deka ako f  e neprekinata i neparna funkcija na inter-

valot  , ,a a  toga{ ( ) 0.
a

a

f x dx


  

72. Doka`i deka se to~ni slednive ravenstva:  

1) 
/8

6 7

/8

sin 0x x dx




                 2) 
1 1

cos cos

1 0

2x xe dx e dx


   

3) 
3

4

sin
0,

1 cos

a

a

x
dx

x




 aR       5) 
4 4

0

cos cos
2 ,

1 1

a a

a

x x
dx dx

x x


 

  aR  

73. Vo to~kata 0(3, ),M y  0 0,y   na parabolata 2 2( 1)y x   e povle~e-

na tangenta. Presmetaj go volumenot na teloto dobieno so rotacija 

okolu x  oskata na figurata ograni~ena so tangentata, parabolata i 

x  oskata. 

74. Figurata zagradena so elipsata 
2

2 1,
5

x
y   segmentot na x  oska-

ta me|u fokusite na elipsata i ordinatite na fokusite rotira okolu 

x  oskata. Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono telo.   
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75. Najdi go volumenot na telo koe se dobiva so rotacija okolu y   

oskata na figurata ograni~ena so parabolata 22y x x   i x  oskata. 

76. Figura vo prviot kvadrant na koordinatnata ramnina Ox y  zagra-

dena so hiperbolata 2 2 1,x y   nejzinata asimptota, x  oskata i 

pravata 2x   rotira okolu x  oskata. Presmetaj go volumenot na do-

bienoto rotaciono telo.  

77. Krivoliniski trapez ograni~en so x  oskata, krivata arcsiny x  

i pravata 1,x   rotira okolu x  oskata. Presmetaj go volumenot na 

dobienoto rotaciono telo. 

78. Presmetaj go volumenot na telo dobieno so rotacija okolu x  os-

kata na figurata ograni~ena so krivata cos cos2y x x   i pravite 

0,x   
3

x


  i 0.y   

79. Presmetaj ja dol`inata na lakot na krivata 2 3y x  koj{to le`i 

me|u to~kite (0,0)  i (4,8).  

80. Presmetaj ja dol`inata na lakot na krivata ln(cos )y x  koj{to 

le`i me|u to~kite so apscisi 0x   i .
4

x


  

81. Najdi ja dol`inata na krivata 
2

cos ,
x

y t dt


   ako .
2 2

x
 

    

82. Brzinata na te~eweto na rekata po nejzinata {irina se menuva po 

zakonot 24 4 0,5v t t    , kade {to 
a

t
b

  ( a  rastojanie od bregot, 

b  {irina na rekata). Koga }e stigne ~amecot koj ja preminuva reka-

ta, ako negovata brzina vo odnos na vodata e 0 2 /v m s  i e naso~ena 

pravo kon sprotivniot breg. [irinata na rekata e 420 .b m  
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83. Na telo so masa m  dejstvuva sila proporcionalno so vremeto. Da 

se najde ravenkata na dvi`eweto na teloto ako vo momentot 0t   toa 

se dvi`i so po~etna brzina 0.v  

84. Materijalna to~ka so masa 6m kg  se dvi`i dol` x   oskata bez 

triewe. Vo sekoj od dolnite slu~ai taa go zapo~nuva dvi`eweto od 

0x   i 0.t   

1) To~kata pominuva rastojanie 3s m  pod dejstvo na sila  

3 4F x   wutni ( x  e vo metri). 

a) Kolkava brzina }e dobie taa pritoa? 

b) Kolkavo e zabrzuvaweto na krajot od patot? 

2. To~kata se dvi`i za vreme 1 3t s  pod dejstvo na sila  

3 4F t   wutni ( t  e vo sekundi).  

Da se odgovori na pra{awata pod a) i b). 

85. Plo~a od mraz so osnovata 21S m  i debelina 0,4d m  pliva vo 

voda. Kolkava rabota treba da se izvr{i za plo~ata da se potopi vo 

vodata, ako gustinata na mrazot inznesuva  3900 / ?kg m   

86. Vo cevka se nao|a `iva, kako {to e prika`ano na slika 99. 

Plo{tinata na napre~niot presek na cevkata e ,S  razlikite na 

visinite na nivoata na `ivata e H  i nejzinata gustina .  Kolkavo 

koli~estvo na toplina }e se oslobodi ako se otvori slavinata K  i 

nivoata na `ivata vo dvata kraka se izedna~at? 

87. Pra~kata AB  (slika 100.) se rotira okolu oskata OO  so aglova 

brzina 110 ,s    plo{tinata na napre~niot presek na pra~kata e 

24 ,P cm  dol`inata mu e 20 ,l cm  a gustinata na materijalot od koj 



8. Opredelen integral 

 423

{to e napravena iznesuva 37,8 / .g cm   Najdi ja kineti~kata ener-

gija na pra~kata.  

 

 

 

 

 

 

Slika 99.                                                   Slika 100. 

88. Pravoagolna plo~a ~ii {to strani se 40a cm  i 30 ,b cm  rotira 

so konstantna aglova brzina 13 s    okolu stranata .a  Najdi ja 

kineti~kata energija na plo~ata ako nejzinata debelina 0,2 ,d cm  a 

gustinata na materijalot od koj {to e napravena plo~ata iznesuva  

38 / .g cm    

89. Najdi gi koordinatite na te`i{teto na polovina kru`na linija 

2 2 .y r x   

90. Najdi go te`i{teto na kru`niot lak so radius ,R  koj odgovara na 

centralniot agol .  
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Dodatokot se sostoi od dva dela: transformacija na racionalni 

dropki vo zbir od prosti dropki i neravenstva. Sodr`inite pomes-

teni vo dodatokot imaat za cel da gi nadopolnat sodr`inite koi se 

izlo`eni vo u~ebnikot. Toa se pred se sodr`ini koi primarno ne se 

izu~uvaat vo matemati~kata analiza, no potrebno e dobro da se poz-

navaat zaradi nivnata ~esta primena vo matemati~kata analiza. 

Poto~no materijalot od delot za transformacija na racionalni 

dropki vo zbir od prosti dropki se primenuva kako pred se metoda 

vo integrirawe na drobnoracionalnite funkcii, a materijalot od 

delot za neravenstva e prisuten kako alatka niz celiot materijal.  
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1. Transformacija na racionalni 

dropki vo zbir od prosti dropki 

1.1. Metod na neopredeleni koeficienti 

Pri operaciite so polinomi i transformaciite so polinomi od eden 

vo drug vid, mnogupati se slu`ime so takanare~eniot metod na neo-

predeleni koeficienti. Obi~no go primenuvame vo slu~aite koga 

sakame daden izraz da transformirame vo drug identi~en izraz od 

opredelen vid, so koeficienti {to treba da se opredelat. 

Baranite brojni koeficienti gi ozna~uvame so bukvi i gi tretirame 

kako nepoznati. Potoa, koristej}i go uslovot deka dadeniot i trans-

formiraniot izraz treba da se identi~ni, davame proizvolno izbra-

ni vrednosti na argumentot (promenlivata) i dobienite vrednosti na 

dvata izrazi gi sporeduvame. Taka dobivame odreden broj ravenki za 

nao|awe na nepoznatite koeficienti. Ako se raboti za polinomi, to-

ga{ ravenkite za nao|awe na baranite nepoznati koeficienti gi do-
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bivame so sporeduvawe na soodvetnite koeficienti na dadeniot i 

transformiraniot polinom. Kako toa go ostvaruvame vo praktikata 

}e poka`eme na slednive nekolku primeri.  

1.1.1. Primeri. 

1) Da go transformirame proizvodot ( 3)( 2)( 4)x x x    vo vid na po-

linom. O~igledno e deka dadeniot proizvod e polinom od tret ste-

pen, ~ij{to koeficient pred vode~kiot ~len e ednakov na 1, a 

slobodniot ~len e ednakov na .24  Zna~i, treba da va`i identite-

tot  

3 2( 3)( 2)( 4) 24x x x x ax bx        

Za odreduvawe na koeficientite a  i b , na argumentot x  zgodno e da 

mu dademe vrednosti 3x    i 2x  . Pritoa gi dobivame ravenkite  

9 3 51 0a b    i 4 2 16 0a b     

vo koi nepoznati se baranite koeficienti a  i b . Koga }e go re{ime 

dobieniot sistem ravenki  

3 17

2 8

a b

a b

 


 
  

nao|ame deka 5a   i 2b   . Spored toa  

 3 2( 3)( 2)( 4) 5 2 24x x x x x x       .                             

2) Da go podelime go polinomot 4 3 2( ) 2 3 3 8 1f x x x x x      so poli-

nomot 2( ) 2 1.g x x x    

Vo na{iot slu~aj baraniot koli~nik ( )q x  }e bide polinom od vtor 

stepen, {to so pomo{ na neopredeleni koeficienti go zapi{uvame 

vo oblik 2( )q x ax bx c   . Ostatokot od deleweto ( )r x  }e bide po-
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linom od prv stepen, pa spored toa }e ima oblik ( )r x dx e   Toga{ 

od identitetot: 

4 3 2 2 22 3 3 8 1 (2 1)( )x x x x x x ax bx c dx e              

sleduva deka  

4 3 22 3 3 8 1x x x x      

4 3 22 ( 2 ) (2 ) ( )ax a b x c b a x d c b x e c           . 

Imaj}i go vo vid faktot deka dva polinomi se identi~ni ako i samo 

ako tie imaat ednakvi stepeni i koeficientite pred ednakvite ste-

peni na promenlivata x  se soodvetno ednakvi, go dobivame sistemot  

2 2

2 3

2 3

8

1

a

a b

c b a

d c b

e c


   

  
   

  

   koj{to e ekvivalenten na sistemot    

1

2

3

3

2

a

b

c

d

e


  


 



 

Spored toa 2( ) 2 3q x x x    i  ( ) 3 2r x x  .  

3) So metodot na neopredeleni koeficienti }e opredelime polino-

mi ( )A x  i ( )B x  takvi {to da va`i ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x A x g x B x    , kade {to 

3( )f x x ,  2( ) ( 1)g x x  ,  i stepenot na polinomot ( )A x  e najmnogu .1   

Ako polinomot ( )A x  ima stepen najmnogu ,1  toga{ polinomot ( )B x  

ima stepen najmnogu .2  Neka ( )A x ax b   i 2( )B x cx dx e   . Od ra-

venstvoto 

3 2 2( ) ( 1) ( ) 1x ax b x cx dx e       
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koe po osloboduvawe od zagradite i podreduvawe na levata strana 

po stepenite na x  dobiva oblik  

    4 3 2( ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 1a c x b c d x c d e x d e x e           ,  

doa|ame do sistemot  

0

2 0

2 0

2 0

1

a c

b c d

c d e

d e

e

 
   
  

  



   koj{to e ekvivalenten na sistemot   

3

4

3

2

1

a

b

c

d

e

 
 


 



 

Spored toa, ( ) 3 4A x x    i 2( ) 3 2 1B x x x   .  

            

1.2. Transformacija na nepravilni racionalni dropki 

       vo zbir od polinom i pravilna dropka 

Racionalna dropka 
( )

( )

f x

g x
 se narekuva pravilna, ako stepenot na 

broitelot  ( )f x  e pomal od stepenot na imenitelot ( )g x . Ako stepe-

not na broitelot ( )f x  e pogolem ili ednakov od stepenot na imeni-

telot, toga{ dropkata se narekuva nepravilna. 

Neka 
( )

( )

f x

g x
 e nepravilna dropka. So delewe na broitelot ( )f x  so 

imenitelot ( )g x  go dobivame ravenstvoto 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x      

odnosno   

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

f x r x
q x

g x g x
  ,                           (1)      
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kade {to ostatokot ( )r x  ima pomal stepen od stepenot na imenite-

lot ( )g x . Spored toa postoi barem edno pretstavuvawe na dadenata 

nepravilna dropka vo vid na zbir od polinom i pravilna dropka.  

]e poka`eme deka dobienoto pretstavuvawe e edinstveno. Da pret-

postavime deka postojat polinom 1( )q x  i pravilna dropka 
( )

( )

h x

p x
 taka 

{to da va`i ravenstvoto  

1
( ) ( )

( )
( ) ( )

f x h x
q x

g x p x
                                                                     (2) 

Toga{ od ravenstvata (1) i (2) sleduva ravenstvoto: 

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

h x r x h x g x p x r x
q x q x

p x g x p x g x

 
   


 

~ija {to leva strana e polinom, a desnata strana e pravilna dropka. 

Poslednoto ravenstvo e vozmo`no samo vo slu~aj koga  

1( ) ( ) 0q x q x    i  
( ) ( )

0
( ) ( )

h x r x

p x g x
   

od kade {to sleduva deka  

1( ) ( )q x q x   i  
( ) ( )

( ) ( )

h x r x

p x g x
  

Pogornata diskusija mo`e da ja rezimirame vo vid na teorema. 

1.2.1. Teorema. Nepravilna racionalna dropka mo`e da se pretstavi 

na edinstven na~in kako zbir od polinom i pravilna dropka.                 

1.2.1. Primeri. 

1) ]e ja transformirame nepravilnata racionalna dropka  
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3

2

2 5

3

x x

x x

 

 
. 

vo vid na zbir od polinom i pravilna dropka. So delewe na broite-

lot 3 2 5x x   so imenitelot 2 3x x   go dobivame ravenstvoto 

3

2 2

2 5 2
1

3 3

x x
x

x x x x

 
  

   
. 

Zna~i, dadenata nepravilna dropka ja pretstavivme kako zbir na po-

linomot 1x   i pravilnata dropka 
2

2

3x x 
.   

 

1.3. Transformacija na pravilni racionalni dropki 

       vo zbir od prosti dropki 

Na po~etok, da se potsetime deka vo mno`estvoto na realnite 

broevi nerazlo`livi se samo polinomite od prv stepen x a  i poli-

nomite od vtor stepen 2x px q  , kade {to p  i q  se realni broevi, 

za koi {to 2 4 0p q  .    

Sega }e vovedeme poseben naziv za eden specijalen vid racionalni 

dropki. Pravilnata dropka od vidot 
( )k
A

x a
  se vika prosta dropka 

od prv vid, pri {to A  i a  se dadeni realni broevi, a k  e daden 

priroden broj. Prosta dropka od vtor vid, pak, se vika sekoja pra-

vilna dropka od vidot 
2( )k
Ax B

x px q



 
, kade {to A , B , p  i q  se dade-

ni realni broevi za koi 2 4 0p q  , k  e daden  priroden broj. 
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Neka 
( )

( )

f x

g x
 e neskratliva racionalna dropka so realni koeficien-

ti, pri {to stepenot na ( )f x  e pomal od stepenot na ( )g x . Po odnos 

na nulite na polinomot vo imenitelot ( )g x  postojat slednive tri 

mo`nosti: 

 site nuli na polinomot ( )g x  se realni i razli~ni; 

  nekoi od realnite nuli na polinomot ( )g x  se pove}ekratni;  

  polinomot ( )g x  ima ednokratni ili pove}ekratni kompleksni 

nuli. 

Sekoja od navedenite tri mo`nosti }e ja razgledame oddelno. 

I. Nulite na polinomot g(x) se realni i razli~ni 

Ako x a  e edna prosta nula na imenitelot ( )g x  toga{  

1( ) ( ) ( )g x x a g x   , pri {to 1( ) 0g a  . 

]e poka`eme deka postojat realen broj A  i polinom 1( )f x  ~ij{to 

stepen e pomal od stepenot na 1( )g x , za koj va`i ravenstvoto: 

1

1

( )( )

( ) ( )

f xf x A

g x x a g x
 


                                                                       (1) 

So mno`ewe na dvete strani na ravenstvoto (1) so 1( ) ( ) ( )g x x a g x    

dobivame  

   1 1( ) ( ) ( ) ( )f x A g x x a f x    .                                                          (2)           

Stavaj}i x a  imame deka 1( ) ( )f a Ag a , a ottuka sleduva deka  

1

( )

( )

f a
A

g a
 ,                                                                                      (3) 
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od kade {to sleduva deka konstantata A  e ednozna~no opredelena.  

Koga konstantata A  e opredelena, od ravenstvoto 1( ) ( )f a A g a  , od-

nosno od 1( ) ( ) 0f a A g a    zaklu~uvame deka x a  e nula na polino-

mot 1( ) ( )f x A g x  . Toa zna~i deka toj e deliv so polinomot x a , 

odnosno deka  1( ) ( )f x A g x

x a

 


 e, isto taka, polinom, a soglasno (2) toj 

e tokmu baraniot polinom 

1
1

( ) ( )
( )

f x A g x
f x

x a

 



                                                                   (4)                                

O~igledno e deka stepenot na 1( )f x  e za edinica pomal od stepenot 

na broitelot 1( ) ( )f x A g x  . Me|utoa, stepenot na ( )f x  e pomal od 

stepenot na ( )g x . Toa svojstvo go ima i polinomot 1( )A g x . Zna~i, 

stepenot na polinomot vo broitelot 1( ) ( )f x A g x   e ponizok od ste-

penot na polinomot ( )g x  pa spored toa, stepenot na polinomot ( )f x  

e ponizok od stepenot na polinomot ( )g x  najmalku za dve edinici. 

Spored toa, polinomot 1( )f x  ima stepen pomal od polinomot ( )g x , a 

toa zna~i deka  1

1

( )

( )

f x

g x
 e pravilna dropka. So toa go doka`avme raven-

stvoto (1). 

Ako imenitelot 1( )g x  na pravilnata dropka 1

1

( )

( )

f x

g x
 ima edna prosta 

nula x b , toga{ 1 2( ) ( ) ( )g x x b g x   , pa i vrz nea mo`eme da go pri-

menime istiot metod, i }e dobieme                                                                                                                      

1 2

1 2

( ) ( )

( ) ( )

f x f xB

g x x b g x
 


.                                                                    (5) 
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kade {to konstantata B  i polinomot 2 ( )f x  gi opredeluvame na ist 

na~in kako A  i 1( ).f x  

Ako dropkata 1

1

( )

( )

f x

g x
  od ravenstvoto (5) ja zamenime vo (1), dobivame: 

2

2

( )( )

( ) ( )

f xf x A B

g x x a x b g x
  

 
.                                                         (6) 

Prodol`uvaj}i natamu, kone~no dobivame deka 

( )
...

( )

f x A B C S

g x x a x b x c x s
    

   
                                        (7)                                                             

kade {to , , ,...,a b c s  se site nuli na imenitelot ( )g x . 

Na sekoja realna nula na imenitelot )x(g  odgovara po eden sobirok 

od vidot 
A

x a
 i so toa pravilnata racionalna dropka ja pretstavu-

vame kako zbir od prosti dropki. Nepoznatite realni koeficienti 

vo ravenkata (7) vo praktika gi odreduvame so pomo{ na poznatiot 

metod na neopredeleni koeficienti. 

1.3.1. Primeri.  

1) Da ja razlo`ime vo vid na zbir od prosti dropki od prv vid pra-

vilnata  racionalna dropka 
3 2

4 2

10 3 19 6

5 4

x x x

x x

  

 
.                                                          

Prvo imenitelot na dropkata go razlo`uvame na nerazlo`livi mno-

`iteli. Za taa cel gi odreduvame racionalnite nuli na polinomot 

4 25 4.x x   Tie se: 1 1,x   2 1,x    3 2,x   4 2.x    Spored toa, razlo-

`uvaweto na dadenata dropka vo zbir od prosti dropki }e ima ob-

lik: 
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3 210 3 19 6
.

( 1)( 1)( 2)( 2) 1 1 2 2

x x x A B C D

x x x x x x x x

  
   

       
          (8)                                                                                                                                                     

Ottuka sleduva ravenstvoto 

3 210 3 19 6 ( 1)( 2)( 2) ( 1)( 2)( 2)x x x A x x x B x x x             

( 1)( 1)( 2) ( 1)( 1)( 2)C x x x D x x x        , 

odnosno,    

3 2 3 2 3 210 3 19 6 ( 4 4) ( 4 4)x x x A x x x B x x x                  

3 2 3 2( 2 2) ( 2 2).C x x x D x x x                                            (9) 

Spored metodot na neopredeleni koeficienti, broevite ,A  ,B  C  i 

D  od ravenstvoto (9), gi odreduvame koga negovata desna strana prvo 

ja podreduvame po opadnuva~kite stepeni na :x  

3 2 3 210 3 19 6 ( ) ( 2 2 )x x x A B C D x A B C D x             

( 4 4 ) 4 4 2 2A B C D x A B C D                                           (10) 

a potoa gi izedna~uvame soodvetnite koeficienti pri ednakvite 

stepeni na x  vo dvete strani na ravenstvoto (10).   

Taka dobivame sistem od linearni ravenki vo koi kako nepoznati se 

javuvaat konstantite ,A  ,B  C  i D :                       

          

10

2 2 3

4 4 19

4 4 2 2 6

A B C D

A B C D

A B C D

A B C D

   
     

     
    

                                                            (11)                      

Sistemot na linearni ravenki (11) ima edinstveno re{enie: 1,A   

2,B   3C   i 4.D   So zamena na ovie vrednosti vo (8), dobivame 
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3 210 3 19 6 1 2 3 4
.

( 1)( 1)( 2)( 2) 1 1 2 2

x x x

x x x x x x x x

  
   

       
  

Vo slu~aj koga imenitelot ( )g x  na pravilnata racionalna dropka 

( )

( )

f x

g x
 ima samo realni razli~ni nuli, opredeluvaweto na nepoznati-

te konstanti ,A ,B ,...,C S  vo razlo`uvaweto (7) sekoga{ go vr{ime so 

pomo{ na takanare~eniot metod na posebni vrednosti, koj se sostoi 

vo slednovo:   

Ravenstvoto (9) sakame da bide identitet, {to zna~i deka treba da 

va`i za sekoj realen broj .x  Ottuka sleduva deka toa mora da va`i i 

za nekoi posebno izbrani vrednosti na .x  Vo ovoj primer toa se vred-

nostite 1, 1,2x    i 2.  Taka zamenuvaj}i vo ravenstvoto (9) 1x   

doa|ame do ravenstvoto 6 ( 6),A    od kade {to sleduva deka 1.A   

Potoa, zamenuvaj}i vo (9) edno po drugo:  1,x    2,x   2,x    do-

bivame deka 2,B   3C   i 4.D                                                            

II. Nekoi od realnite nuli na imenitelot g(x) se pove}ekratni 

Ako x a  e k  kratna ( 1)k   realna nula na imenitelot ( ),g x  toga{ 

1( ) ( ) ( ),kg x x a g x   pri {to 1( ) 0.g a   

]e poka`eme deka pravilnata dropka 
( )

( )

f x

g x
 mo`e da se pretstavi vo 

vid na zbir od edna prosta i druga pravilna dropka, odnosno 

1
1
1

( )( )
.

( ) ( ) ( ) ( )

k
k k

A f xf x

g x x a x a g x
 

 
                                                  (12)                           

Konstantata kA  i polinomot 1( )f x  gi odreduvame od uslovot raven-

stvoto (12) da bide identitet. 
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Ako identitetot (12) go pomno`ime so 1( ) ( ) ( ),kg x x a g x    toj premi-

nuva vo oblikot  

1 1( ) ( ) ( ) ( ).kf x A g x x a f x                                                         (13) 

Stavaj}i vo identitetot (13) x a  dobivame deka 1( ) ( ),kf a A g a  a 

ottuka sleduva deka  

1

( )
.

( )
k

f a
A

g a
                                                                                 (14) 

Zaklu~uvame deka polinomot 1( ) ( )kf x A g x  (ili nemu ednakviot 

1( ) ( )x a f x ) o~igledno ima pomal stepen od ( )g x  kako razlika na dva 

polinomi, od koi sekoj ima pomal stepen od ( )g x  i toa ( )f x  po uslov,  

a 1( )kA g x  zatoa {to 1
( )

( ) ,
( )k
g x

g x
x a




 kade {to 1.k   Zna~i, dropkata 

1
1

1

( )
,

( ) ( )k

f x

x a g x 
 koja {to e ednakva so dropkata 1( ) ( )

( )
kf x A g x

g x


 e, isto 

taka, pravilna dropka. Toga{ (smetaj}i deka 1k  ) i vrz dropkata 

1
1

1

( )
,

( ) ( )k

f x

x a g x 
 mo`eme da ja povtorime istata postapka, kako i so 

dropkata 
( )
,

( )

f x

g x
 pa }e dobieme deka 

11 2
1 1 2

1 1

( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
k k k

Af x f x

x a g x x a x a g x


  

 
    

                     (15)                                                                                                       

kade {to 1
1

1

( )

( )
k

f a
A

g a
    (mo`e da bide 1 0kA   ) i 2 ( )f x  e nekoj poli-

nom. So zamena od ravenstvoto (15) vo ravenstvoto (12), dobivame 
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1 2
1 2

1

( )( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k
k k k

A A f xf x

g x x a x a x a g x


 

  
   

                       (16)                                           

Prodol`uvaj}i taka, na krajot }e dobieme deka                                                           

1 2 1
1 2

1

( )( )
... .

( ) ( )( ) ( ) ( )

k k k k
k k k

A A A f xAf x

g x x a g xx a x a x a

 
 

     
  

    (17)          

Spored toa, ako imenitelot )x(g  na pravilnata racionalna dropka 

( )
,

( )

f x

g x
 ima pove}ekratna realna nula x a  so kratnost ,k  toga{ }e 

va`i ravenstvoto (17), kade {to 0,kA   1,kA   2 1,...,kA A  se realni 

konstanti i ( )kf x  e nekoj polinom. 

Ponatamu, ako ( )g x  ima u{te i pove}ekratna nula (realna) x b  so 

kratnost ,s  imame deka 2( ) ( ) ( ) ( ),k sg x x a x b g x    kade {to 2 ( ) 0g b   

i 1 2( ) ( ) ( ).sg x x b g x   

Povtoruvaj}i ja istata postapka i za pravilnata dropka 
1

( )

( )
kf x

g x
 po 

odnos na s  kratnata realna nula ,x b  dobivame deka 

1 2 1
1 2

1 2

( ) ( )
...

( ) ( )( ) ( ) ( )

k s s s s
s s s

f x B B B f xB

g x x a g xx b x b x b

 
 

     
  

        (18)                                                                                                 

kade {to 0,sB   1,sB   2 1,...,sB B  se, isto taka, realni konstanti i 

( )sf x  e nekoj polinom, a dropkata  
2

( )

( )
sf x

g x
 e, isto taka, neskratliva 

pravilna, dokolku e ( ) 0.sf x      

So zamena od ravenstvoto (18) vo ravenstvoto (17), dobivame deka  
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1 1
1

1

( )
...

( ) ( ) ( ) ( )

k k k s
k k s

f x A A BA

g x x ax a x a x b




     
  

 

           1 1
1

2

( )
...

( )( )

s s
s

B f xB

x a g xx b




   


                                       (19)         

Ako 
2

( )
0,

( )
sf x

g x
  toga{ procesot prodol`uva i so drugite pove}ekratni 

realni nuli, a dokolku e 
2

( )
0,

( )
sf x

g x
  toga{ procesot na razlo`uvawe 

na dropkata 
( )

( )

f x

g x
 e zavr{en. 

Sli~no, kako i vo prethodniot slu~aj, nepoznatite realni koeficie-

nti vo ravenkata (18) vo praktika gi odreduvame so pomo{ na pozna-

tiot metod na neopredeleni koeficienti. 

1.3.2. Primeri.  

1) Da ja razlo`ime pravilnata  racionalna dropka 
3

3 2

2 1

( 2) ( 1)

x x

x x

 

 
 vo 

zbir od prosti dropki od prv vid. Soglasno ravenstvoto (19), imame 

3
3 2 1 2 1

3 2 3 2 2

2 1
.

2 1( 2) ( 1) ( 2) ( 2) ( 1)

A A A B Bx x

x xx x x x x

 
    

     
  (20)                                                                                                                                           

Od ravenstvoto (20) sleduva ravenstvoto 

3 2 2 2 2
3 2 12 1 ( 1) ( 2)( 1) ( 2) ( 1)x x A x A x x A x x                

                 3 3
2 1( 2) ( 2) ( 1).B x B x x                                          (21) 

Metodot na posebni vrednosti mo`eme da go primenime vo ovoj 

slu~aj samo za odreduvawe na nekoi konstanti. Taka, zamenuvaj}i vo 
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(21) 1,x   dobivame deka 2
2
.

27
B    Ponatamu, za 2,x    dobivame 

deka 3
5
.
9

A     

Za opredeluvawe na konstantite 2 ,A 1A  i 1,B  koga gi znaeme 3A  i 2 ,B  

zamenuvaj}i vo (21) edno po drugo, na primer, 0,x   1,x    2x   i 

3
5
,
9

A    2
2

27
B      go dobivame sistemot ravenki     

2 1 1

2 1 1

2 1 1

5 16
1 2 4 8

9 27

20 2
0 4 4 2

9 27

5 128
3 4 16 64

9 27

A A B

A A B

A A B


      



     


     



                                           (22) 

odnosno,      

2 1 1

2 1 1

2 1 1

2
2 4

27

31
2 2 .

27

56
4 16

27

A A B

A A B

A A B


  




  



  


                                                                (23)                                                                                                                         

Po re{avaweto na sistemot ravenki (23) gi odreduvame i vrednosti-

te na konstantite 1
1
,
9

A    2
20

27
A    i 1

1
.
9

B      

Spored toa, baranoto razlo`uvawe na dadenata dropka na prosti 

dropki glasi 

     
3

3 2 3 2 2

2 1 5 20 1 2 1
.

9( 2) 9( 1)( 2) ( 1) 9( 2) 27( 2) 27( 1)

x x

x xx x x x x

  
    

     
 
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III.  Imenitelot g(x) ima ednokratni ili pove}ekratni  

       kompleksni nuli 

Da pretpostavime deka a ib    e kompleksna nula na imenitelot 

( )g x  na neskratlivata pravilna dropka 
( )
,

( )

f x

g x
 ~ii {to koeficienti 

se realni broevi. Toga{, znaeme deka nula na polinomot ( )g x  }e bi-

de i konjugirano kompleksniot broj ,a ib    pri {to nivnata krat-

nost e ista. Neka sekoja od nulite   i   e so kratnost .s  Toga{, ime-

nitelot ( )g x  e deliv so polinomot 

2 2 2 2[( )( )] [ ( ) ] [ 2 ]s s sx x x x x ax a b                

                                      2( )sx px q    

odnosno va`i ravenstvoto 

2
1( ) ( ) ( )sg x x px q g x                                                            (24) 

pri {to 1( ) 0g    i 1( ) 0.g    

]e poka`eme deka postojat realni broevi B  i C  i polinom 1( ),f x  ~ij 

{to stepen e pomal od stepenot na polinomot 2 1
1( ) ( ),sx px q g x    

takvi {to da va`i ravenstvoto 

 1
2 2 1

1

( )( )
.

( ) ( ) ( ) ( )s s

f xf x Bx C

g x x px q x px q g x


 

   
                            (25)                                                                                          

So mno`ewe na dvete strani na ravenstvoto (25) so ( ),g x  toa go do-

biva oblikot 

2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x Bx C g x x px q f x                                        (26) 
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Za odreduvawe na broevite B  i ,C  stavame x   i ,x   pa dobiva-

me deka 

1( ) ( ) ( ),f B C g       1( ) ( ) ( ).f B C g      

Ottuka dobivame deka   

1

( )

( )

f
B C

g





   i 

1

( )
.

( )

f
B C

g





                                                (27) 

Bidej}i polinomite ( )f x  i 1( )g x  se so realni koeficienti,  broevi-

te 
1

( )

( )

f

g




 i 

1

( )

( )

f

g




 se konjugirano kompleksni, odnosno 

1

( )

( )

f
M Ni

g




   

i 
1

( )
.

( )

f
M Ni

g




                       

Zna~i, ravenstvata (27) mo`e da gi zapi{eme i vo oblik 

  B C M Ni     i .B C M Ni                                                (28)                                                             

So odzemawe i sobirawe na soodvetnite strani na (28) dobivame de-

ka ( ) 2B Ni    ili 2 2 ,bBi Ni  odnosno 
N

B
b

  i ( ) 2 2B C M     

ili ,aB C M   odnosno .
aN

C M aB M
b

       

Spored toa, broevite B  i ,C  se realni. Potoa, otkako se odredeni 

broevite B  i ,C  od (25) go opredeluvame i polinomot 

1
1 2

( ) ( ) ( )
( ) .

f x Bx C g x
f x

x px q

  


 
                                                    (29) 
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Dokazot deka stepenot na polinomot 1( )f x  e pomal od stepenot na 

polinomot 2 1
1( ) ( ),sx px q g x    {to zna~i deka dropkata dobiena vo 

(25) koja glasi 1
2 1

1

( )

( ) ( )s

f x

x px q g x  
 e pravilna, go vr{ime isto kako 

i za dropkata 1
1

1

( )

( ) ( )k

f x

x a g x 
  vo (12). 

Toga{ (ako e 1s  ) i vrz dropkata 1
2 1

1

( )

( ) ( )s

f x

x px q g x  
 mo`eme da ja 

povtorime istata postapka kako i za dropkata  
( )
,

( )

f x

g x
 pa }e dobieme  

1 2
2 1 2 1 2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s

f x f xDx E

x px q g x x px q x px q g x  


 

       
 (30)                                                                                                          

So zamena od ravenstvoto (30) vo ravenstvoto (25), dobivame deka 

2
2 2 1 2 2

1

( )( )
.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s

f xf x Bx C Dx E

g x x px q x px q x px q g x 

 
  

     
 

Prodol`uvaj}i taka na krajot }e dobieme deka 

2 2 1 2
1

( )( )
... .

( ) ( )( ) ( )

s
s s

f xf x Bx C Dx E Rx T

g x g xx px q x px q x px q

  
    

     
  (31) 

Ako 
1

( )
0,

( )
sf x

g x
  toga{ procesot na razlo`uvawe prodol`uva i so dru-

gite ednokratni ili pove}ekratni kompleksni nuli na ( ).g x  A dokol-

ku e 
1

( )
0,

( )
sf x

g x
  toga{ procesot na razlo`uvawe na pravilnata dropka 

( )

( )

f x

g x
 vo zbir na prosti dropki e zavr{en. 
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I vo ovoj slu~aj nepoznatite realni koeficienti vo ravenkata  (31) 

vo praktika gi odreduvame so pomo{ na poznatiot metod na neopre-

deleni koeficienti. 

1.3.3. Primeri.  

1) Da ja razlo`ime pravilnata racionalna dropka 
4 2

1

1x x 
 vo zbir 

od prosti dropki od vtor vid. Prvo vo poleto na realnite broevi go 

razlo`uvame imenitelot na nerazlo`livi mno`iteli  

4 2 4 2 2 2 2 21 2 1 ( 1)x x x x x x x           

                  2 2( 1)( 1).x x x x      

Spored toa, razlo`uvaweto e od oblik     

2 2 2 2

1
.

( 1)( 1) ( 1) ( 1)

Ax B Cx D

x x x x x x x x

 
 

       
                          (32)                                                                                                                      

kade {to ,A  ,B  C  i D  se realni konstanti {to treba da gi oprede-

lime taka {to ravenstvoto (32) da pretstavuva identitet. 

Identitetot (32) bez imeniteli }e glasi 

2 21 ( )( 1) ( )( 1)Ax B x x Cx D x x         

odnosno,  

3 21 ( ) ( ) ( ) ( ).A C x A B C D x A B C D x B D               (33) 

So primena na metodot na neopredeleni koeficienti od identite-

tot (33) go dobivame sistemot ravenki 
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0

0

0

1

A C

A B C D

A B C D

B D

 
    


   
  

       

~ie{to re{enie e 
1
,
2

A   
1
,
2

B 
1

2
C    i 

1
.
2

D   

Spored toa, baranoto razlo`uvawe na dadenata pravilna racional-

na dropka na prosti dropki od vtor vid, glasi 

4 2 4 2 4 2

1 1 1 1
1 2 2 2 2 .

1 1 1

x x

x x x x x x

  
 

     
  

Pogornata diskusija vo vrska so site navedeni mo`ni slu~ai za 

prirodata na  nulite polinomot - imenitel mo`e da ja rezimirame vo 

vid na  

1.3.4. Teorema. Sekoja pravilna racionalna dropka mo`e da se 

pretstavi kako zbir od prosti dropki. 

Vo praktikata ~esto se sre}avame so pravilni dropki ~ii{to poli-

nomi vo imenitelot istovremeno imaat i realni i kompleksni kore-

ni. Pri pretstavuvaweto na ovie dropki vo vid na zbir od prosti 

dropki kako sobiroci se pojavuvaat prosti dropki od prv i vtor vid.  

1.3.5. Primeri.  

1) Da ja razlo`ime pravilnata dropka 
223

23

)1xxx(

4xx2x




 vo zbir od 

prosti dropki od prv i vtor vid. Imenitelot na dropkata go razlo-

`uvame na mno`iteli  

3 2 2 21 ( 1) ( 1) ( 1)( 1).x x x x x x x x           
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Potoa dadenata dropka ja pretstavuvame vo vid na zbir od prosti 

dropki 

3 2

2 2 2 2 2 2 2

2 4
.

1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1

x x x A B Cx D Ex F

xx x x x x

    
   

    
                 (34) 

Ravenstvoto (34) go zapi{uvame bez imenitel 

3 2 2 2 2 2 22 4 ( 1) ( 1)( 1) ( )( 1)x x x A x B x x Cx D x             

                           2 2( )( 1) ( 1)Ex F x x     

odnosno,  

3 2 5 42 4 ( ) ( 2 )x x x B E x A B E F x           

 3 2(2 2 2 ) (2 2 2 2 2 )B C E F x A B C D E F x                    

( 2 ) ( ).B C E F x A B D F                                                    (35)                             

Spored metodot na neopredeleni koeficienti od (35), imame deka 

0

2 0

2 2 2 1
.

2 2 2 2 2 2

2 1

4

B E

A B E F

B C E F

A B C D E F

B E C F

A B D F

 
    
    


      
    


   

 

Dobieniot sistem e ekvivalenten na sistemot     
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0

2

2( ) 2 1
.

2( ) 2 2 2

( ) 2 1

( ) 4

B E

A B F E

B E C F

A B F E C D

B E C F

A B F D

 
   
    


      
    


   

                                              (36) 

~ie{to re{enie e 1,A   2,B   3,C  0,D  2E   i 1.F   

Spored toa, imame deka  

3 2

3 2 2 2 2 2 2

2 4 1 2 3 2 1
.

1( 1) ( 1) ( 1) 1

x x x x x

xx x x x x x

   
   

     
  

Da zabele`eme deka pretstavuvaweto na pravilnite racionalni 

dropki vo poleto na realnite broevi vo zbir od prosti dropki ima 

{iroka primena vo matematikata, posebno pri integriraweto na 

drobno racionalnite funkcii. 

 

1.4. Zada~i za ve`bawe  

1. Opredeli gi koeficientite m  i n  taka {to polinomot 

4 3 23 3x x x mx n     da bide deliv so  polinomot 2( ) 3 2.q x x x    

2. Najdi gi koeficientite a  i b  na polinomot 3 22 ,x x ax b    taka 

{to toj da bide deliv so 1,x   a pri delewe so 2x   da se dobie os-

tatok .4   

3. Najdi gi koeficientite p  i k  taka {to polinomot 

5 4 22 7x px kx    podelen so polinomot 2x   da dade ostatok 61,  a 

podelen so 1x   da dade ostatok 2.  
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4. Za koi vrednosti na koeficientite a  i b   polinomot 

3 28 5x x x a    e deliv so polinomot 2 3 ?x x b   

5. Najdi gi koeficientite a  i b  taka {to trinomot 4 3 1ax bx   da 

bide deliv so polinomot 2( 1) .x     

6. Za koi vrednosti na koeficientite a  i b  polinomot 

6 2 1x ax bx    e deliv so  polinomot 2 1?x   

7. Najdi gi parametrite p  i k  taka {to polinomot 4 2x px k   da 

bide deliv so polinomot 2 .x px k   

8. Pri koi uslovi polinomot 2x ax b   }e bide deliv so polinomot 

2 1?x cx   

9. Izberi polinomi ( )A x  i ( )B x  od najnizok stepen, koi }e go zadovo-

luvaat ravenstvoto  

4 3 2 3 4( 2 4 6 1) ( ) ( 5 3) ( ) .x x x x A x x x B x x                          

10. Koi od slednive racionalni dropki se nepravilni, a koi se pra-

vilni:     

          1)  
4 2

2

2 5

2 1

x x

x x

 

 
             2)  

3 2

3

5 7 2

3 3

x x x

x x

  

 
                 3)  

5

1x 
                                      

 4) 
3

1

3 4x 
                      5) 

2 1

3 2

x

x




                                  6) 

2 3 8

2 3

x x

x

 


                 

11. Transformiraj gi slednive nepravilni racionalni dropki vo 

zbir od polinom i pravilna dropka:  

         1) 
4 2

3

2 5 2

2 1

x x

x x

 

 
                         2) 

3

3 2

1

5 6

x

x x x



 
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  3) 
4 3

5 7

x

x




                                    4) 

4 3 2

3 2

2 10 6

4 4

x x x x

x x x

  

  
         

5) 
4

2

3

2 1

x

x x



 
                             6) 

4 2

3 2

3 3 2

2

x x x

x x x

  

 
 

          7) 
3 2

2

3 2 6

2

x x x

x

  


                   8) 

4 3 2

3

2 2 3

1

x x x x

x x

   

 
          

 9) 
4 3 2

2

2 4 5 3 4

2 1

x x x x

x

   


        

12. Razlo`i gi racionalnite dropki vo zbir na prosti dropki od prv 

vid: 

          1) 
3 3 2

x

x x 
            2) 

2

1

( 1)( 1)x x x 
              3) 

3 2

2 3

2

x

x x x



 
          

4) 
2

3

3 8

7 6

x x

x x

 

 
            5) 

3 2

2

2

x

x x x



 
                  6) 

2

4 3

2 2 1x x

x x

 


 

13. Razlo`i gi racionalnite dropki vo zbir na prosti dropki od 

vtor vid: 

1) 
4

1

1x 
                    2) 

2

4 2

5 4

5 4

x

x x

 

 
                3) 

2

2 2

5 12

( 6 13)

x

x x



 
  

14. Razlo`i gi racionalnite dropki vo zbir na prosti dropki od prv 

i vtor vid: 

1) 
3 2 2

1

( 3 5 3)x x x  
              2) 

4 3 2

2 2

4 11 12 8

( 1)( 2 3)

x x x x

x x x

   

  
      

3) 
2 2

1

( 1)( 4)x x 
          

15. Razlo`i gi racionalnite dropki vo zbir od prosti dropki: 
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          1) 
2

3 1

6

x

x x



 
            2) 

2

2 1

3 2

x

x x



 
                   3) 

2

3 2

4 15

4 4

x x

x x x

 

  
          

16. Pretstavi gi kako zbir od prosti dropki slednive racionalni 

dropki: 

         1) 
3 2

4 3 2

2 3 1x x x

x x x

  

 
                 2) 

3

1

1x 
                      3) 

4

1

4x 
                

4) 
3

2 2

3

( 1)( 1)

x

x x



 
                  5) 

3 2

2 2

2 5 1

( 3)( 1)

x x x

x x x

  

  
             

 6) 
4

2 2

1

( 1) ( 1)

x

x x x



 
  

17. Za koi prirodni broevi n, i slednive dropki se prirodni broevi: 

            1) 
2 2

1

n n

n

 


             2) 

22 3 3

2

n n

n

 


        3) 

3 22 3 8 9

3

n n n

n

  


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2. Neravenstva   

2.1. Sredni veli~ini 

]e razgledamuvame neravenstvata vo brojnite mno`estva koi se vo-

vedeni vo glava 2, vo koi gi definiravme relaciite za podreduva-

we: „,e pogolem od“, „e pomal od“, „e ednakov so“’.   

Neka se dadeni n  pozitivni realni broevi 1 2, ,..., na a a . Broevite       

2 2 2
1 2 ...

,na a a

n

  
      1 2 ...

,n
a a a

n

  
      

1 2 ...
n

na a a    i  

1 2

1 1 1
...

n

n

a a a
  

  

se narekuvaat soodvetno i kvadratna, aritmeti~ka, geometriska i 

harmoniska sredina na broevite 1 2, ,..., .na a a  

Sledniot primer ja poka`uva vrskata koja {to postoi pome|u ovie 

sredini:  
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2.1.1. Primeri.  

1) Neka 1 2, ,..., .na a a R  Mo`e da se doka`e deka  

2 2 2
1 2 1 2... ...n na a a a a a

n n

     
   

i osven toa ravenstvo va`i ako i samo ako 1 2 ... .na a a    

Ako 1 2 ... ,na a a    toga{ o~igledno e deka va`i ravenstvo. 

Da pretpostavime deka broevite 1 2, ,..., na a a  se menuvaat, no pritoa 

zbirot 1 2 ... na a a    da bide konstanten. Da go pobarame minimumot 

{to pritoa mo`e da go postigne kvadratnata sredina, odnosno izra-

zot  

2 2 2
1 2 ...

.na a a

n

  
  

]e doka`eme deka ovoj izraz, odnosno izrazot 2 2 2
1 2 ... na a a    }e go 

dostigne svojot minimum vo slu~aj koga 1 2 ... na a a    i so toa 

dokazot }e bide zavr{en.  

Navistina, neka za broevite 1 2, ,..., nb b b  izrazot 2 2 2
1 2 ... na a a    go 

dostignuva svojot minimum, no pritoa i jb b  za nekoi indeksi .i j  

Neka 1 2.b b  Da gi razgledame sega broevite 1 2', ',..., 'nb b b  definirani 

na sledniot na~in: 

1 2
1 2' '

2

b b
b b


   i 'k kb b  za 1,2.k   

Toga{ imame deka 1 2 1 2' ' ... ' ...n nb b b b b b       , no pritoa imame de-

ka 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2' ' ... ' ... ,n nb b b b b b        bidej}i 
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2
2 2 2 2 2 21 2

1 2 1 2 1 2( ') ( ') 2
2

b b
b b b b b b

 
       

 
 

2
1 2 1 20 ( ) .b b b b      

So toa dobivame kontradikcija, bidej}i izrazot 2 2 2
1 2 ... na a a    ne 

go postignuva svojot minimum za broevite 1 2, ,..., nb b b . Spored toa, 

imame deka izrazot 2 2 2
1 2 ... na a a    go dostignuva svojot minimum za 

1 2 ... .na a a    

2) Neka 1 2, ,..., .na a a R  Mo`e da se doka`e deka 

1 2
1 2

...
...n n

n

a a a
a a a

n

  
     

i osven toa ravenstvo va`i ako i samo ako 1 2 ... .na a a    

Ako 1 2 ... ,na a a    toga{ o~igledno e deka va`i ravenstvo.  

Da pretpostavime deka broevite 1 2, ,..., na a a  se menuvaat i pritoa 

zbirot 1 2 ... na a a    ostanuva konstanten. Da go pobarame maksimu-

mot {to pritoa mo`e da go postigne geometriskata sredina, odnosno 

izrazot  

1 2 ... .n
na a a    

]e doka`eme deka ovoj izraz, odnosno izrazot 1 2 ... na a a    go dostig-

nuva svojot maksimum vo slu~aj koga 1 2 ... na a a    i so toa dokazot 

}e bide zavr{en.  

Navistina neka 1 2 ... na a a    go dostignuva svojot maksimum za 

broevite 1 2, ,..., nb b b , pri {to i jb b  za nekoi indeksi .i j  Bez 
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gubewe na op{tosta mo`e da pretpostavime deka 1 2.b b   Da gi razg-

ledame broevite 1 2', ',..., 'nb b b  definirani so 

1 2
1 2' '

2

b b
b b


   i 'k kb b  za 1,2.k   

Toga{ imame deka 1 2 1 2' ' ... ' ...n nb b b b b b       , no pritoa imame de-

ka 1 2 1 2' ' ... ' ...n nb b b b b b        bidej}i 

2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2' ' ( ) 0 .
2

b b
b b b b b b b b b b

 
           

 
 

So toa dobivame kontradikcija, {to zna~i deka izrazot 1 2 ... na a a    

go dostignuva svojot maksimum za 1 2 ... .na a a    

3) Neka 1 2, ,..., .na a a R  Mo`e da se doka`e deka 

1 2

1 2

...
1 1 1

...

n
n

n

n
a a a

a a a

   

  

 

i osven toa ravenstvo va`i ako i samo ako 1 2 ... .na a a    

Ako na broevite 
1 2

1 1 1
, ,...,

na a a
 go primenime neravenstvoto koe ja od-

reduva vrskata me|u aritmeti~kata i geometriskata sredina dobiva-

me deka  

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1
... ...n

n na a a n a a a

 
       

 
, 

od kade {to sleduva deka  

1 21 2

1 1 1 1 1
...

...n
nn n a a aa a a

 
    

   
,   
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odnosno,   

1 2

1 2

... .
1 1 1

...

n
n

n

n
a a a

a a a

   

  

 

Osven toa ravenstvoto va`i ako i samo ako 
1 2

1 1 1
... ,

na a a
    odnosno  

1 2 ... .na a a     

 

2.2. Nekoi pova`ni neravenstva  

Ko{ievo neravenstvo. Neka 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  se proizvolno da-

deni realni broevi. Za sekoja realna vrednost na promenlivata x  

izrazot  

2 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n na x b a x b a x b                                             (1) 

dobiva nenegativna vrednost kako zbir na kvadrati. Po stepenuva-

weto i sreduvaweto izrazot (1) se sveduva na kvadratniot trinom  

 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2( ... ) 2( ... ) ( ... )n n n na a a x a b a b a b x b b b               (2) 

Bidej}i koeficientot pred 2x  vo (2) e pozitiven (barem edno 0ia  ) 

diskriminantata na kvadratniot trinom (2) mora da e negativen broj 

ili nula, {to zna~i deka  

    2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( ... ) ( ... ) ( ... ) 0n n n na a a b b b a b a b a b              (3) 

odnosno,  

   2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ... ) ( ... ) ( ... ) 0n n n na b a b a b a a a b b b               (4) 

Voobi~aeno neravenstvoto (4), nare~eno Ko{ievo neravenstvo nak-

ratko se zapi{uva vo oblikot  
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2
2 2

1 1 1

.
n n n

i i i i
i i i

a b a b
  

 
 

 
    

 

Neravenstvo na Ko{i-[varc-Buwakovski. Neka se dadeni ,i ia b R  

za 1,2,.., .i n    ]e go doka`eme neravenstvoto 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n na b a b a b a a a b b b               (5)              

Osven toa ravenstvo va`i ako i samo ako 1 2

1 2

... .n

n

bb b

a a a
    

Od  Ko{ievoto neravenstvo imame deka  

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ... ) ( ... ) ( ... )n n n na b a b a b a a a b b b             

od kade {to neposredno sleduva deka  

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n na b a b a b a a a b b b                                                                     

i ottuka sleduva baranoto neravenstvo. Osven toa zabele`uvame 

deka ravenstvo va`i ako i samo ako diskriminantata na kvadratniot 

trinom e ednakva na nula, a ova va`i ako i samo ako 0,i ia x b   za 

1,2,...., ,i n  odnosno 1 2

1 2

... n

n

bb b
x

a a a
        od kade {to sleduva de-

ka 1 2

1 2

... .n

n

bb b

a a a
    

Neravenstvoto (5), nare~eno neravenstvo na Ko{i-[varc-Buwakovs-

ki kratko se zapi{uva vo oblikot 

  2 2

1 1 1

.
n n n

i i i i
i i i

a b a b
  

     
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Bernulievo neravenstvo. ]e doka`eme deka  

(1 ) 1 ,rh rh    za 1 0h   i rQ .  

Neka ,
p

r
q

  ,p q  ( , ) 1p q  , i neka  

  1 2 ... 1qa a a rh     , i 1 2 ... 1q q pa a a                               (6) 

Toga{ od neravenstvoto 

1 2 1 2
1 2 1

... ...
... ...

q q q p p
q q p

a a a a a a
a a a a a

p

 


      
          (7) 

~ija {to desna strana spored (7) e 

1 2 1... ... (1 ) (1 )

q

p q pp
q q pa a a a a rh rh                                      (8) 

i ~ija {to leva strana, isto taka, spored (7) e: 

1 2 1 2... ... (1 ) ( )q q q pa a a a a a q rh p q

p p

          
   

1
q qrh p q ph p

h
p p

   
                                                          (9) 

sleduva deka ako (8) i (9) gi zamenime vo (7), dobivame 

1

(1 ) (1 ) ,rh rh     odnosno (1 ) (1 ).rh rh    

Neravenstvoto (1 ) 1 ,rh rh    za 1 0h   i rQ  se vika Bernulievo 

neravenstvo. 

Jensenovo neravenstvo. Za funkcijata ( )f x  koja e definirana na 

segmentot [ , ]   velime deka e konveksna, ako za sekoi , [ , ]a b    

va`i uslovot  
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 
1

( ) ( )
2 2

a b
f f a f b

 
  

 
.                                                          (10) 

Neka ( )f x  e konveksna funkcija na segmentot [ , ].   ]e doka`eme  

deka za sekoj priroden broj 1,n  i za sekoi [ , ],ia    1,2,..., ,i n   va-

`i neravenstvoto 

   1 2 1 2
1 1

. . . ( ) ( ) . . . ( ) ,n nf a a a f a f a f a
n n

 
       

 
            (11) 

Pritoa relaciite (10) i (11) preminuvaat vo ravenstva ako i samo 

ako se ispolneti uslovite ,a b  odnosno 1 2 . . . .na a a    

Najprvo }e doka`eme deka neravenstvoto (11) va`i za sekoj 2kn   ( k  

e priroden broj).  Dokazot }e go izvedeme so metodot na matemati~ka 

indukcija.  

Da pretpostavime deka neravenstvoto (11) va`i za nekoj priroden 

broj ,k  odnosno deka va`i neravenstvoto 

1 2 1 2. . . ( ) ( ) . . . ( )
, 2kn na a a f a f a f a

f n
n n

      
  

 
             (12) 

kade {to  1 2, ,..., na a a  ne se site me|usebno ednakvi. 

Za vrednosta na konveksnata funkcija  

 11 2 . . .
, 2 2 2 2 ,k ka a a

f n 


   
    

 
 odnosno  

1 2 1 2 2. . . . . .

2

n n n na a a a a a

n nf

       
 

 
  
 

,   
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zaradi svojstvoto (10) i pretpostavkata iska`ana vo  relacijata (12) 

dobivame deka 

1 2 1 2 2. . . . . .

2

n n n na a a a a a

n nf

       
 

 
  
 

 

1 2 1 2 2. . . . . .

2

n n n na a a a a a
f f

n n
         

   
      

   1 2 1 2 2( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )

2

n n n nf a f a f a f a f a f a

n

       
   

1 2 2( ) ( ) ... ( )
.

2
nf a f a f a

n

  
  

Bidej}i neravenstvoto (11) e to~no za 12 ,kn   ako e to~no za 2kn   i 

toa e to~no u{te i za 2,n   zaklu~uvame deka toa e to~no za sekoe 

{1,2,3,...}.k  Spored toa neravenstvoto (10) e to~no za beskone~no 

mnogu broevi 2 3{2,2 ,2 ,...}.n   

Sega }e doka`eme deka od to~nosta na neravenstvoto (11) za n  mo`e 

da se izvle~e zaklu~ok deka toa e to~no i za 1.n   

Pretpostavuvame deka neravenstvoto (11) va`i za nekoj priroden 

broj n  i za sekoe [ , ].a    Ako vo (11) go zamenime na  so izrazot 

1 2 1...

1
na a a

n
  


 se dobiva deka 
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1 2 1
1 2 1

...
...

1
n

n
a a a

a a a
nf

n




   
      

  
 

1 2 1
1 2 1

...
( ) ( ) ... ( )

1
n

n
a a a

f a f a f a f
n

n




   
              (13) 

Po sreduvawe izrazot na levata strana na neravenstvoto (13) go 

dobiva oblikot  

 1 2 1
1 2 1

... 1
( ) ( ) ... ( )

1
n

n

a a a
f f a f a f a

n n




   
      

 

                                      1 2 1...1

1
na a a

f
n n

   
   

 

od kade {to sleduva deka 

1 2 1 1 2 1... ( ) ( ) ... ( )
.

1 1
n na a a f a f a f a

f
n n

       
   

 

Spored toa, ako relacijata (11) e to~na za ,n  toga{ e to~na i za 1.n   

So ova go doka`avme neravenstvoto (11) pod uslovi koi se odnapred 

precizirani. Ovoj metod na doka`uvawe se vika metod na regresivna 

indukcija. Vistinitosta na iskazot ( )P n  po metodot na regresivna 

indukcija sleduva od: 

1) ( )P n  go povlekuva ( 1);P n   

2) ( )P n  va`i za beskone~no mnogu vrednosti .n   

2.2.1. Primeri.  

1) Da ja razgledame funkcijata ( ) kf x x , k .N  Najprvo }e poka`eme 

deka taa e konveksna za 0.x   Za 2k   imame deka 
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2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2
2

, , (0, ),
2 4

x x x x x x
f x x x x

   
    

 
.  

Bidej}i 2 2
1 2 1 22 ,x x x x   od poslednata relacija dobivame deka  

2 2
1 2 1 2 ,
2 2

x x x x
f

  
 

 
 odnosno, 

2 2 2
1 2 1 2 .
2 2

x x x x  
 

 
                                                            (14) 

Toa zna~i deka funkcijata ( ) kf x x  e konveksna za 0x   i za 2,k   

odnosno 2( )f x x  e konveksna za 0.x   

Za da doka`eme deka funkcijata ( ) kf x x  e konveksna za 0x   i vo 

slu~aj koga 3,4,5,...k   }e go primenime metodot na matemati~ka in-

dukcija.  

Da pretpostavime deka funkcijata ( ) kf x x  e konveksna za k r  ka-

de {to r  e nekoj priroden broj, odnosno 

1 2 1 2

2 2

r r rx x x x  
 

 
.                                                                (15) 

Po mno`eweto so pozitivniot broj  1 2

2

x x
 neravenstvoto (15) go do-

biva oblikot 

1 1 1
1 2 1 2 2 1 1 2 .
2 4

r r r r rx x x x x x x x
      
 

 
                                   (16) 

Poa|aj}i od identitetot  

 1 1
2 1 1 2 1 2 1 2 1 2( )( )r r r r r rx x x x x x x x x x       , 
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zaklu~uvame deka 

1 1
2 1 1 2 1 2 ,r r r rx x x x x x     

bidej}i dvata mno`iteli 1 2x x  i 1 2
r rx x  se istovremeno ili pozi-

tivni ili negativni. Ottuka i od (16) se dobiva deka 

 

1 1 1
1 2 1 2

2 2

r r rx x x x
    
 

 
 

so {to doka`avme deka funkcijata ( ) kf x x  e konveksna za 0x   i 

vo slu~aj koga k  e priroden broj. 

Kako posledica od tvrdeweto deka funkcijata ( ) kf x x  e konveksna 

za 0x   i vo slu~aj koga k  e priroden broj go dobivame neravenstvo-

to 

1 2 1 2... ...
k k k k

n nx x x x x x

n n

      
 

 
  

za sekoi pozitivni realni broevi ,ix  1,2,..., .i n  

Za 1 2 ... nx x x    neravenstvoto preminuva vo ravenstvo.  

 

2.3. Zada~i za ve`bawe   

1. Neka 1 2, ,..., 0na a a   i 1 2 ...n nS a a a    . Doka`i gi neravenstvata:  

1) 2

1 2

1 1 1
...

n

Sn n
a a a

 
     
 

 

2) 

2 22 2

1 2
1 2

1 1 1
... n

n
n n

S n
a a a n

a a a n S

      
             

       
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2. Neka 1 2, ,..., na a a  se pozitivni realni broevi ~ij{to proizvod e ed-

nakov na 1. Doka`i deka       1 21 1 ... 1 2 .nna a a        

3. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  va`i 
1

!
2

n
n

n
 

  
 

.   

4. Neka 1 2, ,. . . , na a a  se n  pozitivni broevi i 1 2, ,. . . , nb b b  e edna nivna 

permutacija. Doka`i deka 

1 2

1 2

... .n

n

aa a
n

b b b
      

5. Abelovo neravenstvo. Doka`i deka ako 1 2, ,..., na a a  i 1 2, ,..., nb b b  

( 1 2 ... 0nb b b    ) se dve mno`estva na realni broevi i ako M  i m  

se soodvetno najgolemiot i najmaliot me|u broevite 

1 1 2 1 2, ,..., ... na a a a a a       

toga{  

1 1 1 2 2 1... .n nmb a b a b a b Mb       

6. Neka ia  i , 1,2,...,ib i n  se pozitivni realni broevi. Doka`i go ne-

ravenstvoto 

   2 2
1 2 1 2. . . . . .n na a a b b b         

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 . . . .n na b a b a b        

Vo koj slu~aj va`i ravenstvo? 

7. Doka`i deka za proizvolni prirodni broevi ,a  b  i c  va`i nera-

venstvoto 
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3( ) .

a b c
a b ca b c abc

 

     

8. Koristej}i go neravenstvoto me|u aritmeti~kata i geometriskata 

sredina doka`i gi neravenstvata: 

1) 3 3 3 3a b c abc                     2) 2 2 2( ) ( ) 9a b c a b c abc       

3) 32 11 9a a                             4)  
1 1 1

9a b c
a b c

 
     

 
 

9. Doka`i deka ako 2 4 1,x y   toga{ 2 2 1
.

20
x y   

10. Doka`i deka za pozitivnite broevi a  i b  va`i neravenstvoto:  

1) 2
a b

b a
                             2) 

1
2a

a
   

Vo koj slu~aj va`i ravenstvo? 

11. Doka`i deka ako 1,a b   toga{ 4 4 1
.
8

a b   

12. Ako ,a  b  i c  se prirodni broevi, doka`i deka 3 .ab bc ca abc    

13. Doka`i deka ( ) ( ) ( ) 8 ,a x a y a z xyz       ako ,x  y  i z  se pozitiv-

ni broevi i .x y z a    

13. Doka`i deka ako 1,x y z    toga{ 2 2 2 1
.
3

x y z    

14. Ako 1a   i 1,b   doka`i deka 1 .ab a b    

15. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  va`i neravenstvoto   

2! .

n

n n   
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16. Za funkcijata ( )f x  koja e definirana na segmentot ],[   velime 

deka e konkavna, ako za sekoi ],[b,a   va`i  

 
1

( ) ( ) .
2 2

a b
f f a f b

 
  

 
  

Doka`i deka ( ) sin ,f x x  (0, )x   e konkavna funkcija. 
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3. Tablici za izvodi i integrali 

na elementarni funkcii 

 

3.1. Izvodi i integrali na elementarni funkcii 

Vo primerite navedeni vo poglavje 6  gi opredelivme izvodite na 

mnogu funkcii. Pritoa ja koristevme ili samata definicija za izvod 

na funkcija ili pravila i teoremi koi se odnesuvaat na poslo`eni 

funkcii dobieni od edna ili pove}e funkcii so primena na aritme-

ti~ki operacii, kompozicija na funkcii, ili inverzni funkcii na 

nekoi funkcii. Koristej}i gi dobienite rezultati, a imaj}i ja vo vid  

nivnata upotreba, }e formirame tablica na izvodi na nekoi elemen-

tarni funkcii. 

Sli~no, osnovata za nao|awe na neopredeleni integrali na {iroka 

klasa na funkcii ja dava tablicata na integrali na elementarnite 

funkcii. Taa se zasnova neposredno na tablicata na izvodi. Imeno, 

sekoja formula od diferencijalnoto smetawe producira soodvetna  

formula vo integralnoto smetawe.  

Vo prodol`enie }e gi dademe tablicata izvodi i tablicata na in-

tegrali na elementarnite funkcii.  
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3.2. Tablica na izvodi na elementarni funkcii  

 

Funkcija Izvod na funkcijata 

const .y C   0y   

,y x  R  1y x    

, 0y x x   
1

2
y

x
   

1
, 0y x
x

   
2

1
y

x
    

, 1, 0xy a a a    lnxy a a   

xy e  xy e   

log , 1, 0, 0ay x a a x     
1

ln
y

x a
   

ln , 0y x x   
1

y
x

   

siny x  cosy x   

cosy x  siny x    

tg , ,
2

y x x k k


   Z  
2

1

cos
y

x
   

ctg , ,y x x k k  Z  
2

1
'

sin
y

x
   

arcsin ,y x  1 1x    
2

1

1
y

x
 


 

arccos ,y x  1 1x    
2

1

1
y

x
  


 

arctgy x  
2

1

1
y

x
 


 

arcctgy x  
2

1

1
y

x
  


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3.3. Tablica na integrali na elementarni funkcii  

1

, 1, 0
1

x
x dx C x









    


  

 
1

ln , 0dx x C x
x

    

 , 1, 0
ln

x
x a
a dx C a a

a
     

 x xe dx e C   

 cos sinx dx x C   

 sin cosx dx x C    

2
, ,

2cos

dx
tgx C x k k

x


     Z  

2
, ,

sin

dx
ctgx C x k k

x
     Z  

2

arcsin , 1 1

arccos , 1 11

x C xdx

x C xx

   
 

    
  

21

arctgx Cdx

arcctgx Cx


 

  
  
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3.4 Tablica dobiena so metodite na zamena i 

      parcijalna integracija 

,ln
11

Cbax
a

dx
bax


  

,ln
2

Cbax
a

b

a

x
dx
bax

x


  

   
,ln

2

2 3

2

33

22

Cbax
a

b

a

baxb

a

bax
dx
bax

x








  

,
21

C
a

bax
dx
bax







  

 
,

3

22
2

C
a

baxbax
dx
bax

x






  

 
,

15

8432
3

2222

C
a

baxbabxxa
dx
bax

x






  

,ln CaxAdx
xa

A


  

   
1,

1

1 1






 

 
C

ax

B
dx

xa

B
 

0,
11

22


 aC
a

x
arctg
a

dx
ax

 

   ,ln
2

1 22

22
Caxdx

ax

x


  

 ,
22

2

C
a

x
arctgaxdx

ax

x


  
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   ,ln
2

22
2

2

2

22

3

Cax
a

a

x
dx

ax

x


  

    ,
2

1
22222

C
ax

dx
ax

x








  

 
    ,

2

1

2 22222

2

C
a

x
arctg
aax

x
dx

ax

x








  

      ,ln
2

1

2

22

22

2

222

3

Cax
ax

a
dx

ax

x






  

  ,ln
1 22

22
Caxxdx

ax



  

,22

22
Caxdx

ax

x



  

  ,ln
22

22
222

22

2

Caxx
aaxx

dx
ax

x






  

,ln
22

22
22

C
x

axa
aaxdx

x

ax













 



  

  ,ln 22
22

2

22

Caxx
x

ax
dx

x

ax






  

  ,ln
11

C
ax

x

na
dx

axx nn

n

nnn












  

  ,ln
11

Cax
n

dx
ax

x nn

nn

n




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     
,

1
Cdx

ax

x
adx

ax

x
dx

ax

x
rnn

nm
n

rnn

nm

rnn

m

















 

 2
2 2 2

2 2ln
2

2
4 4

p
x

Mx N M N Mp
dx x px q arctg C

x px q p p
q q


 

    
 

 

   

 
2 2 1

2

1
, 1

2(1 ) 2( )

Mx N M Mp
dx N K

t ax px q
 


 

  
    

    
  

kade {to  
  4

,
2

,
2

2

22

p
qa

p
xt

at

dt
K 


    

Caxx
ax

dx





22

22
ln  

0,ln
2

1
22







 aC
xa

xa

axa

dx
 

Cxa
xa

xdx





22

22
 

0,arcsin
22

)(
2

2222  aC
a

xa
xa

x
dxxa  

Caxx
a

ax
x

dxax 
22

2
2222 ln

22
 

.arcsinarcsin
1 222

C
k

x
Ct

t

dt

xk

dx






  

0,  aC
a

e
dxe

ax
ax
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0,
1









 aC
a

x
a

e
dxxe

ax
ax

 

0,
22

2

22 







 aC
aa

x
x

a

e
dxex

ax
ax

 

,
1)1( 11

Cdx
x

e

n

a

xn

e
dx

x

e
n

ax

n

ax

n

ax







  



 

 
C

ba

bxbbxae
dxbxe

ax
ax 




 22

cossin
sin  

 
C

ba

bxbbxae
dxbxe

ax
ax 




 22

sincos
cos

 
Cdx

x

e

aa

xe
dxxe

axax
ax  

1ln
ln     

   sin sin1
cos cos

2

x x
x xdx C

   
 

   

  
   

  
            

   sin sin1
sin sin

2

x x
x xdx C

   
 

   

  
   

  
  

   cos cos1
sin cos .

2

x x
x xdx C

   
 

   

  
   

  
           

Cxdx
n

n

n

xx
xdx n

n
n 


 




2
1

cos
1cossin

cos  

Cxdx
n

n

n

xx
xdx n

n
n 


 




2
1

sin
1sincos

sin  
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