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PREDGOVOR

�Kolku poveḱe zakonite se odnesuvaat na
realnosta, tolku poveḱe tie ne se sigurni, kolku
poveḱe tie se sigurni, tolku poveḱe tie ne se
odnesuvaat na realnosta.“

— Albert Ajnxtajn

Teorijata na verojatnost gi vleqe svoite koreni od prvite obidi na Kar-
dano da gi analizira igrite na sreḱa uxte vo 16-tiot vek, kako i obidite na
Ferma, Paskal i Hajgens vo 17-tiot vek. Vo 19-tiot vek Laplas ja kompletira
klasiqnata definicija na verojatnost, no duri vo 20-tiot vek, vo 1933 godi-
na, Kolmogorov gi postavuva temelite na modernata teorija na verojatnost
so voveduvaǌeto na aksiomatikata na prostorot na verojatnost i sozdava
uslovi za ponatamoxno izuquvaǌe i proxiruvaǌe na ovaa oblast od mate-
matikata. Namerata na Teorijata na verojatnost e so pomox na matematiqki
jazik da se opixat sluqajnite pojavi vo prirodata i svetot okolu nas. Tokmu
zatoa Teorijata na verojatnost mo�e da se gleda kako most meǵu realniot i
apstraktniot matematiqki svet, opixuvajḱi go prviot, no istovremeno da-
vajḱi mu smisla na vtoriot.

Knigata Zbirka rexeni zadaqi od teorija na verojatnost e nameneta za stu-
dentite od treta godina na studiskite programi na Institutot za matemati-
ka pri Prirodno-matematiqkiot fakultet vo Skopje, kako uqebno pomagalo
pri sovladuvaǌe na sodr�inite na predmetot Verojatnost i statistika.
Zbirkata mo�e da ja koristat i studentite na drugite fakulteti koi go
izuquvaat ovoj materijal ili del od nego vo ramki na nekoj od nivnite ma-
tematiqki predmeti.

Zbirkata se sostoi od pet poglavja, a materijalot koj e opfaten so pogla-
vjata e: sluqajni nastani, verojatnosni modeli, uslovna verojatnost, neza-
visnost, diskretni sluqajni promenlivi, opxti sluqajni promenlivi i gra-
niqni teoremi. Sekoe poglavje e podeleno na nekolku lekcii i na poqetokot
na sekoja lekcija se dadeni teoriskite osnovi potrebni za razrabotka na zad-
aqite. Zadaqite se prezentirani so nivni detalni rexenija, a na krajot na
sekoe poglavje ima zadaqi za samostojna rabota, qii odgovori se smesteni na



vi

krajot od knigata. Vo prilozite na krajot od knigata se dadeni nekoi pova�ni
raspredelbi na verojatnost so nivnite osnovni svojstva, matematiqko oqeku-
vaǌe, disperzija i karakteristiqna funkcija, kako i tablicite so vrednosti
na Poasonovata i standardnata normalna raspredelba na verojatnosti.

Ovaa zbirka zadaqi e rezultat na poveḱegodixnata rabota na avtorot,
prvo kako asistent, a potoa i kako profesor po predmetite od oblasta na
verojatnost i statistika i nivnite primeni. Zbirkata ima pominato niz po-
veḱe razliqni verzii i formati vo funkcija na skripti za nastavata, za da go
dobie ovoj koneqen izgled. Taa sodr�i poveḱe od 500 zadaqi so koi e opfaten
celiot materijal od Teorija na verojatnost vo ramki na predmetot Vero-
jatnost i statistika. Zadaqite se izlo�eni od poednostavni kon poslo�eni,
so akcent i na praktiqnite i na teoriskite problemi reqisi podednakvo.
Tokmu ovaa seopfatnost i naqin na izlo�uvaǌe na zadaqite, se nadevam deka
ḱe im pomogne na studentite da go sovladaat polesno materijalot.

Izrazuvam golema blagodarnost do site onie koi mi pomognaa vo proce-
sot na sozdavaǌe na ovaa zbirka zadaqi, prof. d-r Risto Malqeski, koj me
pottikna da poqnam so pixuvaǌeto na zbirkata, moite asistenti m-r Mar-
ko Dimovski i m-r Erblina Zeḱiri, koi mi pomagaa pri preproqituvaǌeto
na zadaqite i nivnite rexenija, recenzentite prof. d-r Zorana Lu�anin i
prof. d-r ǈupqo Nastovski, koi so struqnite zabelexi i konstruktivnite
komentari pridonesoa za podobruvaǌe na rakopisot, i sekako, blagodarnost
do generaciite poranexni i segaxni studenti za nivnata posvetenost na stu-
diite i interesiraǌeto za predmetot, xto za mene pretstavuva osnovna mo-
tivacija za pixuvaǌe na vakva struqna literatura.

Od avtorot
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1

SLUQAJNI NASTANI.
VEROJATNOSNI MODELI

1.1 Sluqaen nastan

Mno�estvoto od site logiqki mo�ni ishodi na nekoj eksperiment se
oznaquva so Ω i se narekuva prostor od elementarni nastani. Sekoj
poedineqen ishod ω ∈ Ω se narekuva elementaren nastan. Nekoi pod-
mno�estva A ⊆ Ω se narekuvaat sluqajni nastani ili samo nastani.
Primeri za trivijalni nastani se Ω - siguren nastan i ∅ - nevozmo�en
nastan. Velime deka nastanot A ⊆ Ω se realiziral, ako se ostvaril
nekoj elementaren ishod ω ∈ A.

Gi definirame slednite relacii meǵu nastani:

� A ⊆ B - nastanot A go povlekuva nastanot B (sekogax koga ḱe se
realizira nastanot A, se realizira i nastanot B);

� A = B - nastanite A i B se ekvivalentni (nastanot A go povlekuva
nastanot B i nastanot B go povlekuva nastanot A).

Definirame operacii so nastani:

� A ∪ B ili A + B - zbir na nastanite A i B (se realizira, koga ḱe
se realizira barem eden od nastanite A ili B);
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� A ∩ B ili AB - proizvod na nastanite A i B (se realizira, koga
ḱe se realiziraat i dvata nastana A i B);

� A \ B - razlika na nastanite A i B (se realizira, koga ḱe se rea-
lizira nastanot A, no ne se realizira nastanot B);

� A = Ω \A - sprotiven nastan na nastanot A (se realizira, koga ne
se realizira nastanot A).

Ako za nastanite A i B va�i AB = ∅, togax velime deka nastanite A i
B se disjunktni nastani.

N.B. Svojstvata koi va�at kaj relacii i operacii so mno�estva se pre-
nesuvaat na relaciite i operaciite so nastani soodvetno.

ZADAQA 1.1. Eden eksperiment se sostoi vo frlaǌe na kocka. Odredi go
prostorot od elementarni nastani i opixi gi nastanite:

a) A - padnaa paren broj na toqki,
b) B - padnaa broj na toqki deliv so 3,
v) C - padnaa broj na toqki ne pomal od 3.

Rexenie. Oznaquvame so ωk - na kockata padnaa k toqki, k = 1, 2, ..., 6. Togax,
prostorot od elementarni nastani e Ω = {ω1, ω2, ..., ω6}. Za ostanatite nastani
imame, A = {ω2, ω4, ω6}, B = {ω3, ω6} i C = {ω3, ω4, ω5}.

ZADAQA 1.2. Vo edna kutija ima qetiri livqiǌa numerirani so broevite
1, 2, 3 i 4. Na sluqaen naqin od kutijata se izvlekuva edno po edno livqe bez
vraḱaǌe sè dodeka ne se izvleqe livqe so neparen broj. Odredi go prostorot
od elementarni nastani i opixi gi nastanite:

a) A - izvleqeno e livqeto so broj 2,
b) B - zbirot od broevite od izvleqenite livqiǌa e paren broj.

Rexenie. Ako gi oznaqime elementarnite nastani so ω1 = (1), ω2 = (3), ω3 =
(2, 1), ω4 = (2, 3), ω5 = (4, 1), ω6 = (4, 3), ω7 = (2, 4, 1), ω8 = (2, 4, 3), ω9 = (4, 2, 1) i
ω10 = (4, 2, 3), togax Ω = {ω1, ω2, ..., ω10}, A = {ω3, ω4, ω7, ω8, ω9, ω10} i B = ∅.

ZADAQA 1.3. Strelec gaǵa vo meta tri pati, pri xto se zabele�uva samo
pogodok vo celta i promaxuvaǌe na celta. Odredi go prostorot od elemen-
tarni nastani i opixi gi nastanite:
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a) A - postignati se tri pogodoci,
b) B - celta e tri pati promaxena,
v) C - postignat e barem eden pogodok,
g) D - postignato e barem edno promaxuvaǌe,
d) E - postignati se ne poveḱe od dva pogodoka,
ǵ) F - do tretoto gaǵaǌe nemalo pogodok.
Ako oznaqime so Ak - vo k-toto gaǵaǌe pogodena e celta, k = 1, 2, 3, togax

so pomox na ovie nastani odgovori na gornite baraǌa.

Rexenie. Ako oznaqime so 0 promaxuvaǌe, a so 1 pogodok, togax elementar-
nite nastani mo�e da gi zapixeme kako ω1 = (0, 0, 0), ω2 = (1, 0, 0), ω3 = (0, 1, 0),
ω4 = (0, 0, 1), ω5 = (1, 1, 0), ω6 = (1, 0, 1), ω7 = (0, 1, 1), ω8 = (1, 1, 1), i togax
Ω = {ω1, ω2, ..., ω8}, A = {ω8}, B = {ω1}, C = {ω2, ω3, ..., ω8}, D = {ω1, ω2, ..., ω7},
E = {ω1, ω2, ..., ω7}, F = {ω1, ω4}.

Prostorot od elementarni nastani t.e. sigurniot nastan opixan so nas-
tanite Ak, k = 1, 2, 3 e

Ω = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

Za drugite nastani imame, A = A1A2A3, B = A1A2A3, C = A1 ∪ A2 ∪ A3, D =
A1 ∪ A2 ∪ A3, E = D = A1 ∪ A2 ∪ A3, F = A1A2A3 + A1A2A3 = A1A2(A3 + A3) =
A1A2Ω = A1A2.

ZADAQA 1.4. Vo zgradata na eden fakultet se vleguva niz qetiri vrati,
pri xto sekoja od niv mo�e da bide ili zakluqena ili otkluqena. So pomox
na nastanite
A - otkluqena e toqno edna od qetirite vrati,
B - otkluqena e barem edna vrata,
C - otkluqeni se ne pomalku od dve vrati,
D - otkluqeni se toqno dve vrati,
E - otkluqeni se toqno tri vrati,
F - otkluqeni se site qetiri vrati,
opixi gi nastanite A∪B, AB, B ∪C, BC, D ∪E ∪F i BF . Dali se sovpaǵaat
nastanite BF i CF? Dali se sovpaǵaat nastanite BC i D?

Rexenie. Koga e otkluqena toqno edna vrata, ispolneto e da e otkluqena
barem edna vrata (A ⊆ B), pa imame deka A∪B = B i AB = A. Potoa, koga se
otkluqeni ne pomalku od dve vrati, ispolneto e da e otkluqena barem edna
vrata (C ⊆ B), pa imame deka B ∪ C = B i BC = C. So sliqno rasuduvaǌe
doaǵame do D ∪ E ∪ F = C i BF = F . Od BF = F i CF = F , dobivame deka
nastanite BF i CF se sovpaǵaat. Od BC = C i D ⊂ C (bidejḱi fakultetot
ima poveḱe od dve vrati), imame deka nastanite BC i D ne se sovpaǵaat.
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ZADAQA 1.5. Dvajca igraqi A i B naizmeniqno frlaat kocka za igraǌe.
So frlaǌeto prv poqnuva igraqot A i frlaat sè dodeka na nekoj od niv ne
mu se padnat xest toqki i togax velime deka toj igraq e pobednik. Odredi
go prostorot od elementarni nastani i opixi gi nastanite:

a) A - igraqot A pobedil vo pettoto frlaǌe na kockata,
b) B - igraqot A pobedil najmnogu do pettoto frlaǌe na kockata,
v) C - igraqot A e pobednik,

Rexenie. Ako oznaqime so 1 deka se padnale xest toqki i so 0 deka ne se
padnale xest toqki, togax elementarnite nastani na ovoj eksperiment mo�e
da gi zapixeme kako wi = (0, 0, ..., 0, 1), pri xto 1-cata e na i-toto mesto. Pa,
prostorot od elementarni nastani e Ω = {w1, w2, w3, ...}. I imame, A = {w5},
B = {w1, w3, w5}, C = {w1, w3, w5, ...} = {w2n−1|n ∈ N}.

ZADAQA 1.6. Predavaǌeto po nekoj predmet e od 8 do 10 qasot. Eden student
pristignuva i si zaminuva vo toj vremenski interval. Odredi go prostorot
od elementarni nastani (pristignuvaǌe i zaminuvaǌe na studentot) i opixi
gi nastanite:

a) A - studentot se zadr�al poveḱe od 1 saat na predavaǌeto,
b) B - vo 9 qasot studentot bil na predavaǌeto,
v) C - studentot ostanal na predavaǌeto poveḱe od dvojno zgolemenoto

vreme od vremeto xto zadocnil.

8 10
x

8

10

8 9 10
x

8

9

10

y

8 9 10
x

8

9

10

8 8 2
3

10
x

8

10

y

a) b) v) g)

Crte� 1.1

Rexenie. Go oznaquvame so x - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na
studentot, a so y - vremenskiot moment na zaminuvaǌe na studentot, togax
prostorot od elementarni nastani e Ω = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10}. Za nastanite
koi treba da gi opixeme imame A = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10, y − x > 1}, B =
{(x, y)|8 ≤ x < 9 < y ≤ 10} i C = {(x, y)|8 ≤ x < y ≤ 10, y − x > 2(x− 8)}.

Geometriski, prostorot Ω i nastanite A, B i C pretstavuvaat delovi od
ramninata (vidi Crte� 1.1 a), b), v), g) soodvetno).
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1.2 Aksiomatika na prostorot na verojatnost

Neka Ω e prostorot od elementarni nastani, F e σ-algebra od podmno-
�estva od Ω i P : F → R e realna funkcija za koja va�at slednite
aksiomi:

(P1) Nenegativnost: P (A) ≥ 0 za site A ∈ F ,

(P2) Normaliziranost: P (Ω) = 1,

(P3) Prebroiva aditivnost: za site A1, A2, ... ∈ F takvi xto Ai ∩Aj = ∅
za i ̸= j, va�i P

(⋃∞
n=1An

)
=
∑∞

n=1 P (An).

Togax, podredenata trojka (Ω,F , P ) se narekuva prostor na vero-
jatnost, funkcijata P se narekuva verojatnost, a aksiomite (P1)-(P3) se
narekuvaat aksiomi na teorijata na verojatnost. Sekoj element A ∈ F
se narekuva nastan.

Va�at slednive svojstva:

1) P (∅) = 0;

2) P (A) ≤ 1, za sekoj A ∈ F ;

3) P (A) = 1− P (A);

4) Monotonost: Ako A ⊆ B, togax P (A) ≤ P (B);

5) Ako B ⊆ A, togax P (A \B) = P (A)− P (B);

6) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB);

7) Koneqna aditivnost: Ako nastanite A1, A2, A3, ... ∈ F se po parovi
disjunktni, t.e. AiAj = ∅, togax P

(⋃n
i=1 Ai

)
=
∑n

i=1 P (Ai);

8) Princip na vkluquvaǌe i iskluquvaǌe: Za sekoj n i nastani
A1, A2, ..., An,

P (
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)−
∑
i ̸=j

P (AiAj) +
∑

i ̸=j ̸=k ̸=i

P (AiAjAk)− ...

+(−1)n+1P (A1A2...An);
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9) Lema na pokrivaǌe: Za nastanite A1, A2, A3, ... ∈ F va�i

P (
n⋃

i=1

Ai) ≤
n∑

i=1

P (Ai);

10) Neprekinatost od gore: Ako za nastanite A1, A2, A3, ... ∈ F va�i
A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ ..., togax

lim
n→∞

P (An) = P
( ∞⋃
n=1

An

)
;

11) Neprekinatost od dolu: Ako za nastanite A1, A2, A3, ... ∈ F va�i
A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ ..., togax

lim
n→∞

P (An) = P
( ∞⋂
n=1

An

)
.

N.B. Neka (Ω,F) e merliv prostor, togax P : F → R e prebroivo aditiv-
na, t.e. va�i (P3) ako i samo ako va�at slednive uslovi:

(P4) Aditivnost: P (A+B) = P (A) + P (B) za A,B ∈ F , AB = ∅;
(P5) Neprekinatost vo nula: A1, A2, ... ∈ F , A1 ⊇ A2 ⊇ . . . i⋂∞

n=1 An = ∅ =⇒ limn→∞ P (An) = 0.

ZADAQA 1.7. Neka A i B se proizvolni nastani. Ako P (AB) = 0, 72 i
P (AB) = 0, 18, najdi ja verojatnosta P (A).

Rexenie. Od A = AB + AB i (AB) ∩ (AB) = ∅, i od svojstvoto za koneqna
aditivnost imame

P (A) = P (AB) + P (AB) = 0, 72 + 0, 18 = 0, 9.

ZADAQA 1.8. Neka A i B se proizvolni nastani. Najdi gi verojatnostite
P (A B) i P (A B), ako se poznati P (A) = a, P (B) = b i P (A ∪B) = c.

Rexenie. Od ravenstvoto P (A) = P (AB) + P (AB) imame deka

P (AB) = P (A)− P (AB) = a− P (AB). (1.1)
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Od P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) imame

P (AB) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) = a+ b− c. (1.2)

So zamena na (1.2) vo (1.1) se dobiva

P (AB) = a− (a+ b− c) = c− b.

Za vtorata verojatnost imame

P (A B) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B) = 1− c.

ZADAQA 1.9. Presmetaj ja verojatnosta deka se realiziral toqno eden od
nastanite A, B i C, ako e poznato deka P (AB) = a, P (BC) = b, P (AC) = c,
P (ABC) = d i A ∪B ∪ C = Ω.

Rexenie. Se bara verojatnosta na nastanot D = A B C+A B C+A B C. Prvo
ja naoǵame verojatnosta P (A B C). Imame,

P (A B C) = P (A ∪B ∪ C) =

= 1− P (A ∪B ∪ C) =

= 1− P (A)− P (B)− P (C) +

+P (AB) + P (AC) + P (BC)− P (ABC). (1.3)

Od P (B) = P (AB + AB) = P (AB) + P (AB), imame deka

P (AB) = P (B)− P (AB) = P (B)− a. (1.4)

Na sliqen naqin se dobiva deka

P (AC) = P (C)− c. (1.5)

Isto taka, imame deka

P (ABC) = P (BC \ ABC) = P (BC)− P (ABC) = b− d. (1.6)

Sega, so zamena na (1.4)-(1.6) vo (1.3) dobivame

P (A B C) = 1− P (A)− P (B)− P (C) +

+P (B)− a+ P (C)− c+ b− b+ d =

= P (A)− a− c+ d.
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Analogno se dobiva deka

P (A B C) = P (B)− b− a+ d i P (A B C) = P (C)− c− b+ d.

Koneqno,

P (D) = P (A B C) + P (A B C) + P (A B C) =

= P (A)− a− c+ d+ P (B)− b− a+ d+ P (C)− c− b+ d =

= P (A ∪B ∪ C) + P (AB) + P (AC) + P (BC)− P (ABC)− 2(a+ b+ c) + 3d =

= P (Ω) + a+ c+ b− d− 2(a+ b+ c) + 3d = 1− (a+ b+ c) + 2d.

ZADAQA 1.10. Neka A,B,C se proizvolni nastani. Ako P (A) = 0, 7, P (B) =
0, 7, P (C) = 0, 6 i P (ABC) = 0, najdi gi verojatnostite P (AB) i P (A B).

Rexenie. Od P (A) = 0, 7, P (B) = 0, 7 i P (A ∪B) ≤ 1, imame deka

P (AB) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) ≥ 0, 7 + 0, 7− 1 = 0, 4. (1.7)

Od druga strana, od P (ABC) = 0 i P (C) = 0, 6 imame deka

P (AB) = P (ABC + ABC) = P (ABC) + P (ABC) = P (ABC) ≤
≤ P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 6 = 0, 4. (1.8)

Od (1.7) i(1.8) zakluquvame deka P (AB) = 0, 4. Za verojatnosta na nastanot
A B imame

P (A B) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B) =

= 1− P (A)− P (B) + P (AB) = 1− 0, 7− 0, 7 + 0, 4 = 0.

ZADAQA 1.11. Neka A, B i C se proizvolni nastani i neka istovremenata
realizacija na nastanite A i B, ja povlekuva realizacijata na nastanot C.
Doka�i deka

P (A) + P (B)− P (C) ≤ 1.

Rexenie. Od uslovot na zadaqata imame deka AB ⊆ C, od kade P (AB) ≤ P (C).
Togax,

P (A) + P (B)− P (C) ≤ P (A) + P (B)− P (AB) = P (A ∪B) ≤ P (Ω) = 1,

xto trebaxe da se doka�e.
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ZADAQA 1.12. Neka A1, A2, ..., An i B se proizvolni nastani i neka A1A2...An ⊆
B. Doka�i deka

∑n
i=1 P (Ai)− P (B) ≤ n− 1.

Rexenie. Od uslovot A1A2...An ⊆ B imame deka P (A1A2...An) ≤ P (B). Koris-
tejḱi ja lemata na pokrivaǌe imame

P (B) ≥ P (A1A2...An) = P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) = 1− P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) ≥

≥ 1−
n∑

i=1

P (Ai) = 1−
n∑

i=1

(1− P (Ai)) = 1− n+
n∑

i=1

P (Ai),

od kade se dobiva baranoto neravenstvo.

ZADAQA 1.13. Neka Ω = {ω1, ω2, ..., ωn, ...} i P ({ωn}) = c·(4
5
)n, n = 1, 2, ... Odredi

ja vrednosta na konstantata c.

Rexenie. Za verojatnosta na sigurniot nastan imame

P (Ω) =
∞∑
n=1

P ({ωn}) =
∞∑
n=1

c · (4
5
)n = c · 4

5
· (1 + 4

5
+ (

4

5
)2 + ...) =

= c · 4
5
· 1

1− 4/5
= 4c.

Aksiomata za normiranost veli deka P (Ω) = 1, znaqi 4c = 1, od kade c = 1/4.

ZADAQA 1.14. Lema na Borel-Kanteli. Neka A1, A2, ... e beskoneqna niza od
sluqajni nastani taka xto

∑∞
k=1 P (Ak) < ∞. Neka C = {w|w ∈ Ak za beskoneqno

mnogu k}. Poka�i deka P (C) = 0.

Rexenie. Gi definirame nastanite Bn =
⋃

k≥nAk, za n = 1, 2, .... Togax, na-
stanot C =

⋂∞
n=1 Bn i B1 ⊇ B2 ⊇ ... e opadnuvaqka niza nastani. So koristeǌe

na neprekinatosta od dolu na verojatnosta, lemata na pokrivaǌe i uslovot∑∞
k=1 P (Ak) < ∞, dobivame

0 ≤ P (C) = P
( ∞⋂
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
P (Bn) = lim

n→∞
P
( ⋃
k≥n

Ak

)
≤ lim

n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0,

od kade zakluquvame deka P (C) = 0.
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1.3 Klasiqna definicija na verojatnost
i prebrojuvaǌe

1.3.1 Prebrojuvaǌe (varijacii)

Neka A e koneqno mno�estvo od n elementi t.e. A = {a1, a2, ..., an}. So Ak

go oznaquvame mno�estvoto od site podredeni k-torki od elementi od
A t.e.

Ak = {(ai1 , ai2 , ..., aik) | aij ∈ A, j = 1, 2, ..., k}.

� Elementite na mno�estvoto Ak se narekuvaat varijacii so pov-
toruvaǌe od n elementi klasa k. Vkupniot broj na varijacii so
povtoruvaǌe od n elementi klasa k se oznaquva so V

k

n i se presme-
tuva spored formulata

V
k

n = nk, k ≥ 1.

Da go oznaqime so B mno�estvoto od site podredeni k-torki od razliq-
ni elementi od A t.e.

B = {(ai1 , ai2 , ..., aik) | aij ∈ A, j = 1, 2, ..., k, aij ̸= ait , j ̸= t} ⊆ Ak.

� Elementite na mno�estvoto B se narekuvaat varijacii bez pov-
toruvaǌe od n elementi klasa k. Vkupniot broj na varijacii bez
povtoruvaǌe od n elementi klasa k se oznaquva so V k

n i se presme-
tuva spored formulata

V k
n =

n!

(n− k)!
= n(n− 1) · · · (n− k + 1), 1 ≤ k ≤ n.

� Varijaciite bez povtoruvaǌe od n elementi klasa n se narekuvaat
permutacii od n elementi, nivniot broj se oznaquva so Pn i se
presmetuva spored formulata

Pn = V n
n = n!.
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Da go oznaqime so X mno�estvoto od site podredeni n-torki od k raz-
liqni elementi ai1 , ai2 , ..., aik taka xto elementot aij se sreḱava nj pati
(pri toa n1 + n2 + ...+ nk = n) t.e.

X = {(x1, x2, ..., xn) | xi ∈ {ai1 , ai2 , ..., aik}, aij se sreḱava nj pati, j = 1, 2, ..., k}

⊆ {ai1 , ai2 , ..., aik}n.

� Elementite na mno�estvoto X se narekuvaat permuracii so pov-
toruvaǌe od n elementi tip (n1, n2, ..., nk). Vkupniot broj na per-
muracii so povtoruvaǌe od n elementi tip (n1, n2, ..., nk) se oznaquva
so Pn(n1, n2, ..., nk) i se presmetuva spored formulata

Pn(n1, n2, ..., nk) =
n!

n1!n2! · · ·nk!
, n1 + n2 + ...+ nk = n, 1 ≤ k ≤ n.

ZADAQA 1.15. Kolku qetiricifreni broevi mo�e da se formiraat kaj koi:
a) site cifri se razliqni,
b) vo dekadniot zapis nema nula?

Rexenie. a) Prvata cifra na qetiricifreniot broj ne smee da e nula, pa
taa mo�e da se izbere na 9 naqini. Ostanatite tri cifri treba da se site
razliqni meǵu sebe i razliqni od prvata cifra, pa tie se izbiraat od 9
cifri, i brojot na site mo�ni tricifreni zavrxetoci na qetiricifreniot
broj e V 3

9 = 504. Znaejḱi deka prvata cifra se izbira na 9 naqini, zakluqu-
vame deka mo�e da se formiraat 9 · V 3

9 = 4536 qetiricifreni broevi kaj koi
site cifri se razliqni.

b) Bidejḱi vo dekadniot zapis na qetiricifreniot broj nema nula, znaqi
deka negovite cifri se izbiraat od 9 cifri, pri xto ne e navedeno deka
cifrite mora da se razliqni. Znaqi, mo�e da se formiraat V

4

9 = 6561 takvi
broevi.

ZADAQA 1.16. Na kolku naqini od kutija so 7 beli i 3 crni topqiǌa mo�e
da se izvleqat 2 beli i 1 crno topqe, ako topqiǌata se izvlekuvaat edno po
edno:

a) bez vraḱaǌe,
b) so vraḱaǌe?

Rexenie. a) Brojot na rasporedi pri izvlekuvaǌeto na dvete beli i ednoto
crno topqe e P3(2, 1) = 3 t.e. toa se rasporedite (b, b, c), (b, c, b) i (c, b, b).
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Od 7 beli topqiǌa so vleqeǌe edno po edno topqe bez vraḱaǌe, 2 topqiǌa se
izvlekuvaat na V 2

7 = 42 naqini. Dodeka od 3 crni topqiǌa so vleqeǌe edno
po edno topqe bez vraḱaǌe, 1 topqe se izvlekuva na V 1

3 = 3 naqini. Znaqi,
baraniot broj naqini e P3(2, 1) · V 2

7 · V 1
3 = 378.

b) Se zema samo predvid deka izvlekuvaǌeto e so vraḱaǌe, pa baraniot
broj naqini sega e P3(2, 1) · V

2

7 · V
1

3 = 441.

ZADAQA 1.17. Na kolku naqini mo�e da se izberat nekolku maqki od 3
beli, 4 �olti i 2 crni, taka xto meǵu izbranite maqki da ima i bela, i
�olta, i crna?

Rexenie. Na sekoja maqka ì dodeluvame 0 - ako ne e izbrana i 1 - ako e
izbrana. Za meǵu izbranite maqki da ima barem po edna od sekoja boja, ne
smee da se sluqi site maqki od ista boja da imaat nuli. Pa, postojat V

k

2 − 1
naqini na k maqki od edna ista boja da im se dodelat nuli i edinici, taka da
ne dobijat site nuli. Znaqi, baraniot broj naqini za izbor na maqki, taka
xto vo izbranite maqki da ima i bela i �olta i crna, e (V

3

2−1)(V
4

2−1)(V
2

2−1) =
7 · 15 · 3 = 315.

ZADAQA 1.18. Na kolku naqini mo�e da se rasporedat na polica 3 pri-
meroka od uqebnikot po algebra, 2 primeroka od uqebnikot po geometrija
i 1 primerok od uqebnikot po matematiqka analiza, taka xto uqebnikot po
matematiqka analiza da ne e posleden?

Rexenie. Vkupniot broj rasporedi na site uqebnici e P6(3, 2, 1) = 60. Ako
uqebnikot po matematiqka analiza e posleden, togax brojot na rasporedi na
ostanatite uqebnici e P5(3, 2) = 10. Pa, baraniot broj naqini e P6(3, 2, 1) −
P5(3, 2) = 50.

ZADAQA 1.19. Na kolku naqini mo�e da se naredat vo redica 4 crveni
i 3 zeleni topqiǌa, taka xto razliqno oboenite topqiǌa naizmeniqno se
smesteni?

Rexenie. Jasno e deka redosledot na topqiǌata e (c, z, c, z, c, z, c). Crvenite
topqiǌa mo�e da se rasporedat na P4 = 24 naqini, dodeka zelenite topqiǌa
na P3 = 6 naqini. Pa, taka baraniot broj naqini e P4 · P3 = 144.

ZADAQA 1.20. Okolu kru�na masa se naredeni n stolqiǌa. Na kolku naqini
mo�at n luǵe da sednat na n stolqiǌa okolu kru�nata masa?
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Rexenie. Vsuxnost tuka se bara brojot na cikliqni permutacii od n
elementi. Znaejḱi deka n luǵe mo�e da se rasporedat na n! naqini na n
stolqiǌa vo redica i vooquvajḱi deka sekoi n cikliqni rasporedi vo redica
odgovaraat na eden ist kru�en raspored, dobivame deka baraniot broj na
naqini e n!/n = (n− 1)!.

ZADAQA 1.21. Na kolku naqini mo�e da sednat 3 devojqiǌa i 2 momqiǌa:
a) vo redica so 5 stolqiǌa,
b) vo redica so 7 stolqiǌa,
v) okolu kru�na masa so 5 stolqiǌa,
g) okolu kru�na masa so 7 stolqiǌa?

Rexenie. a) Vkupno 5 lica treba da sednat vo redica so 5 stolqiǌa, pa
baraniot broj naqini e P5 = 120.

b) Vo ovoj sluqaj ḱe ima 2 prazni stolqiǌa, pa baraniot broj naqini e
P7(2, 1, 1, 1, 1, 1) = 2520.

v) Baraniot broj naqini e brojot na cikliqni permutacii so 5 elementi
t.e. (5− 1)! = 24 naqini.

g) Vo kombinacija na razmisluvaǌata od pod b) i v) t.e. baraniot broj
naqini vo ovoj sluqaj e (7−1)!

2!1!1!1!1!1!
= 360.

Opxto, k razliqni elementi a1, a2, ..., ak taka xto elementot ai se sreḱava
ni pati (pri toa n1 + n2 + ... + nk = n), mo�e da se naredat vo kru�en raspo-
red so n mesta na (n−1)!

n1!n2!···nk!
naqini. Ovie rasporedi se narekuvaat cikliqni

permutacii od n elementi tip (n1, n2, ..., nk).

1.3.2 Prebrojuvaǌe (kombinacii)

Neka A e koneqno mno�estvo od n elementi t.e. A = {a1, a2, ..., an}.

� Sekoe k-elementno podmno�estvo od elementi od mno�estvoto A se
narekuva kombinacija bez povtoruvaǌe od n elementi klasa k.
Vkupniot broj na kombinacii bez povtoruvaǌe od n elementi klasa
k se oznaquva so Ck

n i se presmetuva spored formulata

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
, 0 ≤ k ≤ n.
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� Sekoe k-elementno multipodmno�estvo od elementi od mno�estvo-
to A se narekuva kombinacija so povtoruvaǌe od n elementi
klasa k. Vkupniot broj na kombinacii so povtoruvaǌe od n ele-
menti klasa k se oznaquva so C

k

n i se presmetuva spored formulata

C
k

n = Ck
n+k−1, k ≥ 0.

ZADAQA 1.22. Od 7 uqenici i 6 uqeniqki treba da se izberat 8 pretstavnici
od koi 5 uqenici. Na kolku naqini mo�e da se izvrxi izborot?

Rexenie. Od 7 uqenici se izbiraat 5 na C5
7 = 21 naqin, dodeka od 6 uqeniqki

se izbiraat 3 na C3
6 = 20 naqini. Taka, baraniot broj naqini e C5

7 ·C3
6 = 420.

ZADAQA 1.23. Od eden xpil so 52 karti treba da se izberat 3. Na kolku
naqini mo�e da se izvrxi izborot taka xto:

a) site tri karti se so ista vrednost,
b) site tri karti se so ist znak,
v) dve karti se so ista vrednost, a tretata e 1-ca?

Rexenie. a) Vo eden xpil karti ima 13 razliqni vrednosti od koi edna se
odbira na C1

13 = 13 naqini. Od sekoja vrednost ima po 4 karti so razliqen
znak od koi treba da se odberat 3, pa brojot na naqini za toj izbor e C3

4 = 3.
Togax baraniot broj naqini e C1

13 · C3
4 = 52.

b) So sliqno razmisluvaǌe zakluquvame deka tri karti so ist znak mo�e
da se odberat na C1

4 · C3
13 = 1144 naqini.

v) Mo�no e site tri karti da se 1-ci, a takvi izbori ima C3
4 = 4. Ako

edna karta e 1-ca, a drugite dve imaat razliqna vrednost od 1-ca, togax 1-
cata mo�e da se odbere na C1

4 = 4 naqini, dodeka vrednosta za drugite dve
karti mo�e da se odbere na C1

12 = 12 naqini, a dve karti so ista vrednost
mo�e da se odberat na C2

4 = 6 naqini. Znaqi, baraniot vkupen broj naqini e
C3

4 + C1
4 · C1

12 · C2
4 = 292.

ZADAQA 1.24. Na kolku naqini od 3n posledovatelni celi broevi mo�e da
se izberat tri broja, taka xto nivniot zbir da e deliv so 3?

Rexenie. Za zbirot na trite izbrani broja da e deliv so 3 treba da nastapi
nekoj od dvata sluqai: site tri broja da davaat ednakov ostatok pri deleǌe
so 3 (t.e. ili 0, 0, 0 ili 1, 1, 1 ili 2, 2, 2) ili site tri broja da davaat
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razliqni ostatoci pri deleǌe so 3 (t.e. 0, 1, 2). Da zabele�ime deka vo 3n
posledovatelni celi broevi ima n broevi koi se delivi so 3, n broevi koi
davaat ostatok 1 i n broevi koi davaat ostatok 2.

Tri broja site delivi so 3 mo�e da se izberat na C3
n naqini. Istoto se

sluquva i ako site tri broja davaat ostatok 1 i ako site tri broja davaat
ostatok 2. Tri broja koi davaat razliqni ostatoci mo�e da se izberat na
(C1

n)
3 naqini. Pa, baraniot broj naqini e 3C3

n + (C1
n)

3 = n(3n2 − 3n+ 2)/2.

ZADAQA 1.25. Vo edna pekarnica se prodavaat 10 vida peqiva. Pretposta-
vuvame deka od sekoj vid peqivo ima dovolno parqiǌa. Na kolku naqini mo�e
da se kupat 12 peqiva? Na kolku naqini mo�e da se kupat 8 peqiva? Na kolku
naqini mo�e da se kupat 8 razliqni peqiva?

Rexenie. Pri kupuvaǌeto na peqiva mo�no e nekoj od vidovite peqiva da se
povtori, zatoa 12 peqiva od 10 vida peqiva mo�e da se kupat na C

12

10 = C12
21 =

293930 naqini, a 8 peqiva od 10 vida peqiva mo�e da se kupat na C
8

10 = C8
17 =

24310 naqini. Dodeka, 8 razliqni peqiva od 10 vida peqiva mo�e da se kupat
na C8

10 = 45 naqini.

ZADAQA 1.26. Kolku triagolnici postojat so dol�ini na strani nekoja od
vrednostite 4, 5, 6, 7?

Rexenie. Da zabele�ime najnapred deka koi bilo tri strani a, b, c taka xto
a, b, c ∈ {4, 5, 6, 7}, mo�e da formiraat triagolnik. Znaqi, treba da gi izbroi-
me site trielementni multipodmno�estva od mno�estvoto {4, 5, 6, 7} koe ima
4 elementi. Pa, baraniot broj na triagolnici e C

3

4 = C3
6 = 20.

ZADAQA 1.27. Vo edna redica se naredeni n predemeti. Na kolku naqini
mo�e da se odberat tri od niv, no taka da ne se odberat nikoi dva sosedni
predmeti?

Rexenie. Da gi numerirame predmetite so redni broevi od 1 do n. Izbira-
ǌeto na tri broja od broevite od 1 do n taka xto nikoi dva da ne se sosedni,
e isto so izbiraǌe na tri broja od broevite od 1 do n−2, a potoa najgolemi-
ot broj da se zgolemi za 2, a vtoriot po golemina da se zgolemi za 1. Znaqi,
baraniot broj naqini e C3

n−2 =
(
n−2
3

)
= 1

6
(n3 − 9n2 + 26n− 24).

ZADAQA 1.28. Kolku razliqni desetcifreni broevi mo�e da se formiraat
od cifrite 1, 2 i 3, taka xto cifrata 3 da se sreḱava vo sekoj broj toqno
dva pati? Kolku od tie broevi se delivi so 9?



16 1. Sluqajni nastani. Verojatnosni modeli

Rexenie. Mestata na koi ḱe bidat dvete 3-ki mo�e da se izberat na C2
10

naqini. Ostanatite 8 mesta treba da se popolnat so cifrite 1 ili 2, i
toa mo�e da se napravi na V

8

2 naqini. Zatoa, vkupniot broj na desetcifreni
broevi sostaveni od cifrite 1, 2 i 3, taka xto cifrata 3 se sreḱava toqno
dva pati e C2

10 · V
8

2 = 45 · 256 = 11520.
Zbirot na cifrite na eden takov broj e meǵu 8 · 1 + 2 · 3 = 14 i 8 · 2 + 2 · 3 = 22,
a broj deliv so 9 meǵu ovie dva broja e samo brojot 18. Bidejḱi vo brojot
ima toqno dve trojki, toa znaqi deka zbirot na ostanatite 8 cifri koi se
1-ci ili 2-ki treba da bide 18− 2 · 3 = 12, xto e mo�no samo ako 4 od niv se
1-ci i 4 se 2-ki. Pa, brojot na desetcifreni broevi sostaveni od 4 edinici,
4 dvojki i 2 trojki e P10(4, 4, 2) =

10!
4!4!2!

= 3150.

ZADAQA 1.29. Najdi go brojot na n-torki vo sistem so osnova 3 koi se so:
a) nula na prvo mesto,
b) m+ 2 nuli od koi dve na kraevite,
v) m edinici.

Rexenie. a) Ako na prvoto mesto e nula, ostanatite n− 1 mesta mo�e da se
popolnat so koja bilo od cifrite 0, 1 ili 2, zatoa brojot na takvi n-torki
e V

n−1

3 = 3n−1.
b) Bidejḱi na kraevite ima nuli, ostanuvaat m nuli koi se rasporeduvaat

na n−2 mesta na Cm
n−2 naqini. Ostanatite n = m−2 mesta mo�e da se popolnat

so cifrite 1 ili 2 na V
n−m−2

2 naqini. Pod uslov m ≤ n− 2, baraniot broj na
n-torki e Cm

n−2 · V
n−m−2

2 =
(
n−2
m

)
· 2n−m−2.

v) Na n mesta, m edinici se rasporeduvaat na Cm
n naqini. Ostanatite

n − m mesta mo�e da se popolnat so cifrite 0 ili 2 na V
n−m

2 naqini. Pod
uslov m ≤ n, baraniot broj na n-torki e Cm

n · V n−m

2 =
(
n
m

)
· 2n−m.

ZADAQA 1.30. Na kolku naqini mo�e da se podelat 10 knigi na 5 kupqiǌa
od po 2 knigi vo sekoe kupqe (pri toa ne e va�en redosledot na kupqiǌata)?

Rexenie. Prvoto kupqe mo�e da se izbere na C2
10 naqini, vtoroto na C2

8

naqini, tretoto na C2
6 naqini, qetvrtoto na C2

4 naqini i pettoto na C2
2 naqini.

Znaqi, kupqiǌata mo�e da se odberat na C2
10 ·C2

8 ·C2
6 ·C2

4 ·C2
2 naqini, kade xto

eden izbor na 5-te kupqiǌa se sreḱava vo P5 rasporedi. Bidejḱi ne e va�en
redosledot na kupqiǌata, baraniot broj naqini e

C2
10 · C2

8 · C2
6 · C2

4 · C2
2

P5

=
10!

5!(2!)5
.
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ZADAQA 1.31. Na kolku naqini mo�e da se podeli xpil od 52 karti na 13
igraqi po 4 karti, taka xto:

a) sekoj igraq da ima po edna karta od sekoj znak,
b) eden igraq da ima karti od site 4 znaka, a site ostanati igraqi da

imaat karti od eden ist znak?

Rexenie. a) Fiksirame eden znak (srce, baklava, list ili detelina). Od toj
znak ima 13 karti. Ovie 13 karti mo�e da gi podelime na 13-te igraqi na
P13 = 13! naqini. Istoto go pravime i so ostanatite 3 znaka. Pa, brojot na
naqini na koi mo�e da se podelat kartite na 13 igraqi, taka xto sekoj igraq
da ima po edna karta od sekoj znak e (13!)4.
b) Eden igraq mo�e da izbere po edna karta od sekoj znak na (C1

13)
4 = 134

naqini. Ostanuvaat po 12 karti od sekoj znak koi mo�e da se podelat na po
3 grupi od po 4 karti (pri xto va�na e samo sodr�inata na grupite, a ne i
redosledot na grupite) na ( 1

P3
·C4

12 ·C4
8 ·C4

4)
4 = (12!)4

(4!)12(3!)4
naqini. Taka dobienite

grupi mo�e da se razdelat na 12 igraqi na P12 = 12! naqini. Igraqot koj
ima karti od site 4 znaka mo�e da se izbere na C1

13 = 13 naqini. Koneqno,
baraniot broj naqini na koi mo�e da se podelat kartite taka xto eden igraq
da ima karti od site 4 znaka, a ostanatite igraqi da imaat karti od eden
ist znak e C1

13 · (C1
13)

4 · ( 1
P3

· C4
12 · C4

8 · C4
4)

4 · P12 =
(13!)5

(4!)12(3!)4
.

ZADAQA 1.32. Mile treba da mu isprati na svojot prijatel 8 razliqni
fotografii. Na kolku naqini toj mo�e da gi isprati fotografiite, ako gi
ispraḱa vo 5 koverti, i pri toa ne bi bilo ubavo da isprati prazen kovert?

Rexenie. Ako na sekoja fotografija ì dodelime broj xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i =
1, 2, ..., 8 koj bi oznaquval vo koj kovert treba da ja stavime, ḱe znaqi deka 8
fotografii mo�e da se stavat vo 5 koverti na V

8

5 naqini (broj na elementi
na mno�estvoto {(x1, ..., x8) | xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i = 1, 2, ..., 8}). No, pri nekoi od
ovie rasporedi mo�e da se sluqi nekoi od kovertite da se prazni.
Ako eden kovert so sigurnost e prazen, togax fotografiite mo�e da se ras-
poredat na C1

5 · V 8

4 naqini, no pri toa mo�e da se sluqi vo nekoj od ovie
rasporedi i poveḱe od eden kovert da e prazen.
Imeno, ako k koverta, k = 1, 2, 3, 4 so sigurnost se prazni, togax fotografi-
ite mo�e da se rasporedat na Ck

5 · V
8

5−k naqini. Pri toa, za k ≤ 3, mo�e da se
sluqi vo nekoj od ovie rasporedi i poveḱe od k koverta da bidat prazni (za
k = 4 ne mo�e poveḱe od 4 koverta da se prazni).
Zatoa, vkupniot broj na naqini na koi Mile mo�e da gi rasporedi 8-te fo-
tografii, taka xto nieden od kovertite da ne e prazen e

V
8

5 − C1
5 · V

8

4 + C2
5 · V

8

3 − C3
5 · V

8

2 + C4
5 · V

8

1 = 126000.
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1.3.3 Klasiqna definicija na verojatnost

Ednostaven primer za prostor na verojatnost e trojkata (Ω,F , P ), kade
Ω = {w1, ..., wN} e koneqen prostor od elementarni nastani, F = P(Ω)
i verojatnosta e definirana so P (wi) = 1/N , i = 1, 2, ..., N t.e. sekoj
elementaren nastan e ednakvoverojaten. Togax, za A = {wi1 , ..., wik} ⊆ Ω
imame

P (A) =
k

N
=

|A|
|Ω|

,

ravenstvo poznato kako klasiqna definicija na verojatnost, kade | · |
e broj na elementi na soodvetnoto mno�estvo.

ZADAQA 1.33. Kolkava e verojatnosta deka pri frlaǌe na homogena kocka
ḱe se pojavat paren broj na toqki?

Rexenie. Ako elementarnite nastani na ovoj eksperiment gi oznaqime so
wi - padnaa i toqki, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, togax prostorot elementarni nastani
e Ω = {w1, ..., w6} i pritoa sekoj elementaren nastan ima ednakvi xansi za
pojavuvaǌe zatoa xto kockata e homogena. Se bara verojatnosta na nastanot
A - padnaa paren broj na toqki, koj izrazen preku elementarnite nastani e
A = {w2, w4, w6}.

Spored klasiqnata definicija na verojatnost za verojatnosta na nastanot
A imame P (A) = |A|/|Ω| = 3/6 = 1/2 = 0, 5.

ZADAQA 1.34. Tri moneti, ednata od 1 denar, vtorata od 2 denari i tre-
tata od 5 denari se frlaat istovremeno i po nivnoto paǵaǌe se razgleduva
pojavuvaǌeto na �grb�, odnosno �para�. Da se presmetaat verojatnostite na
slednite nastani:

A - na monetata od 1 denar se pojavil �grb�,
B - se pojavile toqno dva �grba�,
C - se pojavile ne poveḱe od dva �grba�.

Rexenie. Za ovoj eksperiment, prostorot od elementarni nastani e

Ω = {(p, p, p), (p, p, g), (p, g, p), (g, p, p), (p, g, g), (g, p, g), (g, g, p), (g, g, g)},

kade na primer, elementarniot nastan (g, p, g) oznaquva deka na monetata od
1 denar se pojavil �grb�, na monetata od 2 denari se pojavila �para� i na
monetata od 5 denari se pojavil �grb�. Pri toa, sekoj elementaren nastan
ima ednakvi xansi za pojavuvaǌe, zatoa xto pojavuvaǌeto na �grb�, odnosno
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�para� kaj sekoja od monetite e ednakvoverojatno i ishodite kaj sekoja od
monetite se nezavisni od ishodite kaj ostanatite moneti.

Nastanite A i B izrazeni preku elementarnite nastani se

A = {(g, p, p), (g, p, g), (g, g, p), (g, g, g)} i B = {(p, g, g), (g, p, g), (g, g, p)},

pa spored klasiqnata definicija na verojatnost imame

P (A) = |A|/|Ω| = 4/8 = 1/2 = 0, 5 i P (B) = |B|/|Ω| = 3/8 = 0, 375.

Verojatnosta na nastanot C, ḱe ja odredime razgleduvajḱi go sprotivniot
nastan C - se pojavile poveḱe od dva �grba�. Imame deka C = {(g, g, g)}, pa
spored klasiqnata definicija na verojatnost P (C) = |C|/|Ω| = 1/8 = 0, 125.
Sega, za verojatnosta na nastanot C imame P (C) = 1−P (C) = 1−0, 125 = 0, 875.

ZADAQA 1.35. Dadeni se pet otseqki od 2, 4, 5, 7 i 9 edinici. Odredi ja
verojatnosta deka od sluqajno izbrani tri otseqki mo�e da se konstruira
triagolnik.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e Ω = {{a, b, c}|a, b, c ∈ {2, 4, 5, 7, 9}}
t.e. se sostoi od site trielementni podmno�estva od mno�estvoto {2, 4, 5, 7, 9},
pa zatoa |Ω| = C3

5 = 10. Pri toa, sekoj izbor na trielementno podmno�estvo e
ednakvoverojaten.

Nastanot A - od izbrani tri otseqki od mno�estvoto {2, 4, 5, 7, 9} mo�e da
se konstruira triagolnik, izrazen preku elementarnite nastani e

A = {{2, 4, 5}, {4, 5, 7}, {4, 7, 9}, {5, 7, 9}},

pa spored klasiqnata definicija na verojatnost P (A) = |A|/|Ω| = 4/10 = 0, 4.

ZADAQA 1.36. Se frlaat dve kocki za igraǌe. Najdi ja verojatnosta deka
zbirot na padnatite toqki e 5, a nivniot proizvod e 4.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani na ovoj eksperiment e

Ω = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, ..., 6}},

kade xi e brojot na padnati toqki na i-ta kocka, i = 1, 2, pa |Ω| = V
2

6 = 36.
Nastanot A - zbirot na padnatite toqki e 5, a nivniot proizvod e 4, iz-

razen preku elementarnite nastani e A = {(1, 4), (4, 1)}, pa spored klasiqnata
definicija na verojatnost P (A) = |A|/|Ω| = 2/36 = 1/18 ≈ 0, 055556.



20 1. Sluqajni nastani. Verojatnosni modeli

ZADAQA 1.37. Sluqajno se izbira eden dvocifren broj. Najdi ja verojat-
nosta deka dvocifreniot broj:

a) e deliv so barem eden od broevite 2 i 5,
b) ima razliqni cifri,
v) ima cifra na desetki za 1 pogolema od cifra na edinici,
g) ima neparni cifri.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani Ω se sostoi od site dvoci-
freni broevi, od kade |Ω| = 90.

a) Gi definirame nastanite A - brojot e deliv so 2, i B - brojot e deliv
so 5. Togax, P (A) = 45

90
= 0, 5, P (B) = 18

90
= 0, 2. Dodeka za nastanot AB -

brojot e deliv so 2 i so 5 t.e. brojot e deliv so 10, imame P (AB) = 9
90

= 0, 1.
Baranata verojatnost brojot da e deliv so barem eden od broevite 2 i 5 e
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) = 0, 5 + 0, 2− 0, 1 = 0, 6.

b) Go definirame nastanot C - brojot ima razliqni cifri. Togax, C =
{11, 22, ..., 99}, pa P (C) = 9

90
= 0, 1, od kade P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 1 = 0, 9.

v) Go definirame nastanot D - brojot ima cifra na desetki za 1 pogolema
od cifra na edinici. Togax, D = {10, 21, ..., 98}, pa P (D) = 9

90
= 0, 1.

g) Neka E - dvocifreniot broj ima neparni cifri, xto znaqi deka e so-
staven od cifrite {1, 3, 5, 7, 9}, a takvi broevi ima |E| = V

2

5 = 52 = 25. Pa,
baranata verojatnost e P (E) = 25

90
≈ 0, 277778.

ZADAQA 1.38. Vo edna kutija se naoǵaat 2 beli i 3 crni topqiǌa. Od
kutijata na sluqaen naqin se izvlekuvaat dve topqiǌa:

a) odednax,
b) edno po edno bez vraḱaǌe,
v) edno po edno so vraḱaǌe.

Najdi ja verojatnosta deka izvleqenite topqiǌa se so razliqna boja.

Rexenie. Oznaquvame so nastan A - izvleqenite topqiǌa se so razliqna boja.
a) Pri izvlekuvaǌe oddednax se dobivaat kombinacii, t.e. |Ω1| = C2

5 = 10
i |A| = C1

2 · C1
3 = 6, pa zatoa P (A) = |A|/|Ω1| = 6/10 = 0, 6.

b) Pri izvlekuvaǌe edno po edno topqe bez vraḱaǌe se dobivaat varijacii
bez povtoruvaǌe, t.e. |Ω2| = V 2

5 = 20 i |A| = P2(1, 1) · V 1
2 · V 1

3 = 12, pa zatoa
P (A) = |A|/|Ω2| = 12/20 = 0, 6.

v) Pri izvlekuvaǌe edno po edno topqe so vraḱaǌe se dobivaat varijacii
so povtoruvaǌe, t.e. |Ω3| = V

2

5 = 25 i |A| = P2(1, 1) · V
1

2 · V
1

3 = 12, pa zatoa
P (A) = |A|/|Ω3| = 12/25 = 0, 48.
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ZADAQA 1.39. Edna familija ima qetiri deca. Poznato e deka verojatnosta
da se rodi �ensko dete e ednakva na verojatnosta da se rodi maxko dete. Koja
verojatnost e pogolema: familijata ima dve �enski i dve maxki deca ili
familijata ima tri deca od eden pol i edno od drug pol?

Rexenie. Da oznaqime so ��� raǵaǌe na �ensko dete, a so �m� raǵaǌe na
maxko dete. Togax, prostorot od elementarni nastani e

Ω = {(x1, x2, x3, x4) | xi ∈ {�, m}, i = 1, 2, 3, 4},

i pri toa |Ω| = 24 = 16. Da oznaqime so A - familijata ima dve �enski deca,
a so B - familijata ima tri deca od eden pol i edno od drug pol. Togax,
|A| = P4(2, 2) = 6, i |A| = P4(3, 1) + P4(3, 1) = 8. Pa, baranite verojatnosti se
P (A) = |A|/|Ω| = 6/16 = 3/8, i P (B) = |A|/|Ω| = 8/16 = 1/2. Bidejḱi, P (A) <
P (B), zakluquvame deka poverojatno e familijata da ima tri deca od eden
pol i edno od drug pol, otkolku da ima dve �enski i dve maxki deca.

ZADAQA 1.40. Vo edna kutija se naoǵaat n beli i 1 crno topqe. Od kutijata
na sluqaen naqin se izvlekuvaat m (m < n) topqiǌa. Koja e verojatnosta deka
meǵu izvleqenite topqiǌa se naoǵa crnoto topqe?

Rexenie. Sekoe izvlekuvaǌe na m topqiǌa pretstavuva edna kombinacija,
pa za mno�estvoto elementarni nastani imame |Ω| = Cm

n+1. Oznaquvame so A
- meǵu izvleqenite m topqiǌa se naoǵa crnoto topqe, xto znaqi deka A se
realizira koga meǵu izvleqenite m topqiǌa ima m − 1 belo topqe od n-te
beli topqiǌa vo kutijata, pa zatoa |A| = Cm−1

n . Togax,

P (A) =
|A|
|Ω|

=
Cm−1

n

Cm
n+1

=

(
n

m−1

)(
n+1
m

) =

(
n+1
m

)
−
(
n
m

)(
n+1
m

) = 1−
n!

m!(n−m)!

(n+1)!
m!(n−m+1)!

= 1− n−m+1
n+1

= m
n+1

.

ZADAQA 1.41. Od 40 svetilki, toqno 10 se ispravni. Svetilkite na sluqaen
naqin se pakuvani vo dve kutii od po 20 svetilki sekoja. Koja e verojatnosta
vo sekoja kutija da ima po 5 ispravni svetilki?

Rexenie. Vkupniot broj naqini da se smestat 40 svetilki vo dve kutii so
od po 20 svetilki e |Ω| = C20

40 . Neka A - vo sekoja kutija ima po 5 ispravni
svetilki. Togax, |A| = C5

10 · C15
30 . Pa, baranata verojatnost e P (A) =

C5
10·C15

30

C20
40

.



22 1. Sluqajni nastani. Verojatnosni modeli

ZADAQA 1.42. Neka xk, k = 1, 2, ..., n se sluqajno izbrani broevi od mno�es-
tvoto {−1, 0, 1}. Najdi ja verojatnosta na nastanite:

a) A - proizvodot
∏n

k=1(1 + xk) e razliqen od nula,
b) B - sumata

∑n
k=1(1 + xk) e razliqna od nula.

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1}},
od kade |Ω| = V

n

3 = 3n. Za nastanite A i B imame

A = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1},
n∏

k=1

(1 + xk) ̸= 0} = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {0, 1}},

B = {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1},
n∑

k=1

(1 + xk) ̸= 0} =

= {(x1, ..., xn)|xi ∈ {−1, 0, 1}, (x1, ..., xn) ̸= (−1, ...,−1)},

od kade |A| = V
n

2 = 2n i |B| = V
n

3 − 1 = 3n − 1. Pa, baranite verojatnosti se

P (A) =
|A|
|Ω|

=
2n

3n
=
(2
3

)n
i P (B) =

|B|
|Ω|

=
3n − 1

3n
= 1−

(1
3

)n
.

ZADAQA 1.43. Petnaeset turisti pristignale vo grad so qetiri hoteli.
Sekoj od hotelite ima dovolno slobodni mesta za da gi smesti site 15 tu-
risti odednax. Sekoj od turistite na sluqen naqin izbira eden od qetirite
hoteli. Koja e verojatnosta deka nema da bidat izbrani site qetiri hoteli?

Rexenie. Gi definirame nastanite Ai - ne e izbran i-tiot hotel, i = 1, 2, 3, 4,
i A - ne se izbrani site qetiri hoteli. Togax, imame deka A = A1∪A2∪A3∪A4,
pa spored principot na vkluquvaǌe i iskluquvaǌe imame

P (A) = P (A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4) =

= P (A1) + P (A2) + P (A3) + P (A4)

−P (A1A2)− P (A1A3)− P (A1A4)− P (A2A3)− P (A2A4)− P (A3A4)

+P (A1A2A3) + P (A1A2A4) + P (A1A3A4) + P (A2A3A4)

−P (A1A2A3A4)

= 4 · 3
15

415
− 6 · 2

15

415
+ 4 · 1

15

415
− 0 ≈ 0.053271,

bidejḱi verojatnosta da ne se izbrani konkretni k hoteli e (4−k)15

415
, zatoa xto

vo toj sluqaj site 15 turisti se smestile vo preostanatite (4−k) hoteli (na
primer, verojatnosta da ne se izbrani prviot, tretiot i qetvrtiot hotel e
P (A1A3A4) =

115

415
).
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ZADAQA 1.44. Paradoksot na Mere. Poka�i deka e poverojatno pri edno
frlaǌe 4 kocki da se dobie barem edna edinica, otkolku pri 24 frlaǌa 2
kocki da se dobijat barem ednax dve edinici.

Rexenie. Prviot eksperiment se sostoi vo edno frlaǌe 4 kocki, pa mno�es-
tvoto elementarni nastani na ovoj eksperiment e

Ω1 = {(x1, x2, x3, x4) | xi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, 2, 3, 4},

od kade |Ω1| = V
4

6 = 64. Se bara verojatnosta na nastanot A - dobiena e ba-
rem edna edinica. Sprotivniot nastan A - ne e dobiena niedna edinica, go
zapixuvame preku elemntarnite nastani, pa imame

A = {(x1, x2, x3, x4) | xi ∈ {2, ..., 6}, i = 1, 2, 3, 4},

od kade |A| = V
4

5 = 54. Koneqno, P (A) = 1− P (A) = 1− 54

64
≈ 0, 517747.

Za vtoriot eksperiment, 24 frlaǌa 2 kocki, mno�estvoto elementarni
nastani e

Ω2 = {((x1, y1), ..., (x24, y24)) | xi, yi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, ..., 24},

od kade |Ω2| = (V
2

6)
24 = 3624. Se bara verojatnosta na nastanot B - dobieni se

barem ednax dve edinici. Povtorno go razgleduvame sprotivniot nastan B -
ne se dobieni niednax dve edinici, za koj imame

B = {((x1, y1), ..., (x24, y24)) | xi, yi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, ..., 24 i (xi, yi) ̸= (1, 1)},

od kade |B| = (V
2

6 − 1)24 = 3524. I koneqno, P (B) = 1−P (B) = 1− 3524

3624
≈ 0, 491404.

Navistina, P (A) > P (B).

ZADAQA 1.45. Rodendenski paradoks. Najdi ja verojatnosta vo grupa od n
luǵe barem dvajca da imaat ist rodenden. Koja e najmalata vrednost na n za
koja taa verojatnost e pogolema od 1/2? Pritoa, dvajca imaat ist rodenden
ako se rodeni na ist den i mesec, nezavisno od godinata.

Rexenie. Ḱe pretpostavime deka godinata ima 365 dena, pa posledovatelno ḱe
postojat 365 razliqni rodendeni. Sluqajno odbirame n luǵe, pa mno�estvoto
od elementarni nastani Ω se sostoi od site podredeni n-torki (x1, x2, ..., xn),
kade xi e rodendenot na i-tiot qovek od grupata, znaqi |Ω| = 365n.

Definirame nastan A - barem dvajca od grupata od n luǵe imaat rodenden
na ist den. Togax, za sprotivniot nastan A - nikoi dvajca od grupata od
n luǵe nemaat rodenden na ist den imame deka se sostoi od site podredeni
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n-torki (x1, x2, ..., xn) od rodendeni, pri xto nikoi dva rodendena ne se isti,
pa |A| = 365 · 364 · ... · (365− n+ 1). Zatoa baranata verojatnost e

P (A) = 1− P (A) = 1− 365 · 364 · ... · (365− n+ 1)

365n
=

= 1− 364 · 363 · ... · (366− n)

365n−1
.

Za da ja najdeme vrednosta na n za koja P (A) za prv pat ḱe nadmine 1/2, ḱe go
iskoristime pribli�uvaǌeto

P (A) ≈ 1− e−
n(n−1)
2·365 .

Spored ovaa formula, za n = 23, verojatnosta P (A) prv pat ḱe nadmine 1/2,
imeno imame deka P (A) ≈ 0, 500002, xto znaqi deka vo grupa od samo 23 luǵe,
so verojatnost pogolema od 1/2 mo�e da oqekuvame barem dvajca da imaat ist
rodenden.

1.4 Geometriska verojatnost

Analogot na klasiqnata definicija na verojatnost vo sluqaj na nepre-
broiv prostor od elementarni nastani Ω e poznat kako geometriska
verojatnost. Pod pretpostavka deka polo�bata na qestiqka koja slu-
qajno paǵa vo oblasta Ω e ramnomerno raspredelena na taa oblast, ve-
rojatnosta na nastanot A ∈ F ja naoǵame spored

P (A) =
m(A)

m(Ω)
,

kade m(·) e n-dimenzionalniot volumen na konkretnata oblast.

ZADAQA 1.46. Na otseqkata AB = 12 cm sluqajno se frla toqka M . Najdi
ja verojatnosta deka ploxtinata na kvadratot so strana AM e meǵu 36 cm2 i
81 cm2.

Rexenie. Oznaquvame so x = AM , togax prostorot od elementarni nastani
e Ω = {x | 0 ≤ x ≤ 12}. Se bara verojatnosta na nastanot

A = {x | 0 ≤ x ≤ 12, 36 ≤ x2 ≤ 81} = {x | 6 ≤ x ≤ 9}.
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Vo ovoj sluqaj n-dimenzionalniot volumen, za n = 1, e dol�ina na interval,
pa imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

9− 6

12− 0
=

3

12
=

1

4
= 0, 25.

ZADAQA 1.47. Na otseqkata AB = l sluqajno se frlaat dve toqki M i N .
Najdi ja verojatnosta deka toqkata M e poblisku do A, otkolku toqkata N .

Rexenie. Oznaquvame so x = AM i y = AN , togax prostorot od elementarni
nastani e Ω = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ l}. Se bara verojatnosta na nastanot A =
{(x, y) | 0 ≤ x < y ≤ l} (Crte� 1.2 a)). Vo ovoj sluqaj n-dimenzionalniot
volumen, za n = 2, e ploxtina na oblast, pa imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

l2

2

l2
=

1

2
= 0, 5.

ZADAQA 1.48. Otseqkata AB = l sluqajno se deli na tri dela. Najdi ja
verojatnosta od trite dobieni otseqki da mo�e da se konstruira triagolnik.

Rexenie. Neka toqkite M i N se toqkite so koi otseqkata AB e podelena na
tri dela. Neka AM = x i AN = y. Togax, prostorot na elementarni nastani
e Ω = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ l}, pa m(Ω) = l2/2. Se bara verojatnosta na nastanot
B - od otseqkite AM , MN i NB mo�e da se konstruira triagolnik. Bidejḱi
AM = x, MN = y−x i NB = l− y, nastanot B se realizira togax koga zbirot
na koi bilo dve strani e pogolem od tretata, odnosno

B = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ l, x+ y − x > l − y, x+ l − y > y − x, y − x+ l − y > x},

ili
B = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ y ≤ l, y > l/2, y − x < l/2, x < l/2},

(vidi Crte� 1.2 b)). Od crte�ot imame m(b) = (l/2)2/2 = l2/8, pa baranata
verojatnost e

P (B) =
m(B)

m(Ω)
=

l2/8

l2/2
=

1

4
= 0, 25.

ZADAQA 1.49. Dve lica se dogovorile da se sretnat na odredeno mesto
meǵu 6 i 7 qasot. Sekoj od niv doaǵa na dogovorenoto mesto, qeka 15 minuti i
ako ne se sretne so drugiot si zaminuva. Najdi ja verojatnosta deka licata
se sretnale.
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Rexenie. Go oznaquvame so x - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na
prvoto lice, a so y - vremenskiot moment na pristignuvaǌe na vtoroto lice.
Togax, mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x, y) | 6 ≤ x, y ≤ 7},
dodeka nastanot C - licata se sretnale e C = {(x, y) | 6 ≤ x, y ≤ 7, |x−y| ≤ 1/4}
(Crte� 1.2 v)). Ploxtinite na Ω i B se m(Ω) = (7 − 6)2 = 1 i m(C) = 1 − 2 ·
1
2
· 0, 75 · 0, 75 = 0, 4375. Pa, spored definicijata na geometriska verojatnost

baranata verojatnost e P (C) = m(C)
m(Ω)

= 0, 4375.

l
x

l

l
2

l
x

l
2

l

y

66 1
4 6 3

4
7

x

6
6 1

4

6 3
4

7

y

a) b) v)

Crte� 1.2

ZADAQA 1.50. Najdi gi verojatnostite na nastanite od Zadaqa 1.6.

Rexenie. Na Crte� 1.1 a), b), v), g) se dadeni nastanite Ω, A, B i C od
Zadaqa 1.6 soodvetno. Pa, spored crte�ot imame deka m(Ω) = 22/2 = 2, m(A) =
12/2 = 1/2, m(B) = 12 = 1 i m(C) = (2 · 2

3
)/2 = 2/3. Zatoa,

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

1

4
= 0, 25, P (B) =

m(B)

m(Ω)
=

1

2
= 0, 5, P (C) =

m(C)

m(Ω)
=

1

3
≈ 0, 333333.

ZADAQA 1.51. Koeficientite a i b na ravenkata x2+2ax+ b = 0 se sluqajno
izbrani broevi od intervalot [0, 1]. Najdi ja verojatnosta deka ravenkata ima
realni koreni.

Rexenie. Prostorot elementarni nastani e Ω = {(a, b) | 0 ≤ a, b ≤ 1}. Za
ravenkata x2 + 2ax + b = 0 da ima realni koreni treba D = 4a2 − 4b ≥ 0, pa
nastanot A - ravenkata ima realni koreni e

A = {(a, b) | 0 ≤ a, b ≤ 1, 4a2 − 4b ≥ 0} = {(a, b) | 0 ≤ a, b ≤ 1, b ≤ a2}
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b=a2

1
a

1

b

xy=1

y=2x

1

2
2

x

2

2

a) b)

Crte� 1.3

(vidi Crte� 1.3 a)). Za ploxtinite na Ω i A imame m(Ω) = (1 − 0)2 = 1 i
m(A) =

∫ 1

0
a2 da = a3

3
|10= 1

3
. Pa, baranata verojatnost e P (A) = m(A)

m(Ω)
= 1

3
.

ZADAQA 1.52. Na sluqaen naqin se biraat dva pozitivni realni broja x i
y koi ne nadminuvaat 2. Najdi ja verojatnosta na nastanot A - proizvodot xy
ne nadminuva 1, a koliqnikot y

x
ne e pogolem od 2.

Rexenie. Prostorot elementarni nastani e Ω = {(x, y) | 0 < x, y ≤ 2}, od kade
m(Ω) = 2 · 2 = 4. Se bara da se najde verojatnosta na nastanot A = {(x, y) | 0 <
x, y ≤ 2, xy ≤ 1, y

x
≤ 2}, vidi Crte� 1.3 b). Ploxtinata na oblasta A e

m(A) =

∫ √
2

2

0

2x dx+

∫ 2

√
2

2

1

x
dx =

1

2
+

3

2
ln 2.

Pa, za verojatnosta na nastanot A imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

1
2
+ 3

2
ln 2

4
=

1

8
+

3

8
ln 2 ≈ 0, 384930.

ZADAQA 1.53. Vo kvadrat so temiǌa (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) sluqajno se frla
toqka M , koja po paǵaǌeto dobiva koordinati (ξ, η). Neka se dadeni 0 ≤
x, y, z ≤ 1, najdi gi verojatnostite:

a) P{ξ ≤ x, η ≤ y}, b) P{ξ · η ≤ z},
v) P{min{ξ, η} ≤ z}, g) P{1

2
(ξ + η) ≤ z}.
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Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ, η ≤ 1}, pa
negovata ploxtina iznesuva m(Ω) = 1. Da gi najdeme prvo verojatnostite na
nastanite

A = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ, η ≤ 1, ξ ≤ x, η ≤ y}, B = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ, η ≤ 1, ξ · η ≤ z} i
C = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ, η ≤ 1, min{ξ, η} ≤ z}

(vidi Crte� 1.4, a), b), v) soodvetno).

x 1
Ξ

y

1

Η

z 1
Ξ

1

Η

z 1
Ξ

z

1

Η

a) b) v)

Crte� 1.4

Ploxtinata na sekoja od ovie oblasti e

m(A) = xy,

m(B) =

{
z · 1 +

∫ 1

z
z
ξ
dξ , 0 < z ≤ 1

0 , z = 0
=

{
z(1− ln z) , 0 < z ≤ 1
0 , z = 0

,

m(C) = 1− (1− z)2 = 2z − z2.

Spored definicijata za geometriska verojatnost imame

P (A) =
m(A)

m(Ω)
= xy,

P (B) =
m(B)

m(Ω)
=

{
z(1− ln z) , 0 < z ≤ 1
0 , z = 0.

,

P (C) =
m(C)

m(Ω)
= 2z − z2.

Da go razgledame sega nastanot D = {(ξ, η) | 0 ≤ ξ, η ≤ 1, 1
2
(ξ + η) ≤ z},

prika�an na Crte� 1.5 a) za 0 ≤ z ≤ 1
2
i na Crte� 1.5 b) za 1

2
< z ≤ 1.

Ploxtinata na oblasta D e

m(D) =

{
1
2
· (2z)2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

1− 1
2
· (2− 2z)2 , 1

2
< z ≤ 1

=

{
2z2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

−2z2 + 4z − 1 , 1
2
< z ≤ 1

.
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Spored geometriskata definicija na verojatnost imame

P (D) =
m(D)

m(Ω)
=

{
2z2 , 0 ≤ z ≤ 1

2

−2z2 + 4z − 1 , 1
2
< z ≤ 1

.

2z 1
Ξ

2z

1

Η

1 2z
Ξ

1

2z

Η

a) 0 ≤ 2z ≤ 1 b) 1 ≤ 2z ≤ 2

Crte� 1.5

ZADAQA 1.54. Iglata na Bufon. Na ramnina, podelena so paralelni pra-
vi, koi se naoǵaat na rastojanie a edna od druga, sluqajno se frla igla so
dol�ina l (l < a). Najdi ja verojatnosta iglata da seqe koja bilo od para-
lelnite pravi.

Rexenie. Neka x e agolot meǵu iglata i normalata na paralelnite pravi, i
neka y e rastojanieto od sredinata na iglata do najbliskata prava (Crte� 1.6
a)). Togax, prostorot od elementarni nastani e

Ω = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ a

2
}.

Neka, A e nastanot deka iglata seqe nekoja od pravite, togax

A = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ a

2
, y ≤ l

2
cosx},

bidejḱi koga y ≤ l
2
cosx, iglata ḱe ja preseqe najbliskata prava. Od Crte� 1.6

b) imame deka m(Ω) = π
2
· a
2
= aπ

4
i m(A) =

∫ π
2

0
l
2
cosx dx = l

2
sinx

∣∣π2
0

= l
2
, znaqi

P (A) = m(A)
m(Ω)

= 2l
aπ
.
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a
l

y

x

Π

2

x

l
2

a
2

y

a) b)

Crte� 1.6

ZADAQA 1.55. Na ramnina e postavena mre�a sostavena od kvadrati so
strana a. Najdi ja verojatnosta sluqajno frlena igla so dol�ina l (l < a) da
presekuva nekoja od stranite na kvadratite.

Rexenie. Na Crte� 1.7 a) e prika�ana sluqajno frlena igla so dol�ina l na
mre�a sostavena od kvadrati so strana a. Polo�bata na iglata vo kvadrat-
nata mre�a e opredelena so koordinatite na nejzinata sredixna toqka (x, y)
vo odnos na koordinatniot sistem na kvadratot vo koj se naoǵa sredixnata
toqka i agolot θ meǵu iglata i vertikalnata oska.

a

a

l
y

x
Θ

a

a

l cosΘ

l sinΘ

l

y

x
Θ

a) b)

Crte� 1.7

Prostorot od elementarni nastani e

Ω = {(x, y, θ) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π

2
}.

Neka, A e nastanot iglata da se naoǵa celosno vo nekoj kvadrat od mre�ata,
togax

A = {(x, y, θ) | l sin θ
2

≤ x ≤ a− l sin θ

2
,
l cos θ

2
≤ y ≤ a− l cos θ

2
, 0 ≤ θ ≤ π

2
},
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zatoa xto za fiksna vrednost na agolot θ, iglata nema da presekuva strana
na kvadrat od mre�ata samo ako nejzinata sredixna toqka e vo kvadratot
l sin θ
2

≤ x ≤ a− l sin θ
2

, l cos θ
2

≤ y ≤ a− l cos θ
2

, Crte� 1.7 b). Za volumenot na oblasta
Ω imame deka e m(Ω) = a2π

2
, dodeka volumenot na oblasta A e

m(A) =

∫ π
2

0

dθ

∫ a− l sin θ
2

l sin θ
2

dx

∫ a− l cos θ
2

l cos θ
2

dy =

=

∫ π
2

0

(a− l sin θ)(a− l cos θ) dθ =

=
a2π

2
− 2al +

l2

2
.

znaqi verojatnosta iglata da se naoǵa celosno vo nekoj kvadrat od mre�ata
e

P (A) =
m(A)

m(Ω)
= 1− 4al − l2

a2π
.

Sledstveno, verojatnosta iglata da presekuva strana na nekoj kvadrat od
mre�ata, odnosno verojatnosta krajnite toqki na pravoliniski pat so dol-
�ina l da se vo dve razliqni poliǌa na karta podelena na kvadrati so strana
a (a > l) e

P (A) = 1− P (A) =
4al − l2

a2π
.

ZADAQA 1.56. Vo krug so radius R, vo koj e vpixan ramnostran triagolnik,
sluqajno e frlena edna toqka. Najdi ja verojatnosta deka taa toqka padnala
vo ramnostraniot triagolnik vpixan vo krugot.

Rexenie. Prostorot elementarni nastani Ω se sostoi od site toqki vo kru-
got K so radius R, pa zatoa m(Ω) = P(K) = R2π, kade so P(F ) se oznaquva
ploxtinata na ramninskata figura F . Oznaquvame so A - toqkata padnala
vo ramnostraniot triagolnik T vpixan vo krugot K, togax nastanot A se
sostoi od site toqki vo triagolnikot T i zatoa m(A) = P(T ) = 3R2

√
3

4
. Zatoa,

baranata verojatnost e

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

3R2
√
3

4R2π
=

3
√
3

4π
≈ 0, 413497.
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ZADAQA 1.57. Na parket sostaven od pravilni triagolnici so strana a,
sluqajno se frla moneta so radius r. Najdi ja verojatnosta deka monetata ne
ja seqe granicata na nieden od triagolnicite.

Rexenie. Go oznaquvame so S centarot na monetata, pa mno�estvoto od ele-
mentarni nastani se sostoi od site toqki od ramnostraniot triagolnik T1

so strana a, dodeka nastanot A - monetata ne ja seqe granicata na nieden od
triagolnicite od koi e sostaven parketot, se realizira koga centarot na mo-
netata ḱe padne vo ramnostraniot triagolnik T2 koj se naoǵa vo triagolnikot
T1, na rastojanie r od negovite strani (Crte� 1.8).

a

aa

r

r

Crte� 1.8

Znaqi, nastanot A se sostoi od site toqki od triagolnikot T2 so strana
a− 2r

√
3. Bidejḱi,

m(Ω) = P(T1) =
a2
√
3

4
, m(A) = P(T2) =

(a− 2r
√
3)2

√
3

4
,

dobivame deka baranata verojatnost e

P (A) =
m(A)

m(Ω)
=

(a− 2r
√
3)2

a2
.

ZADAQA 1.58. Koja e verojatnosta deka sluqajno izbran realen broj od
intervalot [0, 1] e racionalen?

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e Ω = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1},
pa m(Ω) = 1. Za nastanot A = {x ∈ Q | 0 ≤ x ≤ 1}, imame deka m(A) = 0,
zatoa xto A e prebroivo mno�estvo. I koneqno, verojatnosta pri sluqajno
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biraǌe na realen broj od intervalot [0, 1] da se izbere racionalen broj e
P (A) = m(A)

m(Ω)
= 0.

ZADAQA 1.59. Bertrandov paradoks. Neka e dadena kru�nica so vpixan
ramnostran triagolnik vo nea. Najdi ja verojatnosta dol�inata na sluqajno
izbrana tetiva od kru�nicata da e pogolema od dol�inata na stranata na
ramnostraniot triagolnik.

Rexenie. Neka e daden triagolnik ABC vpixan vo kru�nica. Ḱe konstrui-
rame dva verojatnosni modela koi odgovaraat na situacijata opixana vo
zadaqata.

Prv model. Povlekuvame dijametar CD na kru�nicata niz temeto C koj e
normalen na stranata AB. Na dijametarot CD sluqajno izbirame toqka M i
niz M povlekuvame tetiva EF na kru�nicata normalna na CD (Crte� 1.9 a)).
Neka CM = x, togax Ω = {x | 0 ≤ x ≤ 2R}, kade R e radiusot na kru�nicata.
Neka A e nastanot tetivata da e pogolema od stranata na triagolnikot ABC,
togax A = {x | R

2
≤ x ≤ 3R

2
}, pa P (A) = m(A)

m(Ω)
= R

2R
= 1

2
.

Vtor model. Na sluqaen naqin crtame tetiva CD na kru�nicata niz te-
meto C na triagolnikot ABC. Neka x e agolot meǵu tetivata i tangentata
na kru�nicata niz C (Crte� 1.9 b)). Togax, Ω = {x |0 ≤ x ≤ π}. Neka A e
nastanot tetivata da e pogolema od stranata na triagolnikot ABC, togax
A = {x | π

3
≤ x ≤ 2π

3
}, pa P (A) = m(A)

m(Ω)
=

π
3

π
= 1

3
.

A B

C

D

M

x

E F
A B

C
x

D

a) b)

Crte� 1.9
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1.5 Razni zadaqi
ZADAQA 1.60. Neka Ω = {ω1, ω2, ..., ωn, ...}, F = P(Ω) i P ({ωn}) = 2

3n
, n = 1, 2, ...

Doka�i deka koi bilo dva razliqni nastani imaat razliqni verojatnosti.

Rexenie. Neka A,B ⊆ Ω, A ̸= B se dva proizvolni razliqni nastani. Togax,
A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A) ̸= ∅. Ako oznaqime so m = min{k | wk ∈ A∆B}, togax
iamame deka wm pripaǵa samo na edno od mno�estvata A \ B ili B \ A. Na
primer, neka wm ∈ A \B, togax

P (A \B) ≥ P ({wm}) =
2

3m
.

Od toa xto B \ A ⊆ {wm+1, wm+2, ...}, imame

P (B \ A) ≤ 2

3m+1
+

2

3m+2
+ ... =

1

3m
<

2

3m
≤ P (A \B).

Znaqi, P (A \B) ̸= P (B \ A). Pa, togax imame

P (A) = P (AB) + P (A \B) ̸= P (AB) + P (B \ A) = P (B),

xto trebaxe da se poka�e.

ZADAQA 1.61. Neka e daden prostorot od elementarni nastani Ω = (0,∞),
nastanite An = (0, 1 − 1

n
), n = 1, 2, ..., i nastanot A = (0, 1). Ako P (An) =

2n−1
4n

,
n = 1, 2, ..., najdi ja verojatnosta na nastanot A.

Rexenie. Najnapred da zabele�ime deka nizata od nastani {An} e neopaǵaqka,
odnosno va�i A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ .... Togax, od neprekinatosta od gore na vero-
jatnosta, imame deka

lim
n→∞

P (An) = P
( ∞⋃
n=1

An

)
.

Od druga strana A =
⋃∞

n=1 An, pa zatoa

P (A) = P
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An) = lim

n→∞

2n− 1

4n
=

1

2
.

ZADAQA 1.62. Poka�i deka za proizvolni nastani A i B va�i neravenst-
voto

P (A ∪B) · P (AB) ≤ P (A) · P (B).
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Rexenie. Bidejḱi AB ⊆ A i AB ⊆ B, imame deka P (AB) ≤ P (A) i P (AB) ≤
P (B), od kade P (AB) ≤ min{P (A), P (B)}. Od druga strana P (AB) ≥ 0, xto pov-
lekuva deka P (AB) ∈ [0,min{P (A), P (B)}]. Ponatamu, P (A∪B) ·P (AB) = (P (A)+
P (B)−P (AB))·P (AB), i bidejḱi funkcijata f(x) = (P (A)+P (B)−x)·x e rasteq-
ka na intervalot [0, (P (A) + P (B))/2], i od min{P (A), P (B)} ≤ (P (A) + P (B))/2,
sleduva deka f(x) go dostignuva svojot maksimum na [0,min{P (A), P (B)}] vo
x = min{P (A), P (B)}. Zatoa,

P (A ∪B) · P (AB) = (P (A) + P (B)− P (AB)) · P (AB) = f(P (AB)) ≤

≤ (P (A) + P (B)−min{P (A), P (B)}) ·min{P (A), P (B)} = P (A) · P (B).

ZADAQA 1.63. Broevite 1, 2, ..., n na sluqaen naqin se naredeni vo eden red.
Koja e verojatnosta deka brojot 1 e neposredno pred brojot n?

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani se sostoi od site mo�ni ras-
poredi na n elementi, od kade |Ω| = Pn = n!. Za nastanot A - brojot 1 e
neposredno pred brojot n, imame deka |A| = Pn−1 = (n − 1)!, zatoa xto ras-
poredite koi odgovaraat na nastanot mo�e da gi smetame kako site moz-
hni rasporedi od n − 1 element t.e. gi rasporeduvame broevite 2, ..., n − 1
i dvojkata (1, n). Sega, spored klasiqnata definicija na verojatnost imame
P (A) = |A|/|Ω| = (n− 1)!/n! = 1/n.

ZADAQA 1.64. Marija frla n + 1 moneti, a Jovan frla n moneti. Koja e
verojatnosta na Marija da ì se padnat poveḱe �glavi� otkolku na Jovan?

Rexenie. Za Marija postojat 2n+1 mo�ni ishodi, dodeka za Jovan postojat
2n mo�ni ishodi od frlaǌeto na monetite (site mo�ni podredeni (n + 1)-
torki i n-torki soodvetno od �glavi� i �pari�). Znaqi, postojat 22n+1 ednakvo
verojatni mo�ni ishodi od frlaǌeto na monetite na Marija i Jovan. Da
gi oznaqime so x1 i x2 brojot na padnati �glavi� i �pari� soodvetno pri
frlaǌeto na Marija, i so y1 i y2 brojot na padnati �glavi� i �pari� soodvetno
pri frlaǌeto na Jovan. Togax, x1+x2 = n+1 i y1+y2 = n. Da zabele�ime deka
nastanite {x1 > y1} i {x2 > y2} imaat ednakov broj na elementarni ishodi, pa
P ({x1 > y1}) = P ({x2 > y2}).

Od druga strana, x1 > y1 ako i samo ako n− x1 < n− y1, odnosno x2 − 1 < y2
t.e. x2 ≤ y2. Pa, P ({x1 > y1}) = P ({x2 ≤ y2}).

Nastanite {x2 > y2} i {x2 ≤ y2} se sprotivni nastani, pa zatoa imame deka
P ({x2 > y2}) = 1− P ({x2 ≤ y2}).
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I koneqno, imame

P ({x1 > y1}) = P ({x2 > y2}) = 1− P ({x2 ≤ y2}) = 1− P ({x1 > y1}),

od kade za baranata verojatnost dobivame deka e P ({x1 > y1}) = 1
2
.

ZADAQA 1.65. Neka e dadeno mno�estvoto S = {1, 2, ..., N}. Neka A1 i A2 se
sluqajno izbrani podmno�estva od S. Najdi gi verojatnostite na nastanite
B: �A1 ∩ A2 = ∅� i C: �A1 ∪ A2 = S�.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani za ovoj sluqaen eksperiment
e Ω = {(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S}, i bidejḱi |S| = N , imame deka |Ω| = (2N)2 = 4N .
Sega, za nastanot B imame

B = {(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∩ A2 = ∅}
= ∪N

k=0{(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∩ A2 = ∅, |A1| = k},

pri xto poslednata unija e unija od disjunktni mno�estva, pa zatoa

|B| =
N∑
k=0

|{(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∩ A2 = ∅, |A1| = k}|

=
N∑
k=0

(
N

k

)
2N−k = (1 + 2)N = 3N .

Zatoa, P (B) = |B|
|Ω| =

3N

4N
= (3

4
)N .

Za nastanot C imame

C = {(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∪ A2 = S}
= ∪N

k=0{(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∪ A2 = S, |A1| = k},

pri xto poslednata unija e unija od disjunktni mno�estva, pa zatoa

|C| =
N∑
k=0

|{(A1, A2) | A1, A2 ⊆ S, A1 ∪ A2 = S, |A1| = k}|

=
N∑
k=0

(
N

k

)
2k = (1 + 2)N = 3N .

Zatoa, P (C) = |C|
|Ω| =

3N

4N
= (3

4
)N .
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ZADAQA 1.66. Neka M topqiǌa sluqajno se rasporedeni vo N kutii (N >
M). Najdi ja verojatnosta vo N-te kutii da ima ni kutii vo koi ima po toqno
i topqiǌa, i = 0, 1, ...,M t.e. n0+n1+ ...+nM = N i 0 ·n0+1 ·n1+ ...+M ·nM = M .

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani za ovoj eksperiment e

Ω = {(x1, x2, ..., xM) | xi ∈ {1, 2, ..., N}, i = 1, 2, ...,M},

kade M-torkata (x1, x2, ..., xM) oznaquva deka i-toto topqe e rasporedeno vo xi-
tata kutija, i = 1, 2, ...,M . Togax, |Ω| = NM . Neka A e nastanot vo N-te kutii
da ima ni kutii vo koi ima po toqno i topqiǌa, i = 0, 1, ...,M , odnosno

A = {(x1, x2, ..., xM) | xi ∈ {1, 2, ..., N}, i = 1, 2, ...,M,

n0 + n1 + ...+ nM = N, 0 · n0 + 1 · n1 + ...+M · nM = M},

kade ni e brojot na kutii vo koi ima toqno i topqiǌa, i = 0, 1, ...,M .
Brojot na elementarni nastani vo A ḱe go najdeme postepeno. Prvo, brojot

na naqini na izbor na kutiite e

N !

n0!n1!...nM !
=

N !∏M
i=0 ni!

.

Topqiǌata gi delime na M grupi taka xto i-tata grupa sodr�i i ·ni topqiǌa,
i = 1, 2, ...,M (0-tata grupa e prazna). Brojot na naqini na izbor na grupite e

M !

(1 · n1!)(2 · n2!)...(M · nM !)
=

M !∏M
i=1(i · ni!)

.

Brojot na naqini na izbor na topqiǌata vo ramkite na i-tata grupa e

(i · ni)!

i!i!...i!︸ ︷︷ ︸
ni−pati

=
(i · ni)!

(i!)ni
.

Dodeka, brojot na naqini za izbor na site topqiǌa vo ramki na sekoja grupa
e

M∏
i=1

(i · ni)!

(i!)ni
.

Pa, brojot na naqini za izbor na topqiǌata e

M !∏M
i=1(i · ni!)

·
M∏
i=1

(i · ni)!

(i!)ni
=

M !∏M
i=1(i!)

ni

.
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Togax, baraniot broj na elementarni nastani vo A e

|A| = N !∏M
i=0 ni!

· M !∏M
i=1(i!)

ni

,

i koneqno

P (A) =
|Ω|
|A|

=
N ! M !

NM
∏M

i=0 ni!
∏M

i=1(i!)
ni

.

ZADAQA 1.67. Neka n razliqni broevi a1, a2, ..., an se naredeni po toj re-
dosled. Na sluqaen naqin broevite se razmestuvaat. Najdi ja verojatnosta
nikoj od broevite a1, a2, ..., an da ne e na svoeto mesto. Najdi ja granicata na
taa verojatnost pri n → ∞.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani za ovoj eksperiment e

Ω = {(an1 , an2 , ..., ann) | nk ∈ {1, 2, ..., n}, k = 1, 2, ..., n, nk ̸= nm, k ̸= m},

pa zatoa |Ω| = n!.
Sega, da go oznaqime so Ai nastanot deka brojot ai ostanuva na svoeto

mesto, togax P (Ai) =
(n−1)!

n!
, i = 1, 2, ..., n. Da go oznaqime so Aij nastanot deka

broevite ai i aj ostanuvaat na svoeto mesto, togax P (Aij) =
(n−2)!

n!
, i, j = 1, 2, ..., n

(da zabele�ime deka Aij = AiAj) i.t.n. Na krajot imame P (A1A2...An) = 1
n!
.

Togax, baranata verojatnost nikoj od broevite a1, a2, ..., an da ne e na svoeto
mesto e

pn = 1− P (∪n
i=1Ai) = 1−

( n∑
i=1

P (Ai)−
∑
i<j

P (AiAj) + ...+ (−1)n−1P (A1A2...An)

= 1− (

(
n

1

)
(n− 1)!

n!
−
(
n

2

)
(n− 2)!

n!
+ ...+ (−1)n−1

(
n

n

)
1

n!

)
= 1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ ...+ (−1)n

1

n!
,

a granicata na ovaa verojatnost koga n → ∞ e

lim
n→∞

pn = lim
n→∞

(1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ ...+ (−1)n

1

n!
) = e−1 ≈ 0.367879.

ZADAQA 1.68. Na kru�nica so radius R sluqajno se frlaat tri toqki A,
B i C. Najdi ja verojatnosta deka triagolnikot ABC e ostroagolen.
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Rexenie. Da gi oznaqime centralnite agli xto gi obrazuvaat toqkite A,
B, C soodvetno so x, y, z (Crte� 1.10 a)). Togax, prostorot od elementarni
nastani Ω = {(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ 2π, x+y+z = 2π} pretstavuva del od ramnina
(Crte� 1.10 b)). Definirame nastan A - triagolnikot ABC e ostroagolen.
Nastanot A se realizira koga site centralni agli x, y, z se pomali od π t.e.
A = {(x, y, z) | 0 ≤ x, y, z ≤ π, x + y + z = 2π}, xto pretstavuva povtorno del od
ramnina (Crte� 1.10 v)).

z x
y

A

B

C 2Π

2Π

2Π

y

x

2Π

2Π

2Π

y

x

z

Π

Π

Π

a) b) v)

Crte� 1.10

Sega, za ploxtinite na Ω i A imame

m(Ω) =
(2π

√
2)2

√
3

4
= 2π2

√
3, m(A) =

(π
√
2)2

√
3

4
=

π2
√
3

2
.

I koneqno, baranata verojatnost e P (A) = m(A)
m(Ω)

= 1
4
= 0, 25.

1.6 Zadaqi za samostojna rabota
ZADAQA 1.69. Dali so slednite postapki se definiraat prostori od ele-
mentarni nastani:

a) eksperiment: frlaǌe kocka za igraǌe, elementarni nastani: w1 - pad-
nati se 1 ili 2 toqki, w2 - padnati se 3 ili 4 toqki, w3 - padnati se najmalku
4 toqki,

b) eksperiment: gaǵaǌe vo cel, elementarni nastani: w1 - celta e pogodena,
w2 - celta e promaxena,

v) eksperiment: izvlekuvaǌe dve karti od xpil so 52 karti, elementarni
nastani: w1 - izvleqeni se dve crveni karti, w2 - izvleqeni se dve crni karti.
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ZADAQA 1.70. Smetaqot na sluqaen naqin generira eden ednocifren broj
(mo�e i nula). Odredi go prostorot od elementarni nastani i opixi gi
nastanite: A - brojot e deliv so 2, B - brojot e deliv so 3, C - brojot ne e
deliv so 6.

ZADAQA 1.71. Od edna kutija so 2n beli i 2m crni topqiǌa na sluqaen
naqin igraqite A i B (po toj redosled) izvlekuvaat po edno topqe:

a) so vraḱaǌe,
b) bez vraḱaǌe.
Neka Ai e nastanot da igraqot A vo i-toto izvlekuvaǌe izvlekol belo

topqe, i = 2k − 1, odnosno Bj e nastanot igraqot B vo j-toto izvlekuvaǌe da
izvlekol belo topqe, j = 2k. So pomox na ovie nastani odredi go prostorot
od elementarni nastani i opixi gi nastanite:

C - igraqot A prv izvlekol belo topqe,
D - izvleqeno e barem edno belo topqe;
E - vo 2n izvlekuvaǌa ednoto belo topqe e izvleqeno posledno.

ZADAQA 1.72. Toqka sluqajno se frla vo pravoagolnik so temiǌa A(−3,−2),
B(3,−2), C(3, 2), D(−3, 2). Odredi go prostorot od elementarni nastani (ko-
ordinati na frlenata toqka) i opixi gi nastanite:

a) A - toqkata padnala vo vtoriot kvadrant,
b) B - toqkata padnala vnatre vo krugot so centar vo koordinatniot po-

qetok i radius 3,
v) C - toqkata padnala poblizu do x-oskata, otkolku do y-oskata.

ZADAQA 1.73. Za nastanite A, B i C va�i P (A) = 0, 3, P (B) = 0, 55, P (C) =
0, 25, P (AB) = 0, 15, P (BC) = 0, 35, P (AC) = 0, 15 i P (A ∪B ∪ C) = 0, 7. Najdi gi
verojatnostite na nastanite ABC, ABC, ABC i ABC.

ZADAQA 1.74. Doka�i deka za proizvolni nastani A i B va�i

P (A B ∪ A B) + P (A B ∪ A B) = 1.

ZADAQA 1.75. Neka A, B i C se proizvolni nastani. Doka�i deka

P (A) · P (B \ A) · P (C \ (A ∪B)) ≤ 1

27
.

ZADAQA 1.76. Poka�i deka za proizvolni nastani A i B va�i neravenst-
voto

|P (AB)− P (A) · P (B)| ≤ 1

4
.
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ZADAQA 1.77. Neka e daden prostorot na verojatnost (Ω,F , P ). Nastanot
A ∈ F se narekuva atom na verojatnost, ako P (A) > 0 i va�i

D ⊆ A ⇒ (P (D) = 0 ∨ P (D) = P (A)),

za sekoj D ∈ F . Poka�i deka ako A i B se atomi na verojatnost, togax P (AB) =
P (A) = P (B) ili P (AB) = 0.

ZADAQA 1.78. Na edna kru�nica se izbrani 10 toqki, od koi e formiran
10-agolnik.

a) Kolku dijagonali mo�e da se povleqat vo 10-agolnikot?
b) Kolku triagolnici postojat so vrvovi vo 10-te toqki?

ZADAQA 1.79. Eden student za 4 nedeli treba da polaga 4 ispita, od koi
2 matematiqki. Na kolku naqini studentot mo�e da gi rasporedi ispitite
(eden ispit vo edna nedela), taka xto matematiqkite ispiti da ne se eden po
drug?

ZADAQA 1.80. Eden student ima 5 knigi, a drug 9. Site knigi se razliq-
ni. Na kolku naqini studentite mo�e da izvrxat razmena na knigite, ako
razmenuvaat:

a) edna za edna kniga,
b) dve za dve knigi?

ZADAQA 1.81. Kolku petcifreni broevi mo�e da se formiraat od cifrite
na brojot 12312343 taka xto trite cifri trojki da ne se site edna do druga?

ZADAQA 1.82. Za da se isprati edna pratka potrebno e da se platat 180
den. poxtarina. Na raspolagaǌe imame poxtenski marki od po 40, 60 i 100
den. vo neograniqeni koliqini. Na kolku razliqni naqini mo�e da se zalepat
poxtenskite marki edna do druga na pratkata?

ZADAQA 1.83. Na kolku naqini mo�e da se rasporedat 8 dami na xahovska
tabla taka xto nikoi dve da ne se napaǵaat?

ZADAQA 1.84. Odredi go brojot na anagrami na zborot MATEMATIKA.

ZADAQA 1.85. Na Ace mu doxle na gosti 7 prijateli. Na kolku naqini toj
mo�e da gi poslu�i so jadeǌa sekoj den po trojca za vreme od 7 dena, no taka
xto nikoi trojca od niv da ne ruqaat zaedno dva pati?

ZADAQA 1.86. Niz pustinata se dvi�i karavan od 9 kamili (kamilite odat
edna po druga). Patuvaǌeto trae mnogu denovi, i na kamilite im e zdodevno
postojano pred sebe da gledaat edna ista kamila. Na kolku naqini mo�e da
se podredat kamilite (edna po druga), taka xto pred sekoja kamila da bide
druga kamila koja ne bila prethodno.
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ZADAQA 1.87. Qetirite toma od eden roman se postaveni na edna polica vo
sluqaen redosled. Koja e verojatnosta tomovite da bidat postaveni po red
odejḱi od levo na desno, ili obratno, od desno na levo?

ZADAQA 1.88. Najdi ja verojatnosta sluqajno izbran 4-cifren broj for-
miran od cifrite 0, 1, 3, 5, 7, 8, da ne e deliv so 18 i site cifri da mu se
razliqni.

ZADAQA 1.89. Vo edno pretprijatie se vraboteni 100 luǵe. Od niv 40 znaat
ruski, 30 znaat angliski, a 15 gi znaat i dvata jazika. Ako sluqajno se izbira
edno lice, koja e verojatnosta deka izbranoto lice:

a) znae samo ruski,
b) znae barem eden jazik,
v) ne znae nieden jazik?

Ako sluqajno se izbiraaat dve lica, koja e verojatnosta deka:
g) dvajcata znaat angliski,
d) eden znae angliski i ruski, a drugiot ne znae nieden jazik,
ǵ) najmalku eden od niv gi znae i dvata jazika?

ZADAQA 1.90. Vo 30 papki se smesteni 10 rakopisi, taka xto eden rakopis
zafaḱa 3 papki. Da se najde verojatnosta deka vo sluqajno izbrani 6 papki
nieden rakopis ne se naoǵa vo celina.

ZADAQA 1.91. Eden hor se sostoi od 10 horisti. Sekoj den za vreme na eden
tridneven koncert na sluqaen naqin na scenata izleguvaat po 6 horisti. Koja
e verojatnosta sekoj den da ima razliqen sostav na scenata?

ZADAQA 1.92. Od xpil so 52 karti se izvlekuvaat 6 karti. Odredi ja
verojatnosta na nastanite A - izvleqeni se karti vo ista boja, B - izvleqeni
se ednakov broj na 1-ci, 2-ki i 3-ki, C - izvleqen e barem eden kral.

ZADAQA 1.93. Koja e verojatnosta sluqajno izbran tricifren broj da e
sostaven od neparni cifri so 1-ca na mestoto od desetkite?

ZADAQA 1.94. Vo edna petkatna zgrada, vo liftot vlegle 5 patnici. Sekoj
od patnicite se ednakva verojatnost se simnuva na eden od pette kata. Najdi
ja verojatnosta na nastanite A - site patnici se simnuvaat na pettiot kat,
B - site patnici se simnuvaat na ist kat, C - site patnici se simnuvaat na
razliqen kat.

ZADAQA 1.95. Dvajca igraqi frlaat homogena kocka za igraǌe. Igraqot
A pobeduva ako razlikata meǵu padnatite broevi e 0, 1 ili 2, vo sprotivno
pobeduva igraqot B. Najdi ja verojatnosta da pobedi igraqot A.
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ZADAQA 1.96. Vo igrata Loto 7/39, se izbiraat na sluqaen naqin 7 od 39
broevi 1, 2, ..., 39. Koja e verojatnosta da bide izbran brojot 7?

ZADAQA 1.97. Deset braqni para pokaneti se da igraat partija bri
 (koja
se igra vo parovi). Parovite za partijata bri
 se izbiraat na sluqaen naqin,
bez vodeǌe na smetka za polot. Koja e verojatnosta deka nikoj nema da bide
sparen so svojot braqen partner?

ZADAQA 1.98. Od edna grupa od 20 Balkanci koja se sostoi od 7 Make-
donci, 3 Crnogorci i 10 Srbi treba na sluqaen naqin da se formira odbor
od 5 luǵe. Koja e verojatnosta deka najmalku edna od naciite nema da bide
vkluqena vo odborot?

ZADAQA 1.99. Najdi ja verojatnosta vo grupa od n luǵe barem eden da
ima ist rodenden kako tvojot. Koja e najmalata vrednost na n za koja taa
verojatnost e pogolema od 1/2?

ZADAQA 1.100. Na edna zabava na koja luǵeto vleguvaat eden po eden vo
prostorijata, najdi koj od luǵeto koi pristignuvaat na zabavata ima najgo-
lema verojatnost da bide prviot koj ima ist rodenden so nekoj koj veḱe vlegol
prethodno na zabavata?

ZADAQA 1.101. Najdi ja verojatnosta vo grupa od n luǵe barem dvajca da
imaat rodendeni koi se razlikuvaat za k kalendarski dena. Koja e najmalata
vrednost na n za koja verojatnosta barem dvajca da imaat rodendeni koi se
na rastojanie od nedela dena (k = 7) e pogolema od 1/2?

ZADAQA 1.102. Na otseqkata AB = l sluqajno se frla toqka M . Najdi
ja verojatnosta deka rastojanieto od M do sredinata na otseqkata AB ne e
pogolemo od a (2a < l).

ZADAQA 1.103. Na otseqkata AB = l sluqajno se frlaat dve toqki M i N .
Najdi ja verojatnosta deka toqkata M e poblisku do N , otkolku A do N .

ZADAQA 1.104. Neka a, b, (a > b) se dol�ini na dve strani na triagolnik.
Dol�inata na tretata strana se izbira sluqajno od intervalot (a− b, a+ b).
Koja e verojatnosta dobieniot triagolnik da e ostroagolen?

ZADAQA 1.105. Vo kvadrat so strana 1 frlena e toqka M . Najdi ja vero-
jatnosta deka raspojanieto od M do dijagonalata na kvadratot ne e pogolemo
od a (a > 0).

ZADAQA 1.106. Pikado strelka se frla na sluqaen naqin na pravoagolna
tabla so dimenzii 20 cm na 50 cm. Pogodok se smeta ako pikado strelkata
padne na rastojanie od 5 cm od koj bilo od qetirite ḱoxiǌa na tablata. Koja
e verojatnosta za pogodok?
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ZADAQA 1.107. Ramninata e podelena so paralelni pravi koi se edna od
druga na rastojanie 2a. Na ramninata sluqajno se frla moneta so radius
r < a. Najdi ja verojatnosta deka monetata ne presekuva niedna od pravite.

ZADAQA 1.108. Na ramnina so mre�a sostavena od pravoagolnici so strani
a i b, se frla igla so dol�ina l (l < a ≤ b). Najdi ja verojatnosta deka
iglata presekuva strana na nekoj pravoagolnik od mre�ata. Poka�i deka taa
verojatnost e najmala koga a = b.



2

USLOVNA VEROJATNOST.
NEZAVISNOST

2.1 Uslovna verojatnost

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Neka A,B ∈ F se proizvolni
nastani pri xto P (B) > 0.

� Definirame uslovna verojatnost na A pri uslov B so

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
.

� Od definicijata za uslovna verojatnost, za verojatnosta na pro-
izvodot AB imame

P (AB) = P (B)P (A|B),

ravenstvo poznato kako formula za mno�eǌe na verojatnosti.

Za n proizvolni nastani va�i slednata teorema:

� Teorema za mno�eǌe na verojatnosti. Neka A1, A2, ..., An ∈ F se
proizvolni nastani taka xto P (A1A2...An−1) > 0. Togax,

P (A1A2...An) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2)...P (An|A1A2...An−1).
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ZADAQA 2.1. Doka�i deka za proizvolni nastani A i B, pri xto P (A) > 0,
va�i ravenstvoto

P (B|A) = 1− P (B|A).

Rexenie. Od definicijata za uslovna verojatnost i ravenstvoto P (A) =
P (AB) + P (AB) imame

P (B|A) = P (AB)

P (A)
=

P (A)− P (AB)

P (A)
= 1− P (AB)

P (A)
= 1− P (B|A).

ZADAQA 2.2. Poka�i deka za proizvolni nastani A i B, pri xto P (A) > 0
i P (B) > 0 va�i

P (A|B) > P (A) ⇒ P (B|A) > P (B).

Rexenie. Neka P (A|B) > P (A). Od definicijata za uslovna verojatnost ima-
me P (AB)

P (B)
> P (A). Od kade P (AB) > P (A) · P (B), bidejḱi P (B) > 0. Povtorno,

bidejḱi P (A) > 0, imame deka P (AB)
P (A)

> P (B), odnosno P (B|A) > P (B), xto tre-
baxe da se doka�e.

ZADAQA 2.3. Neka A i B se proizvolni nastani so 0 < P (A) < 1, 0 < P (B) < 1
i neka se dadeni verojatnostite P (B) = 0, 4, P (A|B) = 0, 7 i P (A|B) = 0, 9.
Najdi gi verojatnostite P (A), P (AB), P (A B), P (B|A) i P (B|A).

Rexenie. Od formulata za mno�eǌe na verojatnosti, imame

P (AB) = P (B) · P (A|B) = 0, 4 · 0, 7 = 0, 28, i

P (AB) = P (B) · P (A|B) = (1− P (B)) · P (A|B) = (1− 0, 4) · 0, 9 = 0, 54.

Ponatamu,
P (A) = P (AB) + P (AB) = 0, 28 + 0, 54 = 0, 82, i

P (A B) = P (A ∪B) = 1− P (A ∪B)

= 1− P (A)− P (B) + P (AB)

= 1− 0, 82− 0, 4 + 0, 28 = 0, 06,

od kade

P (B|A) = P (AB)

P (A)
=

0, 28

0, 82
≈ 0, 341463, i

P (B|A) = P (AB)

P (A)
=

P (B)− P (AB)

1− P (A)
=

0, 4− 0, 28

1− 0, 82
≈ 0, 666667.
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ZADAQA 2.4. Edna kocka se frla tri pati. Najdi ja verojatnosta deka pri
prvoto frlaǌe na kockata e dobien brojot 5, ako vo trite frlaǌa na kockata
e dobien zbir 14.

Rexenie. Oznaquvame so nastan A - pri prvoto frlaǌe na kockata dobien e
brojot 5, i nastan B - pri trite frlaǌa na kockata dobien e zbir 14. Se bara
uslovnata verojatnost P (A|B). Prostorot od elementarni nastani za ovoj
eksperiment e Ω = {(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}}, od kade |Ω| = V

3

6 = 63 = 216
dodeka nastanite B i AB se B = {(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}, x1+x2+x3 = 14}
i AB = {(5, x2, x3) | x2, x3 ∈ {1, ..., 6}, x2 + x3 = 9}. So naoǵaǌe na site trojki od
B i AB, se dobiva deka |B| = 15 i |AB| = 4, od kade P (B) = 15

216
i P (AB) = 4

216
.

I koneqno, baranata verojatnost e

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

4

15
≈ 0, 266667.

ZADAQA 2.5. Od xpil so 52 karti, na sluqen naqin se izvlekuvaat 7 karti.
Odredi ja verojatnosta vo 7-te izvleqeni karti da ima toqno 3 detelini, ako
se izvleqeni 3 desetki, 2 xestki, 1 sedmica i 1 kral.

Rexenie. Ako go oznaqime so A nastanot deka od 7-te izvleqeni karti toqno
3 se detelini, a so B nastanot deka se izvleqeni 3 desetki, 2 xestki, 1
sedmica i 1 kral, togax se bara uslovnata verojatnost P (A|B). Prostorot
od elementarni nastani Ω e izvleqeni se 7 od 52 karti, pa zatoa |Ω| = C7

52.
Za brojot na naqini na koj mo�e da se izvleqat 3 desetki, 2 xestki, 1

sedmica i 1 kral od eden xpil so 52 karti, imame

|B| = C3
4 · C2

4 · C1
4 · C1

4 = 384.

Za brojot na elementarni nastani vo sostav na nastanot AB - izvleqeni
se 3 desetki, 2 xestki, 1 sedmica i 1 kral, taka xto toqno 3 karti od 7-te
se detelini, imame

|AB| = 2 · C2
3 · C1

3 · C1
3 + C2

3 · C2
3 + C3

3 · C1
3 = 66,

imeno za da se dobie posledniot broj, se razgleduvaat slednite qetiri sluqai,
koga 3-te detelini se desetka, xestka, sedmica ili se desetka, xestka, kral
ili se desetka, sedmica, kral ili se xestka, sedmica, kral.

I koneqno, baranata verojatnost e

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

|AB|
|B|

=
66

384
= 0, 171875.
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ZADAQA 2.6. Vo edna kutija se naoǵaat 8 beli i 10 crni topqiǌa. Dva pati
edno po drugo se izvlekuva po edno topqe bez vraḱaǌe. Najdi ja verojatnosta
deka dvete izvleqeni topqiǌa se beli.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - vo i-toto izvlekuvaǌe izvleqeno e belo topqe,
i = 1, 2 i so B - izvleqeni se dve beli topqiǌa. Togax, od formulata za
mno�eǌe na verojatnosti, baranata verojatnost e

P (B) = P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =
8

18
· 7

17
≈ 0, 183007.

ZADAQA 2.7. Od cifrite 1, 2, 3, 4, 5 na sluqaen naqin se odbira edna
cifra, a potoa od ostanatite na sluqaen naqin se odbira i vtora cifra.
Najdi ja verojatnosta deka e odbrana neparna cifra:

a) prviot pat;
b) vtoriot pat;
v) vo dvete odbiraǌa.

Rexenie. Da oznaqime so Ai - odbrana e neparna cifra vo i-toto biraǌe,
i = 1, 2. Togax, baranite verojatnosti se:
a) P (A1) =

3
5
= 0, 6,

b) P (A2) = P (A1A2)+P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1)+P (A1)P (A2|A1) =
3
5
· 2
4
+ 2

5
· 3
4
= 0, 6,

v) P (A1A2) = P (A1)P (A2|A1) =
3
5
· 2
4
= 0, 3.

ZADAQA 2.8. Ako avion e prisuten vo oblasta na radarot, radarot go de-
tektira i alarmira so verojatnost 0,99. Ako nema prisustvo na avion vo ob-
lasta, radarot mo�e da generira (la�en) alarm so verojatnost 0,1. Poznato
e deka avion e prisuten vo oblasta na radarot so verojatnost 0,05. Najdi ja
verojatnosta za la�na trevoga vo otsustvo na avion i verojatnosta radarot
da ne detektira prisuten avion.

Rexenie. Definirame nastan A - avion e prisuten vo oblasta na radarot i
nastan B - radarot generira alarm. Togax, dadeni se slednite verojatnosti

P (B|A) = 0, 99, P (B|A) = 0, 1, P (A) = 0, 05.

Pa, verojatnosta za la�na trevoga vo otsustvo na avion e

P (AB) = P (A)P (B|A) = (1− P (A))P (B|A) = (1− 0, 05) · 0, 1 = 0, 095.

Dodeka, verojatnosta radarot da ne detektira prisuten avion e

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (A)(1− P (B|A)) = 0, 05 · (1− 0, 99) = 0, 0005.
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ZADAQA 2.9. Eden student treba da odgovara na 25 praxaǌa od koi znae
20. Toj sluqajno odbira 3 praxaǌa. Koja e verojatnosta studentot da go
polo�i ispitot, ako ispitot se smeta za polo�en koga ḱe bidat odgovoreni
ne pomalku od dve praxaǌa?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - studentot go znae i-toto odbrano praxaǌe,
i = 1, 2, 3 i so B - studentot go polo�il ispitot. Togax, baranata verojatnost
e

P (B) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) + P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) +

+P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) + P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2) =

=
20

25
· 19
24

· 18
23

+
5

25
· 20
24

· 19
23

+
20

25
· 5

24
· 19
23

+
20

25
· 19
24

· 5

23
≈ 0, 908696.

2.2 Totalna verojatnost. Bejzovi formuli

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Neka A1, A2, ..., An ∈ F se proiz-
volni nastani taka xto Ai ∩ Aj = ∅, za i ̸= j i Ω =

⋃n
i=1Ai, odnosno

nastanite A1, A2, ..., An formiraat razbivaǌe na Ω.

� Teorema. (Teorema za totalna verojatnost) Neka A1, A2, ..., An e
razbivaǌe na Ω, pri xto P (Ai) > 0, i = 1, 2, ..., n. Togax, za sekoj
B ∈ F , va�i formulata za totalna verojatnost

P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai).

� Teorema. (Bejzovo pravilo) Neka A1, A2, ..., An e razbivaǌe na Ω,
pri xto P (Ai) > 0, i = 1, 2, ..., n. Togax, za sekoj B ∈ F za koj P (B) >
0, va�at Bejzovite formuli

P (Ai|B) =
P (Ai)P (B|Ai)∑n
j=1 P (Aj)P (B|Aj)

, i = 1, 2, ..., n.
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N.B. Nastanite Ai, i = 1, 2, ..., n koi formiraat razbivaǌe na Ω se nare-
kuvaat hipotezi, nivnite verojatnosti P (Ai), i = 1, 2, ..., n se na-
rekuvaat apriorni verojatnosti, a verojatnostite P (Ai|B), i =
1, 2, ..., n se aposteriorni verojatnosti.

ZADAQA 2.10. Na eden xahovski turnir uqestvuvaat tri kategorii na
igraqi, qija zastapenost po kategorii e 2:1:1. Verojatnosta za pobeda vo
igra na nekoj igraq od prvata kategorija e 0,7, na igraq od vtorata katego-
rija e 0,5 i na igraq od tretata kategorija e 0,3. Najdi ja verojatnosta za
pobeda vo igra na sluqajno izbran igraq.

Rexenie. Definirame nastani Bi - izbran e igraq od i-tata kategorija, i =
1, 2, 3 i A - igraqot pobedil. Togax, dadeni se verojatnostite

P (B1) = 0, 5, P (B2) = P (B3) = 0, 25,

P (A|B1) = 0, 7, P (A|B2) = 0, 5, P (A|B3) = 0, 3.

Verojatnoata na nastanot A ja presmetuvame spored formulata za totalna
verojatnost

P (A) = P (B1)P (A|B1) + P (B2)P (A|B2) + P (B3)P (A|B3)

= 0, 5 · 0, 7 + 0, 25 · 0, 5 + 0, 25 · 0, 3 = 0, 55.

ZADAQA 2.11. Vo tri kutii so ist nadvorexen izgled se smesteni beli i
crni topqiǌa, taka xto vo I kutija ima 5 beli i 5 crni topqiǌa, vo II kutija
ima 4 beli i 8 crni topqiǌa i vo III kutija ima 9 beli i 3 crni topqiǌa.
Xto e poverojatno, od II kutija da se izvleqe belo topqe ili da se izvleqe
belo topqe od sluqajno izbrana kutija?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - izbrana e i-tata kutija, i = 1, 2, 3, A - od II
kutija izvleqeno e belo topqe i B - izvleqeno e belo topqe. Za verojatnosta
na nastanot A imame,

P (A) = P (B|A2) =
4

12
=

1

3
≈ 0, 333333.

Za verojatnosta na nastanot B, se koristi formulata za totalna verojatnost,
pri xto za apriornite verojatnosti imame deka P (Ai) =

1
3
, i = 1, 2, 3, pa zatoa,

P (B) = P (A1)P (B|A1) + P (A2)P (B|A2) + P (A3)P (B|A3)

=
1

3
· 5

10
+

1

3
· 4

12
+

1

3
· 9

12
=

19

36
≈ 0, 527778.



2.2. Totalna verojatnost. Bejzovi formuli 51

Znaqi, poverojatno e da se izvleqe belo topqe od proizvolno izbrana kutija,
otkolku da se izvleqe belo topqe od II kutija.

ZADAQA 2.12. Vo sekoja od n-te kutii se smesteni a beli i b crni topqiǌa.
Od prvata kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo vtorata kutija, potoa
od vtorata kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo tretata kutija itn.
od n-tata kutija se izvlekuva edno topqe i se stava vo prvata kutija. Najdi ja
verojatnosta po site prefrlaǌa od prvata kutija da se izvleqe belo topqe.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - za vreme na prefrlaǌata od i-tata kutija e
izvleqeno belo topqe, i = 1, 2, ..., n i A - po site prefrlaǌa od prvata kutija
e izvleqeno belo topqe. Togax imame,

P (A1) = a
a+b

P (A2) = P (A1)P (A2|A1) + P (A1)P (A2|A1) =
a

a+b
· a+1
a+b+1

+ b
a+b

· a
a+b+1

= a
a+b

...
P (An) = P (An−1)P (An|An−1) + P (An−1)P (An|An−1) =

a
a+b

· a+1
a+b+1

+ b
a+b

· a
a+b+1

= a
a+b

.

I koneqno, baranata verojatnost e

P (A) = P (A1)P (A|A1) + P (A1)P (A|A1) =

= P (A1)(P (An)P (A|A1An) + P (An)P (A|A1An)) +

+P (A1)(P (An)P (A|A1An) + P (An)P (A|A1 An)) =

= a
a+b

· ( a
a+b

· a
a+b

+ b
a+b

· a−1
a+b

) + b
a+b

· ( a
a+b

· a+1
a+b

+ b
a+b

· a
a+b

) = a
a+b

.

ZADAQA 2.13. Eden vladetel rexil da go kazni jasnovidecot koj mu pred-
videl netoqni nastani. Mu dal dve kutii i 4 topqiǌa, od koi 2 beli i 2 crni.
Jasnovidecot sluqajno izbira edna kutija, a potoa od kutijata izbira edno
topqe. Ako topqeto e crno, togax toj ḱe bide kaznet, a ako topqeto e belo,
toj ḱe bide pomiluvan. Kako treba jasnovidecot da gi razmesti topqiǌata
vo kutiite, za da si obezbedi maksimalna verojatnost da bide pomiluvan?

Rexenie. Neka vo prvata kutija jasnovidecot stava m beli i n crni top-
qiǌa, togax vo vtorata kutija toj stava 2 − m beli i 2 − n crni topqiǌa.
Oznaquvame so Ai - izbrana e i-tata kutija, i = 1, 2 i A - izvleqeno e belo
topqe. Za verojatnostite na nastanite Ai, i = 1, 2 imame P (A1) = P (A2) =

1
2
, pa

verojatnosta jasnovidecot da bide pomiluvan e

P (A) = P (A1)P (A|A1) + P (A2)P (A|A2) =
1
2
· m
m+n

+ 1
2
· 2−m
(2−m)+(2−n)

= f(m,n).
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Bidejḱi m,n ∈ {0, 1, 2} ispituvame poedineqno.
Za m = 0, imame deka f(m,n) = 1

4−n
i dostignuva maksimum za n = 2 koj

iznesuva f(0, 2) = 1
2
.

Za m = 1, imame deka f(m,n) = 1
2
· 1
1+n

+ 1
2
· 1
3−n

i dostignuva maksimum za
n = 0 ili n = 2 koj iznesuva f(1, 0) = f(1, 2) = 2

3
.

Za m = 2, imame deka f(m,n) = 1
2+n

i dostignuva maksimum za n = 0 koj
iznesuva f(2, 0) = 1

2
.

Znaqi, jasnovidecot treba vo ednata kutija da stavi 1 belo topqe, a vo
drugata kutija da stavi 1 belo i 2 crni topqiǌa, za da obezbedi maksimalna
verojatnost od P (A) = 2

3
da bide pomiluvan.

ZADAQA 2.14. Na studentite od eden fakultet im e dozvoleno da povtoru-
vaat samo edna od I, II, III godina. Verojatnosta eden student povtoruvaq da ja
povtoruva I, II, III godina e 0,25; 0,5; 0,25 soodvetno. Verojatnosta deka stu-
dentot koj ja povtoruva I godina go zavrxuva studiraǌeto e 0,4, za studentot
koj ja povtoruva II godina e 0,5 i za studentot koj ja povtoruva III godina e
0,9.

a) Najdi ja verojatnosta deka sluqajno izbran student povtoruvaq go za-
vrxuva studiraǌeto.

b) Ako e poznato deka studentot povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, naj-
di ja verojatnosta deka toj ja povtoruval III godina.

v) Ako studentot povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, koja godina najve-
rojatno toj ja povtoruval?

Rexenie. Oznaquvame so Ai - studentot povtoruvaq ja povtoruva i-tata godi-
na, i = 1, 2, 3, A - studentot povtoruvaq go zavrxuva studiraǌeto. Od uslovot
na zadaqata poznati ni se slednite verojatnosti P (A1) = 0, 25, P (A2) = 0, 5,
P (A3) = 0, 25, P (A|A1) = 0, 4, P (A|A2) = 0, 5 i P (A|A3) = 0, 9.

a) Od formulata za totalna verojatnost imame,

P (A) =
3∑

i=1

P (Ai)P (A|Ai) = 0, 25 · 0, 4 + 0, 5 · 0, 5 + 0, 25 · 0, 9 = 0, 575.

b) Od Bejzovite formuli za baranata verojatnost imame,

P (A3|A) =
P (A3)P (A|A3)∑3
i=1 P (Ai)P (A|Ai)

=
0, 25 · 0, 9
0, 575

≈ 0, 391304.

v) Od Bejzovite formuli gi dopresmetuvame P (A1|A) ≈ 0, 173913 i P (A2|A) ≈
0, 434783. Znaqi, ako studentot povtoruvaq go zavrxil studiraǌeto, najvero-
jatno toj ja povtoruval II godina.
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ZADAQA 2.15. Vo edna fabrika 40 % od vrabotenite se ma�i. Meǵu vrabo-
tenite �eni 5 % se so visoka struqna podgotovka (v.s.p.), a meǵu vrabotenite
ma�i 10 % se so v.s.p.

a) Koja e verojatnosta deka sluqajno izbran vraboten ima v.s.p?
b) Sluqajno izbran vraboten ima v.s.p. Koja e verojatnosta deka e �ena?

Rexenie. Oznaquvame so A1 - vraboteniot e �ena, A2 - vraboteniot e ma�
i A - vraboteniot ima v.s.p. Togax, od uslovot na zadaqata poznati ni se
verojatnostite P (A1) = 0, 6, P (A2) = 0, 4, P (A|A1) = 0, 05 i P (A|A2) = 0, 1.

a) Od formulata za totalna verojatnost imame,

P (A) = P (A1)P (A|A1) + P (A2)P (A|A2) = 0, 6 · 0, 05 + 0, 4 · 0, 1 = 0, 07.

b) Od Bejzovite formuli imame

P (A1|A) =
P (A1)P (A|A1)

P (A1)P (A|A1) + P (A2)P (A|A2)
=

0, 6 · 0, 05
0, 07

=
0, 03

0, 07
≈ 0, 428571.

ZADAQA 2.16. La�no pozitiven test. Testot za odredena retka bolest e
toqen vo 95 % od sluqaite, xto znaqi deka, ako nekoj pacient ja ima bolesta,
rezultatite od testot se pozitivni so verojatnost 0,95, i ako pacientot ja
nema bolesta, rezultatite od testot se negativni so verojatnost 0,95. Slu-
qajno izbran pacient ja ima bolesta so verojatnost 0,001. Koja e verojatnosta
za la�no pozitiven test? Ako rezultatite od xtotuku izvrxen test se pozi-
tivni, najdi ja verojatnosta deka pacientot ja ima bolesta.

Rexenie. Definirame nastani A - pacientot ja ima bolesta i B - rezulta-
tite od testot se pozitivni. Togax, dadeni se verojatnostite

P (B|A) = 0, 95, P (B|A) = 0, 95, P (A) = 0, 001.

Togax, verojatnosta za la�no pozitiven test e

P (AB) = P (A)P (B|A) = (1− P (A))(1− P (B|A)) = (1− 0, 001) · (1− 0, 95) = 0, 04995.

Se bara i verojatnosta ako rezultatite od xtotuku izvrxen test se pozi-
tivni, pacientot da ja ima bolesta, odnosno se bara P (A|B). Od Bejzovite
formuli imame

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A)

=
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + (1− P (A))(1− P (B|A))

=
0, 001 · 0, 95

0, 001 · 0, 95 + (1− 0, 001) · (1− 0, 95)
≈ 0, 018664,
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xto znaqi deka vo sluqaj na retki bolesti (P (A) = 0, 001 e mnogu mala), i
pokraj toa xto medicinskiot test e so golema toqnost (toqnost od 95 %),
pacient koj ima pozitiven test, sepak ima mala verojatnost (pomala od 2 %)
da ja ima retkata bolest.

2.3 Nezavisnost na nastani

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost.

� Nastanite A,B ∈ F se nezavisni, ako P (AB) = P (A)P (B).

� Nastanite A1, A2, ..., An ∈ F se nezavisni (vo celina), ako za sekoi
1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n i 2 ≤ k ≤ n va�i

P (Ai1Ai2 ...Aik) = P (Ai1)P (Ai2)...P (Aik).

� Neka C e fiksen nastan so P (C) > 0. Nastanite A i B se uslovno
nezavisni vo odnos na nastanot C, ako va�i

P (AB|C) = P (A|C)P (B|C).

ZADAQA 2.17. Neka A i B se nezavisni nastani. Doka�i deka se nezavisni
i nastanite A i B; A i B; A i B.

Rexenie. Neka A i B se nezavisni nastani, znaqi P (AB) = P (A)P (B). Togax,

P (AB) = P (B)− P (AB) = P (B)− P (A)P (B) = (1− P (A))P (B) = P (A)P (B),

od kade sledi deka A i B se nezavisni nastani. Sliqno, od

P (AB) = P (A)− P (AB) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1− P (B)) = P (A)P (B),

sledi deka nastanite A i B se nezavisni. Za posledniot par nastani, imame

P (A B) = 1− P (A B) = 1− P (A ∪B) = 1− P (A)− P (B) + P (AB)

= 1− P (A)− P (B) + P (A)P (B) = 1− P (A)− P (B)(1− P (A))

= (1− P (A))(1− P (B)) = P (A)P (B),

odnosno i nastanite A i B se nezavisni.
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ZADAQA 2.18. Neka A i B se proizvolni nastani, za koi 0 < P (A) < 1. Do-
ka�i deka od ravenstvoto P (B|A) = P (B|A) sleduva nezavisnosta na nastanite
A i B.

Rexenie. Koristejḱi gi definicijata za uslovna verojatnost i ravenstvoto
P (B) = P (AB) + P (AB), dobivame

P (B|A) = P (B|A) ⇒ P (AB)

P (A)
=

P (AB)

P (A)
⇒ P (B)− P (AB)

1− P (A)
=

P (AB)

P (A)
⇒

⇒ P (A)P (B)− P (A)P (AB) = P (AB)− P (A)P (AB) ⇒ P (A)P (B) = P (AB),

odnosno nastanite A i B se nezavisni.

ZADAQA 2.19. Eden rabotnik nadgleduva dve maxini koi rabotat neza-
visno. Verojatnosta za intervencija vo tekot na eden qas rabota, za prvata
maxina e 0,1, a za vtorata maxina e 0,05. Odredi ja verojatnosta deka vo
tekot na eden qas rabotnikot nema da intervenira kaj niedna od maxinite.

Rexenie. Definirame nastani Ai - interveniraǌe kaj i-tata maxina vo tekot
na eden qas rabota, i = 1, 2. Od uslovot na zadaqata imame deka P (A1) = 0, 1
i P (A2) = 0, 05. Potoa, od toa xto maxinite rabotat nezavisno, imame deka
nastanite A1 i A2 se nezavisni. Od Zadaqa 2.17 imame deka i nastanite A1

i A2 se nezavisni. Pa, za baranata verojatnost deka vo tekot na eden qas
rabotnikot nema da intervenira kaj niedna od maxinite, imame

P (A1 A2) = P (A1)P (A2) = (1− P (A1))(1− P (A2))

= (1− 0, 1) · (1− 0, 05) = 0, 9 · 0, 95 = 0, 855.

ZADAQA 2.20. Na masa se frlaat dve kocki. Definirame nastani A - na
prvata kocka se pojavil neparen broj na toqki, B - na vtorata kocka se pojavil
neparen broj na toqki i C - zbirot na toqki na dvete kocki e neparen. Poka�i
deka nastanite A, B i C se nezavisni po parovi, no ne se nezavisni vo celina.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x1, x2) | x1, x2 ∈
{1, ..., 6}}, od kade |Ω| = V

2

6 = 62 = 36. Za nastanite A, B i C imame

A = {(x1, x2) | x1 ∈ {1, 3, 5}, x2 ∈ {1, ..., 6}},
B = {(x1, x2) | x1 ∈ {1, ..., 6}, x2 ∈ {1, 3, 5}},
C = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, ..., 6}, x1 + x2 e neparen},
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od kade |A| = 3 ·6 = 18, |B| = 6 ·3 = 18, |C| = 2 ·3 ·3 = 18, pa nivnite verojatnosti
se

P (A) =
|A|
|Ω|

=
18

36
=

1

2
, P (B) =

|B|
|Ω|

=
18

36
=

1

2
, P (C) =

|C|
|Ω|

=
18

36
=

1

2
.

Za nastanite AB, AC, BC i ABC imame

AB = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, 3, 5}},
AC = {(x1, x2) | x1 ∈ {1, 3, 5}, x2 ∈ {2, 4, 6}},
BC = {(x1, x2) | x1 ∈ {2, 4, 6}, x2 ∈ {1, 3, 5}},

ABC = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, 3, 5}, x1 + x2 e neparen} = ∅,

od kade |AB| = 3 · 3 = 9, |AC| = 3 · 3 = 9, |BC| = 3 · 3 = 9 i |ABC| = 0. Sega, mo�e
da ja poka�eme nezavisnosta po parovi

P (AB) =
|AB|
|Ω|

=
9

36
=

1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A)P (B),

P (AC) =
|AC|
|Ω|

=
9

36
=

1

4
=

1

2
· 1
2
= P (A)P (C),

P (BC) =
|BC|
|Ω|

=
9

36
=

1

4
=

1

2
· 1
2
= P (B)P (C).

No, nastanite A, B i C ne se nezavisni vo celina zatoa xto

P (ABC) = P (∅) = 0 ̸= 1

8
=

1

2
· 1
2
· 1
2
= P (A)P (B)P (C).

ZADAQA 2.21. Neka prostorot od elementarni nastani se sostoi od sled-
nite zapisi od karakteri:

Ω = {abc, bac, cab, bca, acb, cba, aaa, bbb, ccc},

pri xto sekoj elementaren nastan e ednakvo verojaten. Gi definirame nasta-
nite Ak−karakterot a e na k-tata pozicija, k = 1, 2, 3. Poka�i deka nastanite
Ai, i = 1, 2, 3 se nezavisni po parovi, no ne se nezavisni vo celina.

Rexenie. Lesno se vooquva deka P (Ak) =
1
3
, k = 1, 2, 3, i deka P (AjAk) =

1
9
, za

j ̸= k, pa P (AjAk) = P (Aj)P (Ak), za j ̸= k, xto znaqi deka nastanite A1, A2, A3

se nezavisni po parovi. No,

P (A1A2A3) =
1

9
̸= 1

27
= P (A1)P (A2)P (A3),

xto znaqi deka nastanite A1, A2, A3 ne se nezavisni vo celina.



2.3. Nezavisnost na nastani 57

ZADAQA 2.22. Dvajca strelci nezavisno eden od drug gaǵaat vo ista cel.
Verojatnosta prviot od niv da ja pogodi celta e 0,7, a verojatnosta vtoriot
od niv da ja pogodi celta e 0,9. Odredi ja verojatnosta deka celta e pogodena
barem ednax.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - i-tiot strelec ja pogodil celta, i = 1, 2. Od
uslovot na zadaqata imame P (A1) = 0, 7 i P (A2) = 0, 9 i pri toa nastanite A1

i A2 se nezavisni. Se bara verojatnosta na nastanot B - celta e pogodena
barem ednax. Imame,

P (B) = P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2)− P (A1A2) =

= P (A1) + P (A2)− P (A1)P (A2) = 0, 7 + 0, 9− 0, 7 · 0, 9 = 0, 97.

ZADAQA 2.23. Vo dve kutii se smesteni beli i crni topqiǌa, taka xto vo I
kutija ima 1 belo i 9 crni topqiǌa, a vo II kutija ima 5 beli i 1 crno topqe.
Od sekoja kutija se izvlekuva po edno topqe, a topqiǌata xto ostanale se
prefrlaat vo III (prazna) kutija.

a) Najdi ja verojatnosta deka od III kutija e izvleqeno belo topqe.
b) Ako od III kutija e izvleqeno belo topqe, najdi ja verojatnosta deka od

II kutija e izvleqeno belo topqe.

Rexenie. Oznaquvame so Bi - izvleqeno e belo topqe od i-tata kutija, i = 1, 2
i A - od III kutija izvleqeno e belo topqe. Pri toa, nastanite B1 i B2 se
nezavisni.

a) Za baraǌe na verojatnosta na nastanot A se koristi formulata za
totalna verojatnost, pri xto apriornite verojatnosti se

P (B1B2) = P (B1)P (B2) =
1

10
· 5
6
=

5

60
, P (B1B2) = P (B1)P (B2) =

1

10
· 1
6
=

1

60
,

P (B1B2) = P (B1)P (B2) =
9

10
· 5
6
=

45

60
, P (B1 B2) = P (B1)P (B2) =

9

10
· 1
6
=

9

60
,

dodeka uslovnite verojatnosti se

P (A|B1B2) =
4

14
, P (A|B1B2) =

5

14
, P (A|B1B2) =

5

14
, P (A|B1 B2) =

6

14
.

Pa, baranata verojatnost e

P (A) = P (B1B2)P (A|B1B2) + P (B1B2)P (A|B1B2) +

+P (B1B2)P (A|B1B2) + P (B1 B2)P (A|B1 B2) =

=
5

60
· 4

14
+

1

60
· 5

14
+

55

60
· 5

14
+

9

60
· 6

14
=

304

840
≈ 0, 361905.
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b) Se bara uslovnata verojatnost

P (B2|A) = P ((B1B2 +B1B2)|A) = P (B1B2|A) + P (B1B2|A) =

=
P (B1B2)P (A|B1B2)

P (A)
+

P (B1B2)P (A|B1B2)

P (A)
=

=
1

P (A)

( 5

60
· 4

14
+

45

60
· 5

14

)
≈ 0, 805921.

ZADAQA 2.24. Fer moneta nezavisno se frla dva pati. Definirame nastani
A - vo prvoto frlaǌe padnala �glava�, B - vo vtoroto frlaǌe padnala �glava�,
i C - ishodite od dvete frlaǌa se razliqni. Poka�i deka, nastanite A i B
se nezavisni, no ne se uslovno nezavisni vo odnos na nastanot C.

Rexenie. Pri ovoj eksperiment, prostorot od elementarni nastani e

Ω = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)},

kade so 0 oznaquvame deka padnala �para�, a so 1 deka padnala �glava� na
monetata vo frlaǌeto koe soodvetstvuva na pozicijata na 0, odnosno 1. Pri
toa, od toa xto monetata e fer i frlaǌata se nezavisni, sekoj od elemen-
tarnite nastani e ednakvo verojaten, pa za ovoj prostor na verojatnost va�i
klasiqnata definicija na verojatnost. Sega, od

A = {(1, 0), (1, 1)}, B = {(0, 1), (1, 1)}, AB = {(1, 1)},

imame deka
P (A) =

2

4
=

1

2
, P (B) =

2

4
=

1

2
, P (AB) =

1

4
,

i zatoa va�i
P (A)P (B) =

1

2
· 1
2
=

1

4
= P (AB),

xto znaqi deka nastanite A i B se nezavisni. Potoa,

C = {(0, 1), (1, 0)}, AC = {(1, 0)}, BC = {(0, 1)}, ABC = ∅,

pa za uslovnite verojatnosti imame

P (A|C) =
P (AC)

P (C)
=

1
4
1
2

=
1

2
, P (B|C) =

P (BC)

P (C)
=

1
4
1
2

=
1

2
,

P (AB|C) =
P (ABC)

P (C)
=

0
1
2

= 0,
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od kade
P (A|C)P (B|C) =

1

2
· 1
2
̸= 0 = P (AB|C),

xto znaqi deka nastanite A i B ne se uslovno nezavisni vo odnos na nastanot
C.

ZADAQA 2.25. Vo dve kutii se smesteni beli i crni topqiǌa, taka xto
vo prvata kutija ima 1 belo i 3 crni topqiǌa, a vo vtorata kutija ima 3
beli i 1 crno topqe. Na sluqaen naqin (so ednakva verojatnost) se izbira
edna od kutiite, a potoa od izbranata kutija se izvlekuvaat dve topqiǌa,
edno po edno so vraḱaǌe. Definirame nastani A - izvleqeno e belo topqe vo
prvoto izvlekuvaǌe, B - izvleqeno e belo topqe vo vtoroto izvlekuvaǌe, i C -
izbrana e prvata kutija. Poka�i deka, nastanite A i B se uslovno nezavisni
vo odnos na nastanot C, no ne se nezavisni.

Rexenie. Od uslovite na zadaqata poznati ni se slednite uslovni verojat-
nosti

P (A|C) =
1

4
, P (B|C) =

1

4
, P (AB|C) =

1

42
=

1

16
,

kade za presmetuvaǌe na poslednata verojatnost razgleduvame prostor od
elementrni nastani sostaven od site podredeni parovi (so povtoruvaǌe) od
topqiǌata od prvata kutija (ima vkupno 42 takvi para), meǵu koi toqno eden
par e sostaven od beloto topqe od prvoto izvlekuvaǌe i istoto belo topqe
od vtoroto izvlekuvaǌe. Togax, imame

P (A|C)P (B|C) =
1

4
· 1
4
=

1

16
= P (AB|C),

odnosno nastanite A i B se uslovno nezavisni vo odnos na nastanot C. Od
druga strana, od formulata za totalna verojatnost imame

P (A) = P (C)P (A|C) + P (C)P (A|C) =
1

2
· 1
4
+

1

2
· 3
4
=

4

8
=

1

2
.

Sliqno i P (B) = 1
2
. Dodeka pak,

P (AB) = P (C)P (AB|C) + P (C)P (AB|C) =
1

2
· 1

16
+

1

2
· 9

16
=

10

32
=

5

16
.

Pa, od

P (A)P (B) =
1

2
· 1
2
̸= 5

16
= P (AB),

imame deka nastanite A i B ne se nezavisni.
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ZADAQA 2.26. Brat bliznak na kralot. Eden kral ima toqno eden bliznak
(brat ili sestra). Pod pretpostavka deka raǵaǌeto na maxko ili �ensko dete
e ednakvoverojatno i nezavisno, koja e verojatnosta bliznakot na kralot da
e maxko?

Rexenie. Da oznaqime so Ai - i-tiot bliznak e maxko, i = 1, 2. Od uslov na
zadaqata P (Ai) = 1

2
, i = 1, 2. Togax, mo�ni se slednite ishodi A1A2, A1A2,

A1A2, A1A2 koi se zaemno iskluqlivi i zaradi nezavisnosta na nastanite,
P (A1A2) = P (A1A2) = P (A1A2) = P (A1A2) =

1
2
· 1
2
= 1

4
. Verojatnosta koja se bara,

bliznakot na kralot da e maxko, e uslovnata verojatnost da ima dva maxki
bliznaka, pod uslov eden od niv da e maxko (kralot), odnosno

P (A1A2|A1A2 ∪ A1A2 ∪ A1A2) =
P (A1A2)

P (A1A2 ∪ A1A2 ∪ A1A2)
=

1
4
3
4

=
1

3
.

ZADAQA 2.27. Najdi ja verojatnosta deka sluqajno izbrana pozitivna drop-
ka a

b
(a, b ∈ N) ne mo�e da se skrati.

Rexenie. Oznaquvame so Ak - brojot a e deliv so k, k ∈ N, Bk - brojot b e
deliv so k, k ∈ N, Ck - dropkata a

b
mo�e da se skrati so k, k ∈ N i D - dropkata

a
b
ne mo�e da se skrati.
Vo odnos na delivost so k ∈ N, mno�estvoto prirodni broevi N e podeleno

na k klasi (podmno�estva) so ist kardinalen broj, pa zatoa verojatnosta
sluqajno izbran priroden broj da e deliv so k e ista so verojatnosta toj
priroden broj da pripaǵa na klasata sostavena od broevi koi se delivi so k
i taa verojatnost e 1

k
. Pa zatoa, P (Ak) = P (Bk) =

1
k
, k ∈ N.

Od nezavisnosta na nastanite Ak i Bk, za fiksen k ∈ N, imame

P (Ck) = P (AkBk) = P (Ak)P (Bk) =
1

k
· 1
k
=

1

k2
.

Ako go oznaqime so q najgolemiot prost broj ne pogolem od a i b t.e.
q = max{p | p− prost i p ≤ min{a, b}}, togax za baranata verojatnost imame,

P (D) = P (C2 C3 C5 · · · Cq) = P (C2)P (C3)P (C5) · · ·P (Cq) =

= (1− 1

22
)(1− 1

32
)(1− 1

52
) · · · (1− 1

q2
) =

q∏
p=2 (p-prost)

(1− 1

p2
).

ZADAQA 2.28. Dvajca igraqi M i N naizmeniqno frlaat kocka (taka xto
prv poqnuva igraqot M) sè dodeka M ne dobie 3-ka ili N ne dobie 2-ka ili
6-ka. Najdi ja verojatnosta deka igraqot M ḱe bide posledniot xto ja frlil
kockata.
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Rexenie. Oznaquvame so Ai - igraqot M dobil 3-ka vo i-toto frlaǌe, i =
2k−1, k = 1, 2, ..., Bj - igraqot N dobil 2-ka ili 6-ka vo j-toto frlaǌe, j = 2k,
k = 1, 2, ..., i C - igraqot M e posledniot xto ja frlil kockata. Togax, imame
deka P (Ai) =

1
6
, P (Bj) =

2
6
= 1

3
, kade Ai, Bj se nezavisni vo celina. Za baranata

verojatnost imame

P (C) = P (A1 + A1 B2 A3 + A1 B2 A3 B4 A5 + . . . ) =

= P (A1) + P (A1 B2 A3) + P (A1 B2 A3 B4 A5) + . . .

=
1

6
+

5

6
· 2
3
· 1
6
+
(5
6
· 2
3

)2
· 1
6
+ · · · =

=
1

6
·
(
1 +

5

6
· 2
3
+
(5
6
· 2
3

)2
+ . . .

)
=

=
1

6
· 1

1− 5
6
· 2
3

=
3

8
= 0, 375.

ZADAQA 2.29. Trojca studenti A, B, C se javile na eden ispit. Toqno
dvajca od niv go polo�ile ispitot. Najdi ja verojatnosta deka studentite A
i B go polo�ile ispitot, ako verojatnosta studentot A da go polo�i ispitot
e p1 = 0, 3, verojatnosta B da go polo�i ispitot e p2 = 0, 8, a verojatnosta C
da go polo�i ispitot e p3 = 0, 5.

Rexenie. Definirame nastani A - studentot A go polo�il ispitot, B - stu-
dentot B go polo�il ispitot, C - studentot C go polo�il ispitot i D - toqno
dvajca od studentite go polo�ile ispitot. Togax, D = ABC + ABC + ABC.
Od uslov na zadaqata imame deka P (A) = p1 = 0, 3, P (B) = p2 = 0, 8 i P (C) =
p3 = 0, 5. Od nezavisnosta na nastanite A, B i C imame

P (ABC) = p1p2(1− p3) = 0, 3 · 0, 8 · (1− 0, 5) = 0, 12,

P (ABC) = p1(1− p2)p3 = 0, 3 · (1− 0, 8) · 0, 5 = 0, 03,

P (ABC) = (1− p1)p2p3 = (1− 0, 3) · 0, 8 · 0, 5 = 0, 28,

pa zatoa

P (D) = P (ABC) + P (ABC) + P (ABC) = 0, 12 + 0, 03 + 0, 28 = 0, 43.

Se bara uslovnata verojatnost

P (AB|D) = P (ABC|D) + P (ABC|D) =
P (ABCD)

P (D)
+

P (ABCD)

P (D)

=
0

P (D)
+

P (ABC)

P (D)
= 0 +

0, 12

0, 43
≈ 0, 279070.
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ZADAQA 2.30. Komunikacija niz kanal so xum. Izvor emitira poraka
sostavena od simboli niz komunikaciski kanal so xum. Sekoj simbol e 0 ili
1 so verojatnost p i 1 − p soodvetno, i se prima netoqno so verojatnost ε0 i
ε1 soodvetno (vidi Crte� 2.1). Grexkite pri prenos na razliqni simboli se
nezavisni.

a) Koja e verojatnosta k-tiot simbol da se prenese toqno?
b) Koja e verojatnosta nizata od simboli 1011 da se prenese toqno?
v) So cel da se podobri verodostojnosta na prenosot na informacii niz

kanalot sekoj simbol se emitira po tri pati, a potoa primenata niza od
simboli se dekodira spored mnozinski pricip, na primer simbolot 0 se pre-
nesuva kako 000, i priemnikot go dekodira kako 0 samo ako dobie niza od tri
simbola od koi najmalku dva se nuli. Koja e verojatnosta za toqno dekodi-
raǌe na 0?

g) Za koi vrednosti na ε0 ima podobruvaǌe vo verojatnosta za toqno de-
kodiraǌe na 0, koga bi se koristela xemata opixana pod v)?

d) Pri koristeǌe na xemata opixana pod v), koja e verojatnosta deka se
emituval simbolot 0, ako priemnikot primil niza 101?

1
Ε1

0
Ε0

1

0

1-Ε1

1-Ε0

Crte� 2.1

Rexenie. a) Gi definirame nastanite A - se prenesuva simbolot 0 i B
- simbolot e toqno prenesen. Od uslov na zadaqata imame deka P (A) = p,
P (B|A) = 1− ε0 i P (B|A) = 1− ε1. Togax, verojatnosta eden simbol da e toqno
prenesen e

P (B) = P (A)P (B|A) + P (A)P (B|A) = p(1− ε0) + (1− p)(1− ε1).

b) Prenosot na sekoj od simbolite e nezavisen od prenosot na drugite sim-
boli. Pa, verojatnosta nizata od simboli 1011 da se prenese toqno e

P (B|A)P (B|A)3 = (1− ε0)(1− ε1)
3.

v) Spored uslovot, simbolot 0 koj se prenesuva kako 000, toqno ḱe se dekodira
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ako se primi kako 000 ili 001 ili 010 ili 100. Zaradi nezavisnosta vo
prenosot na sekoj od simbolite, verojatnosta za toqno dekodiraǌe na 0 e

P (B|A)3 + 3P (B|A)P (B|A)2 = (1− ε0)
3 + 3ε0(1− ε0)

2.

g) Dokolku ne se koristi xemata za prenos na simboli opixana pod v), togax
verojatnosta za toqno prenesuvaǌe na simbolot 0 ḱe bide 1− ε0, nasprema ve-
rojatnosta pri koristeǌe na xemata (1−ε0)

3+3ε0(1−ε0)
2. Pa, podobruvaǌe pri

prenosot koga se koristi xemata pod v) bi imale koga ε0 bi go zadovoluvalo
neravenstvoto

(1− ε0)
3 + 3ε0(1− ε0)

2 > 1− ε0,

xto e ekvivalentno na
ε0(1− ε0)(1− 2ε0) > 0,

odnosno koga 0 < ε0 <
1
2
.

d) Definirame nastan C - priemnikot primil niza 101. So koristeǌe na
Bejzovite formuli, pri koristeǌe na xemata pod v), verojatnosta da se emi-
tuval simbolot 0 (odnosno nizata 000), ako priemnikot primil niza 101,
e

P (A|C) =
P (A)P (C|A)

P (A)P (C|A) + P (A)P (C|A)
=

pε20(1− ε0)

pε20(1− ε0) + (1− p)ε1(1− ε1)2
.

2.4 Nezavisni ispituvaǌa

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Neka eden eksperiment se izve-
duva nezavisno n pati, velime deka se napraveni n nezavisni ispitu-
vaǌa.

� Bernulieva xema. Neka pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa
se razgleduva eden ist nastan A qija verojatnost za realizacija e
p = P (A). Oznaquvame so Bk - nastanot A se realiziral toqno k pati
pri n-te nezavisni ispituvaǌa, k = 0, 1, ..., n. Togax, verojatnosta
na nastanot Bk e

P (Bk) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n.
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� Polinomna xema. Neka pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa se
razgleduvaat nastanite Ai, i = 1, 2, ..., r koi formiraat razbivaǌe
na Ω, qii verojatnosti za realizacija se pi = P (Ai), i = 1, 2, ..., r
(p1+ ...+ pr = 1). Oznaquvame so Bk1,...,kr - nastanot Ai se realiziral
toqno ki pati pri n-te nezavisni ispituvaǌa, 0 ≤ ki ≤ n, k1+...+kr =
n. Togax, verojatnosta na nastanot Bk1,...,kr e

P (Bk1,...,kr) =
n!

k1! · · · kr!
pk11 · · · pkrr , 0 ≤ ki ≤ n, k1 + ...+ kr = n.

Zabele�uvame deka, Bernulievata xema e specijalen sluqaj na po-
linomnata xema za r = 2.

� Poasonova xema. Pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa se ra-
zgleduva pojavuvaǌeto na eden ist nastan A. Neka verojatnosta za
realizacija na nastanot A vo i-toto ispituvaǌe e pi, i = 1, 2, ..., n.
Oznaquvame so qi = 1 − pi, i = 1, 2, ..., n. Togax, za verojatnosta na
nastanot Bk - nastanot A se realiziral toqno k pati pri n-te ne-
zavisni ispituvaǌa, k = 0, 1, ..., n imame

P (B0) = q1q2 · · · qn,
P (B1) = p1q2 · · · qn + q1p2 · · · qn + · · ·+ q1q2 · · · pn,

...
P (Bn) = p1p2 · · · pn.

Se vooquva deka verojatnosta P (Bk) e ednakva na koeficientot pred
xk vo razvojot na polinomot

R(x) =
n∏

i=1

(pix+ qi)

po stepenite na x. Jasno e deka Poasonovata xema za pi = p, i =
1, 2, ..., n preminuva vo Bernulieva xema.

ZADAQA 2.31. Koja e verojatnosta deka pri 8 frlaǌa na homogena kocka,
edinica se pojavila tri pati?

Rexenie. Edno frlaǌe na homogenata kocka ḱe go smetame za edno nezavisno
ispituvaǌe. Se dobiva Bernulieva xema so n = 8, vo koja se razgleduva
realizacija na nastanot A - se pojavila edinica, qija verojatnost e p =
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P (A) = 1
6
. Se bara verojatnosta na nastanot B3 - pri 8-te frlaǌa edinica se

pojavila tri pati,

P (B3) =

(
8

3

)(1
6

)3(5
6

)5
≈ 0, 104190.

ZADAQA 2.32. Kolkava e verojatnosta deka vo tri posledovatelni frlaǌa
na dve kocki, barem ednax na dvete ḱe se dobie paren broj na toqki?

Rexenie. Edno frlaǌe na dvete kocki se smeta za edno nezavisno ispituvaǌe,
pa se dobiva Bernulieva xema so n = 3, vo koja se razgleduva realizacija na
nastanot A - na dvete kocki se pojavile paren broj na toqki, qija verojatnost
e p = P (A). Za naoǵaǌe na verojatnosta p, gi razgleduvame nastanite Ai - pri
edno frlaǌe na i-tata kocka se pojavil paren broj na toqki, i = 1, 2. Od
P (A1) = P (A2) =

3
6
= 1

2
i od nezavisnosta na A1 i A2 imame

p = P (A) = P (A1A2) = P (A1)P (A2) =
1

2
· 1
2
=

1

4
.

Ponatamu, se bara verojatnosta na nastanot Bk≥1 - vo tri frlaǌa na dve
kocki, barem ednax na dvete se dobiva paren broj na toqki,

P (Bk≥1) = 1− P (B0) = 1−
(
3

0

)(1
4

)0(3
4

)3
= 0, 578125.

ZADAQA 2.33. Verojatnosta da se rodi �ensko dete e 0,5 i verojatnosta da
se rodi maxko dete e 0,5. Najdi ja verojatnosta vo edno semejstvo od 10 deca
da ima:

a) 5 �enski deca,
b) ne pomalku od 4 i ne poveḱe od 6 �enski deca.

Rexenie. Raǵaǌeto na edno dete se smeta za edno nezavisno ispituvaǌe, pa
brojot na nezavisni ispituvaǌa e n = 10, znaqi imame Bernulieva xema so
n = 10, kade se razgleduva realizacija na nastanot A - rodeno e �ensko dete,
qija verojatnost e p = P (A) = 0, 5.
a) Se bara verojatnosta na nastanot B5 - od 10 deca vo semejstvoto, 5 se
�enski, odnosno

P (B5) =

(
10

5

)
· 0, 55 · (1− 0, 5)10−5 ≈ 0, 246094.
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b) Se bara verojatnosta na nastanot C - od 10 deca vo semejstvoto, ne pomalku
od 4 i ne poveḱe od 6 se �enski deca, odnosno verojatnosta

P (C) = P (B4≤k≤6) = P (B4) + P (B5) + P (B6)

=

(
10

4

)
· 0, 54 · 0, 56 +

(
10

5

)
· 0, 55 · 0, 55 +

(
10

6

)
· 0, 56 · 0, 54

= 0, 65625.

ZADAQA 2.34. Eden komplet od lampi se smeta za neispraven, ako pregorat
ne pomalku od 5 lampi od tip I ili ne pomalku od 2 lampi od tip II. Vo eden
komplet od lampi pregorele 5 lampi. Najdi ja verojatnosta deka kompletot
e neispraven, ako verojatnosta pregorenata lampa da e od tip I e 0,7, i vero-
jatnosta pregorenata lampa da e od tip II e 0,3 (pregoruvaǌeto na lampite e
nezavisno).

Rexenie. Rzgleduvame Bernulieva xema so n = 5 i nastan A - pregorenata
lampa e od tip I so verojatnost p = P (A) = 0, 7. Togax, baranata verojatnost
kompletot vo koj ima pregoreno 5 lampi da e neispraven e

P (C) = P (B5) + P (B3) + P (B2) + P (B1) + P (B0) = 1− P (B4)

= 1−
(
5

4

)
· 0, 74 · 0, 3 = 0, 36015.

ZADAQA 2.35. Najverojaten broj na uspesi. Za koja vrednost na k se dos-
tignuva najgolema verojatnost na nastanot Bk pri Bernulievata xema?

Rexenie. Verojatnosta na nastanot Bk ja oznaquvame so

pn(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.

Togax, za razlikata na ovie verojatnosti za dve posledovatelni vrednosti
na k imame

pn(k)− pn(k − 1) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k −

(
n

k − 1

)
pk−1(1− p)n−k+1

=
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k − n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
pk−1(1− p)n−k+1

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1− p)n−k

(
p

k
− 1− p

n− k + 1

)
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=
n!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1− p)n−k pn+ p− k

k(n− k + 1)

=
n!

k!(n− k + 1)!
pk−1(1− p)n−k((n+ 1)p− k).

Razgleduvame dva sluqaja:
(i) Ako (n + 1)p e cel broj. Togax, za k < (n + 1)p ḱe va�i pn(k) > pn(k − 1)

i verojatnostite pn(k) rastat sè do k = (n + 1)p i za toa k va�i deka pn(k) =
pn(k − 1), a potoa verojatnostite opaǵaat. Znaqi, ako (n+ 1)p e cel broj, ima
dve vrednosti za k (toa se k = (n + 1)p i k = (n + 1)p− 1) za koi verojatnosta
na nastanot Bk e najgolema.

(ii) Ako (n + 1)p ne e cel broj. Togax, do k = [(n + 1)p] verojatnostite
rastat, pa nastanot Bk, za k = [(n + 1)p], ima najgolema verojatnost, a potoa
verojatnostite opaǵaat.

ZADAQA 2.36. Poznato e deka 80 % od licata so alergii, po primaǌeto na
odreden lek, manifestiraat olesnuvaǌe od alergijata. Ako lekot se dade na
150 novi pacienti so alergii, koj e najverojatniot broj na pacienti koi ḱe
manifestiraat osloboduvaǌe od alergijata?

Rexenie. Se bara najverojaten broj na uspesi vo Bernulieva xema so n = 150
i p = 80 % = 0, 8. Bidejḱi (n+ 1)p = 151 · 0, 8 = 120, 8 ne e cel broj, spored Zad-
aqa 2.35, imame deka najverojatniot broj na pacienti koi ḱe manifestiraat
osloboduvaǌe od alergijata ḱe bide k = [(n+ 1)p] = [120, 8] = 120 pacienti.

ZADAQA 2.37. Verojatnosta eden strelec pri edno gaǵaǌe da ja pogodi
celta e 0,3. Kolku najmalku pati treba da gaǵa za so verojatnost ne pomala
od 0,95 da bide ubeden deka ḱe ja pogodi celta barem ednax?

Rexenie. Edno gaǵaǌe na strelecot se smeta za edno nezavisno ispituvaǌe.
Se bara brojot n na nezavisni ispituvaǌa vo Bernulievata xema, vo koja
se razgleduva realizacija na nastanot A - strelecot ja pogoduva celta, qija
verojatnost spored uslovot na zadaqata e p = P (A) = 0, 3. Dadeno e deka
verojatnosta na nastanot Bk≥1, ne e pomala od 0,95 t.e.

P (Bk≥1) ≥ 0, 95 ⇔ 1− P (B0) ≥ 0, 95 ⇔ 1−
(
n

0

)
(0, 3)0(0, 7)n ≥ 0, 95 ⇔

⇔ (0, 7)n ≤ 0, 05 ⇔ n ln 0, 7 ≤ ln 0, 05 ⇔ n ≥ ln 0, 05

ln 0, 7
≈ 8, 399054.

Znaqi, strelecot treba da gaǵa najmalku 9 pati za so verojatnost ne pomala
od 0,95 da bide ubeden deka ḱe ja pogodi celta barem ednax.
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ZADAQA 2.38. Na eden fakultet ima 40 studenti vo prva godina, 30 stu-
denti vo vtora godina, 30 studenti vo treta godina i 20 studenti vo qetvrta
godina. Na sluqaen naqin se pravi lista od 6 studenta. Najdi ja verojatnos-
ta listata da se sostoi od po 2 studenta od prva i vtora godina i od po 1
student od treta i qetvrta godina.

Rexenie. Definirame nastani Ai - studentot e od i-tata godina, i = 1, 2, 3, 4.
Togax,

P (A1) =
40

120
=

1

3
, P (A2) = P (A3) =

30

120
=

1

4
, P (A4) =

20

120
=

1

6
.

Treba da se napravi lista od 6 studenti, znaqi deka imame polinomna xema
so n = 6, vo koja se razgleduvaat realizaciite na nastanite A1, A2, A3, A4. Pa,
za verojatnosta na nastanot C - vo listata od 6 studenti, ima po 2 studenta
od prva i vtora godina i po 1 student od treta i qetvrta godina, imame

P (C) = P (B2,2,1,1) =
6!

2!2!1!1!
· (1
3
)2 · (1

4
)2 · 1

4
· 1
6
≈ 0, 052083.

ZADAQA 2.39. Vo krug e vpixan kvadrat. Najdi ja verojatnosta deka od
10 sluqajno frleni toqki vo krugot, 4 ḱe padnat vo kvadratot, 3 vo eden od
segmentite i po edna toqka vo ostanatite tri segmenta.

Rexenie. Edno frlaǌe na edna toqka e edno nezavisno ispituvaǌe, znaqi
brojot na nezavisni ispituvaǌa e n = 10. Oznaquvame so A0 - toqkata padnala
vo kvadratot, Ai - toqkata padnala vo i-tiot segment, i = 1, 2, 3, 4.

Se razgleduva polinomna xema za n = 10, vo koja se razgleduva rea-
lizacija na nastanite A0, A1, A2, A3 i A4, za koi imame deka P (A0) = 2

π
,

P (Ai) =
1
4
(1− 2

π
) = π−2

4π
, i = 1, 2, 3, 4. Togax, verojatnosta na nastanot C - od 10

frleni toqki vo krugot, 4 padnale vo kvadratot, 3 vo eden od segmentite i
po edna toqka vo ostanatite tri segmenta e

P (C) = P (B4,3,1,1,1) + P (B4,1,3,1,1) + P (B4,1,1,3,1) + P (B4,1,1,1,3) =

= 4 · 10!

4!3!1!1!1!
·
( 2
π

)4(π − 2

4π

)3+1+1+1

≈ 0, 009307.

ZADAQA 2.40. Qovek od opredelena grupa na luǵe, so verojatnost 0,2 ima
kafeava kosa, so verojatnost 0,3 ima crna kosa, so verojatnost 0,4 ima rusa
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kosa i so verojatnost 0,1 ima crvena kosa. Od istata grupa na proizvolen
naqin se odbrani 6 luǵe. Najdi ja verojatnosta na nastanite

A - vo odbranite luǵe ima ne pomalku od qetvorica so rusa kosa,
B - vo odbranite luǵe ima barem eden so crvena kosa,
C - vo odbranite luǵe ima ednakov broj luǵe so rusa i crna kosa.

Rexenie. Izborot na eden qovek e edno nezavisno ispituvaǌe, znaqi brojot
na nezavisni ispituvaǌa e n = 6. Oznaquvame so A1 - qovekot ima kafeava
kosa, A2 - qovekot ima crna kosa, A3 - qovekot ima rusa kosa, A4 - qovekot ima
crvena kosa. Togax, od uslovot na zadaqata imame P (A1) = 0, 2, P (A2) = 0, 3,
P (A3) = 0, 4, P (A4) = 0, 1.

Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot A, razgleduvame Bernulieva
xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanot A3. Pa, baranata
verojatnost e

P (A) = P (Bk≥4) =

(
6

4

)
(0, 4)4(0, 6)2 +

(
6

5

)
(0, 4)5(0, 6)1 +

(
6

6

)
(0, 4)6(0, 6)0 = 0, 1792.

Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot B, razgleduvame Bernulieva
xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanot A4. Pa, baranata
verojatnost e

P (B) = P (Bk≥1) = 1− P (B0) = 1−
(
6

0

)
(0, 1)0(0, 9)6 = 0, 468559.

Za presmetuvaǌe na verojatnosta na nastanot C, razgleduvame polinomna
xema za n = 6, vo koja se razgleduva realizacija na nastanite A3, A2 i A1∪A4.
Togax, baranata verojatnost e

P (C) = P (B0,0,6) + P (B1,1,4) + P (B2,2,2) + P (B3,3,0) =

=
6!

0!0!6!
· (0, 3)0(0, 4)0(0, 3)6 + 6!

1!1!4!
· (0, 3)1(0, 4)1(0, 3)4 +

+
6!

2!2!2!
· (0, 3)2(0, 4)2(0, 3)2 + 6!

3!3!0!
· (0, 3)3(0, 4)3(0, 3)0 = 0, 181089.

ZADAQA 2.41. Vo edna gradina ima n rozi. Sekoja od niv ima edna od boite
crvena, �olta, rozova, bela so verojatnost p1, p2, p3, p4 soodvetno, p1 + p2 +
p3 + p4 = 1, pri xto izborot na boite e nezavisen. Najdi ja verojatnosta na
nastanite
A - site rozi se crveni,
B - edna roza e rozova, a ostanatite se �olti,
C - barem edna roza e bela,
D - dve rozi se �olti, edna e rozova, a ostanatite se crveni.
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Rexenie. Definirame nastani A1 - rozata ima crvena boja, A2 - rozata ima
�olta boja, A3 - rozata ima rozova boja i A4 - rozata ima bela boja. Dadeno
e deka P (Ai) = pi, i = 1, 2, 3, 4. Znaqi, imame polinomna xema so n nezavis-
ni ispituvaǌa, kade pri sekoe ispituvaǌe se razgleduvaat realizaciite na
nastanite A1, A2, A3, A4. Pa, za verojatnostite na nastanite A, B i D imame

P (A) = P (Bn,0,0,0) = pn1 ,

P (B) = P (B0,n−1,1,0) =
n!

(n− 1)!1!
pn−1
2 p3 = npn−1

2 p3.

P (D) = P (Bn−3,2,1,0) =
n!

(n− 3)!2!1!
pn−3
1 p22p3 =

n(n− 1)(n− 2)

2
pn−3
1 p22p3.

Za da ja najdeme verojatnosta na nastanot C razgleduvame Bernulieva xema
so n nezavisni ispituvaǌa, kade pri sekoe ispituvaǌe se razgleduva reali-
zacija na nastanot A4. Togax,

P (C) = 1− P (B0) = 1−
(
n

0

)
p04(1− p4)

n = 1− (1− p4)
n.

ZADAQA 2.42. Vo edna kutija ima 2 beli i 3 crni topqiǌa. Se izveduvaat
5 izvlekuvaǌa na po edno topqe so vraḱaǌe. Po sekoe neparno izvlekuvaǌe
vo kutijata se dodava po edno belo topqe, a po sekoe parno izvlekuvaǌe po
edno crno topqe. Xto e poverojatno, vo tretoto izvlekuvaǌe da se izvleqe
belo topqe ili belo topqe da bide izvleqeno tri pati?

Rexenie. Pri sekoe od 5-te izvlekuvaǌa se razgleduva realizacija na na-
stanot A - izvleqeno e belo topqe, qija verojatnost vo prvoto izvlekuvaǌe e
p1 =

2
5
, vo vtoroto p2 =

3
6
= 1

2
, vo tretoto p3 =

3
7
, vo qetvrtoto p4 =

4
8
i vo pet-

toto p5 =
4
9
. Vsuxnost se formira Poasonova xema so n = 5 i verojatnosti pi,

i = 1, ..., 5. Se bara da se sporedat verojatnostite na nastanite B - vo tretoto
izvlekuvaǌe izvleqeno e belo topqe i C - belo topqe e izvleqeno tri pati pri
5-te izvlekuvaǌa. Od pogore iznesenoto, imame deka P (B) = p3 =

3
7
≈ 0, 428571.

Dodeka, spored Poasonovata xema, verojatnosta na nastanot C e koeficien-
tot pred x3 vo razvojot po stepenite na x na polinomot

R(x) =
5∏

i=1

(pix+ qi) =
1

1260
(24x5 + 146x4 + 353x3 + 424x2 + 253x+ 60),

odnosno P (C) = 353
1260

≈ 0, 280159.
Znaqi, poverojatno e vo tretoto izvlekuvaǌe da se izvleqe belo topqe

otkolku belo topqe da bide izvleqeno tri pati.
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ZADAQA 2.43. Edna radiolokatorna stanica nabǉuduva k objekti. Za vre-
me na nabǉuduvaǌeto i-tiot objekt mo�e da se izgubi so verojatnost pi,
i = 1, 2, ..., k. Gubeǌeto na objektite e nezavisno. Najdi ja verojatnosta na
nastanite
A - nieden od objektite ne e izguben,
B - izguben e ne pomalku od eden objekt,
C - izguben e ne poveḱe od eden objekt.

Rexenie. Od nezavisnota na gubeǌeto na objektite, mo�e da razgledame Poa-
sonova xema za k nezavisni ispituvaǌa, i verojatnosti pi, i = 1, 2, ..., k. Togax,
verojatnosta na nastanot A e slobodniot qlen vo razvojot na polinomot

R(x) =
k∏

i=1

(pix+ qi),

kade qi = 1− pi, i = 1, 2, ..., k, odnosno

P (A) =
k∏

i=1

qi =
k∏

i=1

(1− pi).

Nastanot B e sprotiven na nastanot A, pa zatoa

P (B) = 1− P (A) = 1−
k∏

i=1

(1− pi).

Nastanot C se realizira togax koga se realizira nastanot A ili nastanot
D - izguben e toqno eden objekt. Verojatnosta na nastanot D, spored Poaso-
novata xema e koeficientot pred x vo razvojot na polinomot R(x). Znaqi,

P (C) = P (A) + P (D)

=
k∏

i=1

(1− pi) +
k∑

j=1

pj
1− pj

k∏
i=1

(1− pi).

2.5 Razni zadaqi
ZADAQA 2.44. Se vodi dvoboj meǵu licata X i Y . X ima dva kurxuma, a
Y ima samo eden. Prv gaǵa X i so verojatnost 0,2 go pogoduva Y . Potoa, ako
ne e pogoden, Y gaǵa i go pogoduva X so verojatnost 0,3. Ako Y promaxi,
togax X gaǵa so posledniot kurxum i go pogoduva Y so verojatnost 0,4. Koja
e verojatnosta vo dvobojot da bide pogoden X, a koja e verojatnosta da bide
pogoden Y ?
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Rexenie. Gi definirame nastanite A1 - Y e pogoden so prviot kurxum od X,
so A2 - Y e pogoden so vtoriot kurxum od X i so B - X e pogoden so kurxumot
od Y . Od uslovot na zadaqata imame

P (A1) = 0, 2, P (B|A1) = 0, 3, P (A2|A1 B) = 0, 4.

Togax, verojatnosta vo dvobojot da bide pogoden X e

P (A1B) = P (A1)P (B|A1) = (1− 0, 2) · 0, 3 = 0, 24,

dodeka verojatnosta vo dvobojot da bide pogoden Y e

P (A1 + A1 B A2) = P (A1) + P (A1)P (B|A1)P (A2|A1 B)

= 0, 2 + (1− 0, 2) · (1− 0, 3) · 0, 4 = 0, 424.

ZADAQA 2.45. Monti Hol problem. Edna nagradna igra se sostoi vo toa
xto natprevaruvaqot odbira edna od tri vrati, od koi ednata krie nov av-
tomobil, a ostanatite dve po edna koza. Otkako toj ḱe go napravi izborot,
voditelot otvora edna od neizbranite vrati zad koja so sigurnost ne e avto-
mobilot i mu dava mo�nost na natprevaruvaqot da go smeni svojot prethoden
izbor t.e. da posoqi nova vrata.

a) Koga xansite na natprevaruvaqot za dobivaǌe na avtomobilot mu se
pogolemi, koga ḱe go zadr�i svojot prethoden izbor ili koga ḱe posoqi nova
vrata?

b) Natprevaruvaqot frla moneta i ako se padne �grb�, toj posoquva nova
vrata, a ako se padne �para�, toj go zadr�uva svojot prethoden izbor. Ako na
krajot natprevaruvaqot go dobil avtomobilot, koja e verojatnosta deka toj
posoqil nova vrata?

v) Natprevaruvaqot igra nezavisno dva pati, taka xto prviot pat ne go
menuva izborot, a vtoriot pat posoquva nova vrata. Koja e verojatnosta toj
da dobie dva avtomobila?

Rexenie. a) Oznaquvame so Hi - natprevaruvaqot za prv pat ja odbira i-tata
vrata, i = 1, 2, 3. Imame deka P (Hi) =

1
3
, i = 1, 2, 3. Bez gubeǌe na opxtosta, neka

avtomobilot se naoǵa zad prvata vrata. Da oznaqime so A - natprevaruvaqot
go dobiva avtomobilot bez da go promeni svojot izbor i B - natprevaruvaqot
go dobiva avtomobilot so menuvaǌe na prvobitniot izbor. Togax,

P (A) =
3∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi) =
1

3
· 1 + 1

3
· 0 + 1

3
· 0 =

1

3
,
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P (B) =
3∑

i=1

P (Hi)P (B|Hi) =
1

3
· 0 + 1

3
· 1 + 1

3
· 1 =

2

3
.

Znaqi, ako natprevaruvaqot posoqi nova vrata, pogolemi se xansite da go
dobie avtomobilot.

b) Oznaquvame so A1 - na monetata se padnal �grb�, A2 - na monetata se
padnala �para�, C - natprevaruvaqot go dobiva avtomobilot. Da zabele�ime
deka P (A1) = P (A2) =

1
2
, P (C|A1) = P (B) = 2

3
, P (C|A2) = P (A) = 1

3
, kade A i B

se nastanite definirani pod a). Se bara uslovnata verojatnost

P (A1|C) =
P (A1)P (C|A1)

P (A1)P (C|A1) + P (A2)P (C|A2)
=

1
2
· 2
3

1
2
· 2
3
+ 1

2
· 1
3

=
2

3
.

v) Oznaquvame so D - vo dve nezavisni igri, no taka xto prviot pat ne go
menuva izborot, a vtoriot pat posoquva nova vrata, natprevaruvaqot dobiva
dva avtomobila. Togax, D = AB, kade A i B se nastanite definirani pod a),
i od nezavisnosta na igrite, za baranata verojatnost imame,

P (D) = P (AB) = P (A)P (B) =
1

3
· 2
3
=

2

9
.

ZADAQA 2.46. Po zavrxenite qetvrtfinalni natprevari ostanale vo igra
ekipite X, Y , Z i T . Vo tabelata dadeni se xansite za pobeda vo koja bilo
sredba na koi bilo dve od ekipite, taka na koj bilo natprevar meǵu ekipite
X i Y , xansite se 60:40 za ekipata X, t.e. verojatnosta ekipata X da ja
eliminira ekipata Y e 0,6, a verojatnosta ekipata Y da ja eliminira ekipata
X e 0,4.

X : Y X : Z X : T Y : Z Y : T Z : T
60:40 80:20 70:30 48:52 42:58 45:55

a) So koja verojatnost ekipata Z go osvojuva kupot, ako parovite za polu-
finale sè uxte ne se odredeni?

b) So koja verojatnost ekipata Z go osvojuva kupot, ako e poznato deka vo
polufinaleto taa igra so ekipata T?

Rexenie. a) Oznaquvame so H1 - vo polufinaleto ekipata Z igra so ekipata
X, H2 - vo polufinaleto ekipata Z igra so ekipata Y i H3 - vo polufinaleto
ekipata Z igra so ekipata T . Bidejḱi parovite za polufinale se odreduvaat
so �drepka, imame deka P (H1) = P (H2) = P (H3) =

1
3
. Oznaquvame so M - ekipata

Z go osvojuva kupot. Togax,

P (M) =
3∑

i=1

P (Hi)P (M |Hi) =
1

3
(P (M |H1) + P (M |H2) + P (M |H3)).
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Za presmetuvaǌe na uslovnite verojatnosti P (M |Hi), i = 1, 2, 3, va�no e vo
finaleto so kogo ḱe prodol�i da igra ekipata Z. Oznaquvame so Q1 - vo
polufinaleto meǵu Z i X pobeduva Z, Q2 - vo polufinaleto meǵu Y i T
pobeduva Y . Togax, od nezavisnosta na Q1 i Q2, imame

P (M |H1) = P (Q1)P (Q2)P (M |Q1Q2) + P (Q1)P (Q2)P (M |Q1Q2) =

= 0, 2 · 0, 42 · 0, 52 + 0, 2 · 0, 58 · 0, 45 = 0, 09588.

Na sliqen naqin se dobiva deka P (M |H2) = 0, 143 i P (M |H3) = 0, 1476, pa
baranata verojatnost e

P (M) =
1

3
(0, 09588 + 0, 143 + 0, 1476) ≈ 0, 128827.

b) Baranata verojatnost e P (M |H3) = 0, 1476.
Zabelexka. Bidejḱi od site uslovni verojatnosti P (M |Hi), i = 1, 2, 3, na-

jgolema e P (M |H3), znaqi deka ekipata Z ima najgolemi xansi da go osvoi
kupot, ako vo polufinaleto igra so ekipata T , dodeka najgolemi xansi eki-
pata Z da zaigra vo finaleto e ako vo polufinaleto igra so ekipata Y (od
Y : Z = 48 : 52).

ZADAQA 2.47. Vo eden magacin vo delot za baterii ima n novi baterii.
Na sluqaen naqin se odbiraat k baterii (k ≤ n

2
). Po nivnoto upotrebuvan-

je se vraḱaat vo magacinot. Potoa, povtorno se odbiraat k baterii. Najdi
ja verojatnosta niedna od vtorata grupa od k baterii da ne e upotrebena
prethodno.

Rexenie. Definirame nastani Ai - i-tata baterija od vtorata grupa bate-
rii ne e upotrebena prethodno, i = 1, 2, ..., k i nastan A - niedna baterija od
vtorata grupa od k baterii ne e upotrebena prethodno. Togax,

P (A) = P (A1A2...Ak) = P (A1)P (A2|A1)...P (Ak|A1A2...Ak−1)

=
n− k

n
· n− k − 1

n− 1
· ... · n− 2k + 1

n− k + 1
=

((n− k)!)2

n!(n− 2k)!
.

ZADAQA 2.48. Vo edna kutija ima n beli i n crni topqiǌa. Se izvlekuvaat
parovi od topqiǌa, pri xto izvleqenite topqiǌa ne se vraḱaat vo kutijata.
Najdi ja verojatnosta deka site izvleqeni parovi se sostaveni od topqiǌa
so razliqna boja.
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Rexenie. Gi definirame nastanite Ak - k-tiot par topqiǌa e sostaven od
topqiǌa so razliqna boja i nastanot A - site izvleqeni parovi topqiǌa se
sostaveni od topqiǌa so razliqna boja. Togax,

P (A) = P (A1A2...An) = P (A1)P (A2|A1)...P (An|A1A2...An−1)

=
C1

nC
1
n

C2
2n

·
C1

n−1C
1
n−1

C2
2n−2

·
C1

n−2C
1
n−2

C2
2n−4

· ... · C
1
2C

1
2

C2
4

· C
1
1C

1
1

C2
2

=
n2(
2n
2

) · (n− 1)2(
2n−2

2

) · (n− 2)2(
2n−4

2

) · ... · 22(
4
2

) · 12(
2
2

) =
2n(n!)2

(2n)!
.

ZADAQA 2.49. Od broevite 1, 2, ..., n na sluqaen naqin izbiraat edno po
drugo dva broja. Najdi ja verojatnosta razlikata meǵu izbranite broevi da
ne e pomala od m (0 < m < n)?

Rexenie. Da gi definirame nastanite Hk - prvoizbraniot broj e brojot k,
k = 1, 2, ..., n i nastan A - razlikata meǵu prvoizbraniot i vtoroizbraniot
broj ne e pomala od m (0 < m < n), togax

P (Hk) =
1

n
, k = 1, 2, ..., n,

P (A|Hk) = 0, k = 1, 2, ...,m, P (A|Hk) =
k −m

n− 1
, k = m+ 1,m+ 2, ..., n.

Pa, baranata verojatnost e

P (A) =
n∑

k=m+1

k −m

n(n− 1)
=

(n−m)(n−m+ 1)

2n(n− 1)
.

ZADAQA 2.50. Teniski turnir. Na eden teniski turnir uqestvuvaat 8
natprevaruvaqi so ednakvi xansi za pobeda. Na sluqaen naqin se odbiraat 4
para qii pobednici odat vo qetvrtfinaleto, kade na sluqaen naqin se odbi-
raat 2 para qii pobdnici odat vo finale, kade pobednikot go osvojuva kupot.
Koja e verojatnosta igraqite A i B da igraat eden protiv drug? Odgovori
na istoto praxaǌe vo sluqaj na 2n natprevaruvaqi?

Rexenie. Neka igraqot A e vo prviot par od poqetnite 4 para. Verojatnosta
B da igra so A uxte na poqetokot e 1

7
. Ako B ne igra so A vo poqetnite 4

igri, a igra vo polufinaleto, togax B treba da se naoǵa vo vtoriot poqeten
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par (taa verojatnost e 2
7
) i pri toa i A i B treba da gi pobedat igraqite so

koi igraat na poqetokot (taa verojatnost e 1
2
· 1
2
, od nezavisnost na poqetnite

igri). Ako B ne igra so A vo poqetnite 4 igri i ne igra so A vo polufinaleto,
a igra vo finaleto, togax B treba da se naoǵa vo tretiot ili qetvrtiot
poqeten par (taa verojatnost e 4

7
), i A i B treba da gi pobedat igraqite so

koi igraat na poqetokot (taa verojatnost e 1
2
· 1
2
), a isto taka i A i B treba da

gi pobedat igraqite so koi igraat vo polufinaleto (taa verojatnost e 1
2
· 1
2
).

I koneqno, baranata verojatnost igraqite A i B da igraat eden protiv drug
e 1

7
+ 2

7
· 1
4
+ 4

7
· 1
16

= 1
4
.

Koga brojot na natprevaruvaqi e 2n, so matematiqka indukcija se pokaz-
huva deka verojatnosta igraqite A i B da igraat eden protiv drug e 1

2n−1 .
Imeno, igraqite A i B igraat vo finale, ako A igra vo prvata polovina
od poqetnite igri, a B vo vtorata polovina (taa verojatnost e 2n−1

2n−1
) i ako

i A i B gi pobedat igraqite so koi igraat do finaleto (taa verojatnost
e
(

1
2n−1

)2). Igraqite A i B igraat vo nekoj od natprevarite pred finaleto,
ako se naoǵaat vo ista polovina od poqetnite igri (taa verojatnost e 2n−1−1

2n−1
)

i ponatamu se smeta turnir meǵu 2n−1 natprevaruvaqi, pa od induktivnata
pretpostavka, verojatnosta igraqite A i B da igraat eden protiv drug e 1

2n−2 .
Znaqi, verojatnosta igraqite A i B da igraat eden protiv drug za vreme na
teniski turnir so 2n natprevaruvaqi e

2n−1

2n − 1
·
(

1

2n−1

)2

+
2n−1 − 1

2n − 1
· 1

2n−2
=

1

(2n − 1)2n−2
·
(
1

2
+ 2n−1 − 1

)
=

1

2n−1
,

xto trebaxe i da se doka�e.

ZADAQA 2.51. Propast na kockar. Kockar se oblo�uva nezavisno. Pri
sekoj oblog, toj dobiva $1 so verojatnost p, i gubi $1 so verojatnost 1− p. Na
poqetokot kockarot ima $k, i igra sè dodeka ne sobere $n ili ne ostane bez
pari. Koja e verojatnosta deka ḱe go zavrxi oblo�uvaǌeto so $n?

Rexenie. Da go oznaqime so A nastanot deka kockarot ḱe go zavrxi obloz-
huvaǌeto so $n, a so B nastanot deka toj go dobiva prviot oblog. Pa, od
uslov na zadaqata P (B) = p. Neka pk = P (A), kade indeksot k oznaquva deka
kockarot go zapoqnuva oblo�uvaǌeto so $k. Togax, od teoremata za totalna
verojatnost imame

pk = P (A|B)P (B) + P (A|B)P (B) = pP (A|B) + qP (A|B), 0 < k < n,

kade q = 1 − p. Od nezavisnosta na minatite i idnite oblo�uvaǌa, verojat-
nosta na nastanot A pod uslov kockarot da go dobil prviot oblog e ednakva
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na verojatnosta na nastanot A ako toj go zapoqnal oblo�uvaǌeto so $(k + 1)
t.e. P (A|B) = pk+1. Sliqno, se dobiva deka P (A|B) = pk−1. Pa, imame deka
pk = ppk+1 + qpk−1, xto mo�e da se prezapixe kako

pk+1 − pk = r(pk − pk−1), 0 < k < n,

kade r = q/p. Dokolku k pati go zamenime poslednoto ravenstvo, ḱe dobieme

pk+1 − pk = rk(p1 − p0).

Sega, od p0 = 0 imame deka

pk+1 = pk + rkp1 = pk−1 + rk−1p1 + rkp1 = ... = p1 + rp1 + ...+ rkp1.

Poslednata suma se presmetuva razliqno za r = 1 (odnosno p = q) i r ̸= 1
(odnosno p ̸= q). Imeno,

pk =

{
1−rk

1−r
p1 , ako p ̸= q

kp1 , ako p = q
.

Od pn = 1, poslednata ravenka mo�e da ja rexime po p1, odnosno

p1 =

{
1−r
1−rn

, ako p ̸= q
1
n

, ako p = q
,

pa zatoa

pk =

{
1−rk

1−rn
, ako p ̸= q

k
n

, ako p = q
.

ZADAQA 2.52. Neka nastanite A1, A2, ..., An ∈ F formiraat razbivaǌe na Ω i
neka B,C ∈ F se proizvolni nastani taka xto P (CAi) > 0 za sekoj i = 1, 2, ..., n.
Poka�i deka va�i uslovnata verzija na formulata za totalna verojatnost
t.e.

P (B|C) =
n∑

i=1

P (Ai|C)P (B|CAi).

Rexenie. Od definicijata za uslovna verojatnost i teoremata za mno�eǌe
na verojatnosti, imame deka

P (B|C) =
P (BC)

P (C)
=

∑n
i=1 P (AiBC)

P (C)
=

∑n
i=1 P (C)P (Ai|C)P (B|CAi)

P (C)

=
n∑

i=1

P (Ai|C)P (B|CAi),

xto trebaxe i da se poka�e.
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ZADAQA 2.53. Neka A,B,C se poparno nezavisni nastani, pri xto nevozmoz-
hno e da se realiziraat site tri istovremeno. Neka sekoj od niv se realizira
so ista verojatnost p. Najdi ja najgolemata mo�na vrednost za p.

Rexenie. Od uslovite na zadaqata imame

P (A) = P (B) = P (C) = p, P (ABC) = 0,

P (AB) = P (A)P (B) = p2, P (AC) = P (A)P (C) = p2, P (BC) = P (B)P (C) = p2.

Neka P (A ∪B ∪ C) = k, togax

k = P (A) + P (B) + P (C)− P (AB)− P (AC)− P (BC) + P (ABC) = 3p− 3p2.

So rexavaǌe na poslednata ravenka po p dobivame p = 1
2

(
1±

√
1− 3

4
k
)
.

Ako p = 1
2

(
1−

√
1− 3

4
k
)
, togax p dostignuva maksimalna vrednost p = 1

2
,

pri k = 3
4
(obidi se da najdex primer koga se ispolneti uslovite na zadaqata

za p = 1
2
).

Ako p = 1
2

(
1 +

√
1− 3

4
k
)
, togax p ≥ 1

2
. Da pretpostavime deka p > 1

2
. Togax

va�i 1− 3
4
k > 0, odnosno k < 3

4
, pa od k = 3p− 3p2 imame deka p2 − p+ 1

4
> 0, od

kade se dobiva deka p ∈ [0, 1] \ {1
2
}, xto ne e isto so p > 1

2
.

Znaqi, najgolema mo�na vrednost za p e p = 1
2
.

ZADAQA 2.54. Vo edna kutija se naoǵaat m beli i n crni topqiǌa. Igraqi-
te A i B izvlekuvaat po toj redosled po edno topqe i go vraḱaat vo kutijata.
Pobeduva onoj koj prv ḱe izvleqe belo topqe. Najdi ja verojatnosta da pobedi
igraqot A.

Rexenie. Gi definirame nastanite Ai - igraqot A izvlekuva belo topqe vo
i-toto izvlekuvaǌe, i = 2k − 1, k = 1, 2, ..., nastanite Bj - igraqot B izvlekuva
belo topqe vo j-toto izvlekuvaǌe, j = 2k, k = 1, 2, ... i nastan C - pobeduva
igraqot A. Togax,

C = A1 + A1 B2 A3 + A1 B2 A3 B4 A5 + ...,

pri xto se sumiraat poparno disjunktni nastani, pa zatoa

P (C) = P (A1) + P (A1 B2 A3) + P (A1 B2 A3 B4 A5) + ...,

i od toa xto nastanite Ai, Bj se nezavisni vo celina, imame

P (C) = P (A1) + P (A1)P (B2)P (A3) + P (A1)P (B2)P (A3)P (B4)P (A5) + ...

=
m

m+ n
+

(
n

m+ n

)2
m

m+ n
+

(
n

m+ n

)4
m

m+ n
+ ... =

m

m+ n

∞∑
k=0

(
n

m+ n

)2k

=
m

m+ n
· 1

1− ( n
m+n

)2
=

m+ n

m+ 2n
.
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ZADAQA 2.55. Eden strelec ja pogoduva celta so verojatnost 1
4
. Gi defi-

nirame nastanite A - vo prvite 5 gaǵaǌa strelecot ima toqno 2 pogodoka, i
B - vo prvite 15 gaǵaǌa strelecot ima toqno 6 pogodoka. Dali nastanite A
i B se nezavisni? Najdi gi uslovnite verojatnosti P (A|B) i P (B|A).
Rexenie. Za da ja najdeme verojatnosta na nastanot A razgleduvame Bernu-
lieva xema so n = 5 nezavisni ispituvaǌa (gaǵaǌa vo metata), pri xto ja
razgleduvame realizacijata na nastanot A1 - strelecot ja pogoduva metata,
vo edno gaǵaǌe, qija verojatnost e dadena t.e. P (A1) =

1
4
, pa

P (A) =

(
5

2

)
·
(
1

4

)2

·
(
3

4

)3

.

Sliqno, za naoǵaǌe na verojatnosta na nastanot B, razgleduvame Bernulieva
xema so n = 15 vo koja isto taka se razgleduva realizacija na nastanot A1,
pa zatoa

P (B) =

(
15

6

)
·
(
1

4

)6

·
(
3

4

)9

.

Za da ja najdeme verojatnosta na nastanot AB - vo prvite 5 gaǵaǌa stre-
lecot ima toqno 2 pogodoka i vo prvite 15 gaǵaǌa strelecot ima toqno 6
pogodoci, definirame nastan C - vo poslednite 10 gaǵaǌa strelecot ima
toqno 4 pogodoci. Togax, AB = AC i nastanite A i C se nezavisni. Za pres-
metuvaǌe na verojatnosta na nastanot C razgleduvame Bernulieva xema so
n = 10 vo koja isto taka se razgleduva realizacija na nastanot A1, pa imame

P (C) =

(
10

4

)
·
(
1

4

)4

·
(
3

4

)6

̸= P (B).

Togax,
P (AB) = P (AC) = P (A)P (C) ̸= P (A)P (B),

od kade sledi deka nastanite A i B ne se nezavisni.
Za uslovnite verojatnosti imame,

P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

P (AC)

P (B)
=

P (A)P (C)

P (B)

=

(
5
2

)
·
(
1
4

)2 · (3
4

)3 · (10
4

)
·
(
1
4

)4 · (3
4

)6(
15
6

)
·
(
1
4

)6 · (3
4

)9 =
60

143
≈ 0, 419580,

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
=

P (AC)

P (A)
=

P (A)P (C)

P (A)

= P (C) =

(
10

4

)
·
(
1

4

)4

·
(
3

4

)6

≈ 0, 145998.
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ZADAQA 2.56. Eden strelec pri sekoe gaǵaǌe so ednakva verojatnost ja
pogoduva celta. Ako verojatnosta da ja pogodi celta barem ednax vo tri
gaǵaǌa e 0,875 najdi ja verojatnosta za pogodok na celta vo edno gaǵaǌe.

Rexenie. Ako edno gaǵaǌe vo celta go smetame za edno nezavisno ispituvaǌe,
togax imame Bernulieva xema so n = 3, kade se razgleduva realizacija na
nastanot A - strelecot ja pogoduva celta vo edno gaǵaǌe, qija verojatnost
P (A) = p se bara da se najde. Dadena e verojatnosta P (Bk≥1) = 0, 875, od kade

1− P (B0) = 0, 875 ⇔ 1−
(
3

0

)
p0(1− p)3 = 0, 875 ⇔ (1− p)3 = 0, 125 ⇔ p = 0, 5.

2.6 Zadaqi za samostojna rabota
ZADAQA 2.57. Poka�i deka za proizvolni nastani A i B, pri xto P (B) > 0
va�i neravenstvoto

P (A|B) ≥ P (A) + P (B)− 1

P (B)
.

ZADAQA 2.58. Na sluqaen naqin se biraat dva realni broja od intervalot
[−1, 1]. Najdi ja verojatnosta nivniot zbir za e pozitiven, ako se znae deka
nivniot proizvod e negativen.

ZADAQA 2.59. Telefonskiot broj na eden pretplatnik ima xest cifri.
Odredi ja verojatnosta site cifri da se razliqni.

ZADAQA 2.60. Vo edna skriptarnica imalo 6 primeroka od uqebnik po ver-
ojatnost, od koi polovinata se so obiqni korici, a polovinata so tvrdi ko-
rici. Dva studenta kupuvaat po eden primerok od uqebnikot. Ako prodavaqot
sluqajno izbira koj od primerocite ḱe go prodade, najdi ja verojatnosta deka
studentite kupile uqebnici so razliqen tip na korici.

ZADAQA 2.61. Na eden student xansite mu se 50 % da go polo�i ispitot.
Istra�uvaǌata poka�ale deka 40 % od polo�enite bile redovni na qasovi i
10 % od nepolo�enite bile redovni na qasovi. Koja e verojatnosta studentot
da go polo�i ispitot, ako bil redoven na qasovi?

ZADAQA 2.62. Tri xpila od karti K1, K2, K3 se sostojat od po 52 kar-
ti plus i 
okeri, i = 1, 2, 3 soodvetno. So verojatnost 0,2; 0,5; 0,3 sluqajno
izbrana karta mo�e da pripaǵa na xpilot K1, K2, K3 soodvetno. Najdi ja
verojatnosta sluqajno izbrana karta:
a) da ima vrednost ne pogolema od 5,
b) da ne e od xpilot K3, ako se znae deka ima vrednost ne pogolema od 5.
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ZADAQA 2.63. Eden patnik za da stigne do slednoto naseleno mesto ima da
bira so ednakva verojatnost xest razliqni patixta. Verojatnosta da stigne
do mestoto za eden qas, ako trgne po sekoj od patixtata, e 0,6; 0,3; 0,2; 0,2;
0,1; 0,1 soodvetno. Koja e verojatnosta patnikot da trgnal po vtoriot pat,
ako se znae deka do mestoto stignal za eden qas?

ZADAQA 2.64. Vo eden avtobus ima n patnici. Na stanicata xto doaǵa,
sekoj od patnicite so verojatnost p se simnuva od avtobusot, so verojatnost
p0 ne vleguva nieden patnik, i so verojatnost 1 − p0 vleguva eden nov pat-
nik. Najdi ja verojatnosta deka po trgnuvaǌeto od stanicata, povtorno vo
avtobusot ḱe ima n patnici.

ZADAQA 2.65. Vo sekoja od k+1 kutija ima po k topqiǌa, taka xto vo i-tata
kutija ima i beli i k − i crni topqiǌa, i = 1, 2, ..., k, dodeka vo (k + 1)-vata
kutija ima k crni topqiǌa. Sluqajno se bira edna kutija, i od nea p pati se
izvlekuva po edno topqe, taka xto pri sekoe izvlekuvaǌe topqeto se vraḱa
vo kutijata. Najdi ja verojatnosta deka pri sekoe izvlekuvaǌe e izvleqeno
belo topqe.

ZADAQA 2.66. Vo tri kutii se smesteni beli i crni topqiǌa, taka xto vo
prvata kutija ima a beli i b crni topqiǌa, vo vtorata kutija ima c beli i
d crni topqiǌa, a vo tretata kutija ima k beli topqiǌa. Na sluqaen naqin
se izbira edna kutija i od nea se izbira edno topqe. Odbrano e belo top-
qe. Najdi ja verojatnosta deka topqeto e od prvata, vtorata, tretata kutija
soodvetno.

ZADAQA 2.67. Od dvajca bliznaci prvoto se rodilo maxko. Najdi ja ve-
rojatnosta deka i vtoroto ḱe se rodi maxko, ako verojatnosta da se rodat
dve maxki e p, verojatnosta da se rodat dve �enski e q, a za razliqnopolni
bliznaci verojatnosta da se rodi prvo za dvata pola e ednakva.

ZADAQA 2.68. Nastanite A,B,C se nezavisni vo celina i P (C) > 0. Poka�i
deka nastanite A i B se uslovno nezavisni vo odnos na nastanot C.

ZADAQA 2.69. Nastanite A1, A2, A3, A4 se nezavisni, pri xto P (A3 ∪A4) > 0.
Poka�i deka

P (A1 ∪ A2 | A3 ∪ A4) = P (A1 ∪ A2).

ZADAQA 2.70. Fer moneta se frla tri pati. Najdi ja verojatnosta deka
�grb� se padnal toqno dva pati.

ZADAQA 2.71. Edna otseqka e podelena na tri ednakvi dela. Na sluqaen
naqin na otseqkata se frlaat 3 toqki. Najdi ja verojatnosta deka vo sekoj od
trite delovi paǵa po edna toqka.
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ZADAQA 2.72. Dva strelci nezavisno eden od drug strelaat vo ista cel.
Verojatnosta celta da bide pogodena od prviot strelec e 0,8, a da bide po-
godena od vtoriot strelec e 0,4. Strelcite istovremeno strelaat po ednax
vo celta, pri xto celta e pogodena samo ednax. Koja e verojatnosta celta da
ja pogodil prviot strelec?

ZADAQA 2.73. Trojca igraqi posledovatelno frlaat moneta. Pobednik e
toj kaj koj prv ḱe se padne �grb�. Odredi ja verojatnosta za pobeda na sekoj
od igraqite.

ZADAQA 2.74. Qetvorica igraqi A, B, C, D, igraat igra �Ne luti se qove-
qe�. Za da mo�e da izvadat figura po prv pat, potrebno im e da im se padnat
6 toqki na kockata. Kockata ja frlaat naizmeniqno, taka xto prv poqnuva
igraqot A. Najdi ja verojatnosta igraqot A da izvadi prv figura, ako site
ja frlaat kockata po ednax sè dodeka ne se padnat 6 toqki. Koja e verojat-
nosta igraqot A da izvadi prv figura, ako site ja frlaat kockata po 3 pati
sè dodeka ne se padnat 6 toqki?

ZADAQA 2.75. Neka nastanite H1, H2, ..., Hn se ednakvovozmo�ni i
∑n

i=1Hi =
Ω. Neka P (A|Hi) = i

n
, i = 1, 2, ..., n. Ako vo dve nezavisni ispituvaǌa se raz-

gleduva pojavuvaǌe na nastanot A, najdi gi P (Hi|A1A2), i = 1, 2, ..., n, kade A1

e �uspeh� pri prvoto ispituvaǌe, a A2 e �uspeh� pri vtoroto ispituvaǌe.

ZADAQA 2.76. Edna grupa e sostavena od n strelci. Pri edno gaǵaǌe vo
metata, i-tiot strelec ja pogoduva metata so verojatnost pi, i = 1, 2, ..., n. Na
sluqaen naqin e izbran eden strelec. Toj gaǵa vo metata i ja pogoduva. Najdi
ja verojatnosta pri slednite dve gaǵaǌa na metata istiot toj strelec ednax
ḱe ja pogodi, a ednax ḱe ja promaxi metata.

ZADAQA 2.77. Eden pribor se sostoi od qetiri dela, pri xto dva od niv (I
i II) se neophodni za priborot da mo�e da se koristi, a dva od niv (III i IV )
se meǵusebno zamenlivi, no ako nieden od niv ne raboti, nema da raboti ni
celiot pribor (Crte� 2.2). Pri k-toto vkluquvaǌe na priborot i-tiot del
se rasipuva (nezavisno od ostanatite delovi) so verojatnost p

(k)
i , i = 1, 2, 3, 4.

Najdi ja verojatnosta deka priborot ḱe izdr�i najmalku n vkluquvaǌa.

ZADAQA 2.78. Eden pribor se sostoi od dva dela i pri toa sekoj del e
neophoden za priborot da mo�e da se koristi. Verojatnosta za nepreqeno
raboteǌe za vreme t na prviot del e p1, a na vtoriot del e p2. Po vreme t
priborot otka�al. Najdi ja verojatnosta da otka�al samo prviot del.

ZADAQA 2.79. Najdi ja verojatnosta deka vo 4 posledovatelni frlaǌa na
dve kocki, barem ednax zbirot na padnatite toqki ḱe bide 4.
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I II

III

IV

Crte� 2.2

ZADAQA 2.80. Otseqkata AB so dol�ina 15 cm razdelena e vo toqkata C vo
odnos 2 : 1. Na taa otseqka sluqajno se frlaat 4 toqki. Najdi ja verojatnosta
deka dve toqki ḱe padnat vo delot AC, a dve ḱe padnat vo delot CB.

ZADAQA 2.81. Vo krug e vpixan kvadrat. Najdi ja verojatnosta deka od 4
sluqajno frleni toqki vo krugot, toqno edna ḱe padne vnatre vo kvadratot.

ZADAQA 2.82. Okolu pravoagolnik so strani a i 2a e opixan krug. Okolu
krugot e opixan ramnostran triagolnik. Najdi ja verojatnosta od 5 sluqajno
frleni toqki vo triagolnikot, barem edna da padnala vo krugot, no ne i vo
pravoagolnikot.

ZADAQA 2.83. Eden kontrolen test se sostoi od 5 praxaǌa i na sekoe od
niv ponudeni se po 4 odgovori od koi samo eden e toqen. Najdi ja verojat-
nosta, ne znaejḱi nieden od odgovorite (i zaokru�uvajḱi gi na sluqaen naqin
odgovorite), deka e:

a) odgovoreno toqno samo na 3 praxaǌa,
b) odgovoreno toqno na ne pomalku od 3 praxaǌa.

ZADAQA 2.84. Strelecot X ja pogoduva metata so verojatnost 1
4
, a strele-

cot Y so verojatnost 1
3
. Pri eden natprevar, sekoj od niv gaǵa vo metata po

5 pati i na krajot od natprevarot rezultatot bil deka X imal eden pogodok
poveḱe od Y . Najdi ja verojatnosta deka X imal 3 pogodoci.

ZADAQA 2.85. Kolku najmalku kocki za igraǌe treba da se frlat oddednax,
za so verojatnost pomala od 0,3 na niedna od kockite da ne se pojavat 6 toqki?

ZADAQA 2.86. Vo edna kutija so 20 beli i 2 crni topqiǌa n pati se izvle-
kuva po edno topqe i pri toa sekoj pat izvleqenoto topqe se vraḱa vo kutijata.
Odredi ja najmalata vrednost za n, pri koja verojatnosta barem ednax da e
izvleqeno crno topqe e pogolema od 0,5.
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ZADAQA 2.87. Eden srednoxkolski klas ima istorija na niska posetenost.
Imeno, sekoj uqenik, doaǵa na qas so verojatnost p1, ako vremeto e dobro, i
so verojatnost p2, ako vremeto e loxo. Verojatnosta vremeto da e dobro e
p. Profesorot odluqil da go odr�i qasot samo ako dojdat najmalku k od n
uqenici. Koja e verojatnosta profesorot da go odr�i qasot?

ZADAQA 2.88. Edna meta se sostoi od tri poparno disjunktni zoni. Pri
pogoduvaǌe na metata, verojatnosta strelecot da ja pogodi prvata zona e 0,5,
da ja pogodi vtorata zona e 0,3 i da ja pogodi tretata zona e 0,2. Strelecot ja
pogodil 6 pati metata. Najdi ja verojatnosta, deka 3 pati ja pogodil prvata
zona, 2 pati vtorata zona i ednax tretata zona.

ZADAQA 2.89. Vo edna kutija ima tri topqiǌa, 1 crno, 1 crveno i 1 belo.
Od kutijata se izvlekuva po edno topqe 5 pati, taka xto po sekoe izvlekuvaǌe
topqeto se vraḱa vo kutijata. Najdi ja verojatnosta deka crnoto i beloto
topqe se izvleqeni ne pomalku od po 2 pati sekoe.

ZADAQA 2.90. Vo eden grad na Aljaska proseqniot broj na denovi so jasna
vidlivost (od 0 do 3/10 pokrienost na neboto so oblaci) za sekoj mesec od
godinata e 7, 7, 8, 6, 4, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6 soodvetno. Na sluqen naqin se izbira
po eden den od sekoj mesec. Najdi ja verojatnosta da ima barem 2 dena so jasna
vidlivost vo izbranite 12 dena. (Vo prosek eden mesec ima 30 dena.)
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DISKRETNI SLUQAJNI
PROMENLIVI

3.1 Sluqajna promenliva. Zakon na raspredelba

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Funkcijata X : Ω → R se nare-
kuva sluqajna promenliva, ako e merliva vo odnos na σ-algebrite F i
B, odnosno ako za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ B va�i

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ F ,

kade B e Borelovata σ-algebra, odnosno ako za sekoj x ∈ R va�i

{X ∈ (−∞, x]} = {w : X(w) ≤ x} = X−1((−∞, x]) ∈ F .

� Neka A ∈ F e nastan, funkcijata IA : Ω → R definirana so

IA(w) =
{1, w ∈ A
0, w /∈ A

e sluqajna promenliva koja se narekuva indikator na nastanot A
ili Bernulieva sluqajna promenliva.

� Teorema. Neka X e sluqajna promenliva i f : R → R e Borelova
funkcija (t.e. za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ B va�i f−1(B) ∈ B,
kade B e Borelovata σ-algebra). Togax, sekoja funkcija Y = f(X) :
Ω → R e isto taka sluqajna promenliva.
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Sluqajnata promenliva X : Ω → R velime deka e diskretna sluqajna
promenliva, ako mno�estvoto vrednosti X(Ω) e koneqno ili najmno-
gu prebroivo. Neka X e diskretna sluqajna promenliva koja gi prima
vrednostite x1, x2, ..., xn, ..., so verojatnosti p1, p2, ..., pn, ... soodvetno, pri
xto p1 + p2 + ...+ pn + ... = 1. Togax,

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ..., n, ...,

e zakon na raspredelba na sluqajnata promenliva X. Nekoi pova�ni
diskretni raspredelbi se:

� Bernulieva raspredelba, 0 < p < 1

P{X = 1} = p, P{X = 0} = 1− p.

� Diskretna ramnomerna raspredelba

P{X = xi} =
1

N
, i = 1, 2, ..., N.

� Binomna raspredelba, X ∼ B(n, p), n ∈ N, 0 < p < 1

P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n.

� Geometriska raspredelba, 0 < p < 1

P{X = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, 2, ...

� Poasonova raspredelba, X ∼ P(λ), λ > 0

P{X = k} = e−λλ
k

k!
, k = 0, 1, 2, ...

ZADAQA 3.1. Neka e daden prostorot na verojatnost (Ω,F , P ), kade prosto-
rot od elementarni nastani e Ω = {(a, b) | a, b ∈ {1, 2}}, familijata od nastani
e F = P(Ω) i verojatnosta e definirana so P (w) = 1

4
, za sekoj w ∈ Ω. Pokaz-

hi deka preslikuvaǌeto X : Ω → R definirano so X(a, b) = a + b e sluqajna
promenliva. Opredeli ja minimalnata σ-algebra Fmin vo odnos na koja X e
sluqajna promenliva. Najdi go zakonot na raspredelba na X.
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Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)},
dodeka mno�estvoto vrednosti na X e X(Ω) = {2, 3, 4}. Togax,

za x < 2, {X ≤ x} = ∅ ∈ F ,

za 2 ≤ x < 3, {X ≤ x} = {(1, 1)} ∈ F ,

za 3 ≤ x < 4, {X ≤ x} = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)} ∈ F ,

za x ≥ 4, {X ≤ x} = Ω ∈ F ,

pa sledi deka X e sluqajna promenliva. Minimalnata σ-algebra vo odnos na
koja X e sluqajna promenliva e

Fmin = {∅,Ω, {(1, 1)}, {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}, {(1, 2), (2, 1), (2, 2)},
{(1, 2), (2, 1)}, {(1, 1), (2, 2)}}.

Zakonot na raspredelba na X e

P{X = 2} = P{(1, 1)} =
1

4
,

P{X = 3} = P{(1, 2), (2, 1)} =
1

4
+

1

4
=

1

2
,

P{X = 4} = P{(2, 2)} =
1

4
,

ili so tabela
x 2 3 4

P{X = x} 1/4 1/2 1/4

ZADAQA 3.2. Fer moneta se frla tri pati i sekoj pat se zabele�uva 1
za padnat �grb� ili 0 za padnata �para�. Togax, prostorot od elementarni
nastani e Ω = {(x1, x2, x3)|xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3}. Definirame preslikuvaǌe X :
Ω → R so X((x1, x2, x3)) = x1+x2+x3, za (x1, x2, x3) ∈ Ω, koe go oznaquva �brojot na
padnati grbovi�. Opredeli ja minimalnata σ-algebra Fmin vo odnos na koja
X e sluqajna promenliva. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata
promenliva X.

Rexenie. Mno�estvoto vrednosti na X e X(Ω) = {0, 1, 2, 3}. Togax,

za x < 0, {X ≤ x} = ∅,
za 0 ≤ x < 1, {X ≤ x} = {(0, 0, 0)},
za 1 ≤ x < 2, {X ≤ x} = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},
za 2 ≤ x < 3, {X ≤ x} =

= {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},
za x ≥ 3, {X ≤ x} = Ω,
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Pa, minimalnata σ-algebra vo odnos na koja X e sluqajna promenliva e

Fmin = {∅,Ω, {(0, 0, 0)}, {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)},
{(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},
{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)},
{(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}, {(1, 1, 1)},
{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},
{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},
{(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)},
{(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}, {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}}.

Bidejḱi sekoj elementaren nastan e ednakvoverojaten *) t.e. P{(x1, x2, x3)} = 1
8
,

za zakonot na raspredelba na X imame deka e

P{X = 0} = P{(0, 0, 0)} =
1

8
,

P{X = 1} = P{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8
,

P{X = 2} = P{(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} =
1

8
+

1

8
+

1

8
=

3

8
,

P{X = 3} = P{(1, 1, 1)} =
1

8
.

*) Ako oznaqime so Ai - pri i-toto frlaǌe na monetata se padnal �grb�, i =
1, 2, 3, imame deka nastanite Ai, i = 1, 2, 3 se nezavisni i P (Ai) =

1
2
, i = 1, 2, 3,

odnosno P (Ai) = 1− P (Ai) =
1
2
, i = 1, 2, 3. Togax,

P{(0, 0, 0)} = P (A1 A2 A3) =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

P{(1, 0, 0)} = P (A1 A2 A3) =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

P{(0, 1, 0)} = P (A1 A2 A3) =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
, itn.

odnosno P{(x1, x2, x3)} = 1
8
, za (x1, x2, x3) ∈ Ω.

ZADAQA 3.3. Dadena e sluqajnata promenliva X so nejziniot zakon na ras-
predelba

x 1 2 3 5 7
P{X = x} a/2 a/3 a/3 a/2 a/3

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R.
b) Najdi gi verojatnostite P{X ∈ {3, 5}}, P{X < 5} i P{−3 < X ≤ 8}.



3.1. Sluqajna promenliva. Zakon na raspredelba 89

Rexenie. a) Od a
2
+ a

3
+ a

3
+ a

2
+ a

3
= 1 dobivame deka a = 1

2
, pa zakonot na

raspredelba na X ḱe bide

x 1 2 3 5 7
P{X = x} 1/4 1/6 1/6 1/4 1/6

b) P{X ∈ {3, 5}} = P{X = 3}+ P{X = 5} = 1
6
+ 1

4
= 5

12
,

P{X < 5} = P{X = 1}+ P{X = 2}+ P{X = 3} = 1
4
+ 1

6
+ 1

6
= 7

12
i

P{−3 < X ≤ 8} = P{X ∈ {1, 2, 3, 5, 7}} = 1.

ZADAQA 3.4. Kocka za igraǌe se frla dva pati. Neka sluqajnata promenli-
va X e razlikata meǵu brojot na toqki na kockata padnati pri prvoto frlaǌe
i brojot na toqki na kockata padnati pri vtoroto frlaǌe. Najdi go zakonot
na raspredelba na X i verojatnosta na nastanot 2 ≤ X ≤ 4.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e Ω = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, ..., 6}},
kade xi e broj na toqki koi se padnale na kockata pri i-toto frlaǌe, i = 1, 2.
Togax, |Ω| = 62 = 36, i pri toa sekoj elementaren nastan e ednakvoverojaten.*)
Sluqajnata promenliva X prima vrednosti X ∈ {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}
so verojatnosti

P{X = −5} = P{(1, 6)} =
1

36
,

P{X = −4} = P{(1, 5), (2, 6)} =
2

36
,

P{X = −3} = P{(1, 4), (2, 5), (3, 6)} =
3

36
, itn.

ili vo tabela
x -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

P{X = x} 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

od kade baranata verojatnost e

P{2 ≤ X ≤ 4} = P{X = 2}+ P{X = 3}+ P{X = 4} =
4

36
+

3

36
+

2

36
=

9

36
=

1

4
.

*) Ako oznaqime so Ai - prviot pat na kockata se padnale i toqki, Bi - vtoriot
pat na kockata se padnale i toqki, i = 1, ..., 6, togax Ai i Bi se nezavisni i
P (Ai) = P (Bi) =

1
6
, i = 1, ..., 6. Pa, za elementarnite nastani imame

P{(x1, x2)} = P (Ax1Bx2) = P (Ax1)P (Bx2) =
1

6
· 1
6
=

1

36

za sekoj (x1, x2) ∈ Ω.
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ZADAQA 3.5. Vo edna kutija ima pet livqiǌa na koi se naoǵaat broevite
-2, -1, 0, 1 i 2 soodvetno. Od kutijata se izvlekuva edno po edno livqe bez
vraḱaǌe sè dodeka ne se izvleqe negativen broj ili nula. Najdi gi raspre-
delbite na sluqajnite promenlivi X - broj na izvlekuvaǌa i Y - zbir na
izvleqenite broevi.

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e

Ω = {(−2), (−1), (0), (1,−2), (1,−1), (1, 0), (2,−2), (2,−1), (2, 0),

(1, 2,−2), (1, 2,−1), (1, 2, 0), (2, 1,−2), (2, 1,−1), (2, 1, 0)}

pri xto ne se site elementarni nastani ednakvoverojatni. Bidejḱi imame
najmalku edno, a najmnogu tri izvlekuvaǌa, zatoa sluqajnata promenliva X
prima vrednosti X ∈ {1, 2, 3}, a nejziniot zakon na raspredelba e

P{X = 1} = P{(−2), (−1), (0)} = 3 · 1
5
=

3

5
,

P{X = 2} = P{(1,−2), (1,−1), (1, 0), (2,−2), (2,−1), (2, 0)} = 6 · 1
5
· 1
4
=

3

10
,

P{X = 3} = P{(1, 2,−2), (1, 2,−1), (1, 2, 0), (2, 1,−2), (2, 1,−1), (2, 1, 0)} =

= 6 · 1
5
· 1
4
· 1
3
=

1

10
.

Za zbirot na izvleqenite broevi imame deka mo�e da e najmalku -2, a najmnogu
3, zatoa sluqajnata promenliva Y prima vrednosti Y ∈ {−2,−1, 0, 1, 2, 3} so
verojatnosti

P{Y = −2} = P{(−2)} =
1

5
, P{Y = −1} = P{(−1), (1,−2)} =

1

5
+

1

5
· 1
4
=

1

4
,

P{Y = 0} = P{(0), (1,−1), (2,−2)} =
1

5
+ 2 · 1

5
· 1
4
=

3

10
,

P{Y = 1} = P{(1, 0), (2,−1), (1, 2,−2), (2, 1,−2)} = 2 · 1
5
· 1
4
+ 2 · 1

5
· 1
4
· 1
3
=

2

15
,

P{Y = 2} = P{(2, 0), (1, 2,−1), (2, 1,−1)} =
1

5
· 1
4
+ 2 · 1

5
· 1
4
· 1
3
=

1

12
,

P{Y = 3} = P{(1, 2, 0), (2, 1, 0)} = 2 · 1
5
· 1
4
· 1
3
=

1

30
.

ZADAQA 3.6. Vo edna kutija ima 3 beli i 3 crni topqiǌa. Igraqite A i
B izvlekuvaat po toj redosled po edno topqe bez vraḱaǌe. Izvlekuvaat sè
dodeka ne se izvleqe belo topqe. Pobednik vo igrata e toj xto ḱe izvleqe
belo topqe. Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi:

a) X = IC, kade C - pobednik e igraqot A,
b) Y - broj na izvedeni izvlekuvaǌa.
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Rexenie. Oznaquvame so Ai - igraqot A vo i-toto izvlekuvaǌe izvlekuva
belo topqe, i = 1, 3, a so Bj - igraqot B vo j-toto izvlekuvaǌe izvlekuva belo
topqe, j = 2, 4.

a) Za nastanot C imame deka C = A1 + A1 B2 A3, od kade, za negovata
verojatnost imame,

P (C) = P (A1) + P (A1 B2 A3) = P (A1) + P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3) =

=
3

6
+

3

6
· 2
5
· 3
4
=

13

20
= 0, 65.

Sluqajnata promenliva X = IC prima dve vrednosti X ∈ {0, 1}, i nejzinata
raspredelba e

P{X = 0} = P (C) = 1− P (C) = 1− 0, 65 = 0, 35, P{X = 1} = P (C) = 0, 65.

b) Sluqajnata promenliva Y prima vrednosti Y ∈ {1, 2, 3, 4}, i nejzinata
raspredelba e

P{Y = 1} = P (A1) =
3

6
= 0, 5,

P{Y = 2} = P (A1 B2) = P (A1)PA1
(B2) =

3

6
· 3
5
= 0, 3,

P{Y = 3} = P (A1 B2 A3) = P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3) =
3

6
· 2
5
· 3
4
= 0, 15,

P{Y = 4} = P (A1 B2 A3 B4) = P (A1)PA1
(B2)PA1 B2

(A3)PA1 B2 A3
(B4) =

=
3

6
· 2
5
· 1
4
· 3
3
= 0, 05.

ZADAQA 3.7. Dva bombardera A i B imaat sekoj po 2 bombi i naizmeniqno
(prv poqnuva bombarderot A) gaǵaat vo celta sè dodeka nekoj ne ja pogodi
celta ili ne gi potroxat bombite. Verojatnosta bombarderot A da ja pogodi
celta e 0,7, a za bombarderot B e 0,8. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata
promenliva X - broj na gaǵaǌa na celta.

Rexenie. Definirame nastani Ai - bombarderot A vo i-toto gaǵaǌe ja pogo-
duva celta, i = 1, 3 i Bi - bombarderot B vo i-toto gaǵaǌe ja pogoduva celta,
i = 2, 4. Togax, P (A1) = P (A3) = 0, 7 i P (B2) = P (B4) = 0, 8 i pri toa nasta-
nite A1, A3, B2, B4 se nezavisni (vo celina). Sluqajnata promenliva X prima
vrednosti X ∈ {1, 2, 3, 4} so verojatnosti

P{X = 1} = P (A1) = 0, 7,

P{X = 2} = P (A1 B2) = P (A1)P (B2) = 0, 3 · 0, 8 = 0, 24,

P{X = 3} = P (A1 B2 A3) = P (A1)P (B2)P (A3) = 0, 3 · 0, 2 · 0, 7 = 0, 042,
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P{X = 4} = P (A1 B2 A3 B4 + A1 B2 A3 B4) = P (A1 B2 A3) =

= P (A1)P (B2)P (A3) = 0, 3 · 0, 2 · 0, 3 = 0, 018.

ZADAQA 3.8. Eden qovek ima 8 kluqevi ednakvi po golemina i oblik. Od
site niv samo eden ja otvora vratata od negoviot stan. Toj se obiduva da ja
otvori vratata, taka xto isprobuva eden po eden kluq i po sekoj obid kluqot
so koj se obidel da ja otvori vratata go trga na strana, t.e. go izdvojuva od
kupqeto kluqevi. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X - broj
na obidi dodeka qovekot ne ja otvori vratata od svojot stan.

Rexenie. Oznaquvame so Ai - vo i-tiot obid qovekot go izbral vistinskiot
kluq, t.e. ja otvoril vratata od svojot stan, i = 1, 2, ..., 8. Sluqajnata promen-
liva X prima vrednosti X ∈ {1, 2, ..., 8}, a nejzinata raspredelba e

P{X = 1} = P (A1) =
1

8
= 0, 125,

P{X = 2} = P (A1 A2) = P (A1)PA1
(A2) =

7

8
· 1
7
=

1

8
= 0, 125,

P{X = 3} = P (A1 A2 A3) = P (A1)PA1
(A2)PA1 A2

(A3) =
7

8
· 6
7
· 1
6
=

1

8
= 0, 125,

na sliqen naqin,

P{X = 4} = P{X = 5} = P{X = 6} = P{X = 7} = P{X = 8} = 0, 125.

ZADAQA 3.9. Verojatnosta deka na edna reka vo tekot na edna godina ḱe ì
se pokaqi nivoto nad kritiqnoto e p = 0, 05. Na rekata se planiraat hidro-
tehniqki raboti vo traeǌe od 5 godini. Najdi ja verojatnosta deka vo toj
period:

a) vo niedna od godinite nema da se pokaqi nivoto nad kritiqnoto,
b) barem vo edna godina ḱe se pokaqi nivoto nad kritiqnoto,
v) vo poveḱe od dve godini ḱe se pokaqi nivoto nad kritiqnoto?

Se pretpostavuva deka nadojduvaǌeto na rekata e nezavisno vo tekot na go-
dinite.

Rexenie. Oznaquvame so A - vo tekot na edna godina na rekata ì se pokaqilo
nivoto nad kritiqnoto. Togax, P (A) = p = 0, 05, a sluqajnata promenliva X -
broj na godini, vo tekot na n = 5 godini planirani za hidrotehniqki raboti,
vo koi nivoto na rekata e pokaqeno nad kritiqnoto, ima B(n, p) raspredelba.
Togax, baranite verojatnosti se:
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a) P{X = 0} =
(
5
0

)
· 0, 050 · 0, 955 ≈ 0, 773781,

b) P{X ≥ 1} = 1− P{X = 0} ≈ 0, 226219,
v) P{X > 2} = P{X = 3}+ P{X = 4}+ P{X = 5} =
=
(
5
3

)
· 0, 053 · 0, 952 +

(
5
4

)
· 0, 054 · 0, 951 +

(
5
5

)
· 0, 055 · 0, 950 ≈ 0.001158.

ZADAQA 3.10. Od mno�estvoto {1, 2, ..., n}, n ≥ 2 sluqajno se biraat isto-
vremeno dva broja x i y. Neka X = max{x, y}.

a) Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X.
b) Najdi gi verojatnostite P{0, 5 < X ≤ 3, 56} i P{X > 2, 6}.

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {{x, y} | x, y ∈ {1, 2, ..., n}},
od kade |Ω| = C2

n = n(n−1)
2

.
a) Sluqjnata promenliva X prima vrednosti X ∈ {2, 3, ..., n}, a nejziniot

zakon na raspredelba e

P{X = k} = {{x, k}|x ∈ {1, 2, ..., k − 1}} =
2(k − 1)

n(n− 1)
, k = 2, 3, ..., n.

b) P{0, 5 < X ≤ 3, 56} = P{X = 2} + P{X = 3} = 2·(2−1)
n(n−1)

+ 2·(3−1)
n(n−1)

= 8
n(n−1)

,

P{X > 2, 6} = 1− P{X ≤ 2, 6} = 1− P{X = 2} = 1− 2·(2−1)
n(n−1)

= n2−n−2
n(n−1)

.

ZADAQA 3.11. Verojatnosta da se pojavi nastanot B pri nekoe ispituvaǌe
e p, 0 < p < 1. Ispituvaǌata se vrxat nezavisno edno od drugo sè dodeka ne
se pojavi kombinacijata BB. Neka Y e broj na ispituvaǌa potrebni da kom-
binacijata BB da se pojavi po prv pat. Opredeli go zakonot na raspredelba
na Y .

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y gi prima vrednostite Y ∈ {2, 3, ...} so
verojatnosti

P{Y = k} = P (BB...B︸ ︷︷ ︸
k−1

B +BBB...B︸ ︷︷ ︸
k−2

B + ...+B B...B︸ ︷︷ ︸
k−2

BB) =

= pk−1q + pk−2q2 + ...+ pqk−1 = qk
p

q

(
1 +

p

q
+
(p
q

)2
+ ...+

(p
q

)k−2)
,

kade q = 1− p, k = 2, 3, .... Razgleduvame dva sluqaja p ̸= 1
2
i p = 1

2
.

Ako p ̸= 1
2
, togax

P{Y = k} = qk
p

q
·
1− (p

q
)k−1

1− p
q

= pq
qk−1 − pk−1

q − p
, k = 2, 3, ....



94 3. Diskretni sluqajni promenlivi

Ako p = 1
2
, togax

P{Y = k} = (k − 1) ·
(1
2

)k
, k = 2, 3, ...

ZADAQA 3.12. Eden student dava toqen odgovor na sluqajno izbrano dopol-
nitelno praxaǌe so verojatnost 0,9. Toj odgovara sè dodeka ne se sluqi da
ne go znae postavenoto praxaǌe. Najdi go zakonot na raspredelba na brojot
na dopolnitelni praxaǌa na koi odgovara studentot.

Rexenie. Definirame nastani Ak - studentot dava toqen odgovor na k-toto
izbrano dopolnitelno praxaǌe. Togax, P (Ak) = 0, 9, k = 1, 2, 3, ... Neka X e
broj na dopolnitelni praxaǌa na koi odgovara studentot. Togax, X prima
vrednosti X ∈ {1, 2, 3, ...} so verojatnosti

P{X = k} = P (A1...Ak−1 Ak) = 0, 9k−1 · 0, 1, k = 1, 2, ...

ZADAQA 3.13. Sluqajnata promenliva X ima binomna raspredelba B(3, 1
4
).

Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = 2X + 1.

Rexenie. Prvo, X e sluqajna promenliva, f(x) = 2x+1 e Borelova funkcija,
pa Y = f(X) = 2X + 1 e sluqajna promenliva. Sega, sluqajnata promenliva
X prima vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3}, od kade sluqajnata promenliva Y = 2X + 1
prima vrednosti Y ∈ {1, 3, 5, 7} so verojatnosti

P{Y = 1} = P{2X + 1 = 1} = P{X = 0} =

(
3

0

)
·
(1
4

)0
·
(3
4

)3
=

27

64
,

P{Y = 3} = P{2X + 1 = 3} = P{X = 1} =

(
3

1

)
·
(1
4

)1
·
(3
4

)2
=

27

64
,

P{Y = 5} = P{2X + 1 = 5} = P{X = 2} =

(
3

2

)
·
(1
4

)2
·
(3
4

)1
=

9

64
,

P{Y = 7} = P{2X + 1 = 7} = P{X = 3} =

(
3

3

)
·
(1
4

)3
·
(3
4

)0
=

1

64
.
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ZADAQA 3.14. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = X2−1,
ako raspredelbata na sluqajnata promenliva X e dadena so tabelata

x -1 1 2
P{X = x} 1/4 1/4 1/2

Rexenie. Bidejḱi, X e sluqajna promenliva, f(x) = x2 − 1 e Borelova funk-
cija, sledi deka Y = f(X) = X2− 1 e sluqajna promenliva. Potoa, sluqajnata
promenliva Y = X2 − 1 prima vrednosti Y ∈ {x2 − 1 | x ∈ {−1, 1, 2}} = {0, 3}, so
verojatnosti

P{Y = 0} = P{X2 − 1 = 0} = P{X ∈ {−1, 1}} =
1

4
+

1

4
=

1

2
,

P{Y = 3} = P{X2 − 1 = 3} = P{X = 2} =
1

2
,

odnosno Y ima diskretna ramnomerna raspredelba na mno�estvoto {0, 3}.

ZADAQA 3.15. Sluqajnata promenliva X ima zakon na raspredelba daden
so tabelata

x 0 1 2 3
P{X = x} 0,1 0,3 0,4 0,2

Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = sin(π
2
X) + 1.

Rexenie. Od toa xto X e sluqajna promenliva, f(x) = sin(π
2
x)+ 1 e Borelova

funkcija, sledi deka Y = f(X) = sin(π
2
X) + 1 e sluqajna promenliva. Slu-

qajnata promenliva Y = sin(π
2
X) + 1 prima vrednosti Y ∈ {sin(π

2
x) + 1 | x ∈

{0, 1, 2, 3}} = {0, 1, 2} so verojatnosti

P{Y = 0} = P{sin(π
2
X) + 1 = 0} = P{X = 3} = 0, 2,

P{Y = 1} = P{sin(π
2
X) + 1 = 1} = P{X ∈ {0, 2}} = 0, 1 + 0, 4 = 0, 5,

P{Y = 2} = P{sin(π
2
X) + 1 = 2} = P{X = 1} = 0, 3,

odnosno
y 0 1 2

P{Y = y} 0,2 0,5 0,3
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3.2 Matematiqko oqekuvaǌe

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Matematiqkoto oqekuvaǌe na
proizvolna diskretna sluqajna promenliva X : Ω → R se definira vo
dva qekora:

(i) Neka X : Ω → R e nenegativna diskretna sluqajna promenliva
koja prima vrednosti xk ≥ 0, k = 1, 2, ... so zakon na raspredelba na
verojatnosti P{X = xk} = pk, k = 1, 2, ... i xk ≥ 0. Togax, matema-
tiqko oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X e

EX =
∞∑
k=1

xkpk.

Ako sumata od desnata strana na ravenstvoto konvergira, togax
matematiqkoto oqekuvaǌe e koneqno, ako divergira, togax zemame
deka EX = +∞.

(ii) Neka X : Ω → R e proizvolna diskretna sluqajna promenli-
va. Ako barem edno od matematiqkite oqekuvaǌa E(X+) i E(X−) e
koneqno, kade

X+ = max{X, 0}, X− = max{−X, 0},

togax definirame matematiqko oqekuvaǌe na sluqajnata promen-
liva X so

EX = E(X+)− E(X−).

Ako E(X+) = E(X−) = +∞, togax velime deka matematiqkoto oqe-
kuvaǌe na sluqajnata promenliva X ne postoi.

� Teorema. Neka X : Ω → R e diskretna sluqajna promenliva so
zakon na raspredelba na verojatnosti P{X = xk} = pk, k = 1, 2, ... i
neka g : R → R e Borelova funkcija. Togax, matematiqkoto oqeku-
vaǌe na g(X), ako postoi, e ednakvo na

E(g(X)) =
∞∑
k=1

g(xk)pk =
∞∑
k=1

g(xk)P{X = xk}.

Specijalno, za g(x) = x, dobivame deka matematiqkoto oqekuvaǌe
na X, ako postoi, e ednakvo na

EX =
∞∑
k=1

xkpk =
∞∑
k=1

xkP{X = xk}.
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Drugi brojni karakteristiki na edna sluqajna promenliva se:

� Za n ∈ N, matematiqkoto oqekuvaǌe na Xn, odnosno E(Xn), ako po-
stoi, se narekuva n-ti moment na X.

� Za n ∈ N, matematiqkoto oqekuvaǌe na (X − EX)n, odnosno E((X −
EX)n), ako postoi, se narekuva n-ti centralen moment na X. Vto-
riot centralen moment na X se narekuva disperzija ili varijansa
na sluqajnata promenliva X, i se oznaquva so DX = E((X − EX)2)
ili σ2

X ili V ar(X). Kvadratniot koren od disperzijata se narekuva
standardna devijacija, i se oznaquva so σX =

√
DX.

� Neka X e sluqajna promenliva od diskreten tip. Moda na X e
vrednosta moX koja X ja prima so najgolema verojatnost, a medi-
jana na X e onaa vrednost meX za koja se ispolneti neravenstvata
P{X ≤ meX} ≥ 0, 5 i P{X ≥ meX} ≥ 0, 5.

� Svojstva. Neka X i Y se diskretni sluqajni promenlivi i neka c
e realen broj. Togax,

(a) E(c) = c,

(b) E(cX) = cEX,

(v) ako X(w) ≤ Y (w) za sekoj w ∈ Ω, togax EX ≤ EY ,

(g) E(X + Y ) = EX + EY ,

(d) DX ≥ 0 i DX = 0 ako i samo ako ∃a = const., P{X = a} = 1,

(ǵ) D(cX) = c2DX i D(c+X) = DX,

(e) DX = E(X2)− (EX)2.

ZADAQA 3.16. Sluqajnata promenliva X prima tri vrednosti: x1 = 4 so
verojatnost p1 = 0, 5, x2 = 6 so verojatnost p2 = 0, 3, i x3 so verojatnost p3.
Najdi gi x3 i p3, ako matematiqkoto oqekuvaǌe na X e EX = 8.

Rexenie. Od p1 + p2 + p3 = 1, imame deka p3 = 1 − p1 − p2 = 1− 0, 5 − 0, 3 = 0, 2.
Potoa, od EX = x1p1 + x2p2 + x3p3, imame deka

x3 =
EX − x1p1 − x2p2

p3
=

8− 4 · 0, 5− 6 · 0, 3
0, 2

= 21.
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ZADAQA 3.17. Dadeni se matematiqkite oqekuvaǌa na sluqajnite promen-
livi X i Y , odnosno EX = 2 i EY = 1, 5. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe
na sluqajnata promenliva U = 3X − Y + 2, 5.

Rexenie. EU = E(3X − Y + 2, 5) = 3EX − EY + 2, 5 = 3 · 2− 1, 5 + 2, 5 = 7.

ZADAQA 3.18. Za sluqajnite promenlivi X i Y , va�i Y = 2 − 3X. Neka
EX = 2 i DX = 4. Najdi gi EY i DY .

Rexenie. EY = E(2− 3X) = 2− 3EX = 2− 3 · 2 = −4,
DY = D(2− 3X) = D(−3X) = (−3)2DX = 9 · 4 = 36.

ZADAQA 3.19. Moneta se frla 7 pati. Neka X e broj na pojavuvaǌa na �grb�
na monetata. Najdi gi EX i DX.

Rexenie. Da oznaqime so A - na monetata se pojavil �grb� i so Bk - nastanot
A se realiziral toqno k pati t.e. �grb� se pojavil k pati. Togax sluqajnata
promenliva X ima binomna raspredelba B(7, 1

2
) so raspredelba

P{X = k} = P (Bk) =

(
7

k

)(1
2

)k(1
2

)7−k

=

(
7

k

)(1
2

)7
, k = 0, 1, ..., 7.

Togax, za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =
7∑

k=0

kP{X = k} =
7∑

k=0

k

(
7

k

)(1
2

)7
=
(1
2

)7 7∑
k=1

k

(
7

k

)
=

=
(1
2

)7 7∑
k=1

7 ·
(

6

k − 1

)
= 7 ·

(1
2

)7
· 26 = 7 · 1

2
=

7

2
.

Disperzijata ḱe ja najdeme otkako prvo ḱe go najdeme vtoriot moment

EX2 =
7∑

k=0

k2P{X = k} =
7∑

k=0

k2

(
7

k

)(1
2

)7
=

7∑
k=2

k(k − 1)

(
7

k

)(1
2

)7
+

7∑
k=0

k

(
7

k

)(1
2

)7
=

=
(1
2

)7 7∑
k=2

k(k − 1)

(
7

k

)
+ EX =

(1
2

)7 7∑
k=2

7 · 6 ·
(

5

k − 2

)
+

7

2
=

= 7 · 6 ·
(1
2

)7
· 25 + 7

2
= 7 · 6 ·

(1
2

)2
+

7

2
= 14,

od kade za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 = 14−
(7
2

)2
=

7

4
.
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Na sliqen naqin se poka�uva deka, vo opxt sluqaj, sluqajna promenliva X
so binomna raspredelba B(n, p) ima EX = np i DX = npq, kade q = 1− p.

ZADAQA 3.20. Najdi ja disperzijata na diskretnata sluqajna promenli-
va od koneqen tip X - broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo dve nezavisni
ispituvaǌa, ako verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo sekoe od dvete
ispituvaǌa e ednakva i oqekuvaniot broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo
dvete ispituvaǌa e 1,2.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima B(2, p) raspredelba, kade p = P (A) e
verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A pri edno ispituvaǌe. Zatoa, EX =
2p, i od uslov na zadaqata EX = 1, 2, od kade p = 0, 6. Togax, disperzijata na
X e DX = 2p(1− p) = 2 · 0, 6 · 0, 4 = 0, 48.

ZADAQA 3.21. Se izveduvaat niza nezavisni ispituvaǌa, pri xto pri sekoe
ispituvaǌe nastanot A se realizira so verojatnost p, 0 < p < 1. Ispituvaǌa-
ta se izveduvaat sè dodeka ne se pojavi nastanot A. Neka X e broj na izvedeni
ispituvaǌa sè do pojavuvaǌeto na nastanot A po prv pat. Opredeli gi EX i
DX.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima geometriska raspredelba so patra-
metar p t.e. nejziniot zakon na raspredelba e

P{X = k} = pqk, k = 0, 1, 2, ...,

kade q = 1− p. Za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =
∞∑
k=0

kP{X = k} =
∞∑
k=0

kpqk = pq
∞∑
k=1

kqk−1 = pq
∞∑
k=1

∂

∂q
(qk) = pq

∂

∂q
(

∞∑
k=1

qk) =

= pq
∂

∂q
(

q

1− q
) = pq

1

(1− q)2
= pq

1

p2
=

q

p
=

1− p

p
.

Sliqno, za vtoriot moment imame

EX2 =
∞∑
k=0

k2P{X = k} =
∞∑
k=0

k2pqk =
∞∑
k=2

k(k − 1)pqk +
∞∑
k=0

kpqk =

= pq2
∞∑
k=2

k(k − 1)qk−2 + EX = pq2
∞∑
k=2

∂2

∂q2
(qk) +

1− p

p
=

= pq2
∂2

∂q2
(

∞∑
k=2

qk) +
1− p

p
= pq2

∂2

∂q2
(

q2

1− q
) +

1− p

p
=

= pq2
2

(1− q)3
+

1− p

p
= pq2

2

p3
+

1− p

p
=

2(1− p)2

p2
+

1− p

p
,
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od kade za disperzijata imame deka e

DX = EX2 − (EX)2 =
2(1− p)2

p2
+

1− p

p
− (

1− p

p
)2 =

1− p

p2
.

ZADAQA 3.22. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(a),
a > 0. Opredeli gi EX i DX.

Rexenie. Zakonot na raspredelba na X ∼ P(a), a > 0 e

P{X = k} =
ak

k!
e−a, k = 0, 1, 2, ...

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =
∞∑
k=0

kP{X = k} =
∞∑
k=0

k
ak

k!
e−a = a

∞∑
k=1

ak−1

(k − 1)!
e−a = a

∞∑
k=0

ak

k!
e−a = a · 1 = a,

zatoa xto
∑∞

k=0
ak

k!
e−a = P{X ≥ 0} = P (Ω) = 1. Ponatamu, vtoriot moment e

EX2 =
∞∑
k=0

k2P{X = k} =
∞∑
k=0

k2a
k

k!
e−a =

∞∑
k=1

k
ak

(k − 1)!
e−a =

∞∑
k=0

(k + 1)
ak+1

k!
e−a =

= a
∞∑
k=0

k
ak

k!
e−a + a

∞∑
k=0

ak

k!
e−a = a · EX + a · 1 = a2 + a,

od kade za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 = a2 + a− a2 = a.

ZADAQA 3.23. Proseqniot broj na telefonski povici za edna kancelarija
meǵu 9 i 10 qasot e 30. Ako brojot na telefonski povici ima Poasonova
raspredelba, najdi ja verojatnosta deka vo eden proseqen den meǵu 9:45 i
10:00 qasot nema telefonski povici.

Rexenie. Neka X e broj na telefonski povici meǵu 9 i 10 qasot. Dadeno e
deka EX = 30, pa raspredelbata na X e X ∼ P(30). Neka Y e broj na telefon-
ski povici meǵu 9:45 i 10:00 qasot, togax i Y ima Poasonova raspredelba, so
parametar EY = E(X/4) = E((1/4)X) = (1/4)EX = 30/4, odnosno, Y ∼ P(30/4).

Togax, baranata verojatnost e

P{Y = 0} =
(30/4)0

0!
e−30/4 = e−30/4 ≈ 0, 000553.
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ZADAQA 3.24. Strelec ja pogoduva celta so verojatnost p (0 < p < 1) pri
sekoe nezavisno gaǵaǌe. Toj ima n kurxumi i gaǵa vo celta sè dodeka ne
ja pogodi ili ne gi potroxi site kurxumi. Najdi go oqekuvaniot broj na
gaǵaǌa.

Rexenie. Definirame sluqajna promenliva X - broj na gaǵaǌa vo celta, koja
prima vrednosti X ∈ {1, 2, ..., n}. Neka q = 1−p, togax zakonot na raspredelba
na X e

P{X = k} = qk−1p, k = 1, 2, ..., n− 1, P{X = n} = qn−1p+ qn = qn−1.

Pa, oqekuvaniot broj na gaǵaǌa e

EX =
n∑

k=1

kP{X = k} =

= 1 · p+ 2 · qp+ 3 · q2p+ ...+ (n− 1) · qn−2p+ n · qn−1 =

= 1 + q + q2 + ...+ qn−1 =
1− qn

1− q
=

1− (1− p)n

p
.

Zabelexka. Toqnosta na ravenstvoto

1 · p+ 2 · qp+ 3 · q2p+ ...+ (n− 1) · qn−2p+ n · qn−1 = 1 + q + q2 + ...+ qn−1

se poka�uva so indukcija po n.

ZADAQA 3.25. Od kutija vo koja ima 5 beli i 7 crni topqiǌa, na sluqaen
naqin se izvlekuvaat 6 topqiǌa odednax. Najdi gi EX i DX na sluqajnata
promenliva X - broj na izvleqeni beli topqiǌa.

Rexenie. Ako od kutija so n topqiǌa od koi m se beli, se izvlekuvaat oded-
nax k topqiǌa, togax sluqajnata promenliva X - broj na izvleqeni beli
topqiǌa ima hipergeometriska raspredelba so parametri n,m, k t.e. nejzi-
niot zakon na raspredelba e

P{X = i} =
Ci

mC
k−i
n−m

Ck
n

, max{0,m+ k − n} ≤ i ≤ min{m, k},

od kade matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na X se

EX =
km

n
i DX =

km(n−m)(n− k)

n2(n− 1)
,
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(poka�i!). Taka, za n = 12, m = 5 i k = 6 imame

EX =
km

n
=

6 · 5
12

=
5

2
= 2, 5,

DX =
km(n−m)(n− k)

n2(n− 1)
=

6 · 5 · (12− 5)(12− 6)

122 · (12− 1)
=

35

44
≈ 0, 795455.

ZADAQA 3.26. Definiraj diskretna sluqajna promenliva za koja ne postoi
matematiqkoto oqekuvaǌe.

Rexenie. Spored definicijata na matematiqko oqekuvaǌe na diskretna slu-
qajna promenliva, treba E(X−) = E(X+) = +∞, za da ka�eme deka ne postoi
matematiqkoto oqekuvaǌe na X. Neka r > 0 i 0 < q < 1 se takvi da rq2 ≥ 1 i ne-
ka X prima vrednosti x2k−1 = −rk < 0, x2k = rk > 0, k = 1, 2, ... so verojatnosti
P{X = xk} = (1− q)qk−1, k = 1, 2, .... Togax,

∞∑
k=1

P{X = xk} =
∞∑
k=1

(1− q)qk−1 = (1− q) · 1

1− q
= 1

Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X+ = max{X, 0} imame deka e ednakvo na

E(X+) =
∞∑
k=1

max{xk, 0} P{X = xk} =
∞∑
k=1

x2k P{X = x2k} =

=
∞∑
k=1

rk(1− q)q2k−1 =
1− q

q

∞∑
k=1

(rq2)k = +∞.

Dodeka, za matematiqkoto oqekuvaǌe na X− = max{−X, 0} imame deka e

E(X−) =
∞∑
k=1

max{−xk, 0} P{X = xk} =
∞∑
k=1

(−x2k−1) P{X = x2k−1} =

=
∞∑
k=1

rk(1− q)q2k−2 =
1− q

q2

∞∑
k=1

(rq2)k = +∞,

od kade za matematiqkoto oqekuvaǌe na X po definicija imame deka ne po-
stoi.

ZADAQA 3.27. Na lotarija se prodadeni 100 loza od po 30 den. sekoj. Samo
qetiri od lozovite se dobitni so po 1000, 300, 200 i 100 den. Kolkava e
oqekuvanata dobivka za qovek koj kupil 2 loza?
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Rexenie. Definirame sluqajna promenliva X - golemina na dobivkata od
2 loza. Togax, X ∈ {0, 100, 200, 300, 400, 500, 1000, 1100, 1200, 1300}, i nejzinata
raspredelba e

P{X = 0} =
C2

96

C2
100

, P{X = x} =
C1

96

C2
100

, x ∈ {100, 200, 1000},

P{X = x} =
1

C2
100

, x ∈ {400, 500, 1100, 1200, 1300}, P{X = 300} =
C1

96 + 1

C2
100

.

Togax, oqekuvanata golemina na dobivkata od 2 loza e

EX = 0 · C2
96

C2
100

+ (100 + 200 + 1000) · C1
96

C2
100

+

+(400 + 500 + 1100 + 1200 + 1300) · 1

C2
100

+ 300 · C
1
96 + 1

C2
100

= 32 den.

No, qovek koj kupil 2 loza, za niv platil 60 den., xto znaqi deka ovaa lo-
tarija ne e povolna za nego, zatoa xto nudi oqekuvana zaguba od 60− 32 = 28
den.

ZADAQA 3.28. Se proveruva edna pratka od 100 naizgled isti baterii,
taka xto sluqajno se izbira primerok od 5 baterii. Neka vo pratkata ima
10 defektni baterii.

a) Koja e verojatnosta vo primerokot da se najdat 2 defektni baterii?
b) Koja e verojatnosta vo primerokot da nema defektni baterii?
v) Koja e verojatnosta vo primerokot da se najdat pomalku od 3 defektni

baterii?
g) Koj e oqekuvaniot broj na defektni baterii vo primerokot?

Rexenie. Definirame sluqajna promenliva X - broj na defektni baterii
vo primerokot od 5 baterii, togax X prima vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} so
verojatnosti

P{X = k} =
Ck

10 · C5−k
90

C5
100

, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Baranite verojatnosti a) - v) i oqekuvaniot broj na defektni baterii g) se:
a) P{X = 2} =

C2
10·C3

90

C5
100

≈ 0, 070219, b) P{X = 0} =
C0

10·C5
90

C5
100

≈ 0, 583752,
v) P{X < 3} = P{X = 0}+ P{X = 1}+ P{X = 2} =

=
C0

10·C5
90

C5
100

+
C1

10·C4
90

C5
100

+
C2

10·C3
90

C5
100

≈ 0, 993362,

g) EX =
∑5

k=0 k · P{X = k} =
∑5

k=0 k · Ck
10·C

5−k
90

C5
100

= 0, 5.
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3.3 Sluqajni vektori od diskreten tip

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Za n ∈ N, n > 1, funkcijata
X : Ω → Rn se narekuva n-dimenzionalna sluqajna promenliva ili
(n-dimenzionalen) sluqaen vektor ako za sekoe Borelovo mno�estvo
B ∈ Bn va�i

X−1(B) = {w : X(w) ∈ B} ∈ F ,

kade Bn e n-dimenzionalnata Borelova σ-algebra.

� Teorema. Funkcijata X = (X1, X2, ..., Xn) : Ω → Rn e n-
dimenzionalen sluqaen vektor ako i samo ako negovite komponenti
Xi : Ω → R, i = 1, 2, ..., n se sluqajni promenlivi.

� Teorema. Neka X = (X1, X2, ..., Xn) e sluqaen vektor i f : Rn → Rm e
Borelova funkcija (t.e. za sekoe Borelovo mno�estvo B ∈ Bm va�i
f−1(B) ∈ Bn). Togax, sekoja vektorsko vrednosna funkcija

Y = f(X1, X2, ..., Xn) : Ω → Rm

e isto taka sluqaen vektor.

Sluqajnite promenlivi {Xj|j ∈ J } velime deka se nezavisni (vo ce-
lost) ako za sekoj k ≥ 2, sekoja k-torka indeksi (j1, j2, ..., jk) od J i
sekoja k-torka (B1, B2, ..., Bk) od Borelovi mno�estva nad R va�i

P
( k⋂
i=1

{Xji ∈ Bi}
)
=

k∏
i=1

P{Xji ∈ Bi}.

Sluqajniot vektor X e od diskreten tip, ako mno�estvoto vrednosti
X(Ω) e koneqno ili prebroivo. Vo ponatamoxnite izlagaǌa na teorijata
ḱe se zadr�ime na dvodimenzionalnite sluqajni vektori od diskre-
ten tip, sluqajot koga n = 2.

Neka (X, Y ) e dvodimenzionalen sluqen vektor od diskreten tip. Neka
sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite x1, x2, ..., xn, ..., a sluqaj-
nata promenliva Y gi prima vrednostite y1, y2, ..., yn, .... Togax,

- zakonot na raspredelba na verojatnosti na (X, Y ) e daden so

P{X = xi, Y = yj} = pij, i = 1, 2, ..., j = 1, 2, ...,

pri xto
∑∞

i

∑∞
j pij = 1;
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- marginalnite zakoni na raspredelba na verojatnosti na X i Y
soodvetno se

P{X = xi} =
∞∑
j

pij = p̂i, i = 1, 2, ...,

P{Y = yj} =
∞∑
i

pij = p̃j, j = 1, 2, ....;

- uslovnite zakoni na raspredelba na verojatnosti na X pri us-
lov Y = yk i na Y pri uslov X = xs soodvetno se

P{X = xi | Y = yk} =
P{X = xi, Y = yk}

P{Y = yk}
, i = 1, 2, ...,

P{Y = yj | X = xs} =
P{X = xs, Y = yj}

P{X = xs}
, j = 1, 2, ....

� Teorema. Neka (X, Y ) e diskreten sluqaen vektor so zakon na ras-
predelba na verojatnosti P{X = xi, Y = yj} = pij, i = 1, 2, ..., j =
1, 2, ... i neka g : R2 → R e Borelova funkcija. Togax,

E(g(X, Y )) =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

g(xi, yj)P{X = xi, Y = yj} =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

g(xi, yj)pij.

� Teorema. Ako X i Y se sluqajni promenlivi od diskreten tip,
togax X i Y se nezavisni, ako i samo ako za sekoj par (xi, yj) od
mno�estvoto vrednosti na sluqajniot vektor (X, Y ) va�i

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}, i = 1, 2, ..., j = 1, 2, ...

� Teorema. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od diskre-
ten tip, togax

(a) E(XY ) = EX · EY ,

(b) D(X + Y ) = DX +DY .

Neka X i Y se diskretni sluqajni promenlivi so 0 < DX < +∞ i
0 < DY < +∞. Gi definirame slednite brojni karakteristiki:

- Kovarijansa na X i Y e brojot definiran so

cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E(XY )− EX · EY.



106 3. Diskretni sluqajni promenlivi

- Koeficient na korelacija na X i Y e brojot definiran so

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√
DX ·

√
DY

=
E(XY )− EX · EY√

DX ·
√
DY

.

� Teorema. Za sluqajnite promenlivi od diskreten tip X i Y va�i

D(X ± Y ) = DX +DY ± 2cov(X, Y ).

� Teorema. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od diskre-
ten tip, togax cov(X, Y ) = 0 i ρ(X, Y ) = 0.

� Teorema. Za koeficientot na korelacija na sluqajnite promenlivi
od diskreten tip X i Y va�i |ρ(X, Y )| ≤ 1.

ZADAQA 3.29. Daden e zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y )
so slednata tabela

HH
HHHHX

Y
0 1 2

0 a/3 a/3 1/36
1 2/9 2/9 a/6
2 1/9 a/3 a/12

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R.
b) Najdi gi marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y .
v) Najdi ja uslovnata raspredelba na X pri uslov Y = 0 i uslovnata

raspredelba na Y pri uslov X = 1.
g) Najdi gi verojatnostite P{X = 1, Y < 1}, P{X < 2, Y > 1} i

P{X < 0, Y > 0}.
d) Ispitaj ja nezavisnosta na sluqajnite promenlivi X i Y .
ǵ) Najdi go koeficientot na korelaccija ρ(X, Y ).

Rexenie. a) Ako oznaqime so pij = P{X = xi, Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2}, yj = {0, 1, 2},
togax od

∑
i

∑
j pij = 1 imame

a

3
+

a

3
+

1

36
+

2

9
+

2

9
+

a

6
+

1

9
+

a

3
+

a

12
= 1,

od kade se dobiva deka a = 1
3
, pa tabelata so zakonot na raspredelba na

sluqajniot vektor (X, Y ) e
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HH
HHHHX

Y
0 1 2

0 1/9 1/9 1/36
1 2/9 2/9 1/18
2 1/9 1/9 1/36

b) Marginalniot zakon na raspredelba na X e (se sobiraat verojatnostite
po redici)

P{X = 0} = P{X = 0, Y = 0}+ P{X = 0, Y = 1}+ P{X = 0, Y = 2} =

=
1

9
+

1

9
+

1

36
=

1

4
,

P{X = 1} = P{X = 1, Y = 0}+ P{X = 1, Y = 1}+ P{X = 1, Y = 2} =

=
2

9
+

2

9
+

1

18
=

1

2
,

P{X = 2} = P{X = 2, Y = 0}+ P{X = 2, Y = 1}+ P{X = 2, Y = 2} =

=
1

9
+

1

9
+

1

36
=

1

4
.

Marginalniot zakon na raspredelba na Y e (se sobiraat verojatnostite po
koloni)

P{Y = 0} = P{X = 0, Y = 0}+ P{X = 1, Y = 0}+ P{X = 2, Y = 0} =

=
1

9
+

2

9
+

1

9
=

4

9
,

P{Y = 1} = P{X = 0, Y = 1}+ P{X = 1, Y = 1}+ P{X = 2, Y = 1} =

=
1

9
+

2

9
+

1

9
=

4

9
,

P{Y = 2} = P{X = 0, Y = 2}+ P{X = 1, Y = 2}+ P{X = 2, Y = 2} =

=
1

36
+

1

18
+

1

36
=

1

9
.

v) Uslovnata raspredelba na X pri uslov Y = 0 e

P{X = 0|Y = 0} =
P{X = 0, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1
9
4
9

=
1

4
,

P{X = 1|Y = 0} =
P{X = 1, Y = 0}

P{Y = 0}
=

2
9
4
9

=
2

4
=

1

2
,

P{X = 2|Y = 0} =
P{X = 2, Y = 0}

P{Y = 0}
=

1
9
4
9

=
1

4
.
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Dodeka, uslovnata raspredelba na Y pri uslov X = 1 e

P{Y = 0|X = 1} =
P{X = 1, Y = 0}

P{X = 1}
=

2
9
1
2

=
4

9
,

P{Y = 1|X = 1} =
P{X = 1, Y = 1}

P{X = 1}
=

2
9
1
2

=
4

9
,

P{Y = 2|X = 1} =
P{X = 1, Y = 2}

P{X = 1}
=

1
18
1
2

=
2

18
=

1

9
.

g) Za baranite verojatnosti imame

P{X = 1, Y < 1} = P{X = 1, Y = 0} = 2/9,

P{X < 2, Y > 1} = P{X ∈ {0, 1}, Y = 2} = P{X = 0, Y = 2}+ P{X = 1, Y = 2} =

=
1

36
+

1

18
=

1

12
,

P{X < 0, Y > 0} = 0.

d) Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni ako

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2}, yj = {0, 1, 2}.

So direktna proverka, se poka�uva deka sekoe od 9-te ravenstva e toqno (na
primer, P{X = 1, Y = 2} = 1/18 = (1/2) · (1/9) = P{X = 1}P{Y = 2} e edno od
9-te ravenstva), odnosno X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi.

ǵ) Od d) imame deka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, pa zatoa
ρ(X, Y ) = 0.

ZADAQA 3.30. Vo edna kutija ima 3 beli i 3 crni topqiǌa. Na sluqaen
naqin se izvlekuvaat topqiǌa edno po edno bez vraḱaǌe sè dodeka ne se izvle-
qe belo topqe. Neka X e broj na izvleqeni topqiǌa. Ponatamu izvlekuvaǌeto
prodol�uva sè dodeka ne se izvleqe crno topqe. Neka Y e broj na izvleqe-
ni topqiǌa vo vtorata serija. Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor
(X, Y ).

Rexenie. Definirame nastani Ai - izvleqeno e belo topqe vo i-toto izvle-
kuvaǌe, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, togax nastanot Ai - izvleqeno e crno topqe vo i-toto
izvlekuvaǌe, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Potrebni se najmalku edno, a najmnogu qetiri
izvlekuvaǌa za da se izvleqe belo topqe po prv pat, pa zatoa sluqajnata
promenliva X prima vrednosti X ∈ {1, 2, 3, 4}. Isto taka, potrebni se ux-
te najmalku edno, a najmnogu tri izvlekuvaǌa, za da se izvleqe crno topqe
po prv pat vo vtorata serija izvlekuvaǌa, pa zatoa sluqajnata promenliva
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Y prima vrednosti Y ∈ {1, 2, 3}. Togax, raspredelbata na sluqajniot vektor
(X, Y ) e

P{X = 1, Y = 1} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2|A1) =
3

6
· 3
5
=

3

10
,

P{X = 1, Y = 2} = P (A1 A2 A3) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 A2) =
3

6
· 2
5
· 3
4
=

3

20
,

P{X = 1, Y = 3} = P (A1 A2 A3 A4) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 A2)P (A4|A1 A2 A3) =

=
3

6
· 2
5
· 1
4
· 3
3
=

1

20
,

P{X = 2, Y = 1} = P (A1 A2 A3) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 A2) =
3

6
· 3
5
· 2
4
=

3

20
,

P{X = 2, Y = 2} = P (A1 A2 A3 A4) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 A2)P (A4|A1 A2 A3) =

=
3

6
· 3
5
· 2
4
· 2
3
=

1

10
, itn.

odnosno raspredelbata dadena vo tabela e
HH

HHHHX
Y

1 2 3

1 3/10 3/20 1/20
2 3/20 1/10 1/20
3 1/20 1/20 1/20
4 1/20 0 0

ZADAQA 3.31. Dvajca strelci nezavisno eden od drug strelaat po ednax
vo ista meta. Gi definirame nastanite Ai - i-tiot strelec ja pogoduva me-
tata, i = 1, 2, pri xto P (Ai) = pi, i = 1, 2. Neka X = IA1 i Y = IA2. Najdi ja
raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).

Rexenie. Sluqajnite promenlivi X i Y se Bernulievi sluqajni promenlivi
i primaat vrednosti X ∈ {0, 1} i Y ∈ {0, 1} soodvetno. Od nezavisnosta na
gaǵaǌata, imame deka nastanite A1 i A2 se nezavisni, pa raspredelbata na
sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 0} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) = q1q2,

P{X = 0, Y = 1} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) = q1p2,

P{X = 1, Y = 0} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) = p1q2,

P{X = 1, Y = 1} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2) = p1p2,

kade qi = 1− pi, i = 1, 2.
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ZADAQA 3.32. Edna fer moneta se frla 3 pati. Dokolku pri sekoe od trite
frlaǌa padne ista strana, se frla uxte ednax. Neka X e broj na padnati
�grbovi�, a Y e broj na frlaǌa. Najdi go koeficientot na korelacija ρ(X, Y ).
Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(p, p, p, p), (p, p, p, g),
(p, p, g), (p, g, p), (g, p, p), (p, g, g), (g, p, g), (g, g, p), (g, g, g, p), (g, g, g, g)},
pri xto ne se site elementarni nastani ednakvoverojatni. Znaejḱi deka ve-
rojatnosta za pojavuvaǌe na �para�, odnosno �grb� pri edno frlaǌe na fer
moneta e 1

2
i zaradi nezavisnosta na frlaǌata imame deka P{(p, p, g)} =

P{(p, g, p)} = P{(g, p, p)} = P{(p, g, g)} = P{(g, p, g)} = P{(g, g, p)} = (1
2
)3 = 1

8

i P{(p, p, p, p)} = P{(p, p, p, g)} = P{(g, g, g, p)} = P{(g, g, g, g)} = (1
2
)4 = 1

16
.

Sluqajnite promenlivi X i Y primaat vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3, 4} i Y =
{3, 4} soodvetno, pa raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 3} = 0,

P{X = 0, Y = 4} = P{(p, p, p, p)} =
1

16
,

P{X = 1, Y = 3} = P{(p, p, g), (p, g, p), (g, p, p)} = 3 · 1
8
=

6

16
,

P{X = 1, Y = 4} = P{(p, p, p, g)} =
1

16
,

P{X = 2, Y = 3} = P{(p, g, g), (g, p, g), (g, g, p)} = 3 · 1
8
=

6

16
, itn.

odnosno
HHH

HHHY
X

0 1 2 3 4

3 0 6/16 6/16 0 0
4 1/16 1/16 0 1/16 1/16

Od tuka, marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y se (sumiraǌeto e po
koloni, odnosno redici):

x 0 1 2 3 4
P{X = x} 1/16 7/16 6/16 1/16 1/16

y 3 4
P{Y = y} 12/16 4/16

Togax,

EX = 0 · 1

16
+ 1 · 7

16
+ 2 · 6

16
+ 3 · 1

16
+ 4 · 1

16
=

26

16
,

E(X2) = 02 · 1

16
+ 12 · 7

16
+ 22 · 6

16
+ 32 · 1

16
+ 42 · 1

16
=

56

16
,

DX = E(X2)− (EX)2 =
56

16
− (

26

16
)2 =

55

64
,
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EY = 3 · 12
16

+ 4 · 4

16
=

52

16
, E(Y 2) = 32 · 12

16
+ 42 · 4

16
=

172

16
,

DY = E(Y 2)− (EY )2 =
172

16
− (

52

16
)2 =

3

16
,

E(XY ) =
∑
i

∑
j

xiyjP{X = xi, Y = yj} =

= 0 · 3 · 0 + 0 · 4 · 1

16
+ 1 · 3 · 6

16
+ 1 · 4 · 1

16
+ 2 · 3 · 6

16
+

+2 · 4 · 0 + 3 · 3 · 0 + 3 · 4 · 1

16
+ 4 · 3 · 0 + 4 · 4 · 1

16
=

86

16
.

Pa, koeficientot na korelacija e

ρ(X, Y ) =
E(XY )− EXEY√

DXDY
=

86
16

− 26
16

· 52
16√

55
64

· 3
16

=
13
√
165

660
≈ 0, 253012.

Sluqajnite promenlivi X i Y ne se nezavisni, bidejḱi koeficientot na ko-
relacija ne e nula. Potvrda deka ne se nezavisni e i slednata neednakvost,

P{X = 0, Y = 3} = 0 ̸= 1

16
· 12
16

= P{X = 0}P{Y = 3}.

ZADAQA 3.33. Tri topqiǌa na sluqaen naqin se razmestuvaat vo tri kutii
A, B i C. Ako X e brojot na topqiǌa vo kutijata A, a Y e brojot na prazni
kutii, najdi go koeficientot na korelacija ρ(X, Y ). Dali X i Y se nezavisni
sluqajni promenlivi?

Rexenie. So (a, b, c) go oznaquvame elementarniot nastan - vo kutijata A ima
a topqiǌa, vo kutijta B ima b topqiǌa i vo kutijata C ima c topqiǌa. Togax,
prostorot od elementarni nastani e Ω = {(3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3), (2, 1, 0), (2, 0, 1),
(0, 2, 1), (1, 2, 0), (1, 0, 2), (0, 1, 2), (1, 1, 1)}, pri xto ne se site elementarni nastani
ednakvo verojatni. Razmestuvaǌeto na topqiǌata vo kutiite mo�e da se ra-
zgleduva kako dodeluvaǌe na kutija na sekoe od topqiǌata. Dodeluvaǌeto e
sluqajno, ednakvoverojatno mo�e da se dodeli sekoja od kutiite A, B, C (so
verojatnost 1/3) i nezavisno. Zatoa, P{(3, 0, 0)} = P{(0, 3, 0)} = P{(0, 0, 3)} =
(1
3
)3 = 1

27
, P{(2, 1, 0)} = P{(2, 0, 1)} = P{(0, 2, 1)} = P{(1, 2, 0)} = P{(1, 0, 2)} =

P{(0, 1, 2)} = 3!
2!1!

· (1
3
)2 · 1

3
= 3

27
, P{(1, 1, 1)} = 3!

1!1!1!
· 1
3
· 1
3
· 1
3
= 6

27
.
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Mno�estvata vrednosti na sluqajnite promenlivi X i Y soodvetno se
X ∈ {0, 1, 2, 3} i Y = {0, 1, 2}. Za raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y )
imame

P{X = 0, Y = 0} = 0,

P{X = 0, Y = 1} = P{(0, 2, 1), (0, 1, 2)} = 2 · 3

27
=

6

27
,

P{X = 0, Y = 2} = P{(0, 3, 0), (0, 0, 3)} = 2 · 1

27
=

2

27
,

P{X = 1, Y = 0} = P{(1, 1, 1)} =
6

27
,

P{X = 1, Y = 1} = P{(1, 2, 0), (1, 0, 2)} = 2 · 3

27
=

6

27
,

P{X = 1, Y = 2} = 0, i.t.n.

odnosno
HH

HHHHX
Y

0 1 2

0 0 6/27 2/27
1 6/27 6/27 0
2 0 6/27 0
3 0 0 1/27

Od tuka, marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y se (sumiraǌeto e po
redici, odnosno koloni):

x 0 1 2 3
P{X = x} 8/27 12/27 6/27 1/27

y 0 1 2
P{Y = y} 6/27 18/27 3/27

Togax,

EX = 0 · 8

27
+ 1 · 12

27
+ 2 · 6

27
+ 3 · 1

27
= 1, EY = 0 · 6

27
+ 1 · 18

27
+ 2 · 3

27
=

24

27
,

E(XY ) = 0 · 0 · 0 + 0 · 1 · 6

27
+ 0 · 2 · 2

27
+ 1 · 0 · 6

27
+ 1 · 1 · 6

27
+ 1 · 2 · 0 +

+2 · 0 · 0 + 2 · 1 · 6

27
+ 2 · 2 · 0 + 3 · 0 · 0 + 3 · 1 · 0 + 3 · 2 · 1

27
=

24

27
,

pa kovarijansata na X i Y e

cov(X, Y ) = E(XY )− EX EY =
24

27
− 1 · 24

27
= 0,

od kade zakluquvame deka i koeficientot na korelacija e ρ(X, Y ) = 0. No,
sluqajnite promenlivi X i Y ne se nezavisni (iako ρ(X, Y ) = 0). Imeno,

P{X = 0, Y = 0} = 0 ̸= 8

27
· 6

27
= P{X = 0}P{Y = 0}.
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ZADAQA 3.34. Neka X ima raspredelba
x -1 0 1

P{X = x} 1/4 1/2 1/4

i neka Y = X2. Poka�i deka ρ(X, Y ) = 0, no X i Y ne se nezavisni sluqajni
promenlivi.

Rexenie. Od raspredelbata na sluqajnata promenliva X imame

EX = (−1) · 1
4
+ 0 · 1

2
+ 1 · 1

4
= 0,

EY = E(X2) = (−1)2 · 1
4
+ 02 · 1

2
+ 12 · 1

4
=

1

2
,

E(XY ) = E(X3) = (−1)3 · 1
4
+ 03 · 1

2
+ 13 · 1

4
= 0,

od kade za kovarijansata na X i Y imame deka e

cov(X, Y ) = E(XY )− EX · EY = 0− 0 · 1
2
= 0,

pa i koeficientot na korelacija na X i Y e ρ(X, Y ) = 0. No, sluqajnite
promenlivi X i Y ne se nezavisni zatoa xto

P{X = −1, Y = 0} = P{X = −1, X2 = 0} = 0,

dodeka pak

P{X = −1}P{Y = 0} = P{X = −1}P{X2 = 0} =
1

4
· 1
2
̸= 0.

ZADAQA 3.35. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so zakoni na
raspredelba dadeni so tabelite

x 0 1 2 3
P{X = x} 0,2 0,3 0,4 0,1

y 1 3 4
P{Y = y} 0,7 0,2 0,1

Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = X+Y .

Rexenie. Od nezavisnosta na X i Y imame deka

P{X = xi, Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}, xi ∈ {0, 1, 2, 3}, yj = {1, 3, 4},
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od kade raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e
HHH

HHHX
Y

1 3 4

0 0,14 0,04 0,02
1 0,21 0,06 0,03
2 0,28 0,08 0,04
3 0,07 0,02 0,01

Sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = X + Y primaat vrednosti
U ∈ {0, 1, 2, 3} i V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} soodvetno. Raspredelbata na U e

P{U = 0} = P{min{X, Y } = 0} = P{(X, Y ) ∈ {(0, 1), (0, 3), (0, 4)}} =

= 0, 14 + 0, 04 + 0, 02 = 0, 20,

P{U = 1} = P{min{X, Y } = 1} = P{(X, Y ) ∈ {(1, 1), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (3, 1)}} =

= 0, 21 + 0, 06 + 0, 03 + 0, 28 + 0, 07 = 0, 65,

P{U = 2} = P{min{X, Y } = 2} = P{(X, Y ) ∈ {(2, 3), (2, 4)}} = 0, 08 + 0, 04 = 0, 12,

P{U = 3} = P{min{X, Y } = 3} = P{(X, Y ) ∈ {(3, 3), (3, 4)}} = 0, 02 + 0, 01 = 0, 03.

Sliqno, se dobiva deka raspredelbata na V e

v 1 2 3 4 5 6 7
P{V = v} 0,14 0,21 0,32 0,15 0,11 0,06 0,01

ZADAQA 3.36. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi dadeni so
svoite zakoni na raspredelba

x -1 1 1 2
P{X = x} 0,20 0,15 0,40 0,25

y 0 2 4
P{Y = y} 0,3 0,2 0,5

Najdi gi E(X + Y ), E(XY ) i E(X + 2Y ).

Rexenie. Od dadenite zakoni na raspredelba, imame deka

EX = (−1) · 0, 20 + 0 · 0, 15 + 1 · 0, 40 + 2 · 0, 25 = 0, 7,

EY = 0 · 0, 3 + 2 · 0, 2 + 4 · 0, 5 = 2, 4,

pa od svojstvata na matematiqkoto oqekuvaǌe i nezavisnosta na sluqajnite
promenlivi X i Y imame deka

E(X + Y ) = EX + EY = 0, 7 + 2, 4 = 3, 1,

E(XY ) = EX · EY = 0, 7 · 2, 4 = 1, 68,

E(X + 2Y ) = EX + 2EY = 0, 7 + 2 · 2, 4 = 5, 5.
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ZADAQA 3.37. Se frlaat dve homogeni kocki. Neka X e brojot na toqki na
prvata kocka, a Y e maksimum od padnatite broevi.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi ja uslovnata raspredelba na Y pri uslov X = 2.
v) Najdi ja verojatnosta deka najgolemiot broj na toqki koi padnale na

dvete kocki e 5, ako na prvata kocka padnale 2 toqki.

Rexenie. Prostorot od elementarni nastani e Ω = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}
i pri toa sekoj elementaren nastan e ednakvoverojaten so P{(x1, x2)} = 1

36
, vidi

objasnuvaǌe vo Zadaqa 3.4.
a) Sluqajnite promenlivi X i Y primaat vrednosti X ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} i

Y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} soodvetno, pri xto zakonot na raspredelba na sluqajniot
vektor (X, Y ) e daden so tabelata

HH
HHHHX

Y
1 2 3 4 5 6

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
2 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36
3 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36
4 0 0 0 4/36 1/36 1/36
5 0 0 0 0 5/36 1/36
6 0 0 0 0 0 6/36

Eve primer kako se dobivaat nekoi od verojatnostite vo tabelata

P{X = 1, Y = 4} = P{(1, 4)} =
1

36
,

P{X = 2, Y = 5} = P{(2, 5)} =
1

36
,

P{X = 3, Y = 3} = P{(3, 1), (3, 2), (3, 3)} =
3

36
, itn.

b) Uslovnata raspredelba na Y pri uslov X = 2 e

P{Y = 1|X = 2} =
P{X = 2, Y = 1}

P{X = 2}
=

0
1
6

= 0,

P{Y = 2|X = 2} =
P{X = 2, Y = 2}

P{X = 2}
=

2
36
1
6

=
1

3
,

P{Y = k|X = 2} =
P{X = 2, Y = k}

P{X = 2}
=

1
36
1
6

=
1

6
, k = 3, 4, 5, 6.
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v) Baranata verojatnost e P{Y = 5|X = 2} = 1
6
.

ZADAQA 3.38. Vo edna kutija se naoǵaat 6 beli topqiǌa koi imaat masa
sekoe po 3 grama i 4 crni topqiǌa koi imaat masa sekoe po 5 grama. Na
sluqaen naqin od kutijata se izvlekuvaat dve topqiǌa odednax. Neka X e
broj na izvleqeni beli topqiǌa, a Y e vkupnata masa na izvleqenite topqiǌa.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi ja uslovnata raspredelba na X pri uslov Y ∈ (0, 5; 8, 25).

Rexenie. a) Sluqajnite promenlivi X i Y primaat vrednosti X ∈ {0, 1, 2} i
Y ∈ {6, 8, 10} soodvetno. I bidejḱi se vozmo�ni samo tri razliqni sostavi na
izvleqenite topqiǌa: A - izvleqeni se dve beli, B - izvleqeni se edno belo
i edno crno topqe, C - izvleqeni se dve crni topqiǌa, ḱe imame samo tri
nenulti verojatnosti vo raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ). Imeno,

P{X = 2, Y = 6} = P (A) =
C2

6

C2
10

=
5

15
,

P{X = 1, Y = 8} = P (B) =
C1

6 · C1
5

C2
10

=
8

15
,

P{X = 0, Y = 10} = P (C) =
C2

4

C2
10

=
2

15
.

Ostanatite verojatnosti vo raspredelbata na (X, Y ) se nuli, odnosno raspre-
delbata na (X, Y ) dadena so tabela e

HH
HHHHX

Y
6 8 10

0 0 0 2/15
1 0 8/15 0
2 5/15 0 0

b) Uslovnata raspredelba na X pri uslov Y ∈ (0, 5; 8, 25) e

P{X = 0|Y ∈ (0, 5; 8, 25)} = P{X = 0|Y ∈ {6, 8}} =

=
P{X = 0, Y ∈ {6, 8}}

Y ∈ {6, 8}
=

P{X = 0, Y = 6}+ P{X = 0, Y = 8}
Y ∈ {6, 8}

=
0 + 0
5
15

+ 8
15

= 0,

P{X = 1|Y ∈ (0, 5; 8, 25)} = P{X = 1|Y ∈ {6, 8}} =

=
P{X = 1, Y ∈ {6, 8}}

Y ∈ {6, 8}
=

P{X = 1, Y = 6}+ P{X = 1, Y = 8}
Y ∈ {6, 8}

=
0 + 8

15
5
15

+ 8
15

=
8

13
,

P{X = 2|Y ∈ (0, 5; 8, 25)} = P{X = 2|Y ∈ {6, 8}} =

=
P{X = 2, Y ∈ {6, 8}}

Y ∈ {6, 8}
=

P{X = 2, Y = 6}+ P{X = 2, Y = 8}
Y ∈ {6, 8}

=
5
15

+ 0
5
15

+ 8
15

=
5

13
.
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ZADAQA 3.39. Od dve moneti ednata e ispravna, a drugata ima na dvete
strani �grb�. Na sluqaen naqin se izbira edna moneta i se frla dva pati.
Neka X = IA, kade A - izbrana e ispravnata moneta, a Y e broj na padnati
�grbovi� pri frlaǌe na izbranata moneta. Najdi ja raspredelbata na slu-
qajniot vektor (X, Y ).

Rexenie. Sluqajnite promenlivi X i Y gi primaat vrednostite X ∈ {0, 1}
i Y = {0, 1, 2} soodvetno. Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) ḱe ja
barame so pomox na uslovni verojatnosti, zatoa xto ishodot od frlaǌeto
na monetata (�para� ili �grb�) zavisi od izborot na monetata (ispravna t.e.
X = 1 ili neispravna t.e. X = 0). Pri toa, ako sme ja izbrale neispravnata
moneta, sigurno ḱe se padnat dva �grba� t.e. P{Y = 2|X = 0} = 1, odnosno ako
sme ja izbrale neispravnata moneta nevozmo�no e da ne se padnat �grbovi�
ili da se padne eden �grb� t.e. P{Y = 0|X = 0} = P{Y = 1|X = 0} = 0.
Ako sme ja izbrale ispravnata moneta, togax uslovnata raspredelba na Y
pri uslov X = 1 se poistovetuva so raspredelbata odredena vo Zadaqa 3.68.
Prvo, raspredelbata na X = IA e

P{X = 1} = P{IA = 1} = P (A) =
1

2
, P{X = 0} = P{IA = 0} = 1− P (A) =

1

2
.

Sega, raspredelbata na (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 0} = P{X = 0}P{Y = 0|X = 0} =
1

2
· 0 = 0,

P{X = 0, Y = 1} = P{X = 0}P{Y = 1|X = 0} =
1

2
· 0 = 0,

P{X = 0, Y = 2} = P{X = 0}P{Y = 2|X = 0} =
1

2
· 1 =

1

2
,

P{X = 1, Y = 0} = P{X = 1}P{Y = 0|X = 1} =
1

2
· 1
4
=

1

8
,

P{X = 1, Y = 1} = P{X = 1}P{Y = 1|X = 1} =
1

2
· 1
2
=

1

4
,

P{X = 1, Y = 2} = P{X = 1}P{Y = 2|X = 1} =
1

2
· 1
4
=

1

8

ili so tabela
HHH

HHHX
Y

0 1 2

0 0 0 1/2
1 1/8 1/4 1/8
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ZADAQA 3.40. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(λ),
λ > 0. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X pri uslov X > 0.

Rexenie. Ako X ∼ P(λ), togax raspredelbata na X e

P{X = x} =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ...

Baranata uslovna raspredelba na X pri uslov X > 0 e

P{X = x|X > 0} =
P{X = x,X > 0}

P{X > 0}
=

P{X = x}
1− P{X = 0}

=

=
λx

x!
e−λ

1− λ0

0!
e−λ

=
λx

x! (eλ − 1)
, x = 1, 2, ...

P{X = 0|X > 0} =
P{X = 0, X > 0}

P{X > 0}
=

P (∅)
P{X > 0}

= 0.

3.4 Razni zadaqi
ZADAQA 3.41. Na sluqaen naqin se izbira priroden broj ne pogolem od
20. Neka X e brojot na deliteli na izbraniot broj. Najdi go zakonot na
raspredelba na sluqajnata promenliva X i verojatnosta na nastanot C -
sluqajno izbraniot broj ne e slo�en.

Rexenie. Definirame nastani Ai - izbran e brojot i, i = 1, 2, ..., 20, i pri toa
P (Ai) =

1
20
, i = 1, 2, ..., 20 i nastanite se poparno disjunktni. Togax, sluqajnata

promenliva X gi prima vrednostite X ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} so verojatnosti

P{X = 1} = P (A1) =
1

20
= 0, 05,

P{X = 2} = P (A2 ∪ A3 ∪ A5 ∪ A7 ∪ A11 ∪ A13 ∪ A17 ∪ A19) =
8

20
= 0, 40,

P{X = 3} = P (A4 ∪ A9) =
2

20
= 0, 10,

P{X = 4} = P (A6 ∪ A8 ∪ A10 ∪ A14 ∪ A15) =
5

20
= 0, 25,

P{X = 5} = P (A16) =
1

20
= 0, 05,

P{X = 6} = P (A12 ∪ A18 ∪ A20) =
3

20
= 0, 15.
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Za verojatnosta na nastanot C imame

P (C) = P{X ≤ 2} = P{X = 1}+ P{X = 2} = 0, 05 + 0, 40 = 0, 45.

ZADAQA 3.42. Vo edna kutija ima n proizvodi od koi eden e defekten. Od
kutijata na sluqaen naqin se izvlekuva eden po eden proizvod, bez izvleqe-
niot da se vraḱa nazad vo kutijata, sè dodeka ne se izvleqe defektniot. Neka
X e broj na izvedeni izvlekuvaǌa. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata
promenliva X.

Rexenie. Definirame nastani Ai - vo i-toto izvlekuvaǌe e izvleqen defekt-
niot proizvod, i = 1, 2, ..., n. Togax, sluqajnata promenliva X prima vrednosti
X ∈ {1, 2, ..., n} so verojatnosti

P{X = 1} = P (A1) =
1

n
,

P{X = 2} = P (A1 A2) = P (A1)P (A2|A1) =
n− 1

n
· 1

n− 1
=

1

n
,

P{X = 3} = P (A1 A2 A3) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 A2) =

=
n− 1

n
· n− 2

n− 1
· 1

n− 2
=

1

n
, itn.

odnosno za k = 1, 2, ..., n imame

P{X = k} = P (A1 A2 . . . Ak) = P (A1)P (A2|A1) . . . P (Ak|A1 A2 . . . Ak−1) =

=
n− 1

n
· n− 2

n− 1
· . . . · n− k + 1

n− k + 2
· 1

n− k + 1
=

1

n
,

ili X ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto {1, 2, ..., n}.

ZADAQA 3.43. Se izveduvaat niza nezavisni ispituvaǌa, taka xto vo sekoe
od niv nastanot A se realizira so verojatnost P (A) = p. Celta e nastanot A
da se realizira toqno k pati. Maksimalniot broj na ispituvaǌa koi mo�e
da se napravat se n (n ≥ 2k). Ispituvaǌata zavrxuvat togax koga nastanot
se pojavuva k-tiot pat ili togax koga e nevozmo�no nastanot A da se pojavi
k pati za vreme na n-te nezavisni ispituvaǌa t.e. koga sprotivniot nastan A
se pojavil (n− k+1)-viot pat. Neka X e broj na izvedeni ispituvaǌa. Najdi
go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X.
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Rexenie. Sluqajnata promenliva X prima vredosti X ∈ {k, k + 1, ..., n}. Oz-
naquvame so pm = P{X = m}, m = k, k + 1, ..., n.

Neka k ≤ m ≤ n − k. Togax, ispituvaǌata mo�e da se soprat po m-toto
ispituvaǌe, samo togax koga k pati se pojavil nastanot A, odnosno vo prvite
m − 1 ispituvaǌa k − 1 pati se pojavil nastanot A i vo m-toto ispituvaǌe
se pojavil nastanot A, znaqi

pm = Ck−1
m−1 · pk−1 · qm−k · p = Ck−1

m−1 · pk · qm−k.

Neka n − k < m ≤ n. Togax, ispituvaǌata mo�e da se soprat po m-toto
ispituvaǌe, togax i samo togax koga ili nastanot A se pojavil k-tiot pat
ili nastanot A se pojavil (n−k+1)-viot pat. Verojatnosta za nastanot A da
se pojavi po k-ti pat vo m-toto ispituvaǌe e presmetana pogore i iznesuva

Ck−1
m−1 · pk · qm−k.

Dodeka, verojatnosta nastanot A da se pojavi po (n− k + 1)-vi pat vo m-toto
ispituvaǌe e

Cn−k
m−1 · pm−1−n+k · qn−k · q = Cn−k

m−1 · pm−1−n+k · qn−k+1,

zatoa xto vo prvite m− 1 ispituvaǌa n− k pati se pojavil nastanot A i vo
m-toto ispituvaǌe se pojavil nastanot A. Pa, verojatnosta ispituvaǌata da
soprat po m-toto ispituvaǌe, za n− k < m ≤ n e

pm = Ck−1
m−1 · pk · qm−k + Cn−k

m−1 · pm−1−n+k · qn−k+1.

ZADAQA 3.44. Sluqajno talkaǌe. Neka vo poqetniot vremenski moment
toqkata A se naoǵa vo koordinatniot poqetok na brojnata oska i neka za
sekoja edinica vreme so verojatnost 1

2
se pomestuva za edinica dol�ina na

desno i so verojatnost 1
2
se pomestuva za edinica dol�ina na levo. Neka f2n

e verojatnosta toqkata A po prv pat da se vrati vo koordinatniot poqetok
vo vremenskiot moment 2n i neka u2n e verojatnosta toqkata A da se vrati vo
koordinatniot poqetok vo vremenskiot moment 2n.

a) Doka�i deka f2n = u2n−2 − u2n.
b) Doka�i deka f2n = 1

2n
u2n−2.

v) Najdi ja verojatnosta toqkata A da se vrati vo koordinatniot poqetok.

Rexenie. Go oznaquvame so �uspeh� sekoe pomeruvaǌe na toqkata A za edi-
nica dol�ina na desno vo edinica vreme i so �neuspeh� sekoe pomeruvaǌe na
toqkata A za edinica dol�ina na levo vo edinica vreme. Togax, od uslovot
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na zadaqata, verojatnosta za �uspeh� e p = 1
2
, a verojatnosta za �neuspeh� e

q = 1 − p = 1
2
. Neka toqkata A se pomerila 2n pati. Razgleduvame sluqajna

promenliva X - rastojanie na toqkata A od koordinatniot poqetok vo vre-
menskiot moment 2n. Raspredelbata na sluqajnata promenliva X e

P{X = 2m} = Cn+m
2n pn+mqn−m =

(
2n

n+m

)(
1

2

)2n

, m = 0, 1, 2, ..., n,

P{X = 2m− 1} = 0, m = 0, 1, 2, ..., n.

Pa, zatoa u2n = P{X = 0} =
(
2n
n

) (
1
2

)2n, od kade se gleda deka brojot na site
mo�ni patixta za vraḱaǌe na toqkata A vo koordinatniot poqetok po 2n vre-
me e

(
2n
n

)
, i toj vsuxnost pretstavuva zbir od brojot na site mo�ni patixta

za vraḱaǌe na toqkata A po k-ti pat, k = 1, 2, ..., 2n−1 (za k = 2n nema dvi�eǌe)
vo koordinatniot poqetok po 2n vreme t.e.(

2n

n

)
= c1 + c2 + ...+ c2n−1,

kade ck e brojot na site mo�ni patixta za vraḱaǌe na toqkata A po k-ti
pat vo koordinatniot poqetok po 2n vreme. Od ednakvosta na sobirocite vo
posledniot zbir, imame deka brojot na site mo�ni patixta za vraḱaǌe na
toqkata A po prv pat vo koordinatniot poqetok po 2n vreme t.e. c1 e ednakov
na 1

2n−1

(
2n
n

)
. Togax, f2n = 1

2n−1

(
2n
n

) (
1
2

)2n. Pa, mo�e da gi poka�eme dadenite
ravenstva,

a) u2n−2 − u2n =
(
2n−2
n−1

) (
1
2

)2n−2 −
(
2n
n

) (
1
2

)2n
= (2n−2)!

(n−1)! (n−1)!

(
1
2

)2n−2 − (2n)!
n! n!

(
1
2

)2n
=

= (2n)!
(n−1)! (n−1)!

(
1
2

)2n ( n2

(2n−1)·2n · 22 − 1
)
= 1

2n−1

(
2n
n

) (
1
2

)2n
= f2n.

b) 1
2n

u2n−2 =
1
2n

·
(
2n−2
n−1

) (
1
2

)2n−2
= 1

2n
· (2n−2)!
(n−1)! (n−1)!

(
1
2

)2n−2
=

= 1
2n

· n2

(2n−1)·2n · 22 · (2n)!
n! n!

(
1
2

)2n
= 1

2n−1

(
2n
n

) (
1
2

)2n
= f2n.

v) Baranata verojatnost e (poka�i!)

f2 + f4 + f6 + ...+ f2n + ... = 1.

ZADAQA 3.45. Vo edna kutija ima n topqiǌa numerirani so broevite 1, 2, ..., n.
Od kutijata na sluqaen naqin se izvlekuva edno po edno topqe bez vraḱaǌe.
Neka Xi e brojot so koj e numerirano i-toto izvleqeno topqe, i = 1, 2, ..., n.
Neka

Y = j ⇔ X1 > X2 > ... > Xj i Xj < Xj+1 za j = 1, 2, ..., n− 1

Y = n ⇔ X1 > X2 > ... > Xn.

Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y .
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Rexenie. Za da ja najdeme raspredelbata na sluqajnata promenliva Y , na-
jnapred ḱe ja najdeme verojatnosta P{Y ≥ j} = P{X1 > X2 > ... > Xj}. Ime-
no, od mno�estvoto so n elementi {1, 2, ..., n}, j-elementnoto podmno�estvo
{X1, X2, ..., Xj} se izvlekuva so verojatnost 1

Cj
n
. Verojatnosta vo izvleqenata

j-torka (X1, X2, ..., Xj) elementite da se naredeni vo opaǵaqki redosled e 1
j!
.

Bidejḱi toa va�i za sekoja j-torka, a niv gi ima Cj
n, baranata verojatnost e

P{Y ≥ j} = P{X1 > X2 > ... > Xj} =
Cj

n · 1
j!

Cj
n

=
1

j!
.

Znaqi, raspredelbata na Y e

P{Y = j} = P{Y ≥ j} − P{Y ≥ j + 1} =
1

j!
− 1

(j + 1)!
=

j

(j + 1)!
, j = 1, 2, ..., n− 1,

P{Y = n} = P{X1 > X2 > ... > Xn} =
1

n!
.

ZADAQA 3.46. Sluqajnata promenliva X ima Paskalova raspredelba

P{X = k} =
ak

(a+ 1)k+1
, k = 0, 1, 2, ...,

kade a > 0. Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe, disperzijata i srednoto kva-
dratno otstapuvaǌe na X.

Rexenie. Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X imame

EX =
∞∑
k=0

k P{X = k} =
∞∑
k=1

k
ak

(a+ 1)k+1
=

a

(a+ 1)2

∞∑
k=1

k

(
a

a+ 1

)k−1

=

=
a

(a+ 1)2

∞∑
k=1

∂

∂( a
a+1

)

(
a

a+ 1

)k

=
a

(a+ 1)2
· ∂

∂( a
a+1

)

(
∞∑
k=1

(
a

a+ 1

)k
)

=

=
a

(a+ 1)2
· ∂a

∂( a
a+1

)
.

Stavame smena b = a
a+1

, od kade a = b
1−b

, pa togax

EX =
a

(a+ 1)2
· ∂

∂b

(
b

1− b

)
=

a

(a+ 1)2
· 1

(1− b)2
=

a

(a+ 1)2
· (a+ 1)2 = a.
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Za vtoriot moment na X imame

E(X2) =
∞∑
k=0

k2 P{X = k} =
∞∑
k=1

k2 ak

(a+ 1)k+1
=

=
∞∑
k=2

k(k − 1)
ak

(a+ 1)k+1
+

∞∑
k=1

k
ak

(a+ 1)k+1
=

=
a2

(a+ 1)3

∞∑
k=2

k(k − 1)

(
a

a+ 1

)k−2

+ EX =

=
a2

(a+ 1)3

∞∑
k=1

∂2

∂( a
a+1

)2

(
a

a+ 1

)k

+ a =

=
a2

(a+ 1)3
· ∂2

∂( a
a+1

)2

(
∞∑
k=1

(
a

a+ 1

)k
)

+ a =

=
a2

(a+ 1)3
· ∂2a

∂( a
a+1

)2
+ a =

a2

(a+ 1)3
· ∂2

∂(b2

(
b

1− b

)
+ a =

=
a2

(a+ 1)3
· 2

(1− b)3
+ a =

a2

(a+ 1)3
· 2(a+ 1)3 + a = 2a2 + a.

Pa, disperzijata na X e

DX = E(X)2 − (EX)2 = 2a2 + a− a2 = a2 + a = a(a+ 1),

od kade za sredno kvadratnoto otstapuvaǌe imame σ =
√
DX =

√
a(a+ 1).

ZADAQA 3.47. Neka X e pravilna desetiqna dropka so tri znaka po zapir-
kata, pri xto sekoj znak nezavisno eden od drug, so ednakva verojatnost mo�e
da prima edna od vrednostite 0, 1, ..., 9. Najdi go zakonot na raspredelba na
sluqajnata promenliva X i najdi go nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite X ∈ {0, 000; 0, 001;
0, 002; ...; 0, 999}, pri xto sekoja vrednost ja prima so verojatnost ( 1

10
)3 = 0, 001,

znaqi X ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto vrednosti {0, 000; 0, 001;
0, 002; ...; 0, 999}, odnosno raspredelbata e

P{X = x} = 0, 001, x ∈ {0, 000; 0, 001; 0, 002; ...; 0, 999}.

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX = 0, 001 · (0, 000 + 0, 001 + 0, 002 + ...+ 0, 999) =

= 0, 001 · 0, 000 + 0, 999

2
· 1000 = 0, 4995 ≈ 0, 500.
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ZADAQA 3.48. Neka Y e sluqajna pravilna binarna dropka so n znaka po
zapirkata, pri xto sekoj znak nezavisno eden od drug, so verojatnost 1

2
prima

vrednost 0 ili 1. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva
Y i najdi go nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe.

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y gi prima slednive vrednosti

Y ∈ {0, 00...000; 0, 00...001; 0, 00...010; ...; 0, 11...111},

pri xto sekoja vrednost ja prima so verojatnost p =
(
1
2

)n, xto znaqi deka Y
ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto

{0, 00...000; 0, 00...001; 0, 00...010; ...; 0, 11...111},

odnosno raspredelbata e

P{X = x} =
1

2n
, x ∈ {0, 00...000; 0, 00...001; 0, 00...010; ...; 0, 11...111}.

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe (vo desetiqen zapis) e

EY =
1

2n
· 0 + 1 · 2−1 + 1 · 2−2 + ...+ 1 · 2−n

2
· 2n =

=
1

2n
·
1− 1

2n

2
· 2n =

1

2
·
(
1− 1

2n

)
= 0, 5− 1

2n+1
.

ZADAQA 3.49. Najdi ja oqekuvanata vrednost na proizvodot
∏n

k=1(1 + xk),
kade xk, k = 1, 2, ..., n se sluqajno izbrani broevi od mno�estvoto {−1, 0, 1},
pri xto sekoj izbor na broj e ednakvoverojaten.

Rexenie. Prv naqin. Mno�estvoto elementarni nastani e

Ω = {(x1, x2, ..., xn) | xk ∈ {−1, 0, 1}}.

Definirame sluqajna promenliva X - vrednost na proizvodot
∏n

k=1(1+xk), ka-
de xk ∈ {−1, 0, 1}, k = 1, 2, ..., n. Togax, X prima vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 4, 8, ..., 2n}
so verojatnosti

P{X = 0} = 1− P{X ̸= 0} = 1− P{(x1, x2, ..., xn) | xk ∈ {0, 1}} = 1− 2n

3n
,

P{X = 2k} = P{(x1, x2, ..., xn) | xk ∈ {0, 1} i toqno k od niv se 1} =

(
n
k

)
3n

,
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za k = 0, 1, 2, ..., n. Togax, oqekuvanata vrednost na X e

EX = 0 · (1− 2n

3n
) +

n∑
k=0

2k ·
(
n
k

)
3n

=
1

3n

n∑
k=0

2k ·
(
n

k

)
=

1

3n
· (1 + 2)n =

1

3n
· 3n = 1.

Vtor naqin. Definirame sluqajni promenlivi Xk - vrednost na k-tiot
broj xk od mno�estvoto {−1, 0, 1}, k = 1, 2, ..., n. Togax, Xk se nezavisni i ednak-
vo raspredeleni sluqajni promenlivi so diskretna ramnomerna raspredelba
na {−1, 0, 1}, t.e.

P{Xk = −1} = P{Xk = 0} = P{Xk = 1} =
1

3
, k = 1, 2, ..., n,

od kade
E(Xk) = (−1) · 1

3
+ 0 · 1

3
+ 1 · 1

3
= 0, k = 1, 2, ..., n.

Pa, baranata oqekuvana vrednost na proizvodot
∏n

k=1(1 + xk) e

E(
n∏

k=1

(1 +Xk)) =
n∏

k=1

E(1 +Xk) =
n∏

k=1

(1 + E(Xk)) =
n∏

k=1

1 = 1.

ZADAQA 3.50. Vo eden red se naredeni 52-te karti od eden xpil. Na slu-
qaen naqin pod sekoja od kartite se stava po edna karta od drug xpil. Najdi
go oqekuvaniot broj na sovpaǵaǌa na dolnata so gornata karta.

Rexenie. Definirame nastan A - dolnata karta se sovpaǵa so gornata, togax
p = P (A) = 1

52
. Neka X e broj na sovpaǵaǌa na dolnata so gornata karta, togax

X ima B(52, 1
52
) raspredelba. Pa, oqekuvaniot broj na sovpaǵaǌa na dolnata

so gornata karta e EX = 52 · 1
52

= 1.

ZADAQA 3.51. n kocki za igraǌe se frlaat N pati. Neka X e broj na frlaǌa
vo koi se padnale toqno m xestki (m ≤ n). Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe
EX.

Rexenie. Pri edno frlaǌe na n-te kocki, mno�estvoto od elementarni nas-
tani e Ω = {(x1, ..., xn) | xi ∈ {1, ..., 6}, i = 1, ..., n}, pri xto sekoj nastan e ednakvo
verojaten. Togax, verojatnosta na nastanot A - se padnale m xestki pri edno
frlaǌe na n kocki e

p = P (A) =
|A|
|Ω|

=
Cm

n · 5n−m

6n
.
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Pa, sluqajnata promenliva X ima B(N, p) raspredelba, od kade nejzinoto ma-
tematiqko oqekuvaǌe e

EX = N · p = N · Cm
n · 5

n−m

6n
.

ZADAQA 3.52. Edna grupa od qetiri radiolokatorni stanici nabǉuduvaat
tri objekta S1, S2 i S3. Nabǉuduvaǌeto se izveduva za nekoe vreme τ . Za toa
vreme sekoja od stanicite nezavisno edna od druga go gubat objektot Si so
verojatnost pi, i = 1, 2, 3 i gi predavaat negovite koordinati na upravuvaqkiot
centar. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X - broj
na objekti qii koordinati se registrirani vo upravuvaqkiot centar.

Rexenie. Oznaquvame so Xi = IAi
, kade nastanot Ai e deka e izguben objektot

Si, i = 1, 2, 3. Togax, EXi = P (Ai) = 1 − P (Ai) = 1 − (1 − pi)
4, i = 1, 2, 3, bidejḱi

da ne se izgubi objektot Si znaqi deka nikoja od qetirite radiolokatorni
stanici ne go izgubila, pa zatoa P (Ai) = (1− pi)

4. Potoa, za da bidat regis-
trirani koordinatite na eden objekt vo upravuvaqkiot centar, toj treba da
bide izguben, pa zatoa brojot na objekti qii koordinati se registrirani e
X = X1 +X2 +X3, od kade imame deka

EX = E(X1 +X2 +X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = 3−
3∑

i=1

(1− pi)
4.

ZADAQA 3.53. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i imaat Poa-
sonovi raspredelbi P(a), a > 0. Opredeli gi matematiqkoto oqekuvaǌe i
disperzijata na:

a) nivniot zbir,
b) nivniot proizvod.

Rexenie. Od Zadaqa 3.22 imame deka EX = EY = a i DX = DY = a. Imajḱi
ja predvid nezavisnosta na X i Y imame

a) E(X + Y ) = EX + EY = a+ a = 2a, D(X + Y ) = DX +DY = a+ a = 2a.
b) E(XY ) = EX · EY = a · a = a2,

D(XY ) = E(XY )2 − (E(XY ))2 = E(X2Y 2)− (a2)2 = E(X2)E(Y 2)− a4 =
= (DX + (EX)2)(DY + (EY )2)− a4 = (a+ a2)(a+ a2)− a4 = a2 + 2a3.
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ZADAQA 3.54. Dadena e sluqajnata promenliva X so svojot zakon na ras-
predelba

x 10 11 12 13 14
P{X = x} 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

Neka Yc = |X − c|, c ∈ R. Doka�i deka ∀c ∈ R, EYc ≥ EY12.

Rexenie. Neka c ∈ R e proizvolen realen broj. Togax,

EYc =
14∑

k=10

|k − c| · P{X = k} = 0, 2 ·
14∑

k=10

|k − c|.

Vo zavisnost od vrednosta na c imame razliqni vrednosti na matematiqkoto
oqekuvaǌe EYc. Taka,

1) ako c ≤ 10, togax EYc = 0, 2 · (60 − 5c) i dostignuva minimum (na c ≤ 10)
za c = 10, t.e. EYc ≥ EY10 = 2,

2) ako 10 ≤ c ≤ 11, togax EYc = 0, 2 · (40 − 3c) i dostignuva minimum (na
10 ≤ c ≤ 11) za c = 11, t.e. EYc ≥ EY11 = 1, 4,

3) ako 11 ≤ c ≤ 12, togax EYc = 0, 2 · (18 − c) i dostignuva minimum (na
11 ≤ c ≤ 12) za c = 12, t.e. EYc ≥ EY12 = 1, 2,

4) ako 12 ≤ c ≤ 13, togax EYc = 0, 2 · (c − 6) i dostignuva minimum (na
12 ≤ c ≤ 13) za c = 12, t.e. EYc ≥ EY12 = 1, 2,

5) ako 13 ≤ c ≤ 14, togax EYc = 0, 2 · (3c − 32) i dostignuva minimum (na
13 ≤ c ≤ 14) za c = 13, t.e. EYc ≥ EY13 = 1, 4,

6) ako c ≥ 14, togax EYc = 0, 2 · (5c − 60) i dostignuva minimum (na c ≥ 14)
za c = 14, t.e. EYc ≥ EY14 = 2.

Znaqi, EYc dostignuva najmala vrednost vo c = 12, odnosno EYc ≥ EY12, ∀c ∈ R.

ZADAQA 3.55. Neka X e diskretna sluqajna promenliva od koneqen tip koja
prima samo pozitivni vrednosti. Doka�i deka

lim
n→∞

E(Xn+1)

E(Xn)
= max{X(w) | w ∈ Ω}.
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Rexenie. Neka mno�estvoto vrednosti na sluqajnata promenliva X e X(Ω) =
{x1, x2, ..., xk}, kade 0 < x1 < x2 < ... < xk i neka P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ..., k.
Togax,

lim
n→∞

E(Xn+1)

E(Xn)
= lim

n→∞

xn+1
1 p1 + xn+1

2 p2 + ...+ xn+1
k pk

xn
1p1 + xn

2p2 + ...+ xn
kpk

=

= lim
n→∞

xn+1
k pk((

x1

xk
)n+1 p1

pk
+ (x2

xk
)n+1 p2

pk
+ ...+ (xk−1

xk
)n+1 pk−1

pk
+ 1)

xn
kpk((

x1

xk
)n p1

pk
+ (x2

xk
)n p2

pk
+ ...+ (xk−1

xk
)n pk−1

pk
+ 1)

=

= xk = max{X(w) | w ∈ Ω},

zatoa xto 0 < xi

xk
< 1, i = 1, 2, ..., k − 1, pa limn→∞( xi

xk
)n = 0, i = 1, 2, ..., k − 1.

ZADAQA 3.56. Se izveduvaat n nezavisni ispituvaǌa vo razliqni uslo-
vi. Verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo i-toto ispituvaǌe e pi,
i = 1, 2, ..., n. Neka X e broj na pojavuvaǌa na nastanot A pri n-te nezavis-
ni ispituvaǌa. Za da se uprostat presmetkite, verojatnostite pi, i = 1, 2, ..., n
se zamenuvaat so p = 1

n

∑n
i=1 pi. Dali i pri zamenata toqno ḱe se presmetaat

EX i DX?

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promen-
liva X (pred zamenata na pi so p) se (poka�i!)

EX =
n∑

i=1

pi, DX =
n∑

i=1

piqi, qi = 1− pi, i = 1, 2, ..., n.

Po zamenata na pi so p se dobiva nova sluqajna promenliva X - broj na poja-
vuvaǌa na nastanot A pri n-te nezavisni ispituvaǌa, kade vo sekoe od n-te
ispituvaǌa verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A e p = 1

n

∑n
i=1 pi. Znaqi,

X ima Binomna raspredelba t.e. X ∼ B(n, p), pa matematiqkoto oqekuvaǌe i
disperzijata na X se

EX = n p = n · 1
n

n∑
i=1

pi =
n∑

i=1

pi = EX,

DX = n p q, kade q = 1− p =
1

n

n∑
i=1

(1− pi) =
1

n

n∑
i=1

qi.

Znaqi, po zamenata matematiqkoto oqekuvaǌe e nepromeneto, dodeka za raz-
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likata vo disperziite imame

DX −DX =
n∑

i=1

piqi − n p q =
n∑

i=1

piqi − n p q − n p q + n p q =

=
n∑

i=1

piqi −
n∑

i=1

piq −
n∑

i=1

pqi + n p q =
n∑

i=1

(pi − p)(qi − q) =

=
n∑

i=1

(pi − p)(1− pi − 1 + p) = −
n∑

i=1

(pi − p)2 ≤ 0,

od kade DX ≤ DX, znaqi po zamenata na pi so p disperzijata se zgolemuva.
Imeno, taa ostanuva nepromeneta samo ako p1 = p2 = ... = pn = p.

ZADAQA 3.57. Vo dve kutii se smesteni crni i beli topqiǌa, taka xto
vo I kutija ima 99 beli i 1 crno topqe, a vo II kutija ima 1 belo i 99 crni
topqiǌa. Se izvlekuvaat po 5 topqiǌa odednax od dvete kutii. Neka X e
brojot na beli topqiǌa vo 10-te izvleqeni topqiǌa. Najdi gi EX, DX, moX
i meX.

Rexenie. Neka Xi e broj na izvleqeni beli topqiǌa od i-tata kutija, i = 1, 2.
Togax, X = X1 +X2. Prvo, gi barame raspredelbite na X1 i X2. Sluqajnata
promenliva X1 prima vrednosti X1 ∈ {4, 5} so verojatnosti

P{X1 = 4} =
C4

99

C5
100

=
1

20
, {X1 = 5} =

C5
99

C5
100

=
19

20
.

Sluqajnata promenliva X2 prima vrednosti X1 ∈ {0, 1} so verojatnosti

P{X2 = 0} =
C5

99

C5
100

=
19

20
, {X2 = 1} =

C4
99

C5
100

=
1

20
.

Za matematiqkite oqekuvaǌa na X1 i X2 imame

EX1 = 4 · 1

20
+ 5 · 19

20
=

99

20
, EX2 = 0 · 19

20
+ 1 · 1

20
=

1

20
.

Togax,

EX = E(X1 +X2) = E(X1) + E(X2) =
99

20
+

1

20
=

100

20
= 5.

Za disperziite na X1 i X2 imame

DX1 = E(X2
1 )− (EX1)

2 =
(
42 · 1

20
+ 52 · 19

20

)
−
(99
20

)2
=

491

20
−
(99
20

)2
,
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DX2 = E(X2
2 )− (EX2)

2 =
(
02 · 19

20
+ 12 · 1

20

)
−
( 1

20

)2
=

1

20
−
( 1

20

)2
.

Sluqajnite promenlivi X1 i X2 se nezavisni, i zatoa

DX = D(X1 +X2) = D(X1) +D(X2) =
(491
20

−
(99
20

)2)
+
( 1

20
−
( 1

20

)2)
=

=
492

20
− 992 + 1

202
=

9840− 9802

400
= 0, 095.

Za da gi najdeme moX i meX, ni treba raspredelbata na X. Sluqajnata
promenliva X prima vrednosti X ∈ {4, 5, 6}. Zemame predvid deka X1 i X2 se
nezavisni sluqajni promenlivi, pa raspredelbata na X e

P{X = 4} = P{X1 +X2 = 4} = P{X1 = 4, X2 = 0} = P{X1 = 4}P{X2 = 0} =

=
1

20
· 19
20

=
19

400
,

P{X = 5} = P{X1 +X2 = 5} = P{X1 = 5, X2 = 0}+ P{X1 = 4, X2 = 1} =

= P{X1 = 5}P{X2 = 0}+ P{X1 = 4}P{X2 = 1} =

=
19

20
· 19
20

+
1

20
· 1

20
=

362

400
,

P{X = 6} = P{X1 +X2 = 6} = P{X1 = 5, X2 = 1} = P{X1 = 5}P{X2 = 1} =

=
19

20
· 1

20
=

19

400
.

Znaqi, moX = 5. Od druga strana, meX = 5, zatoa xto va�i

P{X ≤ 5} =
19

400
+

362

400
≥ 1

2
i P{X ≥ 5} =

362

400
+

19

400
≥ 1

2
.

ZADAQA 3.58. Edna meta se sostoi od krug br.1 i dva koncentriqni prsteni
br.2 i br.3. Pogoduvaǌeto na krugot br.1 donesuva 10 poeni, na prstenot
br.2 - 5 poeni, na prstenot br.3 - 1 poen. Verojatnosta da strelecot koj ja
pogodil metata go pogoduva krugot br.1 i prstenite br.2 i br.3 e 0,5; 0,3;
0,2 soodvetno. Neka X e vkupniot broj na poeni, dobieni pri 3 pogoduvaǌa
na metata. Najdi gi EX, DX, moX, meX.

Rexenie. Prv naqin. Definirame nastani Ai - strelecot go pogodil i-tiot
del, i = 1, 2, 3. Strelecot gaǵa 3 pati, pa razgleduvame Polinomna xema so
n = 3 i verojatnosti p1 = P (A1) = 0, 5, p2 = P (A2) = 0, 3 i p3 = P (A3) = 0, 2.
Neka Bk1,k2,k3 - nastanot Ai se realiziral toqno ki pati, i = 1, 2, 3, pri xto
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k1 + k2 + k3 = n = 3. Togax, sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite
X ∈ {10k1 + 5k2 + k3 | k1, k2, k3 ∈ {0, 1, 2, 3}, k1 + k2 + k3 = 3} so verojatnosti

P{X = 10k1 + 5k2 + k3} = P (Bk1,k2,k3) =
n!

k1!k2!k3!
pk11 pk22 pk33 =

3!

k1!k2!k3!
0, 5k10, 3k20, 2k3 ,

za k1, k2, k3 ∈ {0, 1, 2, 3}, k1 + k2 + k3 = 3, odnosno zakonot na raspredelba daden
so tabela e

x 3 7 11 12 15 16 20 21 25 30

P{X = x} 0,008 0,036 0,054 0,060 0,027 0,180 0,135 0,150 0,225 0,125

Od tabelata se presmetuva deka EX = 20, 1, DX = 38, 43, moX = 25 i meX =
20 i 21, zatoa xto va�i

P{X ≤ 20} = 0, 5 ≥ 0, 5 i P{X ≥ 20} = 0, 635 ≥ 0, 5,

P{X ≤ 21} = 0, 65 ≥ 0, 5 i P{X ≥ 22} = 0, 5 ≥ 0, 5.

Vtor naqin. Gi definirame sluqajnite promenlivi Xi - poeni dobieni
pri i-toto pogoduvaǌe na metata, i = 1, 2, 3. Togax, X1, X2, X3 se nezavisni
ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so raspredelbi

x 1 5 10
P{Xi = x} 0,2 0,3 0,5

od kade EXi = 6, 7 i DXi = 12, 81, i = 1, 2, 3. Togax, za matematiqkoto oqekuvaǌe
na X = X1 +X2 +X3 imame

EX = E(X1 +X2 +X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = 20, 1,

a od nezavisnosta na X1, X2, X3 za disperzijata na X imame

DX = D(X1 +X2 +X3) = D(X1) +D(X2) +D(X3) = 38, 43.

Za naoǵaǌe na moX i meX po�elno e da ja imame raspredelbata na X. Slu-
qajnata promenliva X prima C

3

3 = C2
5 = 10 razliqni vrednosti (toa e brojot

na razliqni zbirovi od tri sobiroci pri xto sekoj sobirok prima nekoja od
vrednostite 1, 5 ili 10). Zaradi nezavisnosta na X1, X2, X3, za raspredel-
bata na X imame

P{X = 3} = P{X1 +X2 +X3 = 3} = P{(X1, X2, X3) = (1, 1, 1)} = 0, 23 = 0, 008,

P{X = 7} = P{X1 +X2 +X3 = 7} =

= P{(X1, X2, X3) ∈ {(5, 1, 1), (1, 5, 1), (1, 1, 5)}} = 3 · 0, 22 · 0, 3 = 0, 036,

P{X = 11} = P{X1 +X2 +X3 = 11} =

= P{(X1, X2, X3) ∈ {(1, 5, 5), (5, 1, 5), (5, 5, 1)}} = 3 · 0, 2 · 0, 32 = 0, 054 itn.
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Se dobiva istata raspredelba kako i pri prviot naqin na rexavaǌeto na
zadaqata, pa odreduvaǌeto na moX i meX e na istiot naqin kako prethodno.

ZADAQA 3.59. Neka X i Y se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni
promenlivi, pri xto P{X = 1} = P{Y = 1} = p i P{X = 0} = P{Y = 0} = 1− p,
0 < p < 1. Za sluqajnata promenliva U va�i deka U = 0 koga X + Y e paren
broj i U = 1 koga X + Y e neparen broj. Pri koja vrednost na p, sluqajnite
promenlivi X i U se nezavisni?

Rexenie. Od nezavisnosna na X i Y , raspredelbata na U e

P{U = 0} = P{X + Y e paren broj} = P{X = 0, Y = 0}+ P{X = 1, Y = 1} =

= P{X = 0}P{Y = 0}+ P{X = 1}P{Y = 1} = (1− p)2 + p2,

P{U = 1} = P{X + Y e neparen broj} = P{X = 0, Y = 1}+ P{X = 1, Y = 0} =

= P{X = 0}P{Y = 0}+ P{X = 1}P{Y = 1} = 2p(1− p).

Za X i U da se nezavisni, potrebno i dovolno e da va�at slednite qetiri
ravenstva

P{X = i, U = j} = P{X = i}P{U = j}, i = 0, 1, j = 0, 1.

Za i = 0 i j = 1 imame deka P{X = 0, U = 1} = P{X = 0}P{U = 1}. Levata
strana na ravenstvoto e

P{X = 0, U = 1} = P{X = 0, X + Y = 1} = P{X = 0, Y = 1} =

= P{X = 0}P{Y = 1} = (1− p) · p.

Desnata strana na ravenstvoto e

P{X = 0}P{U = 1} = (1− p) · 2p(1− p) = 2p(1− p)2.

Znaqi, (1−p)p = 2p(1−p)2, od kade p(1−p)(1−2(1−p)) = 0 t.e. p(1−p)(2p−1) = 0,
odnosno p = 0 ili p = 1 ili p = 1

2
. Bidejḱi od uslov 0 < p < 1, sledi deka

p = 1
2
.

Se proveruva deka za p = 1
2
i ostanatite tri ravenstva se ispolneti t.e.

za p = 1
2
sluqajnite promenlivi X i U se nezavisni.

ZADAQA 3.60. Vo edna kutija ima n + 1 kartiqka pri xto n kartiqki se
oznaqeni so broevite 1, 2, ..., n soodvetno, a na (n + 1)-vata kartiqka gi ima
site broevi od 1 do n. Se izvlekuvaat dve kartiqki edna po edna so vraḱaǌe.
Gi definirame nastanite A - izvleqena e barem edna 1-ca i B - izvleqeno e
barem edno n. Neka X = IA i Y = IB. Najdi ja kovarijansata cov(X, Y ).
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Rexenie. Definirame nastani Ai - vo i-toto izvlekuvaǌe izvleqen e brojot
1, Bi - vo i-toto izvlekuvaǌe e izvleqen brojot n, i = 1, 2. Za ovie nastani
imame deka P (Ai Bi) = P (Ai Bi) = P (Ai Bi) =

1
n+1

i P (A1 B1) =
n−2
n+1

, i = 1, 2. Pri
toa, nastanite se nezavisni za i = 1, 2, bidejḱi izvlekuvaǌeto e so vraḱaǌe.
Togax, raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 0} = P (A1 B1)P (A2 B2) =

(
n− 2

n+ 1

)2

,

P{X = 0, Y = 1} = P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) =

= 2 · n− 2

n+ 1
· 1

n+ 1
+

(
1

n+ 1

)2

=
2n− 3

(n+ 1)2
,

P{X = 1, Y = 0} = P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) =

= 2 · n− 2

n+ 1
· 1

n+ 1
+

(
1

n+ 1

)2

=
2n− 3

(n+ 1)2
,

P{X = 1, Y = 1} = P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) +

+P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) +

+P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) + P (A1 B1)P (A2 B2) =

= 2 · n− 2

n+ 1
· 1

n+ 1
+ 7 ·

(
1

n+ 1

)2

=
2n+ 3

(n+ 1)2
.

Od tuka, marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y se

P{X = 0} =

(
n− 2

n+ 1

)2

+
2n− 3

(n+ 1)2
=

(
n− 1

n+ 1

)2

= P{Y = 0},

P{X = 1} =
2n− 3

(n+ 1)2
+

2n+ 3

(n+ 1)2
=

4n

(n+ 1)2
= P{Y = 1},

od kade za matematiqkite oqekuvaǌa imame

EX = EY =
4n

(n+ 1)2
, E(XY ) = P{XY = 1} = P{X = 1, Y = 1} =

2n+ 3

(n+ 1)2
.

Pa, baranata kovarijansa e

cov(X, Y ) = E(XY )− EX · EY =
2n+ 3

(n+ 1)2
−
(

4n

(n+ 1)2

)2

.

ZADAQA 3.61. Eden eksperiment se sostoi od 2 frlaǌa na kocka. Go oz-
naquvame so wij elementarniot nastan deka pri prvoto frlaǌe se padnale i
toqki, a pri vtoroto frlaǌe se padnale j toqki. Sluqajnite promenlivi X
i Y se definirani so

X(wij) = i+ j i Y (wij) =
[ i
6

]
+
[j
6

]
,
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kade [·] e cel del.
a) Najdi gi zakonite na raspredelba na X i Y , a potoa i zakonot na

raspredelba na U = X − 6Y .
b) Najdi gi verojatnostite P{X ≤ 3}, P{1

2
≤ Y ≤ 7} i P{U = 6|Y ≤ 1}.

Rexenie. Za elementarnite nastani wij imame deka P{wij} = 1/36, i = 1, 2, ..., 6,
j = 1, 2, ..., 6.

a) Sluqajnata promenliva X e zbirot na padnatite toqki na dvete kocki
i taa prima vrednosti X ∈ {2, 3, ..., 12} so verojatnosti

P{X = 2} = P{w11} = 1/36,

P{X = 3} = P{w12, w21} = 2/36,

P{X = 4} = P{w13, w22, w31} = 3/36 i.t.n.

ili so tabela
x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P{X = x} 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Sluqajnata promenliva Y e vkupen broj na padnati 6-ki na dvete kocki i
taa prima vrednosti Y = {0, 1, 2} so verojatnosti

P{Y = 0} = P{wij | i, j ∈ {1, ..., 5}} = 25/36,

P{Y = 1} = P ({w6j | j ∈ {1, ..., 5}} ∪ {wi6 | i ∈ {1, ..., 5}}) = 10/36,

P{Y = 2} = P{w66} = 1/36.

Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 2, Y = 0} = P{w11} = 1/36,

P{X = 2, Y = 1} = P (∅) = 0,

P{X = 2, Y = 2} = P (∅) = 0,
...

P{X = 7, Y = 0} = P{w25, w34, w43, w52} = 4/36,

P{X = 7, Y = 1} = P{w16, w61} = 2/36,

P{X = 7, Y = 2} = P (∅) = 0,
...

P{X = 12, Y = 0} = P (∅) = 0,

P{X = 12, Y = 1} = P (∅) = 0,

P{X = 12, Y = 2} = P{w66} = 1/36,

ili so tabela
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HH
HHHHX

Y
0 1 2

2 1/36 0 0
3 2/36 0 0
4 3/36 0 0
5 4/36 0 0
6 5/36 0 0
7 4/36 2/36 0
8 3/36 2/36 0
9 2/36 2/36 0
10 1/36 2/36 0
11 0 2/36 0
12 0 0 1/36

Sega, spored vrednostite koi gi primaat X i Y , sluqajnata promenli-
va U = X − 6Y treba da gi prima vrednostite U ∈ {−10,−9, ..., 12}, no so
ogled na raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) i nultite verojatnosti
vo soodvetnata tabela imame deka P{U = u} = 0, u ∈ {−10,−9, ...,−1}∪ {11, 12}.
Imeno, sluqajnata promenliva U e zbirot na padnatite toqki na dvete kocki
ne smetajḱi gi padnatite 6-ki. Raspredelbata na U e

P{U = 0} = P{X − 6Y = 0} = P{X = 6Y } =

= P{(X, Y ) = (12, 2)} = 1/36,

P{U = 1} = P{X − 6Y = 1} = P{X = 6Y + 1}
= P{(X, Y ) = (7, 1)} = 2/36,

P{U = 2} = P{X − 6Y = 2} = P{X = 6Y + 2}
= P{(X, Y ) ∈ {(2, 0), (8, 1)}} = 1/36 + 2/36 = 3/36, itn.

ili so tabela
u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P{U = u} 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

b) P{X ≤ 3} = P{X ∈ {2, 3}} = 1/36 + 2/36 = 3/36,
P{1

2
≤ Y ≤ 7} = P{Y ∈ {1, 2}} = 10/36 + 1/36 = 11/36,

P{U = 6|Y ≤ 1} = P{X − 6Y = 6|Y ∈ {0, 1}} = P{X−6Y=6, Y ∈{0,1}}
P{Y ∈{0,1}} =

= P{(X,Y )∈{(6,0),(12,1)}}
P{Y ∈{0,1}} = 5/36+0

25/36+10/36
= 1

7
.

ZADAQA 3.62. Eden strelec ima 4 kurxumi i gaǵa vo celta sè dodeka ne ja
pogodi dva pati edno po drugo ili ne gi potroxi site kurxumi. Verojatnosta
za pogodok vo sekoe nezavisno gaǵaǌe e p (0 < p < 1). Najdi ja raspredelbata
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na sluqajniot vektor (X, Y ), kade X e broj na pogodoci, a Y e broj na gaǵaǌa.
Najdi ja verojatnosta P{(X, Y ) ∈ (1, 3]2}.

Rexenie. Definirame nastani Ai - strelecot ja pogodil celta vo i-toto
gaǵaǌe, i = 1, 2, 3, 4, koi se nezavisni, zaradi nezavisnosta na gaǵaǌata. Od
druga strana, sluqajnite promenlivi X i Y primaat vrednosti X ∈ {0, 1, 2, 3}
i Y ∈ {2, 3, 4} soodvetno. Togax, raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 2} = P{X = 0, Y = 3} = 0,

P{X = 0, Y = 4} = P (A1 A2 A3 A4) = q4,

P{X = 1, Y = 2} = P{X = 1, Y = 3} = 0,

P{X = 1, Y = 4} = P (A1 A2 A3 A4) + P (A1 A2 A3 A4) +

+P (A1 A2 A3 A4) + P (A1 A2 A3 A4) = 4pq3,

P{X = 2, Y = 2} = P (A1 A2) = p2

P{X = 2, Y = 3} = P (A1 A2 A3) = p2q

P{X = 2, Y = 4} = P (A1 A2 A3 A4) + P (A1 A2 A3 A4) +

+P (A1 A2 A3 A4) + P (A1 A2 A3 A4) = 4p2q2

P{X = 3, Y = 2} = P{X = 3, Y = 3} = 0,

P{X = 3, Y = 4} = P (A1 A2 A3 A4) = p3q,

kade q = 1− p. Pa, baranata verojatnost e

P{(X, Y ) ∈ (1, 3]2} = P{1 < X, Y ≤ 3} = P{X, Y ∈ {2, 3}} =

= P{X = 2, Y = 2}+ P{X = 2, Y = 3}+ P{X = 3, Y = 2}+ P{X = 3, Y = 3} =

= p2 + p2q + 0 + 0 = p2(1 + q).

ZADAQA 3.63. Edna kocka se frla dva pati, pri xto so (X, Y ) oznaquvame
deka prviot pat na kockata se padnale X toqki, a vtoriot pat Y toqki. Najdi
go uslovniot zakon na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) pri uslov
X > Y i uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov X > Y .

Rexenie. Sluqajnite promenlivi X i Y se ramnomerno raspredeleni na
mno�estvoto {1, 2, 3, 4, 5, 6} i nezavisni. Znaqi P{X = i} = P{Y = i} = 1

6
,

i = 1, ..., 6, i P{X = i, Y = j} = P{X = i}P{Y = j} = 1
36
, i, j = 1, ..., 6. Pa zatoa,

P{X > Y } = P{X = 2, Y = 1}+ P{X = 3, Y = 1}+ P{X = 3, Y = 2}+

+...+ P{X = 6, Y = 5} = (1 + 2 + 3 + 4 + 5) · 1

36
=

15

36
.
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Togax, uslovniot zakon na raspredelba na (X, Y ) pri uslov X > Y e

P{(X, Y ) = (i, j) | X > Y } =
P{(X, Y ) = (i, j), X > Y }

P{X > Y }
=

P{(X, Y ) = (i, j)}
P{X > Y }

=

=
1
36
15
36

=
1

15
, za 6 ≥ i > j ≥ 1,

P{(X, Y ) = (i, j) | X > Y } =
P{(X, Y ) = (i, j), X > Y }

P{X > Y }
= 0, za 1 ≤ i ≤ j ≤ 6,

dodeka uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov X > Y e

P{X = i | X > Y } =
P{X = i,X > Y }

P{X > Y }
=

P{(X, Y ) ∈ {(i, j)|i > j}}
P{X > Y }

=

=
(i− 1) · 1

36
15
36

=
i− 1

15
, za 2 ≤ i ≤ 6,

P{X = 1 | X > Y } =
P{X = 1, X > Y }

P{X > Y }
= 0.

ZADAQA 3.64. Od mno�estvoto {1, 2, .., n}, (n ≥ 2) na sluqaen naqin eden po
eden bez vraḱaǌe se biraat dva broja X1 i X2. Ako Y = X1 + X2, najdi go
uslovniot zakon na raspredelba na X1 pri uslov Y = y.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X1 e ramnomerno raspredelena na mno�es-
tvoto {1, 2, ..., n} t.e. P{X1 = x} = 1

n
, x ∈ {1, 2, ..., n}. Sluqajnata promenliva

Y = X1 +X2 prima vrednosti Y ∈ {3, 4, ..., 2n− 1} so verojatnosti

P{Y = y} =
n∑

x=1

P{X1 = x}P{Y = y|X1 = x} =
1

n

n∑
x=1

P{X1 +X2 = y|X1 = x} =

=
1

n

n∑
x=1

P{X2 = y − x|X1 = x} =

{
1
n
· y−1
n−1

, y - neparen
1
n
· y−2
n−1

, y - paren

Togax, uslovniot zakon na raspredelba na X1 pri uslov Y = y e

P{X1 = x|Y = y} =
P{X1 = x, Y = y}

P{Y = y}
=

P{X1 = x,X1 +X2 = y}
P{Y = y}

=

=
P{X1 = x,X2 = y − x}

P{Y = y}
=

P{X1 = x}P{X2 = y − x|X1 = x}
P{Y = y}

=

=
1
n
· 1
n−1

P{Y = y}
=

{ 1
y−1

, y - neparen
1

y−2
, y - paren

,

za x ∈ {1, 2, ..., y − 1} \ {y
2
}, dodeka za ostanatite x verojatnosta e nula.
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3.5 Zadaqi za samostojna rabota
ZADAQA 3.65. Neka (Ω,F , P ) e verojatnosen prostor, kade Ω = {w1, w2, w3, w4},
F = P(Ω) i P (w1) = P (w3) =

1
3
, P (w2) = P (w4) =

1
6
.

a) Poka�i deka preslikuvaǌeto X : Ω → R dadeno so X(w1) = X(w2) = 1,
X(w3) = X(w4) = 2 e sluqajna promenliva.

b) Dokolku namesto σ-algebrata F se zeme σ-algebrata
1) F1 = {∅,Ω, {w1, w2}, {w3, w4}},
2) F2 = {∅,Ω, {w1, w3}, {w2, w4}},

dali povtorno preslikuvaǌeto X ḱe bide sluqajna promenliva?

ZADAQA 3.66. Neka A i B se nastani nad ist prostor na verojatnost (Ω,F , P ),
a IA i IB se indikatori na nastanite A i B soodvetno. Doka�i gi slednite
ravenstva:

a) IA = 1− IA,
b) IAB = IA · IB,
v) IA∪B = IA + IB − IAB,
g) IA∆B = (IA − IB)

2.

ZADAQA 3.67. Neka A1, A2, ... se nastani nad ist prostor na verojatnost
(Ω,F , P ), a IAi

e indikator na nastanot Ai, i = 1, 2, .... Doka�i go ravenstvoto

I∪+∞
i=1Ai

= IA1 + (1− IA1)IA1 + (1− IA1)(1− IA2)IA3 + ....

ZADAQA 3.68. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva
X - broj na pojavuvaǌa na �grb� pri dve nezavisni frlaǌa na moneta.

ZADAQA 3.69. Vo edna kutija od 10 disketi, 8 se ispravni. Na sluqaen
naqin se izbiraat 2 disketi. Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata
promenliva X - broj na ispravni disketi meǵu izbranite.

ZADAQA 3.70. Eden rabotnik nadgleduva 4 spravi koi rabotat nezavisno
edna od druga. Verojatnosta deka vo tekot na eden qas na spravata ne ì e
potrebno vnimanie e, 0,7 za prvata sprava, 0,75 za vtorata sprava, 0,8 za
tretata sprava i 0,9 za qetvrtata sprava. Najdi ja raspredelbata na slu-
qajnata promenliva X - broj na spravi na koi ne im e potrebno vnimanie od
strana na rabotnikot.

ZADAQA 3.71. Vo edna kutija ima 7 topqiǌa od koi 4 beli i 3 crni. Od
kutijata na sluqaen naqin odednax se izvlekuvaat 3 topqiǌa. Neka X e broj
na izvleqeni beli topqiǌa.

a) Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X.
b) Najdi ja verojatnosta na nastanot C - brojot na izvleqeni beli topqiǌa

e ednakov na brojot na crni topqiǌa ostanati vo kutijata.
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ZADAQA 3.72. Verojatnosta deka strelec ḱe ja pogodi metata pri edno stre-
laǌe e 0,8. Strelecot gaǵa sè dodeka ne ja promaxi metata. Neka X e broj
na gaǵaǌa na strelecot. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata prmenliva X.

ZADAQA 3.73. Sluqajnata promenliva X ima Poasonova raspredelba P(λ),
λ > 0. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = 2X + 6.

ZADAQA 3.74. Na sluqaen naqin tri pati se izbira eden broj od broevite
1, 2 i 3. Neka Xi e i-tiot izbran broj, i = 1, 2, 3. Neka X = (X1 +X2 +X3)/3.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X.
b) Najdi ja verojatnosta da brojot 1 bil izbran toqno dva pati.

ZADAQA 3.75. Sluqajnata promenliva X od koneqen tip gi prima vredno-
stite x1 = −1, x2 = 0 i x3 = 1. Ako e dadeno deka EX = 0, 1 i E(X2) = 0, 9,
najdi gi verojatnostite p1, p2, p3 so koi X gi prima vrednostite x1, x2, x3,
soodvetno.

ZADAQA 3.76. Sluqajnata promenliva X od koneqen tip prima dve vredno-
sti x1 i x2, (x1 < x2). Verojatnosta X da ja primi vrednosta x1 e 0,6. Najdi
go zakonot na raspredelba na X, ako EX = 1, 4 i DX = 0, 24.

ZADAQA 3.77. Sluqajnata promenliva X prima proizvolni celi pozitivni
vrednosti so verojatnosti koi opaǵaat po geometriska progresija. Najdi gi
prviot qlen i koliqnikot na taa geometriska progresija, ako EX = 10, a
potoa presmetaj ja verojatnosta P{X ≤ 10}.

ZADAQA 3.78. Kupuvaqite vleguvaat vo prodavnica spored Poasonova ras-
predelba so parametar 40 (za edinica vreme od eden qas). Ako vo tekot na
prviot qas pristignale 30 kupuvaqi, najdi ja verojatnosta deka vo prviot
qas i polovina pristignale 60 kupuvaqi.

ZADAQA 3.79. Sluqajnata promenliva X gi prima vrednostite 80, 90, 100,
110, 120, sekoja so ista verojatnost od 0,2. Najdi go zakonot na raspredelba
na sluqajnata promenliva Y = |X − EX|.

ZADAQA 3.80. Neka X e diskretna sluqajna promenliva koja prima vred-
nosti x1, x2, ..., xn soodvetno so verojatnosti p1, p2, ..., pn, p1 + p2 + ...+ pn = 1.

a) Neka site xi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n i EX = 0. Doka�i deka x1 = x2 = ... = xn = 0
ili so drugi zborovi, P{X = 0} = 1.

b) Neka DX = 0. Doka�i deka P{X = EX} = 1.

ZADAQA 3.81. Neka X e diskretna sluqajna promenliva od koneqen tip.
Doka�i deka:

a) DX ≤ E((X − xk−xm

2
)2), kade xk i xm se proizvolni vrednosti na X.
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b) DX ≤ ( b−a
2
)2, kade a i b se soodvetno najmalata i najgolemata vrednost

na X.
Koga va�i ravenstvo vo gornite neravenstva? Najdi primer koga va�i ra-
venstvo.

ZADAQA 3.82. Vo edna kutija ima 6 crveni i 4 crni topqiǌa. Od kutijata
se izvlekuvaat 3 topqiǌa, edno po edno:

a) so vraḱaǌe,
b) bez vraḱaǌe.

Najdi go oqekuvaniot broj na izvleqeni crveni topqiǌa.

ZADAQA 3.83. Se frlaat n kocki za igraǌe. Najdi gi matematiqkoto oqe-
kuvaǌe i disperzijata na zbirot na padnatite toqki na sekoja od kockite.

ZADAQA 3.84. Neka sekoj od n luǵe ja stavi svojata kapa vo edna kutija, a
potoa sekoj od niv na sluqaen naqin od kutijata odbira po edna kapa. Koj e
oqekuvaniot broj na luǵe koi ḱe si ja odberat svojata kapa?

ZADAQA 3.85. Najdi ja oqekuvanata vrednost na sumata
∑n

k=1(1 + xk), kade
xk, k = 1, 2, ..., n se sluqajno izbrani broevi od mno�estvoto {−1, 0, 1}, pri xto
sekoj izbor na broj e ednakvoverojaten.

ZADAQA 3.86. Na patot kon rabota eden qovek pominuva qetiri semafori
koi nezavisno eden od drug so verojatnost 0,4 dozvoluvaat, a so verojatnost
0,6 stopiraat ponatamoxno dvi�eǌe. Najdi go oqekuvaniot broj semafori
pokraj koi qovekot ḱe pomine do prvoto stopiraǌe.

ZADAQA 3.87. Na ramnina so mre�a sostavena od kvadrati so strana a, se
frla igla so dol�ina l (l ≥ a

√
2). Najdi go oqekuvaniot broj na preseqeni

strani na kvadrati od strana na iglata.

ZADAQA 3.88. Edna maxina e dadena na tehniqki pregled. Brojot na defek-
ti na maxinata za vreme na tehniqkiot pregled ima Poasonova raspredelba
so parametar a (a > 0). Ako za vreme na tehniqkiot pregled ne e zabele�an
defekt, maxinata prodol�uva da raboti uxte 2 qasa. Ako se zabele�ani eden
ili dva defekta, togax po otstranuvaǌeto na sekoj od niv, na maxinata ì se
prodol�uva vremeto na rabota za uxte po polovina qas za sekoj otstranet
defekt. Ako se zabele�ani poveḱe od dva defekta, togax maxinata se nosi na
remont, i po remontot ì se prodol�uva vremeto na rabota za uxte 4 qasa.
Odredi go zakonot na raspredelba na vremeto T na rabota na maxinata i
negovoto matematiqko oqekuvaǌe ET .

ZADAQA 3.89. Paradoksot Sankt Peterburg. Se izveduvaat posledova-
telni frlaǌa na fer moneta sè do pojavuvaǌeto na �grb� po prv pat. Ako pri
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prvoto frlaǌe se padne �para�, igraqot dobiva 2 dolara, ako pri vtoroto
frlaǌe se padne �para�, toj dobiva uxte 4 dolari itn., ako pri k-toto frlaǌe
se padne �para�, igraqot dobiva 2k dolari. Najdi ja oqekuvanata dobivka?

ZADAQA 3.90. Dve moneti se frlaat istovremeno sè dodeka na ednata ne
se pojavi �glava�, a na drugata �para�. Na prvata moneta paǵa �glava� so
verojatnost p1, a na vtorata moneta paǵa �glava� so verojatnost p2. Frlaǌata
na monetite se nezavisni. Neka X e broj na frlaǌa na monetite.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X i najdi gi mate-
matiqkoto oqekuvaǌe EX i disperzijata DX.

b) Koja e verojatnosta da vo poslednoto frlaǌe na prvata moneta se pad-
nalo �glava�?

ZADAQA 3.91. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so EX =
2, EY = −3, DX = 1 i DY = 2. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe EU na
sluqajnata promenliva U = 3X2Y + 2Y 2 + 1.

ZADAQA 3.92. Eden strelec izveduva dve nezavisni gaǵaǌa vo metata. Ve-
rojatnosta za pogodok na metata pri sekoe gaǵaǌe e p. Neka X e razlika meǵu
brojot na pogodoci i brojot na promaxuvaǌa na metata i Y e zbirot na brojot
na pogodoci i brojot na promaxuvaǌa na metata.

a) Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi X i Y .
b) Najdi gi EX, DX, EY i DY .

ZADAQA 3.93. Dvajca strelci, nezavisno eden od drug gaǵaat po ednax
vo meta, pri xto prviot strelec ja pogoduva metata so verojatnost p1, a
vtoriot ja pogoduva so verojatnost p2. Neka X1 e broj na pogodoci na metata
na prviot strelec, a X2 e broj na pogodoci na metata na vtoriot strelec i
neka Y = X1−X2. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y i najdi
gi EY i DY .

ZADAQA 3.94. Neka sluqajnata promenliva X ima binomna raspredelba
B(n, p). Najdi gi E(|X − np|) i D(|X − np|).

ZADAQA 3.95. Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e dadena so sled-
nata tabela.

HH
HHHHX

Y
0 1 2 P{X = a}

-1 ... ... ... 1/2
1 ... 1/2 ... 1/2

P{Y = b} 1/6 2/3 1/6

a) Odredi gi vrednostite koi nedostasuvaat.
b) Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?
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ZADAQA 3.96. Raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) e dadena so sled-
nata tabela.

HH
HHHHX

Y
1 2 5

-2 0,14 0,11 0,05
0 0,15 0,10 0
1 0,10 0,10 0,25

Najdi gi verojatnostite P{X = Y } i P{X < Y }.
ZADAQA 3.97. Fer moneta se frla ednax. Ako padne �grb�, se frla uxte
ednax. Neka X e broj na padnati �grba� i Y e broj na frlaǌa.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi gi marginalnite i uslovnite raspredelbi.
v) Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?
g) Najdi ja verojatnosta deka se padnal najmalku eden �grb�.
d) Najdi go koeficientot na korelacija na X i Y .
ǵ) Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi U = min{X, Y }, V =

max{X, Y }, S = X + Y i T = XY . Najdi gi nivnite matematiqki oqekuvaǌa.

ZADAQA 3.98. Dvajca strelci gaǵaat nezavisno eden od drug po 2 istrela
vo edna ista meta i pri toa prviot strelec so verojatnost 0,8 ja pogoduva
metata, a vtoriot strelec so verojatnost 0,6 ja pogoduva metata. Neka X e
brojot na pogodoci na prviot strelec, a Y e vkupniot broj na pogodoci na
metata.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi go oqekuvaniot broj na pogodoci na metata.
v) Najdi ja verojatnosta da dvajcata strelci ednakov broj pati ja pogodile

metata.

ZADAQA 3.99. Pri edno socioloxko istra�uvaǌe utvrdeno e deka verojat-
nosta za brojot na deca kaj familiite so 0, 1 ili 2 deca e 0,3; 0,4 i 0,3 za
0, 1 i 2 deca soodvetno. Pri toa, verojatnosta edno izbrano dete da e maxko
e ednakva so verojatnosta da e �ensko i iznesuva 0,5. Na sluqaen naqin e
izbrana edna familija od nabǉuduvanite familii. Neka X e brojot na deca
vo familijata, a Y e brojot na maxki deca meǵu decata vo familijata. Najdi
ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).

ZADAQA 3.100. Vo dve kutii se naoǵaat po 3 livqiǌa so broevite 0, 1,
2 vo I kutija i 0,-1, -2 vo II kutija. Na sluqaen naqin od sekoja od kutiite
se izvlekuva po edno livqe. Neka X e proizvod na broevite od izvleqenite
livqiǌa, a Y e zbir na broevite od izvleqenite livqiǌa.

a) Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ).
b) Najdi gi margnalnite zakoni na raspredelba na X i Y .
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ZADAQA 3.101. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i ednakvo raspre-
deleni so Bernulievi raspredelbi so parametar p = 1

2
. Neka U = X + Y i

V = |X − Y |.
a) Odredi ja raspredelbata na sluqajniot vektor (U, V ) i marginalnite

raspredelbi na sluqajnite promenlivi U i V soodvetno.
b) Dali sluqajnite promenlivi U i V se nezavisni?

ZADAQA 3.102. Neka sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i ednakvo
raspredeleni so geometriski raspredelbi so parametar p (0 < p < 1). Poka�i
deka

P{X = i | X + Y = n} =
1

n− 1
, i = 1, 2, ..., n− 1.

ZADAQA 3.103. Neka sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i imaat
binomni raspredelbi B(n1, p) i B(n2, p) soodvetno. Najdi ja uslovnata raspre-
delba na sluqajniot vektor (X, Y ) pri uslov X + Y = k, za 0 ≤ k ≤ n1 + n2.
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4

OPXTI SLUQAJNI
PROMENLIVI

4.1 Funkcija na raspredelba. Neprekinata
sluqajna promenliva

Vo delot 3.1 ja dadovme definicijata za sluqajna promenliva, i defi-
niravme diskretna sluqajna promenliva. Za da definirame sluqajna
promenliva od neprekinat tip, potreben ni e poimot za funkcija na
raspredelba na sluqajna promenliva. Neka X e sluqajna promenliva
definirana na prostorot na verojatnost (Ω,F , P ).

� Funkcijata FX : R → R definirana so

FX(x) = P{w : X(w) ≤ x} = P (X ≤ x)

se narekuva funkcija na raspredelba na sluqajnata promenliva
X.

� Teorema. Neka FX(x) e funkcija na raspredlba na sluqajnata pro-
menliva X, togax va�at slednite svojstva:

(F1) FX(x) e neopag̀aqka funkcija,

(F2) FX(x) e neprekinata od desno t.e. FX(x+) = FX(x),

(F3) lim
x→−∞

FX(x) = 0 i lim
x→+∞

FX(x) = 1.
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� Svojstvo. Neka FX(x) e funkcija na raspredelba na sluqajnata pro-
menliva X, togax, za sekoi realni broevi x1 < x2 va�i:

1) P{x1 < X ≤ x2} = FX(x2)− FX(x1)

2) P{x1 ≤ X ≤ x2} = FX(x2)− FX(x1−)

3) P{x1 ≤ X < x2} = FX(x2−)− FX(x1−)

4) P{x1 < X < x2} = FX(x2−)− FX(x1)

5) P{X = x1} = FX(x1) − FX(x1−) i ako FX(x) e neprekinata vo
x = x1, togax P{X = x1} = 0.

� Teorema. Ako FX : R → R e funkcija koja gi zadovoluva svojstvata
(F1)− (F3), togax postoi sluqajna promenliva X taka xto FX(x) e
funkcija na raspredlba na sluqajnata promenliva X.

Ako funkcija na raspredelba FX(x) e apsolutno neprekinata funkcija
t.e. ako postoi nenegativna funkcija pX : R → R taka xto

FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du,

za site x ∈ R, togax se veli deka X e apsolutno neprekinata sluqajna
promenliva, a funkcijata pX(x) se narekuva gustina na raspredelba
na sluqajnata promenliva X.

Ako funkcijata na raspredelba F (x) e neprekinata funkcija i izvodot
F ′(x) postoi i e ednakov na nula skoro sekade (osven na mno�estvo so
mera nula), togax funkcijata F (x) se narekuva singularna funkcija
na raspredelba.

� Svojstva. Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat
tip so funkcija na raspredelba FX(x) i gustina na raspredelba
pX(x). Togax, va�at slednive svojstva:

1) pX(x) ≥ 0,

2) FX(x) =
∫ x

−∞ pX(u)du, za sekoj x ∈ R,
3) F ′

X(x) = pX(x), vo toqkite na neprekinatost na pX(x),

4)
∫ +∞
−∞ pX(x) dx = 1,

5) P{X ∈ B} =
∫
B
pX(x)dx, za B ∈ B. Specijalno, P{a < X < b} =∫ b

a
pX(x) dx = FX(b)− FX(a), za sekoi a < b.
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Pova�ni raspredelbi od apsolutno neprekinat tip:

� Neprekinata ramnomerna raspredelba, X ∼ U(a, b), a < b

pX(x) =

{
1

b−a
, x ∈ (a, b)

0 , x ̸∈ (a, b)
.

� Normalna (Gausova) raspredelba, X ∼ N (m,σ2), m ∈ R, σ > 0

pX(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R.

Ako m = 0 i σ2 = 1, togax X ∼ N (0, 1) ima standardna normalna
raspredelba so gustina na raspredelba pX(x) =

1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R.

� Eksponencijalna raspredelba, X ∼ E(λ), λ > 0

pX(x) =

{
λ e−λx , x > 0
0 ,inaku

.

� Hi-kvadrat raspredelba, X ∼ χ2
n, n ∈ N

pX(x) =

{
x
n
2 −1

2
n
2 Γ(n

2
)
e−x/2 , x > 0

0 ,inaku
.

� Gama raspredelba, X ∼ Γ(α, λ), α, λ > 0

pX(x) =

{
λαxα−1

Γ(α)
e−λx , x > 0

0 ,inaku
,

kade Γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−xdx, α > 0 e Gama funkcija za koja va�i:

1) Γ(α + 1) = αΓ(α), za sekoj α > 0,

2) Γ(α)Γ(1− α) = π
sinαπ

, za sekoj 0 < α < 1,

3) Γ(n) = (n− 1)!, Γ(n+ 1
2
) = (2n−1)!!

2n

√
π, za sekoj n ∈ N.

� Koxieva raspredelba, α > 0

pX(x) =
α

π(x2 + α2)
, x ∈ R.
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ZADAQA 4.1. Najdi ja funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata pro-
menliva X od Zadaqa 3.1.

Rexenie. Zakonot na raspredelba na sluqajnata promenliva X e

x 2 3 4
P{X = x} 1/4 1/2 1/4

Pa, funkcijata na raspredelba FX(x) na X e

za x < 2, FX(x) = P{X ≤ x} = 0,

za 2 ≤ x < 3, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X = 2} =
1

4
,

za 3 ≤ x < 4, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {2, 3}} =
1

4
+

1

2
=

3

4
,

za x ≥ 4, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {2, 3, 4}} = 1,

odnosno

FX(x) =


0 , x < 2
1/4 , 2 ≤ x < 3
3/4 , 3 ≤ x < 4
1 , x ≥ 4

Da zabele�ime deka funkcijata FX(x) gi zadovoluva svojstvata (F1)-(F3), i
bidejḱi X e diskretna sluqajna promenliva, funkcijata na raspredelba e
skalesta funkcija, vidi Crte� 4.1.

0 1 2 3 4
x

1
4

3
4

1

FHxL

Crte� 4.1
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ZADAQA 4.2. Najdi ja funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata pro-
menliva X - broj na padnati toqki pri edno frlaǌe na kocka za igraǌe.
Potoa, najdi ja verojatnosta deka se padnale ne pomalku od 5 toqki.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X e ramnomerno raspredelena na mno�es-
tvoto {1, 2, 3, 4, 5, 6}, odnosno nejziniot zakon na raspredelba e

P{X = k} =
1

6
, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Pa, za funkcijata na raspredelba imame

za x < 1, FX(x) = P{X ≤ x} = 0,

za 1 ≤ x < 2, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X = 1} =
1

6
,

za 2 ≤ x < 3, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {1, 2}} =
2

6
=

1

3
,

za 3 ≤ x < 4, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {1, 2, 3}} =
3

6
=

1

2
,

za 4 ≤ x < 5, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {1, 2, 3, 4}} =
4

6
=

2

3
,

za 5 ≤ x < 6, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {1, 2, 3, 4, 5}} =
5

6
,

za x ≥ 6, FX(x) = P{X ≤ x} = P{X ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}} = 1,

odnosno

FX(x) =



0 , x < 1
1/6 , 1 ≤ x < 2
1/3 , 2 ≤ x < 3
1/2 , 3 ≤ x < 4
2/3 , 4 ≤ x < 5
5/6 , 5 ≤ x < 6
1 , x ≥ 6

Dodeka, baranata verojatnost da se padnat ne pomalku od 5 toqki e

P{X ≥ 5} = P{X = 5}+ P{X > 5} = P{X = 5}+ (1− P{X ≤ 5}) =

= (FX(5)− FX(5−)) + (1− FX(5)) = (
5

6
− 2

3
) + (1− 5

6
) =

1

6
+

1

6
=

1

3
.

ZADAQA 4.3. Sluqajnata promenliva X e dadena so nejzinata funkcija na
raspredelba FX(x), odnosno

FX(x) =


0 , x < 2
0, 5x− 1 , 2 ≤ x < 4
1 , x ≥ 4

.
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Najdi ja verojatnosta X da prima vrednosti:
a) ne pogolemi od 0,2,
b) ne pogolemi od 3,
v) pogolemi od 3,
g) pogolemi od 5.

Rexenie. Baranite verojatnosti se:
a) P{X ≤ 0, 2} = FX(0, 2) = 0,
b) P{X ≤ 3} = FX(3) = 0, 5 · 3− 1 = 0, 5,
v) P{X > 3} = 1− P{X ≤ 3} = 1− 0, 5 = 0, 5,
g) P{X > 5} = 1− P{X ≤ 5} = 1− FX(3) = 1− 1 = 0.

ZADAQA 4.4. Neka e dadena funkcijata na raspredelba na sluqajnata pro-
menliva X so

FX(x) =


0 , x < 0
x , 0 ≤ x < 0, 25
0, 5 , 0, 25 ≤ x < 0, 5
−2(x− 1)2 + 1 , 0, 5 ≤ x < 1
1 , x ≥ 1

.

Presmetaj gi verojatnostite P{X ∈ (0, 25; 0, 5]}, P{X ∈ (0, 8; 1]}, P{X = 0, 25} i
P{X = 0, 75}.

Rexenie. Da zabele�ime deka funkcijata FX(x) gi zadovoluva svojstvata
(F1)-(F3), vidi Crte� 4.2.

0 0.25 0.5 1
x

0.25

0.5

1

FHxL

Crte� 4.2

Za baranite verojatnosti imame:

P{X ∈ (0, 25; 0, 5]} = FX(0, 5)− FX(0, 25) = (−2 · (0, 5− 1)2 + 1)− 0, 5 = 0,

P{X ∈ (0, 8; 1]} = F (1)− F (0, 8) = 1− (−2 · (0, 8− 1)2 + 1) = 1− 0, 92 = 0, 08,
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P{X = 0, 25} = FX(0, 25)− FX(0, 25−) = 0, 5− 0, 25 = 0, 25,

P{X = 0, 75} = FX(0, 75)− FX(0, 75−) = FX(0, 75)− FX(0, 75) = 0.

Vproqem, za sluqajnata promenliva X dadena so ovaa funkcija na raspredel-
ba FX(x), va�i P{X = x0} = 0 za sekoj x0 ̸= 0, 25, zatoa xto FX(x) e neprekinata
vo sekoja toqka x = x0 ̸= 0, 25. Da zabele�ime deka sluqajnata promenliva koja
odgovara na ovaa funkcija na raspredelba ne e nitu od diskreten, nitu od
neprekinat tip.

ZADAQA 4.5. Dadena e funkcijata F : R → R so

F (x) =

{
0 , x < 0
x

1+x
, x ≥ 0

.

Dali F (x) e funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva? Obraz-
lo�i.

Rexenie. Da ispitame dali va�at svojstvata (F1)-(F3). Od F ′(x) = 1
(1+x)2

≥ 0

imame deka F (x) e neopaǵaqka funkcija, pa va�i (F1). Potoa, F (x) e nepreki-
nata fukcija, pa va�i (F2). I koneqno,

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

x

1 + x
= 1,

xto znaqi deka va�i i (F3). Pa, spored toa, F (x) e funkcija na raspredelba
na nekoja sluqajna promenliva.

ZADAQA 4.6. Neka e dadena funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata
promenliva X so

FX(x) =


0 , x < −2
0, 2 ,−2 ≤ x < 1
0, 5 , 1 ≤ x < 3
0, 7 , 3 ≤ x < 4
1 , x ≥ 4

.

Opredeli ja raspredelbata na X.

Rexenie. Funkcijata FX(x) e skalesta funkcija, pa X e diskretna sluqaj-
na promenliva koja prima vrednosti toqkite na prekin na FX(x) t.e. X ∈
{−2, 1, 3, 4}. Pa, zakonot na raspredelba X e

P{X = −2} = FX(−2)− F (−2−) = 0, 2− 0 = 0, 2,

P{X = 1} = FX(1)− F (1−) = 0, 5− 0, 2 = 0, 3,
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P{X = 3} = FX(3)− F (3−) = 0, 7− 0, 5 = 0, 2,

P{X = 4} = FX(4)− F (4−) = 1− 0, 7 = 0, 3,

ili so tabela
x -2 1 3 4

P{X = x} 0,2 0,3 0,2 0,3

ZADAQA 4.7. Funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X od
apsolutno neprekinat tip e dadena so

FX(x) =


0 , x < 1
k(x− 1)2 , 1 ≤ x < 3
1 , x ≥ 3

.

a) Odredi ja vrednosta na k ∈ R i gustinata na raspredeleba pX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (1, 2).

Rexenie. a) Od neprekinatosta na FX(x) imame deka

FX(3−) = FX(3) ⇒ k · (3− 1)2 = 1 ⇒ k =
1

4
,

pa funkcijata na raspredelba na X e

FX(x) =


0 , x < 1
1
4
(x− 1)2 , 1 ≤ x < 3

1 , x ≥ 3
,

od kade gustinata na raspredelba e

pX(x) = F ′
X(x) =

{
1
2
(x− 1) , 1 ≤ x < 3

0 ,inaku
.

b) P{X ∈ (1, 2)} = P{1 < X < 2} = FX(2)−FX(1) =
1
4
· (2− 1)2 − 1

4
· (1− 1)2 = 1

4
.

ZADAQA 4.8. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
a
2
x , 0 < x < 1

0 ,inaku
.

a) Odredi ja vrednosta na a ∈ R i funkcijata na raspredelba FX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (−1

2
, 1
2
).
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Rexenie. a) Od svojstvoto
∫∞
−∞ pX(x)dx = 1 imame

1 =

∫ ∞

−∞
pX(x)dx =

∫ 1

0

a

2
xdx =

a

2
· x

2

2

∣∣∣∣1
0

=
a

4
,

od kade imame deka a = 4, pa gustinata na raspredelba e

pX(x) =

{
2x , 0 < x < 1
0 ,inaku

.

Funkcijata na raspredelba izrazena preku gustinata na raspredelba e
FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du, od kade

za x < 0, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du = 0,

za 0 ≤ x < 1, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =

∫ x

0

2u du = 2
u2

2

∣∣∣∣x
0

= x2,

za x ≥ 1, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =

∫ 1

0

2u du = 1,

odnosno

FX(x) =


0 , x < 0
x2 , 0 ≤ x < 1
1 , x ≥ 1

.

(Funkcijata FX(x) e (apsolutno) neprekinata, pa pri nejzinoto defiiniraǌe
ne e va�no dali stoi znakot < ili ≤, odnosno dali stoi znakot > ili ≥.)

b) Za baranata verojatnost imame

P{X ∈ (−1

2
,
1

2
)} = P{−1

2
< X <

1

2
} =

∫ 1/2

−1/2

pX(x)dx =

=

∫ 0

−1/2

pX(x)dx+

∫ 1/2

0

pX(x)dx = 0 +

∫ 1/2

0

2x dx =
1

4
.

ZADAQA 4.9. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =


2x , 0 ≤ x < 1

2

3ax+ x2 , 1
2
≤ x < 1

0 ,inaku
.

a) Odredi ja vrednosta na a ∈ R i funkcijata na raspredelba FX(x) na X.
b) Najdi ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (1

4
, 3
4
).
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Rexenie. a) Od
∫∞
−∞ pX(x)dx = 1 imame

1 =

∫ ∞

−∞
pX(x)dx =

∫ 1/2

0

2xdx+

∫ 1

1/2

(3ax+ x2)dx = 2 · x
2

2

∣∣∣∣1/2
0

+ (3a · x
2

2
+

x3

3
)

∣∣∣∣1
1/2

=

=
1

4
+ (

3a

2
+

1

3
− 3a

8
− 1

24
) =

27a+ 13

24
,

od kade imame deka a = 11
27
, pa gustinata na raspredelba e

pX(x) =


2x , 0 ≤ x < 1

2
11
9
x+ x2 , 1

2
≤ x < 1

0 ,inaku
.

Funkcijata na raspredelba izrazena preku gustinata na raspredelba e
FX(x) =

∫ x

−∞ pX(u)du, od kade

za x < 0, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du = 0,

za 0 ≤ x <
1

2
, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =

∫ x

0

2u du = 2
u2

2

∣∣∣∣x
0

= x2,

za
1

2
≤ x < 1, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =

∫ 1/2

0

2u du+

∫ x

1/2

(
11

9
u+ u2) du =

= 2
u2

2

∣∣∣∣1/2
0

+ (
11

9
· u

2

2
+

u3

3
)

∣∣∣∣x
1/2

=
1

3
x3 +

11

18
x2 +

1

18
,

za x ≥ 1, FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =

∫ 1/2

0

2u du+

∫ 1

1/2

(
11

9
u+ u2) du = 1,

odnosno

FX(x) =


0 , x < 0
x2 , 0 ≤ x < 1

2
1
3
x3 + 11

18
x2 + 1

18
, 1
2
≤ x < 1

1 , x ≥ 1

.

b) Za baranata verojatnost imame

P{X ∈ (
1

4
,
3

4
)} = P{1

4
< X <

3

4
} =

∫ 3/4

1/4

pX(x)dx =

=

∫ 1/2

1/4

pX(x)dx+

∫ 3/4

1/2

pX(x)dx =

∫ 1/2

1/4

2x dx+

∫ 3/4

1/2

(
11

9
x+ x2) dx =

= 2
x2

2

∣∣∣∣1/2
1/4

+ (
11

9
· x

2

2
+

x3

3
)

∣∣∣∣3/4
1/2

=
135

576
= 0, 234375.
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ZADAQA 4.10. Sluqajanata promenliva X e dadena so nejzinata funkcija
na raspredelba FX(x), odnosno

FX(x) =
1

2
+

1

π
arctg x, x ∈ R.

a) Najdi ja verojatnosta X da prima vrednosti od intervalot (0, 1).
b) Najdi za koja vrednost na x1, so verojatnost 0,25, sluqajnata promen-

liva X prima vrednosti pomali od x1.

Rexenie. a) Funkcijata na raspredelba FX(x) e neprekinata funkcija i zatoa

P{X ∈ (0, 1)} = P{0 < X < 1} = FX(1)− FX(0) =

= (
1

2
+

1

π
arctg 1)− (

1

2
+

1

π
arctg 0) =

1

4
.

b) Se bara x1 za koe P{X ≥ x1} = 0, 25. Od neprekinatosta na FX(x) imame

0, 25 = P{X ≥ x1} = P{X = x1}+ P{X > x1} = P{X > x1} = 1− P{X ≤ x1},

od kade P{X ≤ x1} = 0, 75, odnosno FX(x1) = 0, 75 ili

1

2
+

1

π
arctg x1 = 0, 75.

So rexavaǌe na poslednata ravenka se dobiva x1 = 1.

ZADAQA 4.11. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X od
apsolutno neprekinat tip e pX(x) = C · arctg x, 0 < x < 1, kade C > 0 e
konstanta. Najdi ja verojatnosta X da prima vrednosti od intervalot (−1

2
, 1
2
).

Rexenie. Prvo ja odreduvame vrednosta na konstantata C od

1 =

∫ ∞

−∞
pX(x) dx = C

∫ 1

0

arctg x dx = C ·
(
x arctg x|10 −

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

)
=

= C ·

(
π

4
− 1

2
ln(1 + x2)

∣∣∣∣1
0

)
= C ·

(
π

4
− 1

2
ln 2

)
,

od kade C = 4
π−2 ln 2

, pa baranata verojatnost e

P{X ∈ (−1

2
,
1

2
)) =

∫ 1
2

− 1
2

pX(x) dx =
4

π − 2 ln 2

∫ 1
2

0

arctg x dx =

=
2

π − 2 ln 2
(arctg

1

2
− ln

5

4
) ≈ 0, 274032.
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ZADAQA 4.12. Izbirame sluqaen broj X od intervalot [2, 10] so gustina na
raspredelba od oblik p(x) = Cx, kade C > 0 e konstanta.

a) Najdi ja vrednosta na konstantata C.
b) Najdi gi verojatnostite P{X > 5} i P{X2 − 12X + 35 > 0}.

Rexenie. a) Bidejḱi
∫∞
−∞ p(x)dx = 1, imame

1 =

∫ 10

2

Cx dx = C
x2

2

∣∣∣∣10
2

= C(
100

2
− 4

2
) = 48C,

od kade C = 1/48, znaqi gustinata na raspredelba e p(x) = x/48, x ∈ [2, 10].
b) Za baranite verojatnosti imame

P{X > 5} =

∫ +∞

5

p(x)dx =

∫ 10

5

x

48
dx =

1

48
· x

2

2

∣∣∣∣10
5

=
1

48
· (100

2
− 25

2
) = 0, 78125,

odnosno

P{X2 − 12X + 35 > 0} = P{(X − 5)(X − 7) > 0} = P{X ∈ (−∞, 5) ∪ (7,+∞)} =

= 1− P{X ∈ [5, 7]} = 1−
∫ 7

5

p(x)dx = 1−
∫ 7

5

x

48
dx = 1− 1

48
·
(
x2

2

)∣∣∣∣7
5

=

= 1− 1

48
· (49

2
− 25

2
) = 1− 0, 25 = 0, 75.

ZADAQA 4.13. Eden ampermetar meri so toqnost do 0,1 amperi. Pri toa,
pri mereǌe na jaqinata na strujata toj ja dava vredosta zaokru�ena na edna
decimala. Najdi ja verojatnosta deka pri mereǌe na jaqinata na strujata ḱe
se napravi grexka pogolema od 0,02 amperi.

Rexenie. Neka X e grexka pri mereǌeto na jaqinata na strujata so amper-
metarot, togax X e ramnomerno raspredelena meǵu najmalata i najgolemata
grexka, t.e. X ∼ U(0; 0, 5), od kade gustinata na raspredelba na X e

pX(x) =

{
1

0,05
, x ∈ (0; 0, 05)

0 , x /∈ (0; 0, 05)
=

{
20 , x ∈ (0; 0, 05)
0 , x /∈ (0; 0, 05)

.

Pa, baranata verojatnost e

P{X > 0, 02} =

∫ ∞

0,02

pX(x) dx =

∫ 0,05

0,02

20 dx = 0, 6.
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ZADAQA 4.14. Edna avtobuska linija strogo se pridr�uva po rasporedot
na vozeǌe taka xto avtobusite od taa avtobuska linija pominuvaat na in-
tervali od po 5 minuti. Najdi ja verojatnosta deka, eden patnik, koj qeka na
edna od avtobuskite stanici, ḱe go qeka sledniot avtobus od taa avtobuska
linija pomalku od 3 minuti.

Rexenie. Neka X e vremenskiot moment na pristignuvaǌe na patnikot na
avtobuskata stanica, togax sluqajnata promenliva X e ramnomerno raspre-
delena meǵu dve sosedni vremenski momenti na pominuvaǌa na avtobus od
gore spomenatata avtobuska linija, t.e. X ima U(a, a+5) raspredelba, kade a
e eden vremenski moment na pominuvaǌe na eden od avtobusite od avtobuskata
linija. Togax, gustinata na raspredelba na X e

pX(x) =

{
1

a+5−a
, a < x < a+ 5

0 ,inaku
=

{
0, 2 , a < x < a+ 5
0 ,inaku

.

Baranata verojatnost e

P{a+ 2 < X < a+ 5} =

∫ a+5

a+2

pX(x) dx =

∫ a+5

a+2

0, 2 dx = 0, 6.

ZADAQA 4.15. Doka�i deka funkcijata F (x) = 0, 5 + Φ0(x), kade Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

u2

2 du e funkcijata na Laplas, e funkcija na raspredelba na nekoja
sluqajna promenliva X. Potoa najdi gi verojatnostite P{−1 ≤ X ≤ 1} i
P{X = x0}, kade x0 e proizvolen realen broj.

Rexenie. Bidejḱi 1√
2π

∫ 0

−∞ e−
u2

2 du = 0, 5 (poka�i!), imame

F (x) = 0, 5 + Φ0(x) =
1√
2π

∫ 0

−∞
e−

u2

2 du+
1√
2π

∫ x

0

e−
u2

2 du =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du,

od kade sledi deka F (x) e funkcija na raspredelba na sluqajna promenliva

X koja ima gustina na raspredelba p(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , odnosno X ∼ N (0, 1).
Vrednostite na funkcijata Φ0(x) se qitaat od Tablica 4 (Prilog B), a

funkcijata Φ0(x) e neparna funkcija t.e. Φ0(−x) = −Φ0(x).
Taka, baranite verojatnosti se

P{−1 ≤ X ≤ 1} = F (1)− F (−1) = 0, 5 + Φ0(1)− 0, 5− Φ0(−1) = 2Φ0(1) =

= 2 · 0, 34134 = 0, 68268,

P{X = x0} = F (x0)− F (x0−) = F (x0)− F (x0) = 0.
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ZADAQA 4.16. Sluqajnata promenliva X ima standardna normalna raspre-
delba N (0, 1). Najdi gi verojatnostite:

a) P{− 1
n
< X < 1

n
}, za n = 2, 3, 4,

b) P{n < X < n+ 1}, za n = 0, 1, 2, 3,
v) P{−1 < X < a}, za n = −3

4
,−1

2
,−1

4
.

Rexenie. Ako X ∼ N (0, 1), togax P{x1 < X < x2} = Φ0(x2) − Φ0(x1), kade
vrednostite na Φ0(x) se qitaat od Tablica 4 (Prilog B). Taka,

a) P{− 1
n
< X < 1

n
} = Φ0(

1
n
)− Φ0(− 1

n
) = 2Φ0(

1
n
), odnosno

n P{− 1
n
< X < 1

n
}

2 0,38292
3 0,25860
4 0,19742

b) P{n < X < n+ 1} = Φ0(n+ 1)− Φ0(n), odnosno

n P{n < X < n+ 1}
0 0,34134
1 0,13591
2 0,02140
3 0,00132

v) P{−1 < X < a} = Φ0(a)− Φ0(−1) = Φ0(1)− Φ0(−a), odnosno

a P{−1 < X < a}
−3

4
0,06797

−1
2

0,14988
−1

4
0,24263

ZADAQA 4.17. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva
Y ako:

a) Y = aX + b, a > 0, kade X ∼ U(α, β),
b) Y = − lnX, kade X ∼ U(0, 1),
v) Y = aX + b, a > 0, kade X ∼ N (m,σ2),
g) Y = 1

X
, kade X ∼ N (0, 1),

Rexenie. a) Od X ∼ U(α, β) imame deka pX(x) =
1

β−α
, za x ∈ (α, β). Za funkci-

jata na raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{aX + b < y} = P{X <
y − b

a
} = FX(

y − b

a
),

od kade za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(
y − b

a
) · 1

a
= pX(

y − b

a
) · 1

a
=

1

β − α
· 1
a
, za α <

y − b

a
< β,
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odnosno

pY (y) =
1

(aβ + b)− (aα + b)
, za aα + b < y < aβ + b,

pa Y ima povtorno ramnomerna raspredelba Y ∼ U(aα + b, aβ + b).

b) Od X ∼ U(0, 1) imame deka pX(x) = 1, za x ∈ (0, 1). Za funkcijata na
raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{− lnX < y} = P{lnX > −y} = P{X > e−y} =

= 1− P{X ≤ e−y} = 1− FX(e
−y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = −F ′

X(e
−y) · (−e−y) = pX(e

−y) · e−y = e−y, za 0 < e−y < 1,

odnosno

pY (y) = e−y, za y > 0,

pa Y ima eksponencijalna raspredelba Y ∼ E(1).

v) Od X ∼ N (m,σ2) imame deka pX(x) = 1√
2π σ

e−
(x−m)2

2σ2 , za x ∈ R. Od a) za
funkcijata na raspredelba i gustinata na raspredelba na Y = aX + b imame

FY (y) = FX(
y − b

a
) i pY (y) = pX(

y − b

a
) · 1

a
,

od kade

pY (y) =
1

a
· 1√

2π σ
e−

(
y−b
a −m)2

2σ2 =
1√

2π aσ
e−

(y−(am+b))2

2a2σ2 , za x ∈ R

pa Y ima povtorno normalna raspredelba Y ∼ N (am+ b, a2σ2).

Da zabele�ime deka ako X ∼ N (m,σ2), togax Y = X−m
σ

∼ N (0, 1).

g) Od X ∼ N (0, 1) imame deka pX(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , za x ∈ R. Za funkcijata na
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raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{ 1

X
< y} =

= P{ 1

X
< y,X < 0}+ P{ 1

X
< y,X > 0} =

= P{1 > yX,X < 0}+ P{1 < yX,X > 0} =

=

{
P{ 1

y
< X,X < 0}+ P{ 1

y
> X,X > 0} , y < 0

P{ 1
y
> X,X < 0}+ P{ 1

y
< X,X > 0} , y > 0

=

=

{
P{ 1

y
< X < 0}+ P (∅) , y < 0

P{X < 0}+ P{X > 1
y
} , y > 0

=

=

{
FX(0)− FX(

1
y
) + 0 , y < 0

FX(0) + 1− FX(
1
y
) , y > 0

=

=

{
0, 5− FX(

1
y
) , y < 0

1, 5− FX(
1
y
) , y > 0

,

pri xto iskoristivme deka FX(0) = 0, 5 (vidi Zadaqa 4.15). Togax, za gusti-
nata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = −F ′

X(
1

y
) · (− 1

y2
) = pX(

1

y
) · 1

y2
=

1√
2π y2

e
− 1

2y2 , za y ̸= 0.

ZADAQA 4.18. Sluqajnata promenliva X ima N (2, 0.52) raspredelba. Najdi
gi verojatnostite P{X2 − 5X + 6 > 0} i P{X ≤ 1 ili X2 > 4}.

Rexenie. Spored Zadaqa 4.17 v), ako X ∼ N (2, 0.52), togax X−2
0,5

∼ N (0, 1).
Zatoa,

P{X2 − 5X + 6 > 0} =

= P{(X − 2)(X − 3) > 0} = P{X ∈ (−∞, 2) ∪ (3,+∞)} =

= 1− P{2 ≤ X ≤ 3} = 1− P{2− 2

0, 5
≤ X − 2

0, 5
≤ 3− 2

0, 5
} =

= 1− P{0 ≤ X − 5

0, 1
≤ 2} = 1− Φ0(2) + Φ0(0) = 1− 0, 47725 + 0 = 0, 52275.

Za drugata verojatnost imame,

P{X ≤ 1 ili X2 > 4} =

= P{X ≤ 1}+ P{X2 > 4} − P{X ≤ 1 i X2 > 4} =

= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞)} − P{X ∈ (−∞,−2)} =

= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (−∞,−2)}+ P{X ∈ (2,+∞)} − P{X ∈ (−∞,−2)} =
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= P{X ∈ (−∞, 1]}+ P{X ∈ (2,+∞)} = 1− P{X ∈ (1, 2]} = 1− P{1 < X ≤ 2} =

= 1− P{1− 2

0, 5
<

X − 2

0, 5
≤ 2− 2

0, 5
} = 1− P{−2 <

X − 2

0, 5
≤ 0} =

= 1− Φ0(0) + Φ0(−2) = 1− Φ0(0)− Φ0(2) = 1− 0− 0, 47725 = 0, 52275.

ZADAQA 4.19. Sluqajnata promenliva X ima N (m,σ2) raspredelba. Opre-
deli ja vrednosta na λ za koja:

a) P{m− λσ < X < m+ λσ} = 1
2k
, k = 1, 2, 3,

b) P{m− λσ < X < m+ λσ} = 1
3k
, k = 1, 2, 3,

v) P{m− λσ < X < m+ λσ} = k
10
, k = 1, 2, ..., 9.

Rexenie. Ako X ima N (m,σ2) raspredelba, togax Y = X−m
σ

ima N (0, 1) ras-
predelba, vidi Zadaqa 4.17 v). Pri toa, FY (x) = 0, 5+Φ0(x), kade vrednostite
na Φ0(x) se qitaat od Tablica 4 (Prilog B).

a) Za baranite verojatnosti imame

1

2k
= P{m− λσ < X < m+ λσ} = P{−λ <

X −m

σ
< λ} = P{−λ < Y < λ} =

= FY (λ)− FY (−λ) = Φ0(λ)− Φ0(−λ) = 2Φ0(λ),

xto znaqi deka
Φ0(λ) =

1

2k+1
,

pa za razliqni vrednosti na k ja naoǵame vrednosta na Φ0(λ), a potoa i na λ:

k Φ0(λ) λ
1 0,25 0,675
2 0,125 0,32
3 0,0625 0,155

b) Sliqno, za baranite verojatnosti imame

1

3k
= P{m− λσ < X < m+ λσ} = 2Φ0(λ),

xto znaqi deka
Φ0(λ) =

1

2 · 3k
,

pa za razliqni vrednosti na k ja naoǵame vrednosta na Φ0(λ), a potoa i na λ:

k Φ0(λ) λ
1 0,16667 0,435
2 0,05556 0,14
3 0,01852 0,045



162 4. Opxti sluqajni promenlivi

v) I tuka, od

k

10
= P{m− λσ < X < m+ λσ} = 2Φ0(λ),

imame deka
Φ0(λ) =

k

20
,

pa za razliqni vrednosti na k ja naoǵame vrednosta na Φ0(λ), a potoa i na λ:

k Φ0(λ) λ
1 0,05 0,125
2 0,1 0,255
3 0,15 0,385
4 0,2 0,525
5 0,25 0,675
6 0,3 0,845
7 0,35 1,04
8 0,4 1,285
9 0,45 1,645

ZADAQA 4.20. Sluqajnata promenliva X e ramnomerno raspredelna na in-
tervalot (−π

2
, π
2
) t.e. X ∼ U(−π

2
, π
2
). Najdi ja gustinata na raspredelba pY (x)

na sluqajnata promenliva Y = sinX.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na X ∼ U(−π
2
, π
2
) e

pX(x) =

{
1
π

,−π
2
< x < π

2

0 ,inaku
.

Togax, za funkcijata na raspredelba na Y imame,

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{sinX ≤ x} = P{X ≤ arcsinx} = FX(arcsinx),

od kade gustinata na raspredelba na Y e

pY (x) = F ′
Y (x) = F ′

X(arcsinx) ·
1√

1− x2
=

1√
1− x2

· pX(arcsinx) =

=

{ 1√
1−x2 · 1

π
,−π

2
< arcsinx < π

2

0 ,inaku
=

{ 1√
1−x2 · 1

π
,−1 < x < 1

0 ,inaku
.
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ZADAQA 4.21. Sluqajnata promenliva X ima normalna raspredelba N (m,σ2)
so parametri m = 0 i σ = 1. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajnata
promenliva Y = |X|.

Rexenie. Od X ∼ N (0, 1) imame deka pX(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , za x ∈ R. Za funkcijata
na raspredelba na Y , za y ≥ 0, imame

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{|X| ≤ y} = P{−y ≤ X ≤ y} = FX(y)− FX(−y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y , za y ≥ 0, imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(y)− F ′
X(−y) · (−1) = F ′

X(y) + F ′
X(−y) =

= pX(y) + pX(−y) =
1√
2π

e−
y2

2 +
1√
2π

e−
(−y)2

2 =
2√
2π

e−
y2

2 , za y ≥ 0.

Da zabele�ime deka za y < 0, FY (y) = P{Y ≤ y} = P{|X| ≤ y} = P (∅) = 0, pa i
pY (y) = 0 za y < 0.

ZADAQA 4.22. Sluqajnata promenliva X ima standardna normalna raspre-
delba t.e. N (0, 1). Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva Y = X2.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na X ∼ N (0, 1) e

pX(x) =
1√
2π

· e−
x2

2 , x ∈ R.

Togax, za funkcijata na raspredelba na Y = X2, za x ≥ 0, imame

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{X2 ≤ x} = P{|X| ≤
√
x} =

= P{−
√
x ≤ X ≤

√
x} = FX(

√
x)− FX(−

√
x),

od kade gustinata na raspredelba na Y , za x > 0, e

pY (x) = F ′
Y (x) = F ′

X(
√
x) · 1

2
√
x
− F ′

X(−
√
x) ·

(
− 1

2
√
x

)
=

=
1

2
√
x
·
(
pX(

√
x) + pX(−

√
x)
)
=

1

2
√
x
·
( 1√

2π
e−

x
2 +

1√
2π

e−
x
2

)
=

=
1

2
√
x
· 2√

2π
e−

x
2 =

1√
2πx

e−
x
2 ,

odnosno

pY (x) =

{
1√
2πx

e−
x
2 , x > 0

0 ,inaku
,

pa Y ima hi-kvadrat raspredelba so 1 stepen na sloboda t.e. Y ∼ χ2
1.
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ZADAQA 4.23. Sluqajnata promenliva X ima Koxieva raspredelba so pa-
rametar α = 1, odnosno nejzinata gustina na raspredelba e

pX(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R.

Najdi ja gustinata na raspredelba pY (x) na sluqajnata promenliva Y = X3+2.

Rexenie. Funkcijata na raspredelnba na Y = X3 + 2 e

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{X3 + 2 ≤ x} = P{X ≤ 3
√
x− 2} = FX(

3
√
x− 2),

od kade za gustinata na raspredelba na Y , za x ̸= 2, imame

pY (x) = F ′
Y (x) = F ′

X(
3
√
x− 2) · 1

3 3
√
(x− 2)2

=
1

3 3
√
(x− 2)2

· pX( 3
√
x− 2) =

=
1

3 3
√

(x− 2)2
· 1

π(1 + 3
√
(x− 2)2)

=
1

3π
· 1

3
√

(x− 2)2 − 3
√

(x− 2)4
,

dodeka za x = 2 imame deka

FY (2) = FX(
3
√
2− 2) = FX(0) =

∫ 0

−∞

dx

π(1 + x2)
=

1

2
,

pa mo�eme pY (x) da ja dodefinirame vo x = 2 taka xto ḱe stavime pY (2) = 0,
odnosno imame

pY (x) =

{
1
3π

· 1
3
√

(x−2)2− 3
√

(x−2)4
, x ̸= 2

0 , x = 2
.

ZADAQA 4.24. Ako radiusot na eden krug ima N (1000; 0, 52) raspredelba, naj-
di ja raspredelbata na dol�inata na kru�nicata i raspredelbata na plox-
tinata na krugot.

Rexenie. Neka X e dol�inata na radiusot na krugot, togax X ∼ N (1000; 0, 52).
Neka Y e dol�inata na kru�nicata, a U e ploxtinata na krugot. Togax,
Y = 2Xπ, a U = X2π. Od Zadaqa 4.17 a), imame deka Y ima isto taka normal-
na raspredelba t.e. Y ∼ N (2π ·1000; 4π2 ·0, 52) ≡ N (2000π; π2), odnosno gustinata
na raspredelba na Y e

pY (x) =
1

π
√
2π

e−
(x−2000π)2

2π2 .
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Za funkcijata na raspredelba na U = X2π, za x ≥ 0, imame

FU(x) = P{U ≤ x} = P{X2π ≤ x} = P

{
|X| ≤

√
x

π

}
=

= P

{
−
√

x

π
≤ X ≤

√
x

π

}
= FX

(√
x

π

)
− FX

(
−
√

x

π

)
,

od kade gustinata na raspredelba, za x > 0, e

pU(x) = F ′
U(x) = F ′

X

(√
x

π

)
· 1√

π
· 1√

2x
− F ′

X

(
−
√

x

π

)
·
(
− 1√

π

)
· 1√

2x
=

= pX

(√
x

π

)
· 1√

π
· 1√

2x
+ pX

(
−
√

x

π

)
· 1√

π
· 1√

2x
=

=
1√
π
· 1√

2x
·

 1√
2π · 0, 5

e
−

(√
x
π−1000

)2
2·0,52 +

1√
2π · 0, 5

e
−

(√
x
π+1000

)2
2·0,52

 =

=
1

π
√
x
·
(
e−2
(√

x
π
−1000

)2
+ e−2

(√
x
π
+1000

)2)
.

Za x = 0, imame deka FU(0) = 2FX(0) = const., pa ja dodefinirame pU(x) = 0, za
x = 0. Dodeka pak za x < 0, imame FU(x) = P{U ≤ x} = P{X2π ≤ x} = 0, pa ja
dodefinirame pU(x) = 0, za x < 0.

ZADAQA 4.25. Neka toqkata A se naoǵa na oskata Oy na rastojanie 1 od
koordinatniot poqetok. Niz A se povlekuva proizvolna prava a koja zafaḱa
agol α so oskata Oy i pri toa raspredelbata na vrednosti na agolot α e
ramnomerna od −π

2
do π

2
. Najdi ja gustinata na raspredelba na apcisata na

toqkata B dobiena kako presek na pravata a so Ox oskata.

Rexenie. Oznaquvame so X - vrednost na agolot α, togax X ∼ U(−π
2
, π
2
), od

kade pX(x) = 1
π
, za x ∈ (−π

2
, π
2
). Od uslov na zadaqata, OA = 1, α = ÔAB, pa

bidejḱi tgα = OB
OA

, imame deka OB = tgα (vidi Crte� 4.3).
Neka Y e vrednost na apcisata na toqkata B, togax Y = tgX. Pa za fun-

kcijata na raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y < y} = P{tgX < y} = P{X < arctg y} = FX(arctg y),

od kade za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(arctg y) · 1

1 + y2
= pX(arctg y) · 1

1 + y2
=

=
1

π
· 1

1 + y2
, za −π

2
< arctg y <

π

2
,
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O

1

Α

B
x

A

y

Crte� 4.3

odnosno

pY (y) =
1

π
· 1

1 + y2
, za −∞ < y < +∞,

xto znaqi deka vrednosta na apcisata na toqkata B ima Koxieva raspredelba
so parametar α = 1.

4.2 Sluqajni vektori od apsolutno neprekinat tip

Prethodno, vo delot 3.3, definirafme sluqaen vektor i sluqaen vek-
tor od diskreten tip. Za da definirame sluqaen vektor od apsolutno
neprekinat tip, ni treba poimot za funkcija na raspredelba na slu-
qaen vektor. Neka X = (X1, X2, ..., Xn) e sluqaen vektor definiran nad
prostorot na verojatnost (Ω,F , P ).
Funkcijata FX : Rn → R definirana so

FX(x1, x2, ..., xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, ..., Xn ≤ xn)

se narekuva funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor X =
(X1, X2, ..., Xn).

� Svojstvo. Neka FX e funkcija na raspredelba na sluqajniot vektor
X = (X1, X2, ..., Xn). Togax,

(FV1) FX e neopag̀aqka funkcija po sekoj argument,

(FV2) FX e neprekinata od desno po sekoj argument,
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(FV3) lim
xk→−∞

FX(x1, x2, ..., xn) = 0, za sekoj k = 1, 2, ..., n, i

lim
x1→+∞,...,xn→+∞

FX(x1, x2, ..., xn) = 1.

Ako funkcijata na raspredelba FX(x) e apsolutno neprekinata funkcija
t.e. ako postoi nenegativna funkcija pX : Rn → R taka xto

FX(x1, x2, ..., xn) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
...

∫ xn

−∞
pX(u1, ..., un)du1...dun (4.1)

za site (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, togax X e sluqaen vektor od apsolutno ne-
prekinat tip, a funkcijata pX se narekuva gustina na raspredelba na
sluqajniot vektor X.

� Svojstvo. Neka FX(x) i pX(x) se funkcija na raspredelba i gustina
na raspredelba soodvetno na sluqajniot vektor X od apsolutno
neprekinat tip. Togax,

1) pX(x) ≥ 0, za sekoj x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

2) FX(x) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞ ...
∫ xn

−∞ pX(u1, u2, ..., un) du1du2...dun,
za sekoj x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

3) ∂nFX(x)
∂x1∂x2···∂xn

= pX(x), vo toqkite na neprekinatost na pX(x),

4)
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ ...

∫ +∞
−∞ pX(x1, x2, ..., xn) dx1dx2...dxn = 1,

5) P{X ∈ B} =
∫
B
pX(x)dx, za sekoe B ∈ Bn.

Za da go poednostavime ponatamoxnoto izlagaǌe, go razgleduvame dvo-
dimenzionalniot sluqaen vektor (X, Y ) od apsolutno neprekinat
tip so gustina na raspredelba p(x, y). Togax,

- marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y) dy i pY (y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y) dx;

- uslovnite gustini na raspredelba na X pri uslov Y = y i na Y
pri uslov X = x soodvetno se

pX(x|y) =
p(x, y)

pY (y)
, i pY (y|x) =

p(x, y)

pX(x)
.
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� Teorema. Neka X i Y se sluqajni promenlivi od apsolutno ne-
prekinat tip so gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) soodvetno, i
neka p(x, y) e gustina na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ).
Togax, X i Y se nezavisni ako i samo ako za sekoj (x, y) ∈ R2 skoro
sigurno va�i

p(x, y) = pX(x) · pY (y), za site x, y ∈ R.

� Teorema. Ako X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi od apsolut-
no neprekinat tip so gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) soodv-
etno, togax X + Y e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat
tip so gustina na raspredelba

pX+Y (u) =

∫ +∞

−∞
pX(x) · pY (u− x) dx.

Poslednata formula e poznata kako formula na konvolucionen
proizvod.

Nekoi dvodimenzionalni raspredelbi od apsolutno neprekinat tip:

� Dvodimenzionalna ramnomerna raspredelba, (X, Y ) ∼ U(B)

p(x, y) =

{ 1
m(B)

, (x, y) ∈ B

0 , (x, y) /∈ B
, B ∈ B2;

� Dvodimenzionalna normalna raspredelba,
(X, Y ) ∼ N (m1,m2, σ

2
1, σ

2
2, ρ), m1,m2 ∈ R, σ1, σ2 > 0,−1 ≤ ρ ≤ 1

p(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

×

× exp {− 1

2(1− ρ2)
[(
x−m1

σ1

)2 − 2ρ · x−m1

σ1

· y −m2

σ2

+ (
y −m2

σ2

)2]}.

ZADAQA 4.26. Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

p(x, y) =

{
c(r −

√
x2 + y2) , x2 + y2 ≤ r2

0 , x2 + y2 > r2
,

kade r ≥ 0 i c se konstanti. Opredeli ja vrednosta na c, a potoa i verojatnosta
deka toqkata (X, Y ) da padne vo krugot x2 + y2 ≤ a, a ≥ 0.
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Rexenie. Od
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ p(x, y) dx dy = 1, imame

∫∫
x2+y2≤r2

c(r −
√

x2 + y2) dx dy = 1,

od kade so premin vo polarini koordinati x = ρ cosφ, y = ρ sinφ,so Jakobijan
na transformacija ednakov na J = ρ, dobivame

1 =

∫ 2π

0

dφ

∫ r

0

c(r −
√

ρ2 cos2 φ+ ρ2 sin2 φ)ρ dρ =

=

∫ 2π

0

dφ

∫ r

0

c(r − ρ)ρ dρ =
cr3

6
· 2π,

od kade c = 3
r3π

, odnosno gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y )

e p(x, y) = 3
r3π

(r −
√
x2 + y2), x2 + y2 ≤ r2. Baranata verojatnost e

P{X2 + Y 2 ≤ a} =

∫∫
x2+y2≤a

p(x, y) dx dy =

=

∫ 2π

0

dφ

∫ √
a

0

3

r3π
(r − ρ)ρ dρ =

a

r3
(3r − 2

√
a), za a < r2

i P{X2 + Y 2 ≤ a} = 1 za a ≥ r2.

ZADAQA 4.27. Daden e sluqajniot vektor (X, Y ) so svojata gustina na ras-
predelba

p(x, y) =
a

1 + x2 + y2 + x2y2
, (x, y) ∈ R2, a ∈ R, a = const.

a) Opredeli ja vrednosta na a ∈ R.
b) Najdi gi marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno.

Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?
v) Presmetaj ja verojatnosta toqkata (X, Y ) da pripaǵa na pravoagolnikot

{(x, y) | 0 < x < 1, −1 < y < 1}.

Rexenie. a) Imame,

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y) dx dy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

a

1 + x2 + y2 + x2y2
dx dy =

= a ·
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)(1 + y2)
dx dy = a ·

( ∫ +∞

−∞

dx

1 + x2

)2
= a · π2,

od kade a = 1
π2 .
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b) Marginalnite gustini na raspredelba na X i Y se

pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy =

1

π2(1 + x2)

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
=

1

π(1 + x2)
, x ∈ R,

pY (y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dx =

1

π2(1 + y2)

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
=

1

π(1 + y2)
, y ∈ R,

i bidejḱi

pX(x) · pY (y) =
1

π(1 + x2)
· 1

π(1 + y2)
=

1

π2(1 + x2 + y2 + x2y2)
= p(x, y),

za sekoj (x, y) ∈ R2, sleduva deka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi.
v) Baranata verojatnost e

P{0 < X < 1, −1 < Y < 1} =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

1

π2(1 + x2 + y2 + x2y2)
dy =

=
1

π2
·
( ∫ 1

0

dx

1 + x2

)2
=

1

16
= 0, 0625.

ZADAQA 4.28. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen na pra-
voagolnikot Π = {(x, y) | − 1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2}. Najdi gi gustinata na
raspredelba p(x, y) i funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ), a potoa
najdi gi verojatnostite P{X ≤ −1

2
, Y ≤ 5

2
} i P{Y ≤ |X − 1

2
|}. Najdi gi margi-

nalnite raspredelbi na X i Y soodvetno. Dali X i Y se nezavisni sluqajni
promenlivi?

Rexenie. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba na pravo-
agolnikot Π = {(x, y) | − 1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2}, xto znaqi deka gustinata na
raspredelba na (X, Y ) e

p(x, y) =

{ 1
m(Π)

, (x, y) ∈ Π

0 , (x, y) /∈ Π
=

{
1
2

,−1 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2
0 ,inaku

,

kade m(Π) e ploxtinata na pravoagolnikot Π, vidi Crte� 4.4 a).
Za funkcijata na raspredelba imame F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞ p(u, v) du dv, odnosno
za x < −1 ili y < 1, F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞ 0 du dv = 0,
za −1 ≤ x < 1, 1 ≤ y < 2, F (x, y) =

∫ x

−1

∫ y

1
1
2
du dv = 1

2
(x+ 1)(y − 1),

za x ≥ 1, 1 ≤ y < 2, F (x, y) =
∫ 1

−1

∫ y

1
1
2
du dv = y − 1,

za −1 ≤ x < 1, y ≥ 2, F (x, y) =
∫ x

−1

∫ 2

1
1
2
du dv = 1

2
(x+ 1),
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za x ≥ 1, y ≥ 2, F (x, y) =
∫ 1

−1

∫ 2

1
1
2
du dv = 1,

ili

F (x, y) =


0 , x < −1 ili y < 1
1
2
(x+ 1)(y − 1) ,−1 ≤ x < 1, 1 ≤ y < 2

y − 1 , x ≥ 1, 1 ≤ y < 2
1
2
(x+ 1) ,−1 ≤ x < 1, y ≥ 2

1 , x ≥ 1, y ≥ 2

.

Baranite verojatnosti se (vidi Crte� 4.4 b))

P{X ≤ −1

2
, Y ≤ 5

2
} = F (−1

2
,
5

2
) =

1

2
· (−1

2
+ 1) =

1

4
,

P{Y ≤ |X − 1

2
|} = P{X ≥ 1

2
, Y ≤ X − 1

2
}+ P{X <

1

2
, Y ≤ 1

2
−X} =

= 0 +

∫ − 1
2

−1

dx

∫ 1
2
−x

1

1

2
dy =

1

16
.

-1 1
x

1

2

y

y=
1

2
-x

y=x+
1

2

x=
1

2

-1 1
x

1

2

y

a) b)

Crte� 4.4

Marginalnite raspredelbi na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy =

∫ 2

1

1

2
dy =

1

2
· y|21 =

1

2
, −1 < x < 1,

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx =

∫ 1

−1

1

2
dx =

1

2
· x|1−1 = 1, 1 < y < 2,

od kade zakluquvame deka X ∼ U(−1, 1) i Y ∼ U(1, 2). I bidejḱi p(x, y) =
pX(x) · pY (y) za sekoi (x, y) ∈ R2, sledi deka X i Y se nezavisni sluqajni
promenlivi.
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ZADAQA 4.29. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo tria-
golnikot ograniqen so pravite x = 0, y = 0 i x+ y = a, a > 0. Najdi gi:

a) gustinata na raspredelba p(x, y) na (X, Y ),
b) funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ),
v) marginalnite gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) na X i Y soodvetno,
g) funkciite na raspredelba FX(x) i FY (y) na X i Y soodvetno,
d) verojatnosta na nastanot X2 + Y 2 ≤ a2

4
.

Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. a) Od (X, Y ) ∼ U(T ), kade T e triagolnikot ograniqen so pravite
x = 0, y = 0 i x + y = a, a > 0, Crte� 4.5 a), so ploxtina m(T ) = a2

2
, za

gustinata na raspredelba na (X, Y ) imame

p(x, y) =

{ 1
m(T )

, (x, y) ∈ T

0 , (x, y) /∈ T
=

{
2
a2

, x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ a
0 ,inaku

.

b) Za funkcijata na raspredelba na (X, Y ) imame F (x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞ p(u, v) du dv,
odnosno

za x < 0 ili y < 0, F (x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞ 0 du dv = 0,
za 0 ≤ x < a, 0 ≤ y < a− x, F (x, y) =

∫ x

0

∫ y

0
2
a2

du dv = 2
a2
xy,

za 0 ≤ x < a, a− x ≤ y < a,
F (x, y) =

∫ a−y

0
du
∫ y

0
2
a2

dv +
∫ x

a−y
du
∫ a−u

0
2
a2

dv = 1− (1− x
a
)2 − (1− y

a
)2,

za 0 ≤ x < a, y ≥ a, F (x, y) =
∫ x

0
du
∫ a−u

0
2
a2

dv = 1− (1− x
a
)2,

za x ≥ a, 0 ≤ y < a, F (x, y) =
∫ y

0
dv
∫ a−v

0
2
a2

du = 1− (1− y
a
)2,

za x ≥ a, y ≥ a, F (x, y) =
∫ a

0
du
∫ a−u

0
2
a2

dv = 1,
ili

F (x, y) =



0 , x < 0 ili y < 0
2
a2
xy , 0 ≤ x < a, 0 ≤ y < a− x

1− (1− x
a
)2 − (1− y

a
)2 , 0 ≤ x < a, a− x ≤ y < a

1− (1− x
a
)2 , 0 ≤ x < a, y ≥ a

1− (1− y
a
)2 , x ≥ a, 0 ≤ y < a

1 , x ≥ a, y ≥ a

.

v) Marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy =

∫ a−x

0

2

a2
dy =

2

a2
· (a− x), 0 ≤ x ≤ a,

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx =

∫ a−y

0

2

a2
dy =

2

a2
· (a− y), 0 ≤ y ≤ a.
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g) Marginalnite funkcii na raspredelba na X i Y soodvetno se

FX(x) =

∫ x

−∞
pX(u)du =


∫ x

−∞ 0 du , x < 0∫ x

0
2
a2
(a− u) du , 0 ≤ x < a∫ a

0
2
a2
(a− u) du , x ≥ a

=


0 , x < 0
1− (1− x

a
)2 , 0 ≤ x < a

1 , x ≥ a
,

FY (y) =

∫ y

−∞
pY (v)dv =


∫ y

−∞ 0 dv , y < 0∫ y

0
2
a2
(a− v) dv , 0 ≤ y < a∫ a

0
2
a2
(a− v) dv , y ≥ a

=


0 , y < 0
1− (1− y

a
)2 , 0 ≤ y < a

1 , y ≥ a
.

d) Baranata verojatnost e, vidi Crte� 4.5 b),

P{X2 + Y 2 ≤ a2

4
} =

∫ π/2

0

dφ

∫ a/2

0

2

a2
ρ dρ =

π

8
≈ 0, 392699.

x+y=a
0 a

x

a

y

x+y=a
0 a

2
a

x

a
2

a

y

a) b)

Crte� 4.5

Za X i Y da se nezavisni sluqajni promenlivi, treba za sekoj (x, y) ∈ R2

da va�i pX(x) · pY (y) = p(x, y). No, za (a
2
, a
2
) ∈ R2 imame

pX(
a

2
) · pY (

a

2
) =

2

a2
(a− a

2
) · 2

a2
(a− a

2
) =

1

a2
̸= 2

a2
= p(x, y),

pa zatoa X i Y ne se nezavisni sluqajni promenlivi.

ZADAQA 4.30. Sluqajniot vektor (X, Y, Z) ima gustina na raspredelba

p(x, y, z) =
3

4π
, za x2 + y2 + z2 ≤ 1.

Najdi gi verojatnostite:
a) P{−1

2
< X < 1

2
},

b) P{− 1√
3
< X < 1√

3
, − 1√

3
< Y < 1√

3
, − 1√

3
< Z < 1√

3
},

v) P{X2 + Y 2 + Z2 ≤ 1
2
}.
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Rexenie. Proveruvame dali vaka zadadenata gustina na raspredelba na slu-
qajniot vektor (X, Y, Z) e dobro definirana. So premin vo sferni koordinati
x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ, pri xto Jakobijanot na ovaa trans-
formacija e J = ρ2 sin θ, go presmetuvame integralot∫∫∫

R3

p(x, y, z) dx dy dz =
3

4π

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

dx dy dz =

=
3

4π

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

0

ρ2 sin θ dρ = 1,

i zakluquvame deka gustinata na raspredelba e dobro definirana.
a) Marginalnata gustina na raspredelba na X e

pX(x) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dy dz =

∫∫
y2+z2≤1−x2

3

4π
dy dz =

=
3

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ √
1−x2

0

ρ dρ =
3

4
(1− x2), −1 ≤ x ≤ 1,

od kade za verojatnosta imame

P{−1

2
< X <

1

2
} =

∫ 1
2

− 1
2

pX(x) dx =

∫ 1
2

− 1
2

3

4
(1− x2) dx =

33

48
= 0, 6875.

b) Baranata verojatnost e

P{− 1√
3
< X <

1√
3
,− 1√

3
< Y <

1√
3
,− 1√

3
< Z <

1√
3
} =

=

∫ 1√
3

− 1√
3

∫ 1√
3

− 1√
3

∫ 1√
3

− 1√
3

p(x, y, z) dx dy dz =
3

4π

∫ 1√
3

− 1√
3

dx

∫ 1√
3

− 1√
3

dy

∫ 1√
3

− 1√
3

dz =
2

π
√
3
≈ 0, 367553.

v) I koneqno

P{X2 + Y 2 + Z2 ≤ 1

2
} =

∫∫∫
x2+y2+z2≤ 1

2

p(x, y, z) dx dy dz =

=
3

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ 1√
2

0

dρ

∫ √
1
2
−ρ2

−
√

1
2
−ρ2

ρ dz =
1

2
√
2
≈ 0, 353553,

pri xto trojniot integral e presmetan so premin vo cilindriqni koordinati
x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z, so Jakobijan na transformacija ednakov na J = ρ.
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ZADAQA 4.31. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni so standardni
normalni raspredelbi. Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi:

a) U1 = X + Y ,
b) U2 = X2 + Y 2,
v) U3 =

√
X2 + Y 2.

Rexenie. Dadeno e deka X ∼ N (0, 1) i X ∼ N (0, 1), pa nivnite gustini na

raspredelba se pX(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R i pY (y) =
1√
2π

e−
y2

2 , y ∈ R soodvetno.
a) Od X i Y nezavisni sluqajni promenlivi, spored formulata za konvo-

lucionen proizvod, za gustinata na raspredelba na U1 imame

pU1(u) =

∫ ∞

−∞
pX(x)pY (u− x) dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 e−
(u−x)2

2 dx =

=
1

2π
e−

u2

4

∫ ∞

−∞
e−

(2x−u)2

4 dx =
1

2
√
π
e−

u2

4

∫ ∞

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt =

=
1

2
√
π
e−

u2

4 , u ∈ R,

pri xto e stavena smena t = 1√
2
(2x−u) i iskoristeno e deka

∫∞
−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt = 1.
Od raspredelbata na U1 se gleda deka U1 ∼ N (0, 2).

b) Ako X ∼ N (0, 1), togax sluqajnata promenliva X2 ima χ2
1 raspredelba

(vidi Zadaqa 4.22), so gustina na raspredelba

pX2(x) =
1√
2πx

e−
x
2 , x > 0.

Na sliqen naqin se dobiva pY 2(y) = 1√
2πy

e−
y
2 , y > 0. Od X i Y nezavisni slu-

qajni promenlivi, sleduva deka X2 i Y 2 se nezavisni sluqajni promenlivi,
pa gustinata na raspredelba na U2 mo�e da ja dobieme spored formulata za
konvolucionen proizvod,

pU2(u) =

∫ ∞

−∞
pX2(x)pY 2(u− x) dx =

1

2π

∫ u

0

1√
x(u− x)

e−
x
2 e−

u−x
2 dx =

=
1

2π
e−

u
2

∫ u

0

dx√
x(u− x)

=
1

2π
e−

u
2

∫ 1

−1

dt√
1− t2

=
1

2
e−

u
2 , u > 0,

pri xto e stavena smena t = 2x−u
u

, odnosno U2 ima χ2
2 raspredelba.

v) Imame deka U3 =
√
U2, pri xto U2 ima nenulta raspredelba na (0,+∞)

i nula na ostatokot. Spored Zadaqa 4.118, nejzinata gustina na raspredelba
e

pU3(u) = 2u · pU2(u
2) = 2u · 1

2
e−

u2

2 = u · e−
u2

2 , u > 0.
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ZADAQA 4.32. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i normalno
raspredeleni so parametri m1 = −1, σ1 = 2 i m2 = 0, σ2 = 3 soodvetno. Najdi
ja verojatnosta deka toqkata (X, Y ) pripaǵa vo pravoagolnikot so centar vo
koordinatniot poqetok, a strani paralelni so koordinatnite oski i ednakvi
na 4 i 6.

Rexenie. Dadeno e deka X ∼ N (−1, 22) i Y ∼ N (0, 32), od kade sledi deka
X+1
2

∼ N (0, 1) i Y
3
∼ N (0, 1) (vidi Zadaqa 4.17). Sega, od nezavisnosta na X i

Y imame

P{−2 ≤ X ≤ 2, −3 ≤ Y ≤ 3} = P{−2 ≤ X ≤ 2} · P{−3 ≤ Y ≤ 3} =

= P{−2 + 1

2
≤ X + 1

2
≤ 2 + 1

2
} · P{−3

3
≤ Y

3
≤ 3

3
} =

= P{−1

2
≤ X + 1

2
≤ 3

2
} · P{−1 ≤ Y

3
≤ 1} =

= (Φ0(
3

2
)− Φ0(−

1

2
)) · (Φ0(1)− Φ0(−1)) =

= (Φ0(
3

2
) + Φ0(

1

2
)) · 2Φ0(1) =

= (0, 43319 + 0, 19146) · 2 · 0, 34134 ≈ 0, 42644.

ZADAQA 4.33. Nezavisno se izbiraat dva broja X i Y od intervalot [0, 1] so
ramnomerna gustina na raspredelba. Najdi gi verojatnostite P{X + Y < 1

2
},

P{|X − Y | < 1
2
}, P{max{X, Y } < 1

2
} i P{min{X, Y } < 1

2
}.

Rexenie. Dadeno e deka X ∼ U [0, 1] i Y ∼ U [0, 1], i pri toa tie se nezavisni
sluqajni promenlivi, xto znaqi deka gustinata na raspredelba na sluqaj-
niot vektor (X, Y ) e p(x, y) = pX(x) · pY (y) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, od kade
(X, Y ) ∼ U(Π), kade Π = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}. Togax, od Crte� 4.6 a),

P{X + Y <
1

2
} =

∫∫
x+y< 1

2

p(x, y) dx dy =

∫ 1
2

0

dx

∫ 1
2
−x

0

dy =
1

8
= 0, 125.

Od Crte� 4.6 b), kade xtrafiraniot del odgovara na sprotivniot nastan,
za vtorata verojatnost imame

P{|X − Y | < 1

2
} = 1− P{|X − Y | ≥ 1

2
} =

= 1− P{X ≥ Y, X − Y ≥ 1

2
} − P{X < Y, Y −X ≥ 1

2
} =

= 1−
∫ 1

2

0

dx

∫ 1

x+ 1
2

dy −
∫ 1

1
2

dx

∫ x− 1
2

0

dy =
3

4
= 0, 75.



4.2. Sluqajni vektori od apsolutno neprekinat tip 177

Od Crte� 4.6 v) za tretata verojatnost imame

P{max{X, Y } <
1

2
} = P{X <

1

2
, Y <

1

2
} =

∫ 1
2

0

dx

∫ 1
2

0

dy =
1

4
= 0, 25.

I koneqno, za qetvrtata verojatnost imame

P{min{X, Y } <
1

2
} = 1− P{min{X, Y } ≥ 1

2
} = 1− P{X ≥ 1

2
, Y ≥ 1

2
} =

= 1−
∫ 1

1
2

dx

∫ 1

1
2

dy = 1− 1

4
=

3

4
= 0, 75,

kade na Crte� 4.6 g) xtrafiraniot del odgovara na sprotivniot nastan.

x+y=
1

2

0 1
x

1

y

y-x=
1

2

x-y=
1

2

y=x

0 1
x

1

y

a) b)

x=
1

2

y=
1

2

0 1
x

1

y

x=
1

2

y=
1

2

0 1
x

1

y

v) g)

Crte� 4.6
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ZADAQA 4.34. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo vna-
trexnosta na kvadratot ABCD/A(1, 0), B(2, 1), C(1, 2), D(0, 1)/. Najdi gi gusti-
nata na raspredelba p(x, y) na (X, Y ), marginalnite gustini na raspredelba
pX(x) i pY (y) na X i Y soodvetno, i verojatnosta P{X > 1 | Y < 1

2
}.

Rexenie. Od (X, Y ) ∼ U(K), kade K e kvadrtatot ABCD so ploxtina m(K) =
(
√
2)2 = 2, Crte� 4.7 a), za gustinata na raspredelba na (X, Y ) imame

p(x, y) =

{ 1
m(K)

, (x, y) ∈ K

0 , (x, y) /∈ K
=

{
1
2

, (x, y) ∈ K
0 , (x, y) /∈ K

.

Marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy =

{ ∫ x+1

1−x
1
2
dy , 0 ≤ x < 1∫ 3−x

x−1
1
2
dy , 1 ≤ x < 2

=

{
x , 0 ≤ x < 1
2− x , 1 ≤ x < 2

,

pY (y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dx =

{ ∫ y+1

1−y
1
2
dy , 0 ≤ y < 1∫ 3−y

y−1
1
2
dy , 1 ≤ y < 2

=

{
y , 0 ≤ y < 1
2− y , 1 ≤ y < 2

.

Za baranata verojatnost, od Crte� 4.7 b), imame

P{X > 1 | Y <
1

2
} =

P{X > 1, Y < 1
2
}

P{Y < 1
2
}

=

∫ 3
2

1
dx
∫ 1

2

x−1
1
2
dy∫ 1

2

0
ydy

=
1
16
1
8

=
1

2
= 0, 5.

y=1-x

y=3-x

y=x-1

y=x+1

0 1 2 3
x

1

2

3

y

x=1

y=
1

2

y=x-1

0 1 2 3
x

1

2

3

y

a) b)

Crte� 4.7
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ZADAQA 4.35. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba na
triagolnikot so temiǌa A(−1, 0), B(1, 0) i C(0, 1). Najdi gi raspredelbite na
sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = max{X, Y }.

Rexenie. Go oznaquvame so T triagolnikot so temiǌa A(−1, 0), B(1, 0) i
C(0, 1). Negovata ploxtina e m(T ) =

√
2·
√
2

2
= 1, pa zatoa gustinata na ras-

predelba na sluqajniot vektor (X, Y ) koj e ramnomerno raspredelen na tria-
golnikot T e p(x, y) = 1, (x, y) ∈ T (Crte� 4.8).

y=-x+1y=x+1
0

A B

C

-1 1
x

1

y

Crte� 4.8

Funkcijata na raspredelba na U = min{X, Y } e slednata

FU(u) = P{U ≤ u} = P{min{X, Y } ≤ u} =

= 1− P{min{X, Y } > u} = 1− P{X > u, Y > u} =

=


1− 1 , u < −1∫ u

−1
dx
∫ x+1

0
dy ,−1 ≤ u < 0

1−
∫ 1−u

u
dx
∫ −x+1

u
dy , 0 ≤ u < 1

2

1− 0 , u ≥ 1
2

=

=


0 , u < −1
u2

2
+ u+ 1

2
,−1 ≤ u < 0

−2u2 + 2u+ 1
2

, 0 ≤ u < 1
2

1 , u ≥ 1
2

.

Pri toa, za −1 ≤ u < 0, koristejḱi deka
∫∫

(x,y)∈T
p(x, y) dx dy = 1, imame

1− P{X > u, Y > u} =
∫∫

(x,y)∈T
dx dy −

∫∫
(x,y)∈T, x>u, y>u

dx dy =
∫∫

(x,y)∈T, x≤u

dx dy.

Togax, gustinata na raspredelba na U = min{X, Y } e

pU(u) = F ′
U(u) =


u+ 1 ,−1 ≤ u < 0
−4u+ 2 , 0 ≤ u < 1

2

0 ,inaku
.
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Sliqno, funkcijata na raspredelba na V = max{X, Y } e

FV (v) = P{V ≤ v} = P{max{X, Y } ≤ v} = P{X ≤ v, Y ≤ v} =

=


0 , v < 0∫ v

0
dy
∫ v

y−1
dx , 0 ≤ v < 1

2

1−
∫ 1

v
dx
∫ −x+1

0
dy −

∫ 1

v
dy
∫ −y+1

y−1
dx , 1

2
≤ v < 1

1 , v ≥ 1

=

=


0 , v < 0
v2

2
+ v , 0 ≤ v < 1

2

−3
2
v2 + 3v − 1

2
, 1
2
≤ v < 1

1 , v ≥ 1

.

Pri toa, za 1
2
≤ u < 1, imame

P{X ≤ v, Y ≤ v} =
∫∫

(x,y)∈T, x≤v, y≤v

dx dy =
∫∫

(x,y)∈T
dx dy−

∫∫
(x,y)∈T, x>v

dx dy−
∫∫

(x,y)∈T, y>v

dx dy

i od
∫∫

(x,y)∈T
p(x, y) dx dy = 1 se dobiva izrazot spored koj se presmetuva fun-

kcijata na raspredelba vo toj sluqaj. Togax, gustinata na raspredelba na
V = max{X, Y } e

pV (v) = F ′
V (v) =


v + 1 , 0 ≤ v < 1

2

−3v + 3 , 1
2
≤ v < 1

0 ,inaku
.

ZADAQA 4.36. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima N (0, 0, σ2, σ2, 0) raspredelba.
Neka U =

√
X2 + Y 2 i V = X

Y
. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajniot

vektor (U, V ). Dali U i V se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Gustinata na raspredelba na (X, Y ) e

pXY (x, y) =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 , (x, y) ∈ R2.

So rexavaǌe na sistemot u =
√

x2 + y2, v = x
y
po x i y, dobivame x = ± uv√

1+v2
,

y = ± u√
1+v2

, pa za Jakobijanot na transformacijata se dobiva

J(u, v) =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ±

v√
1+v2

± u
(
√
1+v2)3

± 1√
1+v2

∓ uv
(
√
1+v2)3

∣∣∣∣∣ = − u

1 + v2
.

Togax, gustinata na raspredelba na (U, V ) e

pUV (u, v) = pXY (x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| = pXY (±
uv√
1 + v2

,± u√
1 + v2

) · | − u

1 + v2
| =

=
1

2πσ2
e
− 1

2σ2 (
u2v2

1+v2
+ u2

1+v2
) · |u|

1 + v2
=

1

2πσ2
e−

u2

2σ2 · |u|
1 + v2

, (u, v) ∈ R2.
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Marginalnite gustini na raspredelba na U i V soodvetno se

pU(u) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) dv =

|u|
2πσ2

e−
u2

2σ2

∫ ∞

−∞

1

1 + v2
dv =

|u|
2σ2

e−
u2

2σ2 , u ∈ R,

pV (v) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) du =

1

2πσ2
· 1

1 + v2

∫ ∞

−∞
|u| e−

u2

2σ2 du =
1

π(1 + v2)
, v ∈ R.

Bidejḱi

pU(u)pV (v) =
|u|
2σ2

e−
u2

2σ2 · 1

π(1 + v2)
= pUV (u, v), za site (u, v) ∈ R2,

sledi deka U i V se nezavisni sluqajni promenlivi.

ZADAQA 4.37. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo kva-
dratot so temiǌa (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1). Najdi ja raspredelbata na ploxti-
nata na pravoagolnikot so strani X i Y .

Rexenie. Ako (X, Y ) ∼ U(K), kade K e kvadrtatot so temiǌa (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1),
odnosno K = {(x, y) | 0 ≤ x, y ≤ 1}, togax m(K) = 1, pa gustinata na raspredel-
ba na (X, Y ) e

p(x, y) =

{ 1
m(K)

, (x, y) ∈ K

0 , (x, y) /∈ K
=

{
1 , (x, y) ∈ K
0 , (x, y) /∈ K

.

Neka U e ploxtinata na pravoagolnikot so strani X i Y , togax U = X · Y .
Voveduvame uxte edna sluqajna promenliva V = X. Togax, X = V i Y = U

V
,

pa Jakobijanot na transformacijata e

J(u, v) =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 0 1
1
v

− u
v2

∣∣∣∣ = −1

v
.

Zatoa, gustinata na raspredelba na (U, V ) e

pUV (u, v) = pXY (x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| = pXY (v,
u

v
) · | − 1

v
| =

=

{
1
v

, 0 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ u
v
≤ 1

0 ,inaku
=

{
1
v

, 0 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ u ≤ v
0 ,inaku

.

Togax, marginalnata gustina na raspredelna na U , odnosno raspredelbata
na ploxtinata na pravoagolnikot so strani X i Y e

pU(u) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) dv =

∫ 1

u

1

v
dv = − lnu, za 0 < u ≤ 1.
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ZADAQA 4.38. Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e da-
dena so

p(x, y) =

{
axye−(x2+y2) , x > 0, y > 0
0 ,inaku

.

Opredeli ja vrednosta na a, marginalnite raspredelbi na X i Y , soodvetno
i uslovnite gustini na raspredelba na X i Y pri uslov Y = y (y > 0) i X = x
(x > 0) soodvetno. Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

Rexenie. Od
∫∞
−∞

∫∞
−∞ p(x, y) dx dy = 1 imame

1 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

axye−(x2+y2) dx dy = a

(∫ ∞

0

xe−x2

dx

)2

= a

(
1

2

)2

,

od kade dobivame deka a = 4, xto znaqi deka gustinata na raspredelba na
(X, Y ) e

p(x, y) =

{
4xye−(x2+y2) , x > 0, y > 0
0 ,inaku

.

Marginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno se

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dy =

∫ ∞

0

4xye−(x2+y2) dy = 4xe−x2

∫ ∞

0

ye−y2 dy =

= 4xe−x2 · 1
2
= 2xe−x2

, x > 0,

pY (y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y) dx = 2ye−y2 , y > 0.

I bidejḱi,

pX(x) · pY (y) = 2xe−x2 · 2ye−y2 = 4xye−(x2+y2) = p(x, y), x > 0, y > 0,

dodeka pak za x ≤ 0 ili y ≤ 0, imame deka pX(x) · pY (y) = 0 = p(x, y), xto znaqi
deka pX(x) · pY (y) = p(x, y), za site (x, y) ∈ R2. Sledi deka X i Y se nezavisni
sluqajni promenlivi.
Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = y (y > 0) e

pX(x|y) =
p(x, y)

pY (y)
=

4xye−(x2+y2)

2ye−y2
= 2xe−x2

, x > 0,

dodeka pak uslovniot zakon na raspredelba na Y pri uslov X = x (x > 0) e

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
=

4xye−(x2+y2)

2xe−x2 = 2ye−y2 , y > 0.
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ZADAQA 4.39. Neka p(x, y, z) = 1
8
e−|x|−|y|−|z|, (x, y, z) ∈ R3 e gustina na ras-

predelba na sluqajniot vektor (X, Y, Z). Opredeli ja uslovnata gustina na
raspredelba na (X, Y ) pri uslov Z = z i uslovnata gustina na raspredel-
ba na X pri uslov (Y, Z) = (y, z). Dali X, Y i Z se nezavisni (vo celina)
sluqajni promenlivi?

Rexenie. Marginalnata gustina na raspredelba na Z e

pZ(z) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dx dy =

1

8

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
e−|x|−|y|−|z| dy =

=
1

8
e−|z|

(∫ ∞

−∞
e−|x| dx

)2

=
1

8
e−|z| · 22 = 1

2
e−|z|, z ∈ R,

i togax uslovnata gustina na raspredelba na (X, Y ) pri uslov Z = z e

p(x, y|z) = p(x, y, z)

pZ(z)
=

1
8
e−|x|−|y|−|z|

1
2
e−|z| =

1

4
e−|x|−|y|, (x, y) ∈ R2.

Potoa, marginalnata gustina na raspredelba na (Y, Z) e

pY Z(y, z) =

∫ ∞

−∞
p(x, y, z) dx =

1

8

∫ ∞

−∞
e−|x|−|y|−|z| dx =

1

8
e−|y|−|z|

∫ ∞

−∞
e−|x| dx

=
1

8
e−|y|−|z| · 2 =

1

4
e−|y|−|z|, (y, z) ∈ R2,

pa uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov (Y, Z) = (y, z) e

p(x|y, z) = p(x, y, z)

pY Z(y, z)
=

1
8
e−|x|−|y|−|z|

1
4
e−|y|−|z| =

1

2
e−|x|, x ∈ R.

Sliqno kako marginalnata gustina na raspredelba na Z, se dobivaat i mar-
ginalnite gustini na raspredelba na X i Y soodvetno t.e.

pX(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R i pY (y) =

1

2
e−|y|, y ∈ R.

Togax od

pX(x) · pY (y) · pZ(z) =
1

2
e−|x| · 1

2
e−|y| · 1

2
e−|z| =

1

8
e−|x|−|y|−|z| = p(x, y, z),

za sekoj (x, y, z) ∈ R3, sledi deka X, Y i Z se nezavisni sluqajni promenlivi.
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ZADAQA 4.40. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba vo
vnatrexnosta na triagolnikot T so temiǌa A(0, 0), B(3, 0) i C(2, 1). Najdi ja
uslovnata raspredelba na Y pri uslov X ∈ (1, 2) i uslovnata raspredelba na
Y pri uslov X ∈ (2, 3). Najdi ja verojatnosta P{X ≥ 1, Y ≥ 1

2
}.

Rexenie. Ploxtinata na triagolnikot T e m(T ) = 3·1
2

= 3
2
, vidi Crte� 4.9

a), pa gustinata na raspredelba na (X, Y ) e

p(x, y) =

{ 1
m(T )

, (x, y) ∈ T

0 , (x, y) /∈ T
=

{
2
3

, (x, y) ∈ T
0 , (x, y) /∈ T

.

y=
x

2

y=3-x

A B

C

2 3
x

1

3

y=
x

2

y=
1

2

x=1

y=3-x

A B

C

2 3
x

1

3

y

a) b)

Crte� 4.9

Marginalnata gustina na raspredelba na X e

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =


∫ x

2

0
2
3
dy , 0 ≤ x < 2∫ 3−x

0
2
3
dy , 2 ≤ x < 3

0 ,inaku
=


x
3

, 0 ≤ x < 2
2
3
(3− x) , 2 ≤ x < 3

0 ,inaku
.

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X ∈ (1, 2) e

pY (y|X ∈ (1, 2)) =

∫
(x,y)∈T, x∈(1,2)

p(x, y) dx∫
x∈(1,2)

pX(x) dx
=


∫ 2
1

2
3
dx∫ 2

1
x
3
dx

, 0 ≤ y < 1
2∫ 2

2y
2
3
dx∫ 2

1
x
3
dx

, 1
2
≤ y < 1

0 ,inaku

=

=


4
3

, 0 ≤ y < 1
2

8
3
(1− y) , 1

2
≤ y < 1

0 ,inaku
.
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Analogno, uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X ∈ (2, 3) e

pY (y|X ∈ (2, 3)) =

∫
(x,y)∈T, x∈(2,3)

p(x, y) dx∫
x∈(2,3)

pX(x) dx
=

{ ∫ 3−y
2

2
3
dx∫ 3

2
2
3
(3−x) dx

, 0 ≤ y < 1

0 ,inaku
=

=

{
2(1− y) , 0 ≤ y < 1
0 ,inaku

.

Potoa, vidi Crte� 4.9 b),

P{X ≥ 1, Y ≥ 1

2
} =

∫∫
(x,y)∈T, x≥1, y≥ 1

2

p(x, y) dx dy =

∫ 1

1
2

dy

∫ 3−y

2y

2

3
dx =

1

4
.

ZADAQA 4.41. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so U(0, 1)
raspredelbi. Poka�i deka i X pri uslov X + Y = z, za z ∈ (0, 2), z = const.,
ima isto taka ramnomerna raspredelba.

Rexenie. Gustinite na raspredelba na X ∼ U(0, 1) i Y ∼ U(0, 1) se

pX(x) =

{
1 , 0 < x < 1
0 ,inaku

i pY (y) =

{
1 , 0 < y < 1
0 ,inaku

,

soodvetno. Potoa, od X i Y nezavisni sluqajni promenlivi, gustinata na
raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

pXY (x, y) = pX(x) · pY (y) =
{

1 , 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 ,inaku

ili (X, Y ) ∼ U({(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < 1}).
Definirame novi sluqajni promenlivi U = X i V = X + Y . Za da ja

najdeme gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (U, V ), potreben ni e
Jakobijanot na transformacijata x = u, y = v − u, odnosno

J(u, v) =

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 0
−1 1

∣∣∣∣ = 1.

Togax, gustinata na raspredelba na (U, V ) e (Crte� 4.10)

pUV (u, v) = pXY (x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| = pXY (u, v − u) · 1 =

=

{
1 , 0 < u < 1, 0 < v − u < 1
0 ,inaku

=

{
1 , 0 < u < 1, u < v < u+ 1
0 ,inaku

.
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v=u

v=u+1

1
u

1

2

v

Crte� 4.10

Dobivme deka vektorot (U, V ) e ramnomerno raspredelen na xtrafiranata
oblast na Crte� 4.10. Togax, gustinata na raspredelba na V = X + Y ja
barame kako marginalna gustina na raspredelba t.e.

pX+Y (v) = pV (v) =

∫ ∞

−∞
pUV (u, v) du =

=

{ ∫ v

0
du , 0 < v < 1∫ 1

v−1
du , 1 ≤ v < 2

=

∫ min{v,1}

max{0,v−1}
du, 0 < v < 2 =

= min{v, 1} −max{0, v − 1}, 0 < v < 2.

Pa, za uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov X + Y = z, z ∈ (0, 2)
imame

pX(x|X + Y = z) = pU(x|V = z) =
pUV (x, z)

pV (z)
=

1

min{z, 1} −max{0, z − 1}
,

za 0 < x < 1, 0 < z − x < 1 t.e. za 0 < x < 1, z − 1 < x < z, odnosno za
max{0, z − 1} < x < min{z, 1}. Znaqi, X|X + Y = z ∼ U(max{0, z − 1},min{z, 1}).
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4.3 Matematiqko oqekuvaǌe.
Uslovno matematiqko oqekuvaǌe

Prethodno, vo delot 3.2 gi dadovme definicijata i svojstvata na mate-
matiqkoto oqekuvaǌe na diskretna sluqajna promenliva. Matematiqko-
to oqekuvaǌe na proizvolna sluqajna promenliva X : Ω → R definirana
nad prostorot na verojatnost (Ω,F , P ) se definira vo tri qekori:

(i) Neka X : Ω → R e nenegativna diskretna sluqajna promenliva
koja prima vrednosti xk ≥ 0, k = 1, 2, ... so zakon na raspredelba na
verojatnosti P{X = xk} = pk, k = 1, 2, ... i xk ≥ 0. Togax, matema-
tiqko oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X e

EX =
∞∑
k=1

xkpk.

Ako sumata od desnata strana na ravenstvoto konvergira, togax
matematiqkoto oqekuvaǌe e koneqno, ako divergira, togax zemame
deka EX = +∞.

(ii) Neka X : Ω → R e proizvolna nenegativna sluqajna promenliva
i neka (Xn) e niza od nenegativni diskretni sluqajni promenlivi,
taka xto Xn(w) → X(w), koga n → +∞ i pri toa konvergencijata e
ramnomerna na Ω. Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata
promenliva X se definira so

EX = lim
n→+∞

E(Xn).

(iii) Neka X : Ω → R e proizvolna sluqajna promenliva. Togax,

X+ = max{X, 0}, i X− = max{−X, 0},

se nenegativni sluqajni promenlivi. Ako barem edno od matema-
tiqkite oqekuvaǌa E(X+) i E(X−) e koneqno, definirame matema-
tiqko oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva X so

EX = E(X+)− E(X−).

Ako E(X+) = E(X−) = +∞, togax velime deka matematiqkoto oqe-
kuvaǌe na sluqajnata promenliva X ne postoi.
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� Teorema. Neka X : Ω → R e sluqajna promenliva od apsolutno
neprekinat tip so funkcija na raspredelba F (x) i gustina na
raspredelba p(x) i neka g : R → R e Borelova funkcija. Togax,
postoi koneqno matematiqko oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva
g(X) ako i samo ako

∫ +∞
−∞ |g(x)|p(x)dx < +∞, i pri toa va�i

E(g(X)) =

∫ +∞

−∞
g(x)p(x)dx.

Specijalno, za g(x) = x, dobivame deka matematiqkoto oqekuvaǌe
na X, ako postoi, e ednakvo na

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x)dx.

Kako i kaj diskretnite sluqajni promenlivi vo delot 3.2, taka i tuka se
definiraat brojni karakteristiki na proizvolna sluqajna promenliva
za koi va�at istite svojstva. Zaradi kompletnost gi izlo�uvame i tuka
vo celost.

� Za n ∈ N, matematiqkoto oqekuvaǌe na Xn, odnosno E(Xn), ako po-
stoi, se narekuva n-ti moment na X.

� Za n ∈ N, matematiqkoto oqekuvaǌe na (X − EX)n, odnosno E((X −
EX)n), ako postoi, se narekuva n-ti centralen moment na X. Vto-
riot centralen moment na X se narekuva disperzija ili varijansa
na sluqajnata promenliva X, i se oznaquva so DX = E((X − EX)2)
ili σ2

X ili V ar(X). Kvadratniot koren od disperzijata se narekuva
standardna devijacija, i se oznaquva so σX =

√
DX.

� Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip so
funkcija na raspredelba F (x) i gustina na raspredelba p(x). Moda
na X e vrednosta moX vo koja p(x) dostignuva maksimum, a medi-
jana na X e onaa vrednost meX za koja F (meX) = 0, 5.

� Svojstva. Neka X i Y se proizvolni sluqajni promenlivi za koi
postojat matematiqkite oqekuvaǌa i neka c e realen broj. Togax,

(a) E(c) = c,

(b) E(cX) = cEX,

(v) |EX| ≤ E|X|,
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(g) E(X + Y ) = EX + EY ,

(d) DX ≥ 0 i DX = 0 ako i samo ako ∃a = const., P{X = a} = 1,

(ǵ) D(cX) = c2DX i D(c+X) = DX,

(e) DX = E(X2)− (EX)2,

(�) ako X i Y se nezavisni, togax E(XY ) = EX · EY ,

(z) ako X i Y se nezavisni, togax D(X + Y ) = DX +DY ,

(s) ako X i Y se nezavisni, togax D(XY ) ≥ DX ·DY ,

(i) ako X = Y skoro sigurno, togax EX = EY ,

(j) ako X ≤ Y skoro sigurno, togax EX ≤ EY .

� Teorema. (Neravenstvo na Markov) Neka X e sluqajna promenli-
va koja prima samo nenegativni vrednosti. Togax, za sekoj ε > 0
va�i neravenstvoto

P{X ≥ ε} ≤ EX

ε
.

� Teorema. (Neravenstvo na Qebixev) Neka X e proizvolna slu-
qajna promenliva so koneqno matematiqko oqekuvaǌe. Togax, za
sekoj ε > 0 va�i neravenstvoto

P{|X − EX| ≥ ε} ≤ DX

ε2
.

Neka X i Y se proizvolni sluqajni promenlivi so 0 < DX < +∞ i
0 < DY < +∞. Kako vo delot 3.3, taka i tuka, gi definirame slednite
brojni karakteristiki:

- Kovarijansa na X i Y e brojot definiran so

cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E(XY )− EX · EY.

- Koeficient na korelacija na X i Y e brojot definiran so

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√
DX ·

√
DY

=
E(XY )− EX · EY√

DX ·
√
DY

.

� Teorema. Za proizvolnite sluqajni promenlivi X i Y va�i

D(X ± Y ) = DX +DY ± 2cov(X, Y ).
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� Teorema. Ako X i Y se nezavisni proizvolni sluqajni promenlivi,
togax cov(X, Y ) = 0 i ρ(X, Y ) = 0.

� Teorema. Za koeficientot na korelacija na proizvolnite sluqajni
promenlivi X i Y va�i |ρ(X, Y )| ≤ 1.

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost i neka X : Ω → R e proizvolna
sluqajna promenliva za koja postoi matematiqkoto oqekuvaǌe EX.

� Neka A ∈ F e proizvolen nastan so P (A) > 0. Uslovno matemati-
qko oqekuvaǌe na X vo odnos na nastanot A se definira so

E(X|A) = E(XIA)

P (A)
,

kade IA e sluqajnata promenliva indikator na nastanot A.

� Neka Y : Ω → R e diskretna sluqajna promenliva koja prima vred-
nosti y1, y2, ... so verojatnosti P{Y = yk}, k = 1, 2, ... soodvetno. Us-
lovno matematiqko oqekuvaǌe na X vo odnos na diskretnata
sluqajna promenliva Y e sluqajnata promenliva E(X|Y ) koja pri-
ma vrednosti E(X|{Y = yk}) so verojatnosti P{Y = yk}, k = 1, 2, ...
soodvetno.

� Neka Y : Ω → R e proizvolna sluqajna promenliva i neka σ(Y ) e σ-
algebrata generirana od Y . Uslovno matematiqko oqekuvaǌe na
X vo odnos na sluqajnata promenliva Y e sluqajnata promenliva
E(X|Y ) koja e σ(Y )-merliva i za koja va�i

E(XIA) = E(E(X|Y )IA), za sekoj nastan A ∈ σ(Y ).

� Neka e definirano uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|Y ). Us-
lovna disperzija na X vo odnos na Y e sluqajnata promenliva

D(X|Y ) = E((X − E(X|Y ))2|Y ).

� Svojstva. Neka X,X1, X2, Y, Z se sluqajni promenlivi, pri xto EX,
EX1 i EX2 postojat i se koneqni, i neka a, b, c ∈ R. Togax,

(a) ako X = c skoro sigurno, togax E(X|Y ) = c skoro sigurno,

(b) ako X1 ≤ X2 skoro sigurno, togax E(X1|Y ) ≤ E(X2|Y ) skoro
sigurno,
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(v) |E(X|Y )| ≤ E(|X||Y ) skoro sigurno,

(g) E(aX1 + bX2|Y ) = aE(X1|Y ) + bE(X2|Y ) skoro sigurno,

(d) ako Z e funkcija od Y , togax

E(E(X|Y )|Z) = E(E(X|Z)|Y ) = E(X|Z) skoro sigurno,

(g) E(E(X|Y )) = EX,

(e) ako X i Y se nezavisni, togax E(X|Y ) = EX skoro sigurno.

(�) ako X1 e funkcija od Y , togax

E(X1X2|Y ) = X1E(X2|Y ) skoro sigurno,

(z) D(X|Y ) = E(X2|Y )− (E(X|Y ))2.

ZADAQA 4.42. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

p(x) =

{
−3

4
x2 + 9

2
x− 6 , x ∈ (2, 4)

0 ,inaku
.

Najdi gi EX, DX, moX i meX.

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x) dx =

∫ 4

2

x(−3

4
x2 +

9

2
x− 6) dx = 3.

Vtoriot moment e

EX2 =

∫ ∞

−∞
x2p(x) dx =

∫ 4

2

x2(−3

4
x2 +

9

2
x− 6) dx =

46

5
,

pa disperzijata e

DX = EX2 − (EX)2 =
46

5
− 32 =

1

5
.

Od p′(x) = −3
2
x + 9

2
= 0, dobivame x = 3, i bidejḱi p′′(3) = −3

2
< 0, sledi deka

p(x) dostignuva maksimum vo x = 3 na intervalot (2, 4), znaqi moX = 3.
Medijanta na X se naoǵa so rexavaǌe na ravenkata F (x) = 0, 5, odnosno

0, 5 = F (x) = P{X ≤ x} =

∫ x

−∞
pX(u) du =

∫ x

2

(−3

4
u2 +

9

2
u− 6) du =

= −1

4
x3 +

9

4
x2 − 6x+ 5, za 2 ≤ x < 4,
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od kade se dobiva

(x− 3)(x− 3 +
√
3)(x− 3−

√
3) = 0,

pa x = 3 e edinstvenoto rexenie od intervalot (2, 4), xto znaqi deka meX = 3.

ZADAQA 4.43. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

p(x) =

{
1
2
cosx , x ∈ (−π

2
, π
2
)

0 inaku
.

Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promenliva
Y = | sinX|.

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe na Y e

EY = E| sinX| =
∫ ∞

−∞
| sinx|p(x) dx =

1

2

∫ π
2

−π
2

| sinx| cosx dx =

= −1

2

∫ 0

−π
2

sinx cosx dx+
1

2

∫ π
2

0

sinx cosx dx =

= −1

2

∫ 0

−π
2

sinx d(sinx) +
1

2

∫ π
2

0

sinx d(sinx) =

= −1

2

sin2 x

2

∣∣∣∣0
−π

2

+
1

2

sin2 x

2

∣∣∣∣π2
0

=
1

2
.

Vtoriot moment na Y e

EY 2 = E| sinX|2 =
∫ ∞

−∞
| sinx|2p(x) dx =

1

2

∫ π
2

−π
2

sin2 x cosx dx =

=
1

2

∫ π
2

−π
2

sin2 x d(sinx) =
1

2

sin3 x

3

∣∣∣∣π2
−π

2

=
1

3
.

Togax, disperzijata na Y e

DY = EX2 − (EX)2 =
1

3
− (

1

2
)2 =

1

12
.

ZADAQA 4.44. Neka sluqajnata promenliva X ima U(a, b), a < b raspredelba.
Najdi gi EX i DX.
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Rexenie. Gustinata na raspredelba na X e p(x) = 1
b−a

, a < x < b, pa matema-
tiqkoto oqekuvaǌe e

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x) dx =

∫ b

a

x

b− a
dx =

1

b− a
· x

2

2

∣∣∣∣b
a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2
.

Vtoriot moment e

EX2 =

∫ ∞

−∞
x2p(x) dx =

∫ b

a

x2

b− a
dx =

1

b− a
· x

3

3

∣∣∣∣b
a

=
b3 − a3

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3
,

pa za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 =
a2 + ab+ b2

3
−
(
a+ b

2

)2

=
(b− a)2

12
.

ZADAQA 4.45. Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na slu-
qajnata promenliva X so funkcija na raspredelba

F (x) =


0 , x < −2
x
4
+ 1

2
,−2 ≤ x < 2

1 , x ≥ 2
.

Rexenie. Za funkcijata F (x) imame deka limx→−∞ F (x) = 0 i limx→+∞ F (x) = 1,
a od F ′(x) = 1

4
≥ 0, −2 ≤ x < 2, limx→−2− F (X) = 0 = F (−2) i limx→2− F (X) = 1 =

F (2), imame deka F (x) e neopaǵaqka neprekinata funkcija. Togax, gustinata
na raspredelba na X e

p(x) = F ′(x) =
1

4
≥ 0, −2 < x < 2,

odnosno X ima U(−2, 2) raspredelba, pa za matematiqkoto oqekuvaǌe i dis-
perzijata imame deka se ednakvi na

EX =
−2 + 2

2
= 0 i DX =

(2 + 2)2

12
=

4

3
.

ZADAQA 4.46. Sluqajnata promenliva X e ramnomerno raspredelena na
intervalot (−1, 1). Najdi gi E(2X + 3) i E(X2 + 1).
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Rexenie. Od X ∼ U(−1, 1) imame deka EX = −1+1
2

= 0 i DX = (1+1)2

12
= 1

3
. Od

tuka
E(2X + 3) = 2EX + 3 = 2 · 0 + 3 = 3,

E(X2 + 1) = E(X2) + 1 = DX + (EX)2 + 1 =
1

3
+ 02 + 1 =

4

3
.

ZADAQA 4.47. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi, taka xto
X ∼ U(−1, 3) raspredelba, a Y = 2X − 1.

a) Odredi ja disperzijata na sluqajnata promenliva XY .
b) Najdi ja verojatnosta P{X2 ≤ 1− Y }.

Rexenie. Od X ∼ U(−1, 3) imame deka EX = −1+3
2

= 1 i DX = (3+1)2

12
= 4

3
.

Od Zadaqa 4.17 a) i Y = 2X − 1, sledi deka Y ∼ U(2 · (−1) − 1, 2 · 3 − 1) t.e.
Y ∼ U(−3, 5), od kade EY = −3+5

2
= 1 i DY = (5+3)2

12
= 16

3
.

a) Koristejḱi ja nezavisnosta na X i Y i svojstvata na matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzijata, imame

D(XY ) = E(XY )2 − (E(XY ))2 = E(X2Y 2)− (E(XY ))2 =

= E(X2) · E(Y 2)− (EX · EY )2 = (DX + (EX)2) · (DY + (EY )2)− (EX · EY )2 =

= (
4

3
+ 12) · (16

3
+ 12)− (1 · 1)2 = 124

9
≈ 13, 777778.

0

y=-x2
+1

-1 2 3
x

-3

1

5

y

Crte� 4.11

b) Gustinite na raspredelba na X i Y soodvetno se pX(x) =
1
4
, za −1 < x < 3

i pY (y) =
1
8
, za −3 < y < 5. Od nezavisnosta na X i Y imame deka gustinata
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na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e p(x, y) = pX(x) · pY (y) = 1
32
, za

−1 < x < 3, −3 < y < 5. Togax, za baranata verojatnost imame (Crte� 4.11)

P{X2 ≤ 1− Y } =

∫∫
x2≤1−y

p(x, y) dx dy =

∫ 2

−1

dx

∫ −x2+1

−3

1

32
dy =

9

32
= 0, 28125.

ZADAQA 4.48. Neka sluqajnata promenliva X ima N (m,σ2), m ∈ R, σ > 0
raspredelba. Najdi gi EX i DX.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na X e p(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−m)2

2σ2 , x ∈ R. Togax,
za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =

∫ +∞

−∞
xp(x)dx =

1√
2πσ2

∫ +∞

−∞
xe−

(x−m)2

2σ2 dx.

Stavame smena t = x−m
σ

, pa

EX =
1√
2π

∫ +∞

−∞
(σt+m)e−

t2

2 dt =
σ√
2π

∫ +∞

−∞
te−

t2

2 dt+
m√
2π

∫ +∞

−∞
e−

t2

2 dt = m,

bidejḱi
∫ +∞
−∞ te−

t2

2 dt = 0, kako integral od neparna funkcija nad simetriqen

interval, a 1√
2π

∫ +∞
−∞ e−

t2

2 dt = 1, od toa xto p0(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R e gustina na
raspredelba na sluqajna promenliva so N (0, 1) raspredelba.

Disperzijata ja presmetuvame direktno po formulata za vtoriot centra-
len moment t.e.

DX = E(X − EX)2 = E(X −m)2 =

=

∫ +∞

−∞
(x−m)2p(x)dx =

1√
2πσ2

∫ +∞

−∞
(x−m)2e−

(x−m)2

2σ2 dx.

Stavame smena t = x−m
σ

, pa

DX =
σ2

√
2π

∫ +∞

−∞
t2e−

t2

2 dt =
2σ2

√
2π

∫ +∞

0

t2e−
t2

2 dt.

Povtorno stavame smena s = t2

2
, pa

DX =
2σ2

√
π

∫ +∞

0

s
1
2 e−sds =

2σ2

√
π

∫ +∞

0

s
3
2
−1e−sds =

2σ2

√
π
Γ(

3

2
) = σ2,
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kade Γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−xdx e Gama funkcija so svojstva Γ(α)Γ(1− α) = π
sinαπ

, za
0 < α < 1 i Γ(1 + α) = α Γ(α), za α > 0, od kade za α = 1

2
se dobiva Γ(1

2
) =

√
π,

pa zatoa Γ(3
2
) = Γ(1 + 1

2
) = 1

2
Γ(1

2
) = 1

2

√
π.

ZADAQA 4.49. Sluqajnata promenliva X e normalno raspredelena so gus-
tina na raspredelba

p(x) =
1

5
√
2π

e−
(x−1)2

50 , x ∈ R.

Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na X.

Rexenie. Gustinata na raspredelba ja zapixuvame vo oblik pogoden za od-
reduvaǌe na parametrite na normalnata raspredelba, odnosno

p(x) =
1√

2π · 52
e−

(x−1)2

2·52 , x ∈ R,

od kade zakluquvame deka X ∼ N (m,σ2) so m = 1 i σ2 = 52 xto se soodvetno
baranite matematiqko oqekuvaǌe i disperzija, odnosno EX = m = 1 i DX =
σ2 = 52 = 25.

ZADAQA 4.50. Neka sluqajnata promenliva X ima χ2
n raspredelba. Najdi

gi EX i DX.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na X e

p(x) =

{
x
n
2 −1e−

x
2

2
n
2 Γ(n

2
)

, x > 0

0 ,inaku
,

kade Γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−xdx e gama funkcija. Matematiqkoto oqekuvaǌe e

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x) dx =

∫ ∞

0

x
n
2 e−

x
2

2
n
2Γ(n

2
)
dx =

2

Γ(n
2
)

∫ ∞

0

t
n
2 e−tdt =

2

Γ(n
2
)
· Γ(n

2
+ 1) = n,

zatoa xto Γ(α + 1) = αΓ(α) za sekoj α > 0. Vtoriot moment e

EX2 =

∫ ∞

−∞
x2p(x) dx =

∫ ∞

0

x
n
2
+1e−

x
2

2
n
2Γ(n

2
)

dx =
4

Γ(n
2
)

∫ ∞

0

t
n
2
+1e−tdt =

=
4

Γ(n
2
)
· Γ(n

2
+ 2) =

4(n
2
+ 1)

Γ(n
2
)

· Γ(n
2
+ 1) = 4 · (n

2
+ 1)

n

2
= n2 + 2n.

Togax, disperzijata e

DX = EX2 − (EX)2 = n2 + 2n− n2 = 2n.
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ZADAQA 4.51. Neka sluqajnata promenliva X ima Koxieva raspredelba,
odnosno nejzinata gustina na raspredelba e p(x) = 1

π(1+x2)
, za x ∈ R. Najdi gi

EX i DX.

Rexenie. Ḱe poka�eme deka matematiqkoto oqekuvaǌe na X ne postoi. Ja
ispituvame apsolutnata konvergencija na integralot∫ ∞

−∞
|x|p(x) dx =

∫ ∞

−∞
|x| · 1

π(1 + x2)
dx =

= −
∫ 0

−∞

x

π(1 + x2)
dx+

∫ ∞

0

x

π(1 + x2)
dx =

= − 1

2π

∫ 1

+∞

dt

t
+

1

2π

∫ +∞

1

dt

t
=

1

π

∫ +∞

1

dt

t
=

=
1

π
lim

b→+∞

∫ b

1

dt

t
=

1

π
lim

b→+∞
(ln b− ln 1) = +∞,

od kade sledi deka ne postoi koneqno matematiqko oqekuvaǌe na X. Na sliqen
naqin se dobiva deka E(X+) = E(X−) = +∞, od kade sledi deka ne postoi
matematiqkoto oqekuvaǌe na X. Pa, ne postoi ni disperzijata na X.

ZADAQA 4.52. Neka X ima N (0, 1) raspredelba. Najdi gi momentite na X
od proizvolen red n.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X ∼ N (0, 1) e

p(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , x ∈ R. Momentot na X od red n, za n = 2k + 1 e

EXn =

∫ ∞

−∞
xnp(x) dx =

∫ ∞

−∞
x2k+1 1√

2π
e−

x2

2 dx = 0,

zardi neparnosta na podintegralnata funkcija i integriraǌe nad simetri-
qen interval. Koga n = 2k, ja izveduvame formulata so matematiqka induk-
cija. Imame,

EX2 = DX + (EX)2 = 1 + 02 = 1 = 1!!,

EX4 =

∫ ∞

−∞
x4 1√

2π
e−

x2

2 dx =
1√
2π

(−x3e−
x2

2

∣∣∣+∞

−∞
+ 3

∫ ∞

−∞
x2e−

x2

2 dx) =

= 3

∫ ∞

−∞
x2 1√

2π
e−

x2

2 dx = 3EX2 = 3 · 1 = 3!!, itn.
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Pretpostavuvame deka EX2k = (2k − 1)!!, togax za n = 2k + 2 imame

EX2k+2 =

∫ ∞

−∞
x2k+2 1√

2π
e−

x2

2 dx =

=
1√
2π

(−x2k+1e−
x2

2

∣∣∣+∞

−∞
+ (2k + 1)

∫ ∞

−∞
x2ke−

x2

2 dx) =

= (2k + 1)

∫ ∞

−∞
x2k 1√

2π
e−

x2

2 dx = (2k + 1)EX2k =

= (2k + 1) · (2k − 1)!! = (2k + 1)!!

Znaqi,

EXn =

{
0 , n = 2k + 1
(n− 1)!! , n = 2k

.

ZADAQA 4.53. Neka X ima N (m,σ2) raspredelba. Opredeli gi centralnite
momenti na X od proizvolen red n.

Rexenie. Ako X ∼ N (m,σ2), togax Y = X−m
σ

∼ N (0, 1) i za nea va�i (vidi
Zadaqa 4.52)

EY n =

{
0 , n = 2k + 1
(n− 1)!! , n = 2k

.

Togax za centralnite momenti na X imame

E(X − EX)n = E(X −m)n = E(σY )n = σnEY n =

{
0 , n = 2k + 1
σn(n− 1)!! , n = 2k

.

ZADAQA 4.54. Krajnite toqki na otseqkata AB = l se naoǵaat na kracite
od praviot agol XOY , pri xto rastojanieto X na toqkata A od temeto O na
agolot XOY so ednakva verojatnost mo�e da primi vrednosti od interva-
lot [0, l]. Najdi ja oqekuvanata vrednost na rastojanieto Y na temeto O do
otseqkata AB.

Rexenie. Od uslov na zadaqata imame deka X ∼ U [0, l], od kade gustinata na
raspredelba na X e

p(x) =

{
1
l

, x ∈ [0, l]
0 ,inaku

.

Od sliqnosta na triagolnicite ∆ACO i ∆AOB (vidi Crte� 4.12) imame

OC : OA = OB : AB, t.e. Y : X =
√
l2 −X2 : l, od kade Y = X

√
1− (X

l
)2. Neka
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g(x) = x
√
1− (x

l
)2. Togax, oqekuvanata oddaleqenost na temeto O od otseqkata

AB e

EY =

∫ ∞

−∞
g(x)p(x) dx =

∫ l

0

x

√
1− (

x

l
)2 · 1

l
dx =

l

2

∫ 1

0

√
t dt =

l

3
.

O A

B

X

Y

C

Crte� 4.12

ZADAQA 4.55. Pravata p koja minuva niz toqkata T (a, 0), a ̸= 0, rotira
okolu nea i pri toa ednakvo verojatno zazema koja bilo polo�ba. Neka Y e
oddaleqenost na pravata p od koordinatniot poqetok. Najdi gi raspredelbata
na Y , matematiqkoto oqekuvaǌe EY i disperzijata DY .

Rexenie. Neka X e agolot koj go zafaḱa pravata p so x-oskata. Togax, X
ima U(0, π) raspredelba so gustina na raspredelba px(x) = 1

π
, 0 < x < π, a

za rastojanieto Y na pravata p od koordinatniot poqetok va�i Y = |a| sinX
(nacrtaj crte�). Pa, funkcijata na raspredelba na Y e

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{|a| sinX ≤ y} = P{sinX ≤ y

|a|
} =

= P{0 < X ≤ π

2
, X ≤ arcsin

y

|a|
}+ P{π

2
< X < π, X ≥ π − arcsin

y

|a|
} =

= P{0 < X ≤ arcsin
y

|a|
}+ P{π − arcsin

y

|a|
≤ X < π} =

= FX(arcsin
y

|a|
)− FX(0) + FX(π)− FX(π − arcsin

y

|a|
), 0 < y ≤ |a|.

Od tuka, gustinata na raspredelba na Y e

pY (y) = F ′
Y (y) = F ′

X(arcsin
y

|a|
) · 1√

1− y2

a2

· 1

|a|
+ F ′

X(π − arcsin
y

|a|
) · 1√

1− y2

a2

· 1

|a|
=

= pX(arcsin
y

|a|
) · 1√

a2 − y2
+ pX(π − arcsin

y

|a|
) · 1√

a2 − y2
=

2

π
· 1√

a2 − y2
,
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za 0 < y < |a|. Pa, za matematiqkoto oqekuvaǌe na Y imame

EY =

∫ |a|

0

2

π
· y√

a2 − y2
dy =

∫ a2

0

1

π
· 1√

t
dt =

2|a|
π

.

za qie presmetuvaǌe e iskoristena smenata t = a2 + y2. Za vtoriot moment na
Y imame

EY 2 =

∫ |a|

0

2

π
· y2√

a2 − y2
dy = − 2

π
y
√

a2 − y2
∣∣∣∣|a|
0

+
2

π

∫ |a|

0

√
a2 − y2 dy =

=
2

π

∫ π
2

0

√
a2 − a2 sin2 t · |a| cos t dt = 2

π

∫ π
2

0

a2 cos2 t dt =
a2

2
,

za xto e iskoristena parcijalna integracija, a potoa smena y = |a| sin t. I
koneqno, disperzijata na Y e

DY = EY 2 − (EY )2 =
a2

2
−
(
2|a|
π

)2

= a2
(
1

2
− 4

π2

)
.

ZADAQA 4.56. Sluqajnata promenliva X ima matematiqko oqekuvaǌe 3 i
sredno kvadratno otstapuvaǌe 0,1. So pomox na neravenstvoto na Qebixev,
oceni ja verojatnosta P{2, 5 < X < 3, 5}.

Rexenie. Za sluqajnata promenliva X imame deka EX = 3 i DX = σ2 = 0, 12 =
0, 01, pa koristejḱi go neravenstvoto na Qebixev dobivame

P{2, 5 < X < 3, 5} = P{2, 5− 3 < X − EX < 3, 5− 3} = P{|X − EX| < 0, 5} =

= 1− P{|X − EX| ≥ 0, 5} ≥ 1− DX

0, 52
= 1− 0, 01

0, 25
= 0, 96.

ZADAQA 4.57. Verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo koj bilo od n
nezavisni eksperimenti e p = 1

3
. Odredi go minimalniot broj eksperimenti

za so verojatnost ne pomala od 0,99 apsolutnoto otstapuvaǌe na relativnata
qestota za pojavuvaǌe na nastanot A od verojatnosta P (A) da ne nadminuva
0,01.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X - broj na pojavuvaǌa na nastanot A vo
serija od n nezavisni eksperimenti, ima binomna raspredelba B(n, 1

3
), od kade
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EX = n
3
i DX = 2n

9
(vidi Zadaqa 3.19). Koliqnikot X

n
e relativnata qestota

na pojavuvaǌe na nastanot A pri sproveduvaǌe na eksperimentot n pati. Se
bara najmaliot priroden broj za koj va�i neravenstvoto

P{|X
n

− P (A)| ≤ 0, 01} ≥ 0, 99.

Bidejḱi P (A) = p = 1
3
i EX = n

3
, poslednoto neravenstvo e ekvivalentno na

P{|X − EX| ≤ 0, 01n} ≥ 0, 99.

Od neravenstvoto na Qebixev imame

P{|X − EX| ≤ 0, 01n} ≥ 1− DX

(0, 01n)2
= 1−

2n
9

(0, 01n)2
= 1− 2

9 · 0, 012 · n
.

Pa, ako 1− 2
9·0,012·n ≥ 0, 99, togax ḱe bide ispolneto neravenstvoto P{|X−EX| ≤

0, 01n} ≥ 0, 99. So rexavaǌe se dobiva deka najmaliot broj n za koj va�i
1 − 2

9·0,012·n ≥ 0, 99 e n = 222223, xto pretstavuva najmaliot potreben broj na
eksperimenti.

ZADAQA 4.58. Oqekuvanata poqetna brzina na eden kurxum e 500 m/s. Oceni
ja verojatnosta pri ispukuvaǌe na kurxum, negovata poqetna brzina da ne e
pomala od 800 m/s.

Rexenie. Neka X e poqetnata brzina na kurxumot (vo m/s). Dadeno e deka
EX = 500. So pomox na neravenstvoto na Markov ja ocenuvame verojatnosta
poqetna brzina na kurxumot da ne e pomala od 800 m/s t.e.

P{X ≥ 800} ≤ EX

800
=

500

800
= 0, 625.

ZADAQA 4.59. Disperzijata na sekoja od 2500 nezavisni sluqajni promen-
livi e 5. Oceni ja verojatnosta otstapuvaǌeto na aritmetiqkata sredina na
tie sluqajni promenlivi od aritmetiqkata sredina na nivnite matematiqki
oqekuvaǌa da ne nadminuva 0,4.

Rexenie. Neka X1, X2, ..., X2500 se nezavisnite sluqajni promenlivi so DXi =
5, i = 1, 2, ..., 2500. Od neravenstvoto na Qebixev i svojstvata na matematiq-
koto oqekuvaǌe i disperzijata imame

P{| 1

2500

2500∑
i=1

Xi −
1

2500

2500∑
i=1

EXi| ≤ 0, 4} = P{| 1

2500

2500∑
i=1

Xi − E(
1

2500

2500∑
i=1

Xi)| ≤ 0, 4} ≥

≥ 1−
D
(

1
2500

∑2500
i=1 Xi

)
0, 42

= 1−
1

25002

∑2500
i=1 DXi

0, 42
= 1−

1
25002

· 2500 · 5
0, 42

= 0, 9875.
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ZADAQA 4.60. Daden e zakonot na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y )
so slednata tabela

HH
HHHHX

Y
1 3 10

2 3/47 2/47 9/47
4 7/47 8/47 5/47
5 1/47 4/47 8/47

a) Najdi gi uslovnite zakoni na raspredelba na X i Y pri zadadeni vred-
nosti na Y i X, soodvetno.

b) Najdi gi verojatnostite P{X ≤ 4|Y = 3} i P{Y > 1|X > 2}.
v) Najdi gi raspredelbite na sluqajnite promenlivi E(X|Y ) i E(Y |X).

Rexenie. Marginalnite zakoni na raspredelba na X i Y soodvetno se (su-
miraǌeto e po redici, odnosno koloni)

x 2 4 5
P{X = x} 14/47 20/47 13/47

y 1 3 10
P{Y = y} 11/47 14/47 22/47

a) Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = 1 e

P{X = 2|Y = 1} =
P{X = 2, Y = 1}

P{Y = 1}
=

3
47
11
47

=
3

11
,

P{X = 4|Y = 1} =
P{X = 4, Y = 1}

P{Y = 1}
=

7
47
11
47

=
7

11
,

P{X = 5|Y = 1} =
P{X = 5, Y = 1}

P{Y = 1}
=

1
47
11
47

=
1

11
,

ili so tabela
x 2 4 5

P{X = x|Y = 1} 3/11 7/11 1/11

Sliqno se dobivaat ostanatite uslovni zakoni na raspredelba na X pri
zadadeni vrednosti na Y t.e.

x 2 4 5
P{X = x|Y = 3} 2/14 8/14 4/14

x 2 4 5
P{X = x|Y = 10} 9/22 5/22 8/22

Uslovnite zakoni na raspredelba na Y pri zadadeni vrednosti na X se

y 1 3 10
P{Y = y|X = 2} 3/14 2/14 9/14

y 1 3 10
P{Y = y|X = 4} 7/20 8/20 5/20

y 1 3 10
P{Y = y|X = 5} 1/13 4/13 8/13
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b) Za baranite verojatnosti imame

P{X ≤ 4|Y = 3} = P{X = 2|Y = 3}+ P{X = 4|Y = 3} =
2

14
+

8

14
=

10

14
=

5

7
,

P{Y > 1|X > 2} = P{Y ∈ {3, 10}|X ∈ {4, 5}} =
P{Y ∈ {3, 10}, X ∈ {4, 5}}

P{X ∈ {4, 5}}
=

=
P{Y = 3, X = 4}+ P{Y = 3, X = 5}+ P{Y = 10, X = 4}+ P{Y = 10, X = 5}

P{X = 4}+ P{X = 5}
=

=
8
47

+ 4
47

+ 5
47

+ 8
47

20
47

+ 13
47

=
25

33
.

v) Uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|Y ) prima vrednosti E(X|Y =
yj) so verojatnosti P{Y = yj}, yj ∈ {1, 3, 10}. Vrednostite E(X|Y = yj) se
matematiqki oqekuvaǌa na uslovnite raspredelbi koi gi izvedovme pogore.
Pa, zatoa

E(X|Y = 1) = 2 · 3

11
+ 4 · 7

11
+ 5 · 1

11
=

39

11
,

E(X|Y = 3) = 2 · 2

14
+ 4 · 8

14
+ 5 · 4

14
= 4,

E(X|Y = 10) = 2 · 9

22
+ 4 · 5

22
+ 5 · 8

22
=

39

11
,

odnosno E(X|Y ) prima samo dve vrednosti 39
11

i 4 so verojatnosti

P{E(X|Y ) =
39

11
} = P{Y = 1}+ P{Y = 10} =

11

47
+

22

47
=

33

47
,

P{E(X|Y ) = 4} = P{Y = 3} =
14

47
,

ili so tabela
x 39/11 4

P{E(X|Y ) = x} 33/47 14/47

Na sliqen naqin se dobiva i raspredelbata na E(Y |X) dadena so tabelata

y 81/20 99/14 93/13
P{E(Y |X) = y} 20/47 14/47 13/47

ZADAQA 4.61. Sluqajnata promenliva Y e raspredelena spored sledniot
zakon na raspredelba P{Y = 1} = 1

8
i P{Y = 2} = 7

8
. Za sluqajnata promenliva

X dadeni se uslovnite zakoni na raspredelba P{X = 2y|Y = y} = 3
4
i P{X =

3y|Y = y} = 1
4
, za y = 1, 2. Najdi gi raspredelbata na E(X|Y ) i matematiqkoto

oqekuvaǌe EX.
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Rexenie. Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = 1 e

P{X = 2|Y = 1} =
3

4
i P{X = 3|Y = 1} =

1

4
,

pa soodvetnoto uslovno matematiqko oqekuvaǌe na X pri uslov Y = 1 e

E(X|Y = 1) = 2 · 3
4
+ 3 · 1

4
=

9

4
.

Uslovniot zakon na raspredelba na X pri uslov Y = 2 e

P{X = 4|Y = 2} =
3

4
i P{X = 6|Y = 2} =

1

4
,

pa soodvetnoto uslovno matematiqko oqekuvaǌe na X pri uslov Y = 2 e

E(X|Y = 2) = 4 · 3
4
+ 6 · 1

4
=

18

4
.

Znaqi, raspredelbata na E(X|Y ) e

x 9/4 18/4
P{E(X|Y ) = x} 1/8 7/8

Za matematiqkoto oqekuvaǌe na X imame

EX = E(E(X|Y )) =
9

4
· 1
8
+

18

4
· 7
8
=

135

32
= 4, 21875.

ZADAQA 4.62. Edna kocka se frla dva pati. Ako i vo dvete frlaǌa padne
paren broj, taa se frla uxte ednax. Neka X e broj na padnati dvojki, a Y e
broj na padnati xestki. Najdi gi raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y )
i uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(Y |X = 1).

Rexenie. Mno�estvoto elementarni nastani e

Ω = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, ..., 6}, x1 neparen ili x2 neparen} ∪
∪{(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ {1, ..., 6}, x1 paren i x2 paren},

pri xto P{(x1, x2)} = 1
62

i P{(x1, x2, x3)} = 1
63
. Sluqajnite vrednosti X i Y

primaat vrednosti X, Y ∈ {0, 1, 2, 3}, a zakonot na raspredelba na (X, Y ) e

P{X = 0, Y = 0} = P{(x1, x2) | x1, x2 ∈ {1, 3, 5}}+ P{(4, x2) | x2 ∈ {1, 3, 5}}+
+P{(x1, 4) | x1 ∈ {1, 3, 5}}+ P{(4, 4, x3) | x3 ∈ {1, 3, 4, 5}} =

=
9

62
+

3

62
+

3

62
+

4

63
=

94

63
,
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P{X = 0, Y = 1} = P{(6, x2) | x2 ∈ {1, 3, 5}}+ P{(x1, 6) | x1 ∈ {1, 3, 5}}+
+P{(6, 4, x3) | x1 ∈ {1, 3, 4, 5}}+ P{(4, 6, x3) | x3 ∈ {1, 3, 4, 5}}+ P{(4, 4, 6)} =

=
3

62
+

3

62
+

4

63
+

4

63
+

1

63
=

45

63
itn.

ili so tabela
H
HHH

HHX
Y

0 1 2 3

0 94/63 45/63 6/63 1/63

1 45/63 12/63 3/63 0
2 6/63 3/63 0 0
3 1/63 0 0 0

od kade marginalniot zakon na raspredelba na X e

x 0 1 2 3
P{X = x} 146/63 60/63 9/63 1/63

Uslovniot zakon na raspredelba na Y pri uslov X = 1 e

P{Y = 0|X = 1} =
P{Y = 0, X = 1}

P{X = 1}
=

45
63

60
63

=
45

60
= 0, 75,

P{Y = 1|X = 1} =
12

60
= 0, 20, P{Y = 2|X = 1} =

3

60
= 0, 05, P{Y = 3|X = 1} = 0.

Togax, uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe e

E(Y |X = 1) = 0 · 0, 75 + 1 · 0, 20 + 2 · 0, 05 + 3 · 0 = 0, 3.

ZADAQA 4.63. Se frlaat tri moneti od 5, 10 i 50 denari. Neka X e vkup-
nata vrednost na padnatite pari (se sobiraat vrednostite od onie moneti
na koi se padnala para).

a) Najdi ja oqekuvanata vrednost na X, ako na toqno dve od monetite se
padnala para.

b) Neka Y e vkupnata vrednost na padnatite pari na monetite od 10 i 50
denari. Najdi ja raspredelbata na E(X|Y ).

Rexenie. Neka xi, i = 1, 2, 3 e padnatata vrednost na monetata od 5, 10 i 50
denari soodvetno. Togax, prostorot elementarni nastani e

Ω = {(x1, x2, x3) | x1 ∈ {0, 5}, x2 ∈ {0, 10}, x3 ∈ {0, 50}},

i pri toa od nezavisnosta na frlaǌata na monetite za verojatnosta na sekoj
elementaren nastan imame deka e P{(x1, x2, x3)} = 1

23
= 1

8
.
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a) Neka A e nastanot deka na toqno dve od monetite se padnala para,
togax A = {(5, 10, 0), (5, 0, 50), (0, 10, 50)} i pri toa P (A) = 3

8
. Sluqajnata pro-

menliva X - vkupna vrednost na padnatite pari na monetite e definirana so
X((x1, x2, x3)) = x1+x2+x3, (x1, x2, x3) ∈ Ω. Se bara uslovnoto matematiqko oqe-
kuvaǌe E(X|A). Imame deka E(X|A) = E(XIA)

P (A)
, kade IA e indikator na nastanot

A. Togax, sluqajnata promenliva XIA e definirana so

(XIA)(w) =

{
X(w) , w ∈ A
0 , w /∈ A

,

od kade nejzinata raspredelba e

P{XIA = 15} = P{X = 15} = P{(5, 10, 0)} =
1

8
,

P{XIA = 55} = P{X = 55} = P{(5, 0, 50)} =
1

8
,

P{XIA = 60} = P{X = 60} = P{(0, 10, 50)} =
1

8
,

P{XIA = 0} = P{w | w /∈ A} = 1− P (A) = 1− 3

8
=

5

8
,

pa matematiqkoto oqekuvaǌe na XIA e

E(XIA) = 15 · 1
8
+ 55 · 1

8
+ 60 · 1

8
+ 0 · 5

8
=

130

8
.

I koneqno,

E(X|A) = E(XIA)

P (A)
=

130
8
3
8

=
130

3
= 43

1

3
≈ 43, 333333.

b) Sluqajnata promenliva Y - vkupna vrednost na padnatite pari na mone-
tite od 10 i 50 denari e definirana so Y ((x1, x2, x3)) = x2 + x3, (x1, x2, x3) ∈ Ω.
Togax, E(X|Y ) e sluqajna promenliva koja prima vrednosti E(X|Y = y) so
verojatnosti P{Y = y}, y ∈ {0, 10, 50, 60} soodvetno. Za raspredelbata na Y
imame

P{Y = 0} = P{(0, 0, 0), (5, 0, 0)} =
2

8
=

1

4
,

P{Y = 10} = P{(0, 10, 0), (5, 10, 0)} =
2

8
=

1

4
,

P{Y = 50} = P{(0, 0, 50), (5, 0, 50)} =
2

8
=

1

4
,

P{Y = 60} = P{(0, 10, 50), (5, 10, 50)} =
2

8
=

1

4
.
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Uslovnata raspredelba na X pri uslov Y = 0 e

P{X = 0|Y = 0} =
P{X = 0, Y = 0}

P{Y = 0}
=

P{(0, 0, 0)}
P{Y = 0}

=
1
8
1
4

=
1

2
,

P{X = 5|Y = 0} =
P{X = 5, Y = 0}

P{Y = 0}
=

P{(5, 0, 0)}
P{Y = 0}

=
1
8
1
4

=
1

2
,

P{X = 10|Y = 0} = P{X = 15|Y = 0} = P{X = 50|Y = 0} =

= P{X = 55|Y = 0} = P{X = 60|Y = 0} = P{X = 65|Y = 0} = 0,

od kade za uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe na X pri uslov Y = 0 imame

E(X|Y = 0) = 0 · 1
2
+ 5 · 1

2
+ 10 · 0 + 15 · 0 + 50 · 0 + 55 · 0 + 60 · 0 + 65 · 0 =

5

2
.

Na sliqen naqin dobivame deka

E(X|Y = 10) =
25

2
, E(X|Y = 50) =

105

2
, E(X|Y = 60) =

125

2
.

Pa, raspredelbata na sluqajnata promenliva E(X|Y ) e

x 5/2 25/2 105/2 125/2
P{E(X|Y ) = x} 1/4 1/4 1/4 1/4

ZADAQA 4.64. Eksperimentot se sostoi od frlaǌe na kocka za igraǌe sè
dodeka ne se padne xestka. Neka Y e vkupniot broj na frlaǌa, a X e brojot
na padnati edinici. Najdi gi E(X|Y ) i E(X2|Y ).

Rexenie. Da go najdeme prvo uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|Y = y),
y ∈ N. Nastanot {Y = y} znaqi deka vo prvite y − 1 frlaǌa na kockata ne
se padnala xestka, a vo y-to frlaǌe se padnala xestka. Od nezavisnosta na
frlaǌata na kockata, za raspredelbata na Y imame

P{Y = y} =

(
5

6

)y−1

· 1
6
=

5y−1

6y
, y = 1, 2, 3, ...

Za uslovnata raspredelba na brojot na padnati edinici pri uslov {Y = y} e
(X|Y = y) ∼ B(y − 1, 1

5
), zatoa xto pod uslov da vo prvite y − 1 frlaǌa ne se

padnala xestka, edinica se paǵa so verojatnost od 1
5
. Uslovnoto matematiqko

oqekuvaǌe na X pri uslov {Y = y} e (vidi Zadaqa 3.19)

E(X|Y = y) = (y − 1) · 1
5
=

y − 1

5
.
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Pa, raspredelbata na E(X|Y ) e

P{E(X|Y ) =
y − 1

5
} =

5y−1

6y
, y = 1, 2, 3, ...

Sega, povtorno od (X|Y = y) ∼ B(y − 1, 1
5
) i Zadaqa 3.19, za uslovnata disper-

zija na X pri uslov {Y = y} imame

D(X|Y = y) = (y − 1) · 1
5
· (1− 1

5
) =

4(y − 1)

25
.

Togax, za vtoriot usloven moment na X pri uslov {Y = y} imame

E(X2|Y = y) = D(X|Y = y) + (E(X|Y = y))2 =
4(y − 1)

25
+ (

y − 1

5
)2 =

(y − 1)(y + 3)

25
.

I koneqno, raspredelbata na E(X2|Y ) e

P{E(X2|Y ) =
(y − 1)(y + 3)

25
} =

5y−1

6y
, y = 1, 2, 3, ...

Vooquvame deka uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe vo odnos na sluqajna pro-
menliva Y e sluqajna promenliva qija sluqajnost e inducirana od Y . Taka, za
sluqajnata promenliva E(X|Y ) imame deka prima vrednost E(X|Y )(w) = y−1

5
,

ako Y prima vrednost Y (w) = y. Znaqi, E(X|Y )(w) = Y (w)−1
5

, za w ∈ Ω, pa
E(X|Y ) = Y−1

5
. Sliqno, E(X2|Y ) = (Y−1)(Y+3)

25
.

ZADAQA 4.65. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima gustina na raspredelba

p(x, y) =

{
8xy , 0 < x < y < 1
0 ,inaku

.

Najdi gi uslovnite matematiqki oqekuvaǌa E(Y |X = 1
2
) i E(Y |X ∈ (1

4
, 3
4
)).

Rexenie. Marginalnata gustina na raspredelba na X e

pX(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =

∫ 1

x

8xy dy = 4x(1− x2), 0 < x < 1.

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X = x e

pY (y|x) =
p(x, y)

pX(x)
=

8xy

4x(1− x2)
=

2y

1− x2
, x < y < 1.
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Od tuka uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X = 1
2
e

pY (y|X =
1

2
) =

2y

1− (1
2
)2

=
8y

3
,
1

2
< y < 1.

Pa, uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe na Y pri uslov X = 1
2
e

E(Y |X =
1

2
) =

∫ ∞

−∞
y pY (y|X =

1

2
) dy =

∫ 1

1
2

8y2

3
dy =

7

9
≈ 0, 777778.

Sega, za uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X ∈ (1
4
, 3
4
) imame

pY (y|X ∈ (
1

4
,
3

4
)) =

∫ 3
4
1
4

p(x, y) dx∫ 3
4
1
4

pX(x) dx
=



∫ y
1
4

8xy dx∫ 3
4
1
4

4x(1−x2) dx
, 1
4
< y < 3

4

∫ 3
4
1
4

8xy dx∫ 3
4
1
4

4x(1−x2) dx
, 3
4
≤ y < 1

=

=

{
4y(16y2−1)

11
, 1
4
< y < 3

4
32y
11

, 3
4
≤ y < 1

.

Togax, uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe na Y pri uslov X ∈ (1
4
, 3
4
) e

E(Y |X ∈ (
1

4
,
3

4
)) =

∫ ∞

−∞
y pY (y|X ∈ (

1

4
,
3

4
)) dy =

=

∫ 3
4

1
4

4y2(16y2 − 1)

11
dy +

∫ 1

3
4

32y2

11
dy =

173

220
≈ 0, 786364.

ZADAQA 4.66. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima U((0, 1) × (0, 1)) raspredelba.
Najdi go uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|X + Y < 1).

Rexenie. Gustinata na raspredlba na sluqajniot vektor (X, Y ) e

pXY (x, y) =

{
1 , 0 < x < 1, 0 < y < 1
0 ,inaku

.

Definirame novi sluqajni promenlivi U = X i V = X + Y . Od Zadaqa 4.41
imame deka gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (U, V ) e

pUV (u, v) =

{
1 , 0 < u < 1, u < v < u+ 1
0 ,inaku
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i marginalnata gustina na raspredelba na V = X + Y e

pV (v) =

{ ∫ v

0
du , 0 < v < 1∫ 1

v−1
du , 1 ≤ v < 2

=

{
v , 0 < v ≤ 1
2− v , 1 < v < 2

.

Togax, uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov X + Y < 1 e

pX(x|X + Y < 1) = pU(x|V < 1) =

∫
v<1

pUV (x, v) dv∫
v<1

pV (v) dv
=

=

∫ 1

x
dv∫ 1

0
v dv

= 2(1− x), za 0 < x < 1,

od kade za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

E(X|X + Y < 1) =

∫ ∞

−∞
xpX(x|X + Y < 1) dx =

∫ 1

0

2x(1− x) dx =
1

3
≈ 0, 333333.

ZADAQA 4.67. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so U(0, 1)
raspredelbi sekoja. Neka U = X + Y . Najdi gi E(U |X), E(X|U), E(XU |X) i
E(XU |U).

Rexenie. Od X, Y ∼ U(0, 1) imame deka EX = EY = 0+1
2

= 1
2
. Potoa, od svojst-

vata na uslovno matematiqko oqekuvaǌe i nezavisnosta na X i Y , za sluqaj-
nite promenlivi E(U |X) i E(XU |X) imame

E(U |X) = E(X + Y |X) = E(X|X) + E(Y |X) = X + EY = X +
1

2
,

E(XU |X) = XE(U |X) = X(X +
1

2
).

Od Zadaqa 4.41 imame deka gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor
(X,U) e

pXU(x, u) = 1, 0 < x < 1, x < u < x+ 1,

pa marginalnata gustina na raspredelba na U = X + Y e

pU(u) = min{u, 1} −max{0, u− 1}, 0 < u < 2,

odnosno

pU(u) =

{
u , 0 < u ≤ 1
2− u , 1 < u < 2

.
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Uslovnata gustina na raspredelba na X pri uslov U = u, za 0 < u ≤ 1 e

pX(x|u) =
pXU(x, u)

pU(u)
=

1

u
, 0 < x < u,

odnosno (X|U = u) ∼ U(0, u), za 0 < u ≤ 1, od kade za 0 < u ≤ 1 imame deka
E(X|U = u) = 0+u

2
= u

2
. Na sliqen naqin se dobiva deka uslovnata gustina na

raspredelba na X pri uslov U = u, za 1 < u < 2 e

pX(x|u) =
pXU(x, u)

pU(u)
=

1

2− u
, u− 1 < x < 1,

t.e. (X|U = u) ∼ U(u − 1, 1), za 1 < u < 2, od kade isto taka i za 1 < u < 2 se
dobiva deka E(X|U = u) = u−1+1

2
= u

2
. Znaqi, i vo dvata sluqaja, uslovnoto

matematiqko oqekuvaǌe na X pri uslov U = u e E(X|U = u) = u
2
xto znaqi

deka sluqajnata promenliva E(X|U) = U
2
. I koneqno, od svojstvata na uslovno

matematiqko oqekuvaǌe imame deka

E(XU |U) = UE(X|U) =
U2

2
.

4.4 Karakteristiqni funkcii

Neka X, Y : Ω → R se dve (realni) sluqajni promenlivi definirani nad
prostorot na verojatnost (Ω,F , P ). Togax, Z = X + iY : Ω → C defini-
rana so Z(w) = X(w) + iY (w), w ∈ Ω e kompleksna sluqajna promenliva
definirana nad istiot prostor na verojatnost. Ako postojat matematiq-
kite oqekuvaǌa na X i Y i se koneqni, togax postoi i matematiqkoto
oqekuvaǌe na Z i pri toa EZ = EX + iEY .

� Karakteristiqna funkcija na sluqajnata promenliva X : Ω → R
e funkcijata φX : R → C definirana so

φX(t) = EeitX = E(cos(tX) + i sin(tX)).

Ako X e sluqajna promenliva od diskreten tip koja prima vredno-
sti x1, x2, ..., togax

φX(t) =
+∞∑
k=1

eitxkP{X = xk}.
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Ako X e od apsolutno neprekinat tip so gustina na raspredelba
p(x), togax

φX(t) =

∫ +∞

−∞
eitxp(x) dx.

� Svojstva. Neka X e sluqajna promenliva i neka φX(t) e nejzinata
karakteristiqna funkcija. Togax,

(i) |φX(t)| ≤ φX(0) = 1,

(ii) φX(−t) = φX(t),

(iii) φaX+b(t) = φX(at) e
itb,

(iv) EXk =
φ
(k)
X (0)

ik
, za k = 0, 1, ..., n,

(v) Ako X1, X2, ..., Xn se nezavisni sluqajni promenlivi, togax

φX1+X2+...+Xn(t) = φX1(t) φX2(t) ... φXn(t).

� Teorema. Na sekoja karakteristiqna funkcija φ(t) ì soodvetstvuva
edinstvena funkcija na raspredelba F (x) t.e. ne mo�e dve razliqno
raspredeleni sluqajni promenlivi da imaat isti karakteristiqni
funkcii.

� Teorema. (Inverzna formula za karakteristiqna funkcija) Ne-
ka φ(t) e karakteristiqna funkcija na sluqajnata promenliva X, za
koja va�i

∫∞
−∞ |φ(t)| dt < +∞. Togax, X e od apsolutno neprekinat

tip i za gustinata na raspredelba p(x) na X va�i

p(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφ(t) dt.

ZADAQA 4.68. Najdi ja karakteristiqnata funkcija na sluqajnata promen-
liva X, dadena so nejzinata raspredelba:

a) X ∼ B(n, p), n ∈ N, 0 < p < 1,
b) X ∼ P(a), a > 0,
v) X ∼ U(a, b), a < b,
g) X ∼ N (0, 1),
d) X ∼ E(λ), λ > 0.

Rexenie. Od definicija na karakteristiqna funkcija kaj sluqajna promen-
liva od diskreten, odnosno apsolutno neprekinat tip imame:
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a) Ako X ∼ B(n, p), togax P{X = k} =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, ..., n, pa

karakteristiqnata funkcija e

φX(t) =
n∑

k=0

eitk
(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(peit)k(1− p)n−k = (1− p+ peit)n.

b) Ako X ∼ P(a), togax P{X = k} = ak

k!
e−a, k = 0, 1, ..., pa karakteristiqnata

funkcija e

φX(t) =
∞∑
k=0

eitk
ak

k!
e−a = e−a

∞∑
k=0

(aeit)k

k!
= e−aeae

it

= ea(e
it−1).

v) Ako X ∼ U(a, b), togax gustinata na raspredelba na X e pX(x) = 1
b−a

,
x ∈ (a, b), pa karakteristiqnata funkcija e

φX(t) =

∫ b

a

eitx
1

b− a
dx =

1

b− a

∫ b

a

(cos(tx) + i sin(tx)) dx =

=
1

b− a

∫ b

a

cos(tx) dx+ i
1

b− a

∫ b

a

sin(tx) dx =

=
1

b− a

sin(tx)

t

∣∣∣∣b
a

− i
1

b− a

cos(tx)

t

∣∣∣∣b
a

=

=
sin(bt)− sin(at)

t(b− a)
− i

cos(bt)− cos(at)

t(b− a)
=

=
i sin(bt)− i sin(at) + cos(bt)− cos(at)

it(b− a)
=

=
eitb − eita

it(b− a)
.

g) Ako X ∼ N (0, 1), togax gustinata na raspredelba na X e pX(x) =
1√
2π
e−x2/2,

x ∈ R, pa karakteristiqnata funkcija e

φX(t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eitxe−x2/2 dx.

Ako pobarame izvod (po t) dobivame

φ′
X(t) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
ixeitx−x2/2 dx.

Ponatamu, so parcijalna integracija, ja dobivame diferencijalnata ravenka

φ′
X(t) = − i√

2π

∫ +∞

−∞
eitx d(e−x2/2) =

= − i√
2π

eitxe−x2/2

∣∣∣∣+∞

−∞
− t√

2π

∫ +∞

−∞
eitx−x2/2 dx = −tφX(t),
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so poqeten uslov φX(0) = 1, od kade dobivame deka φX(t) = e−t2/2.
d) Ako X ∼ E(λ), togax, gustinata na raspredelba na X e pX(x) = λe−λx,

x > 0, pa karakteristiqnata funkcija e

φX(t) =

∫ +∞

0

eitxλe−λx dx = λ

∫ +∞

0

e(it−λ)x dx =
λ

λ− it
.

ZADAQA 4.69. Najdi ja karakteristiqnata funkcija φX(t) na sluqajnata
promenliva X koja ima gustina na raspredelba pX(x) =

1
2
e−|x|, x ∈ R, a potoa

odredi ja disperzijata DX.

Rexenie. Sluqajnata promenliva X e od apsolutno neprekinat tip, pa zatoa

φX(t) = EeitX =

∫ +∞

−∞
eitxpX(x)dx =

1

2

∫ +∞

−∞
eitx−|x|dx =

=
1

2

(∫ 0

−∞
e(it+1)xdx+

∫ +∞

0

e(it−1)xdx
)
=

=
1

2

( e(it+1)x

it+ 1

∣∣∣∣0
−∞

+
e(it−1)x

it− 1

∣∣∣∣+∞

0

)
=

1

2

( 1

it+ 1
− 1

it− 1

)
=

1

1 + t2
,

od kade za prviot i vtoriot izvod na φX(t) vo t = 0 imame

φ′
X(0) = − 2t

(1 + t2)2

∣∣∣∣
t=0

= 0 i φ′′
X(0) = − 6t2 − 2

(1 + t2)3

∣∣∣∣
t=0

= −2.

Togax, matematiqoto oqekuvaǌe i vtoriot moment na X se

EX =
φ′
X(0)

i
= 0 i EX2 =

φ′′
X(0)

i2
=

−2

−1
= 2,

od kade za disperzijata imame

DX = EX2 − (EX)2 = 2− 02 = 2.

ZADAQA 4.70. Odredi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X, ako
nejzinata karakteristiqna funkcija e φX(t) = e2it · cos t

2
.
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Rexenie. Od cos t
2
= eit/2+e−it/2

2
, imame

φX(t) = e2it · cos t
2
= e2it · e

it/2 + e−it/2

2
=

1

2
e5it/2 +

1

2
e3it/2,

pa od definicija na karakteristiqna funkcija na diskretna sluqajna pro-
menliva zakluquvame deka X prima vrednosti 3

2
i 5

2
so verojatnosti

P{X =
3

2
} =

1

2
i P{X =

5

2
} =

1

2
.

ZADAQA 4.71. Neka φX(t) = e−t2/2 e karakteristiqna funkcija na sluqajnata
promenliva X od apsolutno neprekinat tip. Najdi ja raspredelbata na X.

Rexenie. Od inverznata formula za karakteristiqna funkcija, za gustinata
na raspredelba na X imame

pX(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφX(t) dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
e−itx · e−t2/2 dt =

=
1

2π
e−x2/2

∫ +∞

−∞
e−

(t+ix)2

2 dt =
1

2π
e−x2/2 ·

√
2π =

1√
2π

e−x2/2,

t.e. X ∼ N (0, 1).

ZADAQA 4.72. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata promenliva X od ap-
solutno neprekinat tip so karakteristiqna funkcija

φX(t) =

{
1− |t| , |t| ≤ 1
0 , |t| > 1

.

Rexenie. Od inverznata formula za karakteristiqna funkcija, za gustinata
na raspredelba na X imame

pX(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφX(t) dt =

1

2π

∫ 1

−1

e−itx(1− |t|) dt =

=
1

2π

∫ 0

−1

e−itx(1 + t) dt+
1

2π

∫ 1

0

e−itx(1− t) dt =

=
1

2πx2
(2− eix − e−ix) =

1− cosx

πx2
.
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ZADAQA 4.73. Dali funkcijata φ(t) = (1−i|t|)−1 e karakteristiqna funkcija
na nekoja sluqajna promenliva? Obrazlo�i go odgovorot.

Rexenie. Ḱe poka�eme deka φ(t) ne e karakteristiqna funkcija na niedna
sluqajna promenliva. Imeno,

φ(−t) = (1− i| − t|)−1 = (1− i|t|)−1 = φ(t) ̸= φ(t),

zatoa xto Im(φ(t)) = |t|/(1 + t2) ̸= 0, za t ̸= 0, pa zakluquvame deka φ(t) ne mo�e
da bide karakteristiqna funkcija na sluqajna promenliva.

ZADAQA 4.74. Poka�i deka, ako X1, X2, ..., Xn se nezavisni sluqajni promen-
livi so N (0, 1) raspredelbi, togax isto takva raspredelba ima i sluqajnata
promenliva Yn = 1√

n
(X1 +X2 + ...+Xn).

Rexenie. Od toa xto Xk ∼ N (0, 1), k = 1, 2, ..., n, imame deka nivnite karak-
teristiqni funkcii se φXk

(t) = e−t2/2, k = 1, 2, ..., n. Sega, od nezavisnosta na
X1, X2, ..., Xn imame

φX1+X2+...+Xn(t) =
n∏

k=1

φXk
(t) =

n∏
k=1

e−t2/2 = e−nt2/2,

pa karakteristiqnata funkcija na Yn e

φYn(t) = φ 1√
n
(X1+X2+...+Xn)

(t) = φX1+X2+...+Xn(
t√
n
) = e

−n
2
( t√

n
)2
= e−t2/2,

od kade zakluquvame deka Yn ∼ N (0, 1).

4.5 Razni zadaqi
ZADAQA 4.75. Funkcijata na raspredelba na neprekinatata sluqajna pro-
menliva X - neprekinato vreme na rabota na nekoja maxina e

FX(x) = 1− e−
x
T , x ≥ 0,

kade T > 0 e konstanta. Najdi ja verojatnosta deka maxinata neprekinato
rabotela za vreme x ≥ T .

Rexenie. Baranata verojatnost e

P{X ≥ T} = 1− P{X < T} = 1− P{0 ≤ X < T} = 1− FX(T−) + FX(0−) =

= 1− FX(T ) + FX(0) = 1− (1− e−
T
T ) + (1− e−

0
T ) =

1

e
,
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zatoa xto FX(x) e neprekinata funkcija.

ZADAQA 4.76. Ispravna moneta se frla n pati. Najdi go zakonot na ras-
predelba i funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X - broj na
pojavuvaǌa na �grb� na monetata.

Rexenie. Verojatnosta da se padne �grb� pri edno frlaǌe na monetata e 1
2
.

Frlaǌata se nezavisni, pa zatoa raspredelbata na sluqajnata promenliva X
koja prima vrednosti X ∈ {1, 2, ..., n} e

P{X = 0} =
1

2n
,

P{X = 1} = C1
n

1

2n
=

(
n

1

)
1

2n
,

P{X = 2} = C2
n

1

2n
=

(
n

2

)
1

2n
,

...

P{X = n} =
1

2n
,

odnosno P{X = k} =
(
n
k

)
1
2n
, k = 0, 1, ..., n. Funkcijata na raspredelba na X e

FX(x) = P{X ≤ x} =


0 , x < 0
1
2n

∑[x]
k=0

(
n
k

)
, 0 ≤ x < n

1 , x ≥ n

.

ZADAQA 4.77. Edna toqka sluqajno e frlena vo krug so radius R, taka
xto verojatnosta toqkata da se padne vo proizvolna oblast od vnatrexnosta
na krugot, e proporcionalna so ploxtinata na taa oblast. Najdi ja funkci-
jata na raspredelba FX(x) i gustinata na raspredelba pX(x) na sluqajnata
promenliva X - rastojanie na toqkata do centarot na krugot.

Rexenie. Da gi oznaqime so P(Kx) i P(K) ploxtinite na krugovite so radius
x (0 ≤ x ≤ R) i R soodvetno. Togax, verojatnosta sluqajno frlena toqka vo
krugot so radius R da padne na rastojanie ne pogolemo od x od centarot na
krugot e

P{X ≤ x} =
P(Kx)

P(K)
=

x2π

r2π
=

x2

R2
, za 0 ≤ x ≤ R,

P{X ≤ x} = 0, za x < 0 i P{X ≤ x} = 1, za x > R,
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odnosno, funkcijata na raspredelba na X e

FX(x) = P{X ≤ x} =


0 , x < 0
x2

R2 , 0 ≤ x ≤ R
1 , x > R

.

Za gustinata na raspredelba imame

pX(x) = F ′
X(x) =

2x

R2
, za 0 ≤ x ≤ R i pX(x) = F ′

X(x) = 0 za x < 0 ili x > R.

ZADAQA 4.78. Neka F1(x) i F2(x) se funkcii na raspredelba na sluqajnite
promenlivi X1 i X2 soodvetno, i neka a1 i a2 se nenegativni realni broevi,
taka xto a1+a2 = 1. Poka�i deka F (x) = a1F1(x)+a2F2(x) e isto taka funkcija
na raspredlba na nekoja sluqajna promenliva X.

Rexenie. Funkciite F1(x) i F2(x) se neopaǵaqki funkcii, neprekinati od
desno i limx→−∞ Fi(x) = 0 i limx→+∞ Fi(x) = 1, i = 1, 2.

(i) Od F1(x) i F2(x) se neopaǵaqki funkcii i a1, a2 ≥ 0, sledi deka i F (x) =
a1F1(x) + a2F2(x) e neopaǵaqka funkcija.

(ii) Neka x ∈ R. Togax,

F (x+) = a1F1(x+) + a2F2(x+) = a1F1(x) + a2F2(x) = F (x),

xto znaqi deka F (x) e neprekinata od desno.
(iii) Ḱe poka�eme deka i limx→−∞ F (x) = 0 i limx→+∞ F (x) = 1.

lim
x→−∞

F (x) = a1 lim
x→−∞

F1(x) + a2 lim
x→−∞

F2(x) = a1 · 0 + a2 · 0 = 0,

lim
x→+∞

F (x) = a1 lim
x→+∞

F1(x) + a2 lim
x→+∞

F2(x) = a1 · 1 + a2 · 1 = a1 + a2 = 1.

Od (i)-(iii) sledi deka F (x) e funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna
promenliva.

ZADAQA 4.79. Neka F : R → R e funkcija na raspredelba na nekoja slu-
qajna promenliva za koja va�i F (0) = 0. Doka�i deka funkcijata G : R → R
definirana so

G(x) =

{
0 , x < 1
F (x)− F

(
1
x

)
, x ≥ 1

e isto taka funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva.
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Rexenie. Funkcijata F (x) e neopaǵaqka, neprekinata od desno i limx→−∞ F (x) =
0 i limx→+∞ F (x) = 1. Ḱe poka�eme deka i za funkcijata G(x) va�at ovie svo-
jstva.

(i) Neka x1 ≥ x2 ≥ 1, togax

G(x1)−G(x2) =

(
F (x1)− F

(
1

x1

))
−
(
F (x2)− F

(
1

x2

))
=

=
(
F (x1)− F (x2)

)
+

(
F

(
1

x2

)
− F

(
1

x1

))
≥ 0,

zatoa xto F (x1) ≥ F (x2) i F ( 1
x2
) ≥ F ( 1

x1
) od F (x) neopaǵaqka funkcija i x1 ≥

x2 ≥ 1, od kade 1
x2

≥ 1
x1
.

Neka x1 ≥ 1 ≥ x2, togax

G(x1)−G(x2) = F (x1)− F

(
1

x1

)
≥ 0,

zatoa xto x1 ≥ 1 ≥ 1
x1

i od F (x) neopaǵaqka funkcija.
Za 1 ≥ x1 ≥ x2 imame deka trivijalno va�i G(x1)−G(x2) = 0 ≥ 0, xto znaqi

deka za sekoi x1 ≥ x2 va�i G(x1) ≥ G(x2), pa G(x) e neopaǵaqka funkcija.
(ii) Neka x ≥ 1. Togax, od neprekinatosta od desno na F (x) imame

G(x+) = F (x+)− F (
1

x
+) = F (x)− F (

1

x
) = G(x).

Za x < 1 imame deka trivijalno va�i G(x+) = 0 = G(x), xto znaqi deka G(x)
e neprekinata od desno za sekoj x ∈ R. xto znaqi deka F (x) e neprekinata od
desno. Da zabele�ime deka vo x = 1 funkcijata G(x) e neprekinata i od levo
i od desno.

(iii) Od definiranosta na G(x) jasno e deka limx→−∞ G(x) = 0. Potoa,

lim
x→+∞

G(x) = lim
x→+∞

(
F (x)− F (

1

x
)

)
= lim

x→+∞
F (x)− lim

x→+∞
F (

1

x
) = 1−F (0) = 1− 0 = 1.

Od (i)-(iii) sledi deka F (x) e funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna
promenliva.

ZADAQA 4.80. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba pX(x),
x ∈ R. Najdi ja gustinata na raspredelba pY (x) na sluqajnata promenliva
Y = min{X,X2}.
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Rexenie. Za funkcijata na raspredelba na Y imame

FY (y) = P{Y ≤ y} = P{min{X,X2} ≤ y} =

= 1− P{min{X,X2} > y} = 1− P{X > y,X2 > y}.

Za y ≤ 0 imame deka P{X2 > y} = 1, pa zatoa P{X > y,X2 > y} = P{X > y}. Za
y > 0 imame deka P{X > y,X2 > y} = P{X > y, |X| > √

y} = P{X > y,X >
√
y},

pa za 0 < y < 1 imame deka
√
y > y pa zatoa P{X > y,X >

√
y} = P{X >

√
y},

dodeka za y > 1 imame deka y >
√
y i zatoa P{X > y,X >

√
y} = P{X > y}.

Koneqno,

FY (y) = 1− P{X > y,X2 > y} =

{
1− P{X >

√
y} , 0 < y < 1

1− P{X > y} ,inaku

=

{
P{X ≤ √

y} , 0 < y < 1
P{X ≤ y} ,inaku

=

{
FX(

√
y) , 0 < y < 1

FX(y) ,inaku
.

Togax, za gustinata na raspredelba na Y imame

pY (y) = F ′
Y (y) =

{
F ′
X(

√
y) · 1

2
√
y

, 0 < y < 1

F ′
X(y) ,inaku

=

{
pX(

√
y) · 1

2
√
y

, 0 < y < 1

pX(y) ,inaku
.

ZADAQA 4.81. Daj primer za singularna funkcija na raspredelba.

Rexenie. Primer za singularna funkcija na raspredelba e Kantorovata
singularna funkcija na raspredelba koja se definira na sledniot naqin.

Neka C ⊆ R e Kantorotovoto mno�estvo koe se dobiva od intervalot [0, 1]
so posledovatelno otstranuvaǌe na srednite tretini od intervalite koi ne
se otstraneti. Znaqi, vo prviot qekor se otstranuva intervalot I11 =

(
1
3
, 2
3

)
.

Vo vtoriot qekor od ostanatite dva intervala
[
0, 1

3

]
i
[
2
3
, 1
]
se otstranuvaat

intervalite
(
1
9
, 2
9

)
i
(
7
9
, 8
9

)
i site tri otstraneti intervali po vtoriot qekor

se numeriraat so

I21 =
(1
9
,
2

9

)
, I22 =

(1
3
,
2

3

)
, I23 =

(7
9
,
8

9

)
.

Po vtoriot qekor ostanati se qetiri intervala na koi se povtoruva dosegas-
hnata postapka. Taka, posle n qekori otstraneti se 1+2+22+ ...+2n−1 = 2n−1
intervali koi gi numerirame so Ink, 1 ≤ k ≤ 2n − 1. Gi voveduvame oznakite

An = ∪2n−1
k=1 Ink, A = ∪∞

n=1An,
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togax Kantorotovoto mno�estvo se definira so C = [0, 1] \ A. Da zabele�i-
me deka zbirot na dol�inite na intervalte Ink, 1 ≤ k ≤ 2n − 1, a so toa i
dol�inata na mno�estvoto An e

1

3
+

2

32
+

22

33
+ ...+

2n−1

3n
= 1−

(2
3

)n
.

Koga n → ∞ se dobiva deka merata na mno�estovoto A e 1, od kade merata na
Kantorovoto mno�estvo C e 0.

Sega, definirame funkcija F : R → R na sledniot naqin

1) F (x) = 0 za x < 0 i F (x) = 1 za x > 1;

2) F (x) = k
2n

za x ∈ Ink.

Bidejḱi za sekoj n i k ∈ {1, 2, ..., 2n − 1}, In+1,2k = Ink, imame deka za x ∈
In+1,2k = Ink, F (x) = 2k

2n+1 = k
2n
, xto znaqi dobra definiranost na 2). Isto

taka, od 1) i 2) sledi deka F (x) e neopaǵaqka na (−∞, 0) ∪ A ∪ (1,+∞) =
R\C. Potoa, za x1, x2 ∈ R\C, za koi |x1−x2| ≤ 1

3n
, va�i |F (x1)−F (x2)| ≤ 1

2n
,

pa F (x) e ramnomerno neprekinata na R \ C.

3) Bidejḱi mno�estvoto R \ C e sekade gusto mno�estvo vo R, funkcijata
F (x) mo�e da se dodefinira i na mno�estvoto C za da bide neprekinata.

Dobivme deka vaka definiranata funkcija F (x) e neprekinata funkcija na
raspredelba. No, taa ne e apsolutno neprekinata. Imeno, za t ∈ R \ C va�i
F ′(t) = 0, od kade za sekoj x ∈ R va�i

∫ x

−∞ F ′(t)dt = 0. Ako pretpostavime deka
postoi nenegativna funkcija p(x) taka xto F (x) =

∫ x

−∞ p(t)dt =
∫ x

−∞ F ′(t)dt = 0
za site x ∈ R, dobivame protivreqnost so definiranosta 2) na funkcijata
F (x).

ZADAQA 4.82. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima N (0, 0, 1, 1, 0) raspredelba. Naj-
di ja funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ) i verojatnosta toqkata
(X, Y ) da se padne vo pravoagolnikot {(x, y) | x1 ≤ x ≤ x2, y1 ≤ y ≤ y2}.

Rexenie. Od (X, Y ) ∼ N (0, 0, 1, 1, 0), imame deka gustinata na raspredelba na
(X, Y ) e

p(x, y) =
1

2π
e−

x2+y2

2 , (x, y) ∈ R2.

Funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ) e

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
p(u, v)dudv =

1

2π

∫ x

−∞

∫ y

−∞
e−

u2+v2

2 dudv =

=
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du · 1√
2π

∫ y

−∞
e−

v2

2 dv = (0, 5 + Φ0(x)) · (0, 5 + Φ0(y)),
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kade Φ0(x) e funkcijata na Laplas (vidi Zadaqa 4.15). Togax, baranata ver-
ojatnost e

P{x1 ≤ X ≤ x2, y1 ≤ Y ≤ y2} =

∫ x2

x1

∫ y2

y1

p(x, y)dxdy =
1

2π

∫ x2

x1

∫ y2

y1

e−
x2+y2

2 dxdy =

=
1√
2π

∫ x2

x1

e−
x2

2 dx · 1√
2π

∫ y2

−y1

e−
y2

2 dy = (Φ0(x2)− Φ0(x1)) · (Φ0(y2)− Φ0(y1)).

ZADAQA 4.83. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i ednakvo raspre-
deleni so E(1) raspredelba. Najdi ja gustinata na raspredelba na sluqajnata
promenliva U = X−Y

X+Y
.

Rexenie. Od X ∼ E(1) i Y ∼ E(1) imame deka gustinite na X i Y se

pX(x) = e−x, x > 0 i pY (y) = e−y, y > 0,

soodvetno. Od nezavisnosta na X i Y , gustinata na raspredelba na sluqaj-
niot vektor (X, Y ) e

p(x, y) = pX(x) · pY (y) = e−x−y, x > 0, y > 0.

Bidejḱi P{X > 0} = P{Y > 0} = 1, imame P{−1 < X−Y
X+Y

< 1} = 1, pa funkcijata
na raspredelba na U = X−Y

X+Y
e

FU(x) = P{U ≤ x} = P{X − Y

X + Y
≤ x} = P{Y ≥ 1− x

1 + x
X} =

=

∫∫
v≥ 1−x

1+x
u

p(u, v)dudv =

∫ +∞

0

du

∫ +∞

1−x
1+x

u

e−u−vdv =
1 + x

2
, −1 ≤ x < 1,

od kade za gustinata na raspredelba na U imame

pU(x) = F ′
U(x) =

1

2
, −1 < x < 1,

odnosno U = X−Y
X+Y

ima U(−1, 1) raspredelba.

ZADAQA 4.84. Sluqajniot vektor (X1, X2) pri uslov Y = y ima U((0, y) ×
(0, y)) raspredelba, a sluqajnata promenliva Y ima U(1, 2) raspredelba. Najdi
ja uslovnata raspredelba na Y pri uslov (X1, X2) = (x1, x2).
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Rexenie. Od (X1, X2)|Y = y ∼ U((0, y)× (0, y)) za uslovnata gustina na raspre-
delba na (X1, X2) pri uslov Y = y imame deka e

pX1X2(x1, x2|y) =
1

y2
, 0 < x1, x2 < y,

a od Y ∼ U(1, 2), imame deka gustinata na raspredelba na Y e

pY (y) = 1, 1 < y < 2.

Togax, gustinata na raspredelba na (X1, X2, Y ) e

pX1X2Y (x1, x2, y) = pY (y) · pX1X2(x1, x2|y) =
1

y2
, 0 < x1, x2 < y, 1 < y < 2,

od kade gustinata na raspredelba na (X1, X2) e

pX1X2(x1, x2) =

∫ +∞

−∞
pX1X2Y (x1, x2, y)dy =

=

{ ∫ 2

1
1
y2

dy , 0 < x1, x2 < 1∫ 2

max{x1,x2}
1
y2

dy , 1 ≤ x1 < 2 ili 1 ≤ x2 < 2

=

{ 1
2

, 0 < x1, x2 < 1
1

max{x1,x2} −
1
2

, 1 ≤ x1 < 2 ili 1 ≤ x2 < 2

Baranata uslovna gustina na raspredelba na Y pri uslov (X1, X2) = (x1, x2) e

pY (y|x1, x2) =
pX1X2Y (x1, x2, y)

pX1X2(x1, x2)
=

{
2
y2

, 0 < x1, x2 < 1, 1 < y < 2
2max{x1,x2}

y2(2−max{x1,x2}) , 1 ≤ max{x1, x2} < y < 2
.

ZADAQA 4.85. Sluqajnata promenliva X od apsolutno neprekinat tip ima
gustina na raspredelba p(x). Najdi go zakonot na raspredelba na sluqajnata
promenliva

Y = signX =


1 , X > 0
0 , X = 0
−1 , X < 0

,

kako i nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe i disperzija.

Rexenie. Zakonot na raspredelba na Y e

P{Y = −1} = P{X < 0} = P{X ≤ 0} = F (0),

P{Y = 0} = P{X = 0} = 0,

P{Y = 1} = P{X > 0} = 1− P{X ≤ 0} = 1− F (0),
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kade F (x) =
∫ x

−∞ p(u) du e funkcijata na raspredelba na X. Togax, matematiq-
koto oqekuvaǌe e

EY = (−1) · F (0) + 1 · (1− F (0)) = 1− 2F (0),

vtoriot moment e

EY 2 = (−1)2 · F (0) + 12 · (1− F (0)) = 1,

od kade za disperzijata imame

DY = EY 2 − (EY )2 = 1− (1− 2F (0))2 = 4F (0) · (1− F (0)).

ZADAQA 4.86. Neka sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba
ps(x) = axse−α2x2

, x > 0, kade s ∈ N. Opredeli gi a, α i DX vo opxt sluqaj, i
za s = 1 i s = 2, ako e poznato matematiqkoto oqekuvaǌe EX.

Rexenie. Neka s ∈ N e fiksen. Imame deka∫ +∞

0

axse−(αx)2dx = 1 i
∫ +∞

0

axs+1e−(αx)2dx = EX.

So voveduvaǌe na smena t = (αx)2 dobivame

1 =

∫ +∞

0

axse−(αx)2dx =
a

2αs+1

∫ +∞

0

t
s−1
2 e−tdt =

a

2αs+1
Γ(

s+ 1

2
),

EX =

∫ +∞

0

axs+1e−(αx)2dx =
a

2αs+2

∫ +∞

0

t
s
2 e−tdt =

a

2αs+2
Γ(

s+ 2

2
),

kade Γ(s) =
∫ +∞
0

ts−1e−tdt, s > 0 e gama funkcijata. Od poslednite ravenstva se
dobiva

a =
2αs+1

Γ( s+1
2
)
i α =

1

EX
·
Γ( s+2

2
)

Γ( s+1
2
)
.

Za vtoriot moment, so pomox na istata smena t = (αx)2 dobivame

EX2 =

∫ +∞

0

axs+2e−(αx)2dx =
a

2αs+3

∫ +∞

0

t
s+1
2 e−tdt =

a

2αs+3
Γ(

s+ 3

2
),

i od svojstvoto za gama funkcijata, Γ(s + 1) = sΓ(s), s > 0 i dobieniot izraz
za a, imame

EX2 =
aΓ( s+3

2
)

2αs+3
=

a s+1
2
Γ( s+1

2
)

2αs+1α2
=

s+ 1

2α2
.
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Togax, koristejḱi go izrazot za α, disperzijata e

DX = EX2 − (EX)2 =
s+ 1

2α2
− (EX)2 = (EX)2

(
s+ 1

2
·
Γ2( s+1

2
)

Γ2( s+2
2
)
− 1

)
.

Za s = 1 se dobiva p1(x) = αxe−α2x2
, x > 0 t.e. zakonot na Rele, i pri toa

α = 1
EX

·
√
π
2
, a = 2α2 = π

2(EX)2
i DX = (EX)2( 4

π
− 1).

Za s = 2 se dobiva p2(x) = αx2e−α2x2
, x > 0 t.e. zakonot na Maksvel, i pri

toa α = 1
EX

· 2√
π
, a = 4α3

√
π
= 32

π2(EX)3
i DX = (EX)2(3π

8
− 1).

ZADAQA 4.87. Neka X e sluqajna promenliva so U(8, 9) raspredelba i neka
Xn = 1

n
[nX], n ∈ N, kade za x ∈ R, [x] e cel del od x. Poka�i deka |X −Xn| < 1

n
,

za sekoj n ∈ N i najdi gi EX i EXn.

Rexenie. Od neravenstvoto [x] ≤ x < [x] + 1 koe va�i za sekoj x ∈ R imame
deka [nX] ≤ nX < [nX]+1, od kade [nX]

n
≤ X < [nX]

n
+ 1

n
, odnosno Xn ≤ X < Xn+

1
n
,

t.e. 0 ≤ X −Xn < 1
n
, od kade |X −Xn| < 1

n
xto trebaxe da se doka�e.

Matematiqkoto oqekuvaǌe na X e EX = 8+9
2

= 8 + 1
2
.

Za da go najdeme matematiqkoto oqekuvaǌe na Xn, ja naoǵame prvo raspre-
delbata na verojatnosti. Sluqajnata promenliva Xn prima vrednosti Xn ∈
{8, 8 + 1

n
, 8 + 2

n
, ..., 8 + n−1

n
} so verojatnosti

P{Xn = 8 +
k

n
} = P{[nX] = 8n+ k} = P{nX ∈ [8n+ k, 8n+ k + 1)} =

= P{X ∈ [8 +
k

n
, 8 +

k + 1

n
)} =

∫ 8+ k+1
n

8+ k
n

dx = 8 +
k + 1

n
− 8− k

n
=

1

n
,

za k = 0, 1, ..., n− 1, odnosno Xn ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto
{8, 8 + 1

n
, 8 + 2

n
, ..., 8 + n−1

n
}, od kade za matematiqkoto oqekuvaǌe na Xn imame

EXn =
1

n
(8 + 8 +

1

n
+ 8 +

2

n
+ ...+ 8 +

n− 1

n
) =

1

n
(8n+

(n− 1)n

2n
) = 8 +

1

2
− 1

2n
.

ZADAQA 4.88. Neka X e sluqajna promenliva od apsolutno neprekinat tip
so gustina na raspredelba p(x) i neka a = const. Od kakov tip e sluqajnata
promenliva Y = min{X, a}? Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata
na Y .
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Rexenie. Za sluqajnata promenliva Y imame

Y =

{
X ,X < a
a ,X ≥ a

,

i taa prima vrednost a so verojatnost

pa = P{Y = a} = P{X ≥ a} =

∫ +∞

a

p(x) dx,

pa ako pa = 0, togax Y = x i taa e sluqajna promenliva od apsolutno nepre-
kinat tip, a ako pa > 0, togax Y e od mexan tip.

Za matematiqkoto oqekuvaǌe, vtoriot moment i disperzijata na Y imame

EY = apa +

∫ a

−∞
xp(x)dx, EY 2 = a2pa +

∫ a

−∞
x2p(x)dx, DY = EY 2 − (EY )2.

ZADAQA 4.89. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so gustini
na raspredelba pX(x) i pY (y) soodvetno. Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe
i disperzijata na sluqajnata promenliva U = |X − Y |. Najdi primer koga
EU = EX = EY i DU = DX = DY .

Rexenie. Od nezavisnosta na X i Y imame deka gustinata na raspredelba
na sluqajniot vektor (X, Y ) e p(x, y) = pX(x) · py(y). Togax, matematiqkoto
oqekuvaǌe na U = |X − Y | e

EU =

∫∫
R2

|x− y|p(x, y)dxdy =

∫∫
R2

|x− y|pX(x)pY (y)dxdy.

So pravata x = y, ramninata R2 ja delime na dve podoblasti

D1 = {(x, y) | x ≥ y} i D2 = {(x, y) | x < y}.

Togax,

EU =

∫∫
D1

(x− y)pX(x)pY (y)dxdy +

∫∫
D2

(y − x)pX(x)pY (y)dxdy =

=

∫ +∞

−∞
xpX(x)dx

∫ x

−∞
pY (y)dy −

∫ +∞

−∞
ypY (y)dy

∫ +∞

y

pX(x)dx+

+

∫ +∞

−∞
ypY (y)dy

∫ y

−∞
pX(x)dx−

∫ +∞

−∞
xpX(x)dx

∫ +∞

x

pY (y)dy.
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Ako FX(x) =
∫ x

−∞ pX(t)dt i FY (x) =
∫ y

−∞ pY (t)dt se funkciite na raspredelba na
X i Y soodvetno, togax

EU =

∫ +∞

−∞
xpX(x)FY (x)dx−

∫ +∞

−∞
ypY (y)(1− FX(y))dy +

+

∫ +∞

−∞
ypY (y)FX(y)dy −

∫ +∞

−∞
xpX(x)(1− FY (x))dx =

=

∫ +∞

−∞
[2xpX(x)FY (x)− xpX(x)]dx+

∫ +∞

−∞
[2ypY (y)FX(y)− ypY (y)]dy

= 2

∫ +∞

−∞
xpX(x)FY (x)dx− EX + 2

∫ +∞

−∞
ypY (y)FX(y)dy − EY.

Od nezavisnosta na X i Y imame

EU2 = E|X−Y |2 = E(X−Y )2 = EX2−2 ·EX ·EY +EY 2 = DX+DY +(EX−EY )2.

I koneqno, disperzijata na U e DU = EU2 − (EU)2.
Ako X, Y ∼ E(1), togax EX = EY = 1 i DX = DY = 1. So zamena na

gustinite na raspredelba i funkciite na raspredelba na X i Y vo izrazite
za matematiqkoto oqekuvaǌe, vtoriot moment i disperzijata na U se dobiva
deka EU = 1 i DU = 1.

ZADAQA 4.90. Poka�i deka, ako X1, X2, ..., Xn se pozitivni, nezavisni i ed-
nakvo raspredeleni sluqajni promenlivi, togax va�i

E

(
k∑

i=1

Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
=

k

n
, 1 ≤ k ≤ n.

Rexenie. Od svojstvata na matematiqko oqekuvaǌe imame

E

(
k∑

i=1

Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
= E

(
k∑

i=1

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

))
=

k∑
i=1

E

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
.

Bidejḱi X1, .X2, ..., Xn se ednakvo raspredeleni, znaqi deka

E

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
= α, za sekoj i = 1, 2, ..., n.

Togax,

1 = E

(
n∑

i=1

Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
= E

(
n∑

i=1

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

))
=

n∑
i=1

E

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
=

n∑
i=1

α = nα,
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od kade se dobiva deka α = 1
n
, pa zatoa

E

(
k∑

i=1

Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
=

k∑
i=1

E

(
Xi

/ n∑
j=1

Xj

)
= kα =

k

n
.

ZADAQA 4.91. Neka X e sluqajna promenliva so EX > a, a ∈ R, a = const. i
DX < +∞. Doka�i deka

P{X ≤ a} ≤ DX

(EX − a)2
.

Rexenie. Od EX > a imame deka 2EX−a > a, i od (a, 2EX−a) ⊆ (a,+∞) imame
deka P{a < X < 2EX − a} ≤ P{X > a}. Sega, so koristeǌe na neravenstvoto
na Qebixev se dobiva

P{X ≤ a} = 1− P{X > a} ≤ 1− P{a < X < 2EX − a} =

= 1− P{a− EX < X − EX < EX − a} = 1− P{|X − EX| < EX − a} =

= P{|X − EX| ≥ EX − a} ≤ DX

(EX − a)2
.

ZADAQA 4.92. Funkcijata na raspredelba F (x) na sluqajnata promenliva
X od apsolutno neprekinat tip e dadena so grafikot na Crte� 4.13. Pokaz-
hi deka matematiqkoto oqekuvaǌe geometriski mo�e da bide pretstaveno so
ploxtinata na xtrafiraniot del.

Rexenie. Od crte�ot imame deka F (x) = 0, za x < 0. Neka p(x) e gustinata na
raspredelba na X, togax p(x) = F ′(x). Za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =

∫ ∞

−∞
xp(x) dx =

∫ ∞

0

xF ′(x) dx = −
∫ ∞

0

x(1− F (x))′ dx.

So parcijalna integracija u = x, dv = (1− F (x))′ dx dobivame

EX = − x(1− F (x))|∞0 +

∫ ∞

0

(1− F (x)) dx.

Od koneqnosta na EX, integralot
∫∞
−∞ xp(x) dx =

∫∞
0

xp(x) dx konvergira
(p(x) = 0, za x < 0), od kade

∫∞
K

xp(x) dx → 0, koga K → ∞. Togax,

0 ≤ K(1− F (K)) = K

∫ ∞

K

p(x) dx ≤
∫ ∞

K

xp(x) dx → 0, koga K → ∞,
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x

1

FHxL

Crte� 4.13

xto znaqi limx→∞ x(1−F (x)) = 0. Koneqno, za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =

∫ ∞

0

(1− F (x)) dx,

xto geometriski mo�e da se pretstavi so ploxtinata na xtrafiraniot del
od Crte� 4.13.

ZADAQA 4.93. Poka�i deka ako

lim
x→−∞

(xF (x)) = 0 i lim
x→+∞

(x(1− F (x))) = 0,

kade F (x) e funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva X od apso-
lutno neprekinat tip, togax

EX =

∫ +∞

0

(1− F (x)) dx−
∫ 0

−∞
F (x) dx.

Rexenie. Neka p(x) e gustinata na raspredelba na X, togax p(x) = F ′(x) i
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p(x) = −(1− F (x))′. Zatoa,

EX =

∫ +∞

−∞
xp(x)dx =

∫ 0

−∞
xp(x)dx+

∫ +∞

0

xp(x)dx =

=

∫ 0

−∞
xF ′(x)dx−

∫ ∞

0

x(1− F (x))′dx =

= xF (x)
∣∣0
−∞ −

∫ 0

−∞
F (x)dx− x(1− F (x))

∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

(1− F (x))dx =

=

∫ +∞

0

(1− F (x))dx−
∫ 0

−∞
F (x)dx,

xto trebaxe da se doka�e.

ZADAQA 4.94. Poka�i deka ako X e sluqajna promenliva so koneqno ma-
tematiqko oqekuvaǌe i φ(x) e konveksna diferencijabilna funkcija, togax
E(φ(X)) ≥ φ(EX).

Rexenie. Ako φ(x) e konveksna diferencijabilna funkcija, togax

φ(x2)− φ(x1) ≥ φ′(x1)(x2 − x1), za sekoi x1, x2.

Zamenuvame za x1 = EX i x2 = X i dobivame

φ(X)− φ(EX) ≥ φ′(EX)(X − EX),

pa ako na poslednoto neravenstvo pobarame matematiqko oqekuvaǌe dobivame

E(φ(X)− φ(EX)) ≥ E(φ′(EX)(X − EX)),

odnosno
E(φ(X))− φ(EX) ≥ φ′(EX)(EX − EX) = 0,

od kade se dobiva deka E(φ(X)) ≥ φ(EX), xto trebaxe da se doka�e.

ZADAQA 4.95. Od mno�estvoto {1, 2, ..., n} na sluqaen naqin se izbira broj
X, a potoa od mno�estvoto {1, 2, ..., X} na sluqaen naqin se izbira broj Y .
Neka U = X + Y i V = X − Y . Najdi ja raspredelbata na sluqajniot vektor
(U, V ) i kovarijansata cov(U, V ).

Rexenie. Mno�estvoto od elementarni nastani e Ω = {(x, y)|1 ≤ y ≤ x ≤ n},
pri xto P{(X, Y ) = (x, y)} = P{X = x}P{Y = y|X = x} = 1

n
· 1
x
.
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Vrednostite koi gi primaat novite sluqajni promenlivi U = X + Y i
V = X − Y se U ∈ {2, 3, ..., 2n} i V ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Zakonot na raspredelba na
sluqajniot vektor (U, V ) e

P{U = u, V = v} = P{X+Y = u,X−Y = v} = P{X =
u+ v

2
, Y =

u− v

2
} =

2

n(u+ v)
,

koga 1 ≤ u−v
2

≤ u+v
2

≤ n.
Ponatamu, bidejḱi

cov(U, V ) = E(UV )− EU · EV =

= E((X + Y )(X − Y ))− E(X + Y ) · E(X − Y ) =

= E(X2 − Y 2)− (EX + EY )(EX − EY ) =

= (EX2 − EY 2)− ((EX)2 − (EY )2) =

= (EX2 − (EX)2)− (EY 2 − (EY )2) = DX −DY,

potrebno e da se najdat disperziite na X i Y .
Sluqajnata promenliva X ima ramnomerna raspredelba na mno�estvoto

{1, 2, ..., n} t.e. P{X = x} = 1
n
, x = 1, 2, ..., n, pa zatoa DX = n2−1

12
.

Pri uslov X = x, sluqajnata promenliva Y ima ramnomerna raspredelba
na {1, 2, ..., x} t.e. P{Y = y|X = x} = 1

x
, y = 1, 2, ..., x, od kade uslovnoto mate-

matiqko oqekuvaǌe na Y pri zadadena vrednost X = x e E(Y |X = x) = x+1
2
,

dodeka uslovniot vtor moment e E(Y 2|X = x) = (x+1)(2x+1)
6

.
Sluqajnata promenliva uslovno matematiqko oqekuvaǌe na Y pri uslov X

t.e. E(Y |X) prima vrednosti E(Y |X = x) = x+1
2

so verojatnosti P{X = x} = 1
n
,

x ∈ {1, 2, ..., n} od kade nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe e

E(E(Y |X)) =
n∑

x=1

E(Y |X = x)P{X = x} =
n∑

x=1

x+ 1

2
· 1
n
=

n+ 3

4
,

pa zatoa
EY = E(E(Y |X)) =

n+ 3

4
.

Sluqajnata promenliva usloven vtor moment na Y pri uslov X prima vred-
nosti E(Y 2|X = x) = (x+1)(2x+1)

6
so verojatnosti P{X = x} = 1

n
, x ∈ {1, 2, ..., n} od

kade nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe e,

E(E(Y 2|X)) =
n∑

x=1

E(Y 2|X = x)P{X = x} =
n∑

x=1

(x+ 1)(2x+ 1)

6
· 1
n
=

4n2 + 15n+ 15

36
,

pa zatoa

EY 2 = E(E(Y 2|X)) =
4n2 + 15n+ 15

36
.



232 4. Opxti sluqajni promenlivi

Koneqno, za disperzijata na Y se dobiva

DY = EY 2 − (EY )2 =
4n2 + 15n+ 15

36
−
(n+ 3

4

)2
=

7n2 + 6n− 21

144
,

od kade

cov(U, V ) = DX −DY =
n2 − 1

12
− 7n2 + 6n− 21

144
=

5n2 − 6n+ 9

144
.

ZADAQA 4.96. Formula za totalno matematiqko oqekuvaǌe. Neka (Ω,F , P )
e prostor na verojatnost i neka nastanite A1, A2, ..., An ∈ F formiraat razbi-
vaǌe na Ω. Neka X : Ω → R e sluqajna promenliva. Poka�i deka

EX =
n∑

i=1

P (Ai)E(X|Ai).

Rexenie. Od definicijata, za uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe na X vo
odnos na nastanot Ai imame E(X|Ai) =

E(XIAi
)

P (Ai)
, i = 1, ..., n, kade IA e indikator

na nastanot A. Koristejḱi gi svojstvata na matematiqkoto oqekuvaǌe i toa
deka A1, A2, ..., An formiraat razbivaǌe na Ω imame

n∑
i=1

P (Ai)E(X|Ai) =
n∑

i=1

P (Ai) ·
E(XIAi

)

P (Ai)
=

n∑
i=1

E(XIAi
) = E

(
n∑

i=1

XIAi

)
= EX.

ZADAQA 4.97. Sluqajno se frla fer kocka. Neka Y e brojot na padnati
toqki na kockata, a X e sluqajno izbran realen broj od intervalot (0, Y ) so
ramnomerna raspredelba. Najdi go EX.

Rexenie. Sluqajnata promenliva Y ima diskretna ramnomerna raspredelba
P{Y = k} = 1

6
, k = 1, ..., 6. Definirame nastani Ak = {Y = k}, k = 1, ..., 6 koi

formiraat razbivaǌe na Ω. Togax, od formulata za totalno matematiqko
oqekuvaǌe (Zadaqa 4.96) imame

EX =
6∑

k=1

P (Ak)E(X|Ak) =
6∑

k=1

P{Y = k}E(X|Y = k).

Bidejḱi (X|Y = k) ∼ U(0, k), imame deka E(X|Y = k) = 0+k
2

= k
2
, k = 1, ..., 6.

Koneqno, za matematiqkoto oqekuvaǌe imame

EX =
6∑

k=1

1

6
· k
2
=

1

6
· 1
2
· 6 · 7

2
=

7

4
= 1, 75.
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ZADAQA 4.98. Edno gluvqe e zarobeno vo soba so tri izleza, vo centarot
na eden lavirint. Prviot izlez od sobata vodi kon izlez od lavirintot za 3
minuti. Vtoriot izlez od sobata vodi povtorno kon istata soba za 5 minuti.
Tretiot izlez od sobata vodi povtorno kon istata soba za 7 minuti. Sekogax
koga bira, gluvqeto so ednakva verojatnost izbira eden od trite izlezi od
sobata. Koe e oqekuvanoto vreme za koe gluvqeto ḱe izleze od lavirintot?

Rexenie. Definirame sluqajni promenlivi X-vreme za koe gluvqeto ḱe iz-
leze od lavirintot i Y -izlez koj gluvqeto go izbira. Od uslovot na zadaqata
Y ima diskretna ramnomerna raspredelba t.e. P{Y = k} = 1

3
, k = 1, 2, 3, dodeka

za uslovnite matematiqki oqekuvaǌa na X pri dadena vrednost na Y imame

E(X|Y = 1) = 3, E(X|Y = 2) = 5 + EX, E(X|Y = 3) = 7 + EX.

Togax, matematiqkoto oqekuvaǌe na X e

EX = E(E(X|Y )) =
3∑

k=1

E(X|Y = k)P{Y = k} =

= 3 · 1
3
+ (5 + EX) · 1

3
+ (7 + EX) · 1

3
= 5 +

2

3
· EX,

od kade EX = 15, odnosno oqekuvanoto vreme za koe gluvqeto ḱe izleze od
lavirintot e 15 minuti.

ZADAQA 4.99. Zbir na sluqaen broj sluqajni promenlivi. Neka Xn,
n = 1, 2, ... se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so ma-
tematiqko oqekuvaǌe µ i disperzija σ2. Neka N e sluqajna promenliva neza-
visna od site Xn, n = 1, 2, ... koja prima vrednosti 1, 2, 3, ... Neka SN =

∑N
k=1Xk.

Najdi gi E(SN |N), E(S2
N |N), E(SN) i D(SN).

Rexenie. Sluqajnata promenliva SN pri uslov N = n e zbir od fiksen
koneqen broj na ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi i zatoa

E(SN |N = n) = E

(
n∑

k=1

Xk

)
=

n∑
k=1

EXk = nµ.

Znaqi, sluqajnata promenliva E(SN |N) prima vrednosti E(SN |N)(w) = nµ, ako
N prima vrednost N(w) = n, od kade E(SN |N)(w) = N(w)µ, za w ∈ Ω, odnosno
E(SN |N) = Nµ.
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Sega, od svojstvoto na uslovna disperzija i od nezavisnosta na Xk, za
uslovniot vtor moment na SN pri uslov N = n imame

E(S2
N |N = n) = D(SN |N = n) + (E(SN |N = n))2 = D

(
n∑

k=1

Xk

)
+ (nµ)2

=
n∑

k=1

DXk + n2µ2 = nσ2 + n2µ2,

odnosno E(S2
N |N) = Nσ2 +N2µ2.

Za matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na SN imame

E(SN) = E(E(SN |N)) = E(Nµ) = µEN,

E(S2
N) = E(E(S2

N |N)) = E(Nσ2 +N2µ2) = σ2EN + µ2EN2,

od kade za disperzijata na SN dobivame

D(SN) = E(S2
N)− (E(SN))

2 = σ2EN + µ2EN2 − µ2(EN)2 = σ2EN + µ2DN.

ZADAQA 4.100. Brojot na kupuvaqi koi vleguvaat vo edna prodavnica vo
tekot na eden den ima Poasonova raspredelba so parametar λ = 10. Parite
koi eden kupuvaq ḱe gi potroxi vo prodavnicata ima U(0, 1000) raspredelba
(vo denari). Najdi ja oqekuvanata vrednost i disperzijata na parite koi ḱe
gi sobere prodavnicata vo eden den.

Rexenie. Neka Xk e iznosot koj k-tiot kupuvaq ḱe go potroxi vo prodavni-
cata, k = 1, 2, ... i neka N e brojot na kupuvaqi koi vlegle vo prodavnicata
vo tekot na eden den. Od uslovot na zadaqata Xk, k = 1, 2, ... se nezavisni i
ednakvo raspredeleni so U(0, 1000) raspredelbi, a N e nezavisna od site Xk,
k = 1, 2, ... i N ∼ P(10). Togax, SN =

∑N
k=1Xk e sumata pari koi prodavnicata

ḱe gi sobere vo eden den. Se baraat E(SN) i D(SN).
Od Zadaqa 4.99 imame deka

E(SN) = µEN i D(SN) = σ2EN + µ2DN,

kade µ i σ2 se matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnite pro-
menlivi Xk t.e. µ = 0+1000

2
= 500 i σ2 = (1000−0)2

12
= 5002

3
. Potoa, od N ∼ P(10)

imame deka EN = DN = 10, od kade

E(SN) = µEN = 500 · 10 = 5000 i

D(SN) = σ2EN + µ2DN =
5002

3
· 10 + 5002 · 10 =

4 · 5002

3
· 10 =

107

3
.
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ZADAQA 4.101. Dali funkcijata

φ(t) =

{
1− t2 , |t| ≤ 1
0 , |t| > 1

e karakteristiqna funkcija na nekoja sluqajna promenliva? Obrazlo�i go
odgovorot.

Rexenie. Da pretpostavime deka φ(t) e karakteristiqna funkcija za nekoja
sluqajna promenliva so funkcija na raspreleba F (x). Od apsolutnata nepre-
kinatost na integralot∫ ∞

−∞
|φ(t)| dt =

∫ 1

−1

(1− t2) dt =

(
t− t3

3

)∣∣∣∣1
−1

=
4

3
< +∞,

sledi deka sluqajnata promenliva X e od apsolutno neprekinat tip i nejzi-
jata gustina na raspredelba e

p(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxφ(t) dt =

1

2π

∫ 1

−1

e−itx(1− t2) dt =

=
1

2π

∫ 1

−1

(cos(−tx) + i sin(−tx))(1− t2) dt =

=
1

2π

∫ 1

−1

cos(tx)(1− t2) dt− i
1

2π

∫ 1

−1

sin(tx)(1− t2) dt

=
1

π

∫ 1

0

cos(tx)(1− t2) dt =
2(sinx− x cosx)

πx3
,

xto ne e mo�no, zatoa xto mora p(x) ≥ 0, a vakvata gustina na raspredelba
mo�e da prima i negativni vrednosti. Znaqi, φ(t) ne mo�e da bide karakte-
ristiqna funkcija na niedna sluqajna promenliva.

ZADAQA 4.102. Neka φX(t) e karakteristiqna funkcija na sluqajnata pro-
menliva X. Izrazi go zbirot D(sinX) +D(cosX) preku φX(1).

Rexenie. Koristejḱi gi svojstvata na karakteristiqna funkcija imame

D(sinX) +D(cosX) = E(sinX)2 − (E(sinX))2 + E(cosX)2 − (E(cosX))2 =

= E((sinX)2 + (cosX)2)− ((E(sinX))2 + (E(cosX))2) =

= 1− |φX(1)|2.



236 4. Opxti sluqajni promenlivi

ZADAQA 4.103. Sluqajnite promenlivi X1, X2, ..., Xn se nezavisni i ednakvo
raspredelni so eksponencijalni E(1) raspredelbi. Poka�i deka sluqajnite
promenlivi U = max{X1, X2, ..., Xn} i V =

∑n
k=1

Xk

k
imaat ista raspredelba.

Rexenie. Od Zadaqa 4.68 imame deka karakteristiqnata funkcija na Xk e
φXk

(t) = 1
1−it

, k = 1, 2, ..., n. Od svojstvata na karakteristiqna funkcija imame
deka φXk/k(t) = φXk

( t
k
) = k

k−it
, k = 1, 2, ..., n. Potoa, od nezavisnosta na X1, ..., Xn

sledi nezavisnosta na Xk/k, k = 1, 2, ..., n, od kade

φZ(t) =
n∏

k=1

φXk/k(t) =
n∏

k=1

k

k − it
=

n∑
k=1

(−1)kk
(
n
k

)
k − it

,

pri xto poslednoto ravenstvo se poka�uva so indukcija po n.
Od druga strana, za raspredelbata na sluqajnata promenliva Y imame

FY (x) = P{Y ≤ x} = P{max{X1, X2, ..., Xn} ≤ x} = P{X1 ≤ x, ..., Xn ≤ x} =

= P{X1 ≤ x}...P{Xn ≤ x} = FX1(x)...FXn(x) = (F (x))n,

kade F (x) e zaedniqkata funkcija na raspredelba na sekoja od sluqajnite
promenlivi X1, ..., Xn. Togax, gustinata na raspredelba na Y e

pY (x) = F ′
Y (x) = np(x)(F (x))n−1,

kade p(x) e zaedniqkata gustina na raspredelba na sekoja od sluqajnite pro-
menlivi X1, ..., Xn, za koi znaeme deka imaat eksponencijalna E(1) raspredelba
so F (x) = 1− e−x, x ≥ 0 i p(x) = e−x, x ≥ 0, i zatoa

pY (x) = ne−x(1− e−x)n−1, x ≥ 0.

Taka, za karakteristiqnata funkcija na Y dobivame

φY (t) =

∫ +∞

−∞
eitxpY (x) dx =

=
n−1∑
k=0

∫ +∞

0

eitxn(−1)k
(
n− 1

k

)
e−(k+1)xdx =

=
n−1∑
k=0

(−1)k(k + 1)

(
n

k + 1

)∫ +∞

0

eitxe−(k+1)xdx =

=
n∑

k=1

(−1)k+1k

(
n

k

)∫ +∞

0

ex(it−k)dx =

=
n∑

k=1

(−1)kk

(
n

k

)
1

k − it
.
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Dobivme deka karakteristiqnite funkcii na Y i Z se ednakvi, od kade, zaklu-
quvame deka Y i Z imaat isti raspredelbi.

ZADAQA 4.104. Sluqajnata promenliva X ima U(0, n+1), n ∈ N raspredelba,
sluqajnata promenliva Y ima U(0, 1) raspredelba i X = Y + U , pri xto Y i
U se nezavisni sluqajni promenlivi. Najdi ja raspredelbata na sluqajnata
promenliva U .

Rexenie. Od X ∼ U(0, n + 1) i Y ∼ U(0, 1) imame deka karakteristiqnite
funkcii na X i Y soodvetno se

φX(t) =
eit(n+1) − 1

(n+ 1)it
i φY (t) =

eit − 1

it
.

Neka φU(t) e karakteristiqna funkcija na U . Od nezavisnosta na Y i U imame

φX(t) = φY+U(t) = φY (t) · φU(t),

od kade

φU(t) =
φX(t)

φY (t)
=

(eit(n+1) − 1) · it
(eit − 1) · (n+ 1)it

=
1

n+ 1

n∑
k=0

eitk,

od kade zakluquvame deka U e diskretna sluqajna promenliva so zakon na
raspredelba

P{U = k} =
1

n+ 1
, k = 0, 1, 2, ..., n,

odnosno U ima diskretna ramnomerna raspredelba na mno�estvoto {0, 1, 2, ..., n}.

4.6 Zadaqi za samostojna rabota
ZADAQA 4.105. Najdi ja funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata
promenliva X od Zadaqa 3.2.

ZADAQA 4.106. Najdi ja funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata
promenliva X dadena so nejziniot zakon na raspredelba

x 3 4 7 10
P{X = x} 0,2 0,1 0,4 0,3
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ZADAQA 4.107. Sluqajnata promenliva X e dadena so nejzinata funkcijata
na raspredelba FX(x), odnosno

FX(x) =


0 , x < −1
3
4
x+ 3

4
,−1 ≤ x < 1

3

1 , x ≥ 1
3

.

Najdi ja verojatnosta X da prima vrednosti od intervalot (0, 1
3
).

ZADAQA 4.108. Sluqajnata promenliva od apsolutno neprekinat tip X e
dadena so nejzinata gustina na raspredelba pX(x), odnosno

pX(x) =

{
cosx , x ∈ (0, π

2
)

0 ,inaku
.

Najdi ja funkcijata na raspredelba FX(x) na sluqajnata promeliva X.

ZADAQA 4.109. Sluqajnata promenliva od apsolutno neprekinat tip X e
dadena so nejzinata gustina na raspredelba pX(x), odnosno

pX(x) =

{
a sin 3x , x ∈ (0, π

3
)

0 ,inaku
.

Najdi ja vrednosta na parametarot a ∈ R i verojatnosta da X prima vredno-
sti od intervalot (π

6
, π
4
).

ZADAQA 4.110. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X e
pX(x) =

4C
ex+e−x , x ∈ R. Najdi ja vrednosta na konstantata C, C ∈ R.

ZADAQA 4.111. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X od
apsolutno neprekinat tip e

pX(x) =

{
C · arctg x , x ∈ (0, 1)
0 ,inaku

.

Odredi gi vrednosta na C, C ∈ R i verojatnosta deka X prima vrednosti od
intervalot (−1

2
, 1
2
).

ZADAQA 4.112. Sluqajnata promenliva X ima normalna raspredelba so

gustina na raspredelba pX(x) = C · e−
(x−2)2

18 , x ∈ R. Odredi ja vrednosta na C,
C ∈ R i najdi ja verojatnosta P{X ∈ [2, 5]}.

ZADAQA 4.113. Dadena e funkcijata F : R → R so

F (x) =

{
0 , x ≤ 0

1− 1−e−x

x
, x > 0

.

Dali F (x) e funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva? Obraz-
lo�i.
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ZADAQA 4.114. Neka F : R → R e funkcija na raspredelba na nekoja sluqaj-
na promenliva i neka a > 0. Doka�i deka funkcijata G : R → R definirana
so

G(x) =
aF (x)

a+ 1− F (x)

e isto taka funkcija na raspredelba na nekoja sluqajna promenliva.

ZADAQA 4.115. Pri mereǌeto na dijametarot na edna topka se oqekuva da se
napravi grexka X raspredelena po normalen zakon na raspredelba so sredno
kvadratno otstapuvaǌe σ = 10 mm. Najdi ja verojatnosta deka mereǌeto ḱe
bide napraveno so grexka koja po apsolutna vrednost ne nadminuva 15 mm.

ZADAQA 4.116. Sluqajnata promenliva X e ramnomerno raspredelena na
intervalot (0, 2π) t.e. X ∼ U(0, 2π). Najdi ja gustinata na raspredelba pY (y)
na sluqajnata promenliva Y = cosX.

ZADAQA 4.117. Sluqajnata promenliva X ima normalna raspredelba N (m,σ2).
Najdi ja funkcijata na raspredelba FY (y) na sluqajnata promenliva Y = −X

izrazena preku funkcijata na Laplas Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

u2

2 du.

ZADAQA 4.118. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba pX(x)
na (0,+∞), i nula vo ostanatiot del. Najdi ja gustinata na raspredelba pY (x)
na sluqajnata promenliva Y , ako:

a) Y = e−X,
b) Y = lnX,
v) Y = X3,
g) Y = 1

X2 ,
d) Y =

√
X.

ZADAQA 4.119. Eden stap so dol�ina l na sluqaen naqin se krxi na dva
dela. Najdi ja gustinata na raspredelba na ploxtinata na pravoagolnikot,
qii strani imaat dol�ini ednakvi na dol�inite na dobienite delovi od
krxeǌeto na stapot.

ZADAQA 4.120. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo krug
so radius R i centar vo koordinatniot poqetok. Najdi gi:

a) gustinata na raspredelba p(x, y) na sluqajniot vektor (X, Y ),
b) marginalnite gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) na X i Y soodvetno,
v) verojatnosta P{|X| ≤ R

2
, 0 ≤ Y ≤ R

3
}.

Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

ZADAQA 4.121. Gustinata na raspredelba na sluqajniot vektor (X, Y ) e
p(x, y) = ae−(x+1)2−|y|, a ∈ R. Najdi gi:
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a) vrednosta na koeficientot a,
b) marginalnite gustini na raspredelba pX(x) i pY (y) na X i Y soodvetno,
v) funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ).

Dali X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi?

ZADAQA 4.122. Nezavisnite sluqajni promenlivi X i Y dadeni se so svoi-
te gustini na raspredelba pX(x) = e−x, za x > 0 i pY (y) = 1

2
e−y/2, za y > 0

soodvetno, odnosno X ∼ E(1) i Y ∼ E(1
2
). Najdi ja raspredelbata na sluqajna-

ta promenliva X + Y .

ZADAQA 4.123. Koeficientite a i c na kvadratnata ravenka ax2+2x+ c = 0
na sluqaen naqin, nezavisno eden od drug, primaat vrednosti od intervalot
[0, 2]. Najdi ja verojatnosta deka korenite na ravenkata se realni.

ZADAQA 4.124. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima ramnomerna raspredelba na
pravoagolnikot {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}. Najdi gi raspredelbite na
sluqajnite promenlivi U = min{X, Y } i V = max{X, Y }.
ZADAQA 4.125. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima gustina na raspredelba

p(x, y) =

{
3
2
max{x, y} , 0 < x, y < 1

0 ,inaku
.

Najdi gi uslovnata gustina na raspredelba na Y pri uslov X = x i verojat-
nosta P{Y < 1

2
| X < 1

2
}.

ZADAQA 4.126. Matematiqkoto oqekuvaǌe i srednoto kvadratno otstapuvaǌe
na normalno raspredelenata sluqajna promenliva X se 10 i 2 soodvetno. Naj-
di ja verojatnosta deka X prima vrednosti od intervalot (12, 14).

ZADAQA 4.127. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promen-
liva X dadena so gustinata na raspredelba

pX(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R.

ZADAQA 4.128. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
c(x2 + 2x) , x ∈ (0, 1)
0 ,inaku

.

Najdi gi vrednosta na c, c ∈ R i matematiqkoto oqekuvaǌe EX.

ZADAQA 4.129. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{ 1
π
√
c2−x2 , x ∈ (−c, c)

0 ,inaku
,

kade c ∈ R, c > 0 e konstanta. Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe EX i dis-
perzijata DX.
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ZADAQA 4.130. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
2 cos 2x , x ∈ (0, π

4
)

0 ,inaku
.

Najdi gi moX i meX.

ZADAQA 4.131. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{ 1
π
√
1−x2 ,−1 < x < 1

0 ,inaku
.

Najdi gi moX i meX.

ZADAQA 4.132. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
n
x0
xn−1e

xn

x0 , x ≥ 0

0 ,inaku
,

kade n ∈ N i x0 > 0. Najdi ja moX.

ZADAQA 4.133. Sluqajnata promenliva X dadena e so nejzinata gustina na
raspredelba

pX(x) =


a
2
x , 0 < x ≤ 1

a
2
(2− x) , 1 < x ≤ 2

0 ,inaku
.

a) Opredeli ja vrednosta na a, a ∈ R i verojatnosta P{X > 1
4
| X < 1

2
}.

b) Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata za sluqajnata pro-
menliva Y = 1

X
.

ZADAQA 4.134. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima gustina na raspredelba

p(x, y) =

{
x+ y , 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
0 ,inaku

.

a) Najdi ja funkcijata na raspredelba F (x, y) na (X, Y ) i verojatnosta
P{X2 −X ≥ Y 2 − Y }.

b) Poka�i deka mo(X − Y ) = moX −moY i me(X − Y ) = meX −meY .

ZADAQA 4.135. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so ramno-
merni U(a− λ

2
, a+ λ

2
), λ > 0 raspredelbi.

a) Najdi gi raspredelbata na sluqajniot vektor (X, Y ) i negovata funkcija
na raspredelba F (x, y).

b) Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe E(X − Y ) i disperzijata D(X − Y ).
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ZADAQA 4.136. Sluqajnite promenlivi X i Y se nezavisni i ramnomerno
raspredeleni na intervalite (a, b), a < b i (c, d), c < d, soodvetno. Najdi gi
E(X + Y ), D(X + Y ), E(XY ) i D(XY ).

ZADAQA 4.137. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
x+ 0, 5 , x ∈ (0, 1)
0 ,inaku

.

Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnata promenliva Y = X3.

ZADAQA 4.138. Sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba

pX(x) =

{
1
2
sinx , x ∈ (0, π)

0 ,inaku
.

Najdi gi disperziite na X i Y = X2.

ZADAQA 4.139. Dijametarot na eden krug e ramnomerno raspredelen na
intervalot (a, b). Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na plos-
htinata na krugot.

ZADAQA 4.140. Rabot na edna kocka e ramnomerno raspredelen vo inter-
valot (a, b). Najdi gi matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzijata na volumenot
na kockata.

ZADAQA 4.141. Sluqajnata promenliva X e dadena so svojata funkcija na
raspredelba

FX(x) =

{
1− 2

ax3 , x ≥ 1
0 , x < 1

.

a) Opredeli gi vrednosta na a, a ∈ R i gustinata na raspredelba pX(x).
b) Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe EX i disperzijata DX.
v) Najdi gi gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva Y = lnX,

nejzinoto matematiqko oqekuvaǌe EY i disperzijata DY .

ZADAQA 4.142. Gustinata na raspredelba na sluqajnata promenliva X e
dadena so

pX(x) =

{
ax2e−kx , x ≥ 0

0 , x < 0
,

kade k ∈ R, k > 0 e konstanta. Najdi ja vrednosta na a, a ∈ R, funkcija-
ta na raspredelba FX(x) na X, verojatnosta P{0 < X < 1

k
}, matematiqkoto

oqekuvaǌe EX i disperzijata DX.
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ZADAQA 4.143. Neka ABCD e kvadrat so strana 1. Na stranite AB i AD
sluqajno i nezavisno se frlaat toqkite M i N soodvetno, taka xto rastoja-
nieto na sekoja od niv do toqkata A ramnomerno prima vrednosti od inter-
valot (0, 1). Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na kvadratot na rastojanieto
meǵu M i N .

ZADAQA 4.144. Pravoagolnik so strani a i b sluqajno se frla na ramnina,
taka xto site vrednosti na agolot α, xto go zafaḱa stranata a so oskata Ox
se ednakvo verojatni. Najdi go matematiqkoto oqekuvaǌe na proekcijata na
pravoagolnikot na oskata Ox.

ZADAQA 4.145. Nezavisnite sluqajni promenlivi X i Y imaat matematiq-
ki oqekuvaǌa EX = 1 i EY = 3 i disperzii DX = 4 i DY = 25. Ako X i
Y se koordinati na sluqajna toqka od ramninata, najdi gi matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzijata na rastojanieto od koordinatniot poqetok do pro-
ekcijata na toqkata (X, Y ) na pravata koja minuva niz koordinatniot poqetok
i formira agol od 60◦ so pozitivnata nasoka na x-oskata.

ZADAQA 4.146. Sluqajnite promenlivi X i Y se ramnomerno raspredeleni
na intervalot (0, 1). Poka�i deka va�i neravenstvoto E(|X − Y |) ≤ 0, 5.

ZADAQA 4.147. Neka X e proizvolna sluqajna promenliva so EX = µ. Po-
ka�i deka za sekoj realen broj c va�i

E(X − c)2 = E(X − µ)2 + (µ− c)2 = DX + (µ− c)2.

ZADAQA 4.148. Sluqajnata promenliva X ima zakon na raspredelba

P{X = 0, 1} = 0, 2; P{X = 0, 4} = 0, 3; P{X = 0, 6} = 0, 5.

So neravenstvoto na Qebixev oceni ja verojatnosta P{|X − EX| <
√
0, 4}.

ZADAQA 4.149. Verojatnosta za pojavuvaǌe na nastanot A vo sekoe neza-
visno ispituvaǌe e 1

2
. So koristeǌe na neravenstvoto na Qebixev, oceni ja

verojatnosta da pri 100 izvedeni nezavisni ispituvaǌa, brojot na pojavu-
vaǌa na nastanot A e od 40 do 60.

ZADAQA 4.150. Srednata temperatura vo edna oblast za vreme na letoto
e 20◦C, a srednoto kvadratno otstapuvaǌe e 2◦C. Oceni ja verojatnosta tem-
peraturata vo taa oblast za vreme na letoto da se otklonuva od srednata
temperatura po apsolutna vrednost pomalku od 6◦C.

ZADAQA 4.151. Neka sluqajnite promenlivi X i Y se takvi xto X ∼
U(−1, 1) i Y = sign X. Najdi go koeficientot na korelacija ρ(X, Y ).
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ZADAQA 4.152. Neka X i Y se nezavisni ednakvo raspredeleni sluqajni
promenlivi so koneqna disperzija. Doka�i deka sluqajnite promenlivi X+Y
i X − Y se nekorelirani.

ZADAQA 4.153. Neka X1, X2, ..., Xn se nezavisni ednakvo raspredeleni slu-
qajni promenlivi so EXi = µ i DXi = σ2, i = 1, 2, ..., n. Najdi gi matematiqkoto
oqekuvaǌe i disperzijata na sluqajnata promenliva Y = 1

n

∑n
i=1Xi.

ZADAQA 4.154. Sluqajnata promenliva X e dadena so nejzinata gustina na
raspredelba

pX(x) =

{
x
4

, 1 ≤ x < 3
0 , x < 0

.

Najdi go uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe E(X|X ≥ 2).

ZADAQA 4.155. Sluqajniot vektor (X, Y ) e ramnomerno raspredelen vo vna-
trexnosta na triagolnikot so temiǌa (0, 0), (0, 1), (1, 0). Najdi gi uslovna-
ta raspredelba na X pri uslov Y = y i uslovnoto matematiqko oqekuvaǌe
E(X|Y = y), za 0 ≤ y ≤ 1.

ZADAQA 4.156. Neka X i Y se nezavisni sluqajni promenlivi so Poasonovi
raspredelbi so parametar λ, λ > 0. Neka U = X + Y . Najdi go uslovnoto
matematiqko oqekuvaǌe E(X|U = n).

ZADAQA 4.157. Nefer moneta se frla sè dodeka ne se padne para. Vo sekoe
frlaǌe, so verojatnost p se pojavuva para, a so verojatnost 1− p se pojavuva
grb. Koj e oqekuvaniot broj na frlaǌa na kockata?

ZADAQA 4.158. Eden turist koj se zagubil pristignuva na edno mesto kade
treba da odbere eden od tri pata. Ako go odbere prviot pat, po 1 qas pes-
haqeǌe povtorno ḱe stigne na istoto mesto. Ako go odbere vtoriot pat, po 6
qasa pexaqeǌe povtorno ḱe stigne na istoto mesto. Ako go odbere tretiot
pat, po 2 qasa pexaqeǌe ḱe stigne do gradot. Na patixtata nema znaci, pa
turistot sekoj pat so ista verojatnost izbira eden od patixtata (zaborava
koj pat go izbral posledniot pat). Koe e oqekuvanoto vreme za koe turistot
ḱe stigne vo gradot?

ZADAQA 4.159. Najdi ja karakteristiqnata funkcija na sluqajnata pro-
menliva X, ako:

a) X ima Bernulieva 0-1 raspredelba so parametar 0 < p < 1,
b) X ima geometriska raspredelba so parametar 0 < p < 1,
v) X ∼ N (m,σ2), m ∈ R, σ > 0.

ZADAQA 4.160. Sluqajniot vektor (X, Y ) ima U(K) raspredelba, kade K =
{(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}. Najdi ja karakteristiqnata funkcija φU(t) na sluqajnata
promenliva U = arctg Y

X
.
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ZADAQA 4.161. Poka�i deka, ako X1, X2, ..., Xn se nezavisni sluqajni pro-
menlivi so N (0, 1) raspredelbi, togax isto takva raspredelba ima i slu-
qajnata promenliva Yn = 1√

c21+c22+...+c2n
(c1X1 + c2X2 + ... + cnXn), kade ck = const.,

k = 1, 2, ..., n.

ZADAQA 4.162. Neka Xk, k = 1, 2, .., n se nezavisni sluqajni promenlivi so
N (mk, σ

2
k), k = 1, 2, ..., n raspredelbi soodvetno i neka Yn = a1X1+a2X2+...+anXn,

kade ak = const., k = 1, 2, ..., n. Poka�i deka Yn ∼ N (m,σ2), kade m = a1m1+a2m2+
...+ anmn i σ2 = a21σ

2
1 + a22σ

2
2 + ...+ a2nσ

2
n.

ZADAQA 4.163. Neka Xk, k = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi so
Γ(αk, β), k = 1, 2, ..., n raspredelbi soodvetno i neka Yn = X1 + X2 + ... + Xn.
Poka�i deka Yn ∼ Γ(α, β), kade α = α1 + α2 + ...+ αn.

ZADAQA 4.164. Neka Xk, k = 1, 2, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi so
N (0, 1) raspredelbi i neka Yn = X2

1 +X2
2 + ...+X2

n. Poka�i deka Yn ∼ χ2
n.
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5

GRANIQNI
TEOREMI

5.1 Graniqni teoremi vo Bernulievata xema

Neka (Ω,F , P ) e prostor na verojatnost. Razgleduvame Bernulieva xema
so n nezavisni ispituvaǌa i nastan A koj se realizira so verojatnost
p = P (A) pri sekoe od n-te nezavisni ispituvaǌa. Neka X e brojot na
realizacii na nastanot A pri n-te ispituvaǌa. Togax X ∼ B(n, p).

� Teorema na Poason. Neka X ∼ B(n, p), togax za k = 0, 1, ... va�i

P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k → ak

k!
e−a,

koga n → ∞, p → 0 i np → a.

Ovaa aproksimacija dava dobri pribli�uvaǌa koga nastanot A e
redok nastan t.e. koga n ≥ 100 i np < 10. Isto taka imame deka

P{k1 ≤ X ≤ k2} ≈
k2∑

k=k1

ak

k!
e−a.
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� Lokalna teorema na Moavr-Laplas. Neka X ∼ B(n, p), togax za
k = 0, 1, ... va�i

P{X = k} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k ∼ 1

√
npq

Φ
(k − np
√
npq

)
koga n → ∞, kade 0 < p < 1, q = 1 − p, Φ(x) = 1√

2π
e−x2/2, i αn ∼ βn

oznaquva deka αn/βn → 1, koga n → ∞.

Ovaa aproksimacija dava dobro pribli�uvaǌe koga verojatnosta
na nastanot A ne e nitu mnogu mala, nitu mnogu golema, t.e. koga
np ≥ 10 i n(1− p) ≥ 10.

� Integralna teorema na Moavr-Laplas. Neka X ∼ B(n, p), togax

P{k1 ≤ X ≤ k2} → Φ0

(k2 − np
√
npq

)
− Φ0

(k1 − np
√
npq

)
koga n → ∞, kade 0 < p < 1, q = 1− p, Φ0(x) =

1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du.

Povtorno, ovaa aproksimacija e dobra za np ≥ 10 i n(1−p) ≥ 10. Pri
praktiqna primena pak na ovaa aproksimacija se koristi nejzinoto
podobruvaǌe

P{k1 ≤ X ≤ k2} ≈ Φ0(
k2 +

1
2
− np

√
npq

)− Φ0(
k1 − 1

2
− np

√
npq

).

N.B. Pri presmetuvaǌeto na gorenavedenite pribli�ni vrednosti se ko-
ristat tablicite dadeni vo Prilog B.

ZADAQA 5.1. Verojatnosta deka eden televizor ḱe bide proizveden so de-
fekt iznesuva 0,002. Kolkava e verojatnosta deka od sluqajno izbrani 500
televizori ḱe ima:

a) toqno dva televizora so defekt,
b) barem eden televizor so defekt,
v) poveḱe od eden, a pomalku od pet televizora so defekt?

Rexenie. Izborot na eden televizor e eden eksperiment koj se povtoruva
nezavisno. Pa, razgleduvame Bernulieva xema so n = 500, kade se razgleduva
realizacija na nastanot A - televizorot e proizveden so defekt, qija ver-
ojatnost e p = P (A) = 0, 002. Neka X e broj na televizori proizvedeni so
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defenkt. Togax X ∼ B(500; 0, 002). Bidejḱi n = 500 ≥ 100 i a = np = 1 < 10, za
pribli�no presmetuvaǌe na baranite verojatnosti ja koristime teoremata
na Poason, Tablica 1 i Tablica 2:

a) P{X = 2} ≈ 12

2!
e−1 = 0, 183940,

b) P{X ≥ 1} = 1− P{X = 0} ≈ 1− 10

0!
e−1 = 1− 0, 367879 = 0, 632121,

v) P{1 < X < 5} = P{2 ≤ X ≤ 4} ≈
∑4

k=2
1k

k!
e−1 =

∑4
k=0

1k

k!
e−1 −

∑1
k=0

1k

k!
e−1 =

0, 996340− 0, 735759 = 0, 260581.

ZADAQA 5.2. Kolku pati so verojatnost 0,0484 mo�e da se oqekuva pojavu-
vaǌe na nastanot A vo serija od 100 nezavisni ispituvaǌa, ako verojatnosta
za uspeh pri sekoe ispituvaǌe e 0,5?

Rexenie. Dadena e Bernulieva xema so n = 100 i p = P (A) = 0, 5. Neka X e
broj na pojavuvaǌa na nastanot A. Se bara k, (0 ≤ k ≤ 100) za koj imame deka
P{X = k} = 0, 0484. Bidejḱi a = np = 50 ≥ 10, teoremata na Poason nema da
dade dobro pribli�uvaǌe na verojatnosta P{X = k}, pa zatoa ja koristime
lokalnata teorema na Moavr-Laplas, spored koja

P{X = k} ≈ 1
√
npq

Φ
(k − np
√
npq

)
=

1√
100 · 0, 5 · 0, 5

Φ
( k − 100 · 0, 5√

100 · 0, 5 · 0, 5

)
=

1

5
Φ
(k − 50

5

)
.

Znaqi, barame k takvo xto

1

5
Φ
(k − 50

5

)
= 0, 0484 t.e. Φ

(k − 50

5

)
= 0, 242.

Od Tablica 3 imame deka Φ(1) = 0, 242, i bidejḱi Φ(x) e parna funkcija zaklu-
quvame deka k−50

5
= 1 ili k−50

5
= −1, odnosno k = 55 ili k = 45.

ZADAQA 5.3. Edna grupa od 200 strelci izveduva gaǵaǌe vo meta, taka xto
sekoj strelec gaǵa po ednax vo metata i ja pogoduva nea so verojatnost 0,8.
Opredeli ja verojatnosta deka ḱe bidat postignati:

a) barem 120 pogodoci,
b) najmnogu 160 pogodoci,
v) poveḱe od 150, a pomalku od 190 pogodoci.

Rexenie. Edno gaǵaǌe na eden strelec e edno nezavisno ispituvaǌe. Se ra-
zgleduva Bernulieva xema so n = 200 i p = P (A) = 0, 8, kade A - celta e
pogodena pri edno gaǵaǌe. Neka X e broj na pogodoci na celta. Togax, od
integralnata teorema na Moavr-Laplas imame,

a) P{X ≥ 120} = P{120 ≤ X ≤ 200} ≈ Φ0(
200+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 )− Φ0(
120− 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 ),
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kade vrednostite na funkcijata Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du se qitaat od Tablica 4.

Od neparnosta na funkcijata Φ0(x) i toa deka Φ0(x) ≈ 0, 5 za x ≥ 5, imame

P{X ≥ 120} ≈ Φ0(7, 16)− Φ0(−7, 16) = Φ0(7, 16) + Φ0(7, 16) = 0, 5 + 0, 5 = 1.

b) P{X ≤ 160} = P{0 ≤ X ≤ 160} ≈ Φ0(
160+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 )−Φ0(
0− 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 ) = Φ0(0, 09)−
Φ0(−28, 37) = Φ0(0, 09) + Φ0(28, 37) = 0, 03586 + 0, 5 = 0, 53586.

v) P{150 < X < 190} = P{151 ≤ X ≤ 189} ≈ Φ0(
189+ 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 )−Φ0(
151− 1

2
−200·0,8√

200·0,8·0,2 ) =

Φ0(5, 21)− Φ0(−1, 68) = Φ0(5, 21) + Φ0(1, 68) = 0, 5 + 0, 45352 = 0, 95352.

ZADAQA 5.4. Kolku nezavisni ispituvaǌa treba da se napravat za vero-
jatnosta nastanot A da se pojavi poveḱe od 5 pati iznesuva 0,8? Verojatnosta
za uspeh vo sekoe od nezavisnite ispituvaǌa e 0,05.

Rexenie. Razgleduvame Bernulieva xema so broj na nezavisni ispituvaǌa
n i nastan A koj se javuva so verojatnost p = P (A) = 0, 05. Neka X e broj na
pojavuvaǌa na nastanot A, treba da se odredi n za da P{X > 5} = 0, 8. So
koristeǌe na intergralnata teorema na Moavr-Laplas dobivame

0, 8 = P{X > 5} = P{6 ≤ X ≤ n} ≈ Φ0(
n+ 1

2
− n · 0, 05

√
n · 0, 05 · 0, 95

)− Φ0(
6− 1

2
− n · 0, 05

√
n · 0, 05 · 0, 95

).

Bidejḱi,

n+ 1
2
− n · 0, 05

√
n · 0, 05 · 0, 95

=
0, 95

√
n√

0, 0475
+

1

2
√
0, 0475n

≥ 4, 36
√
n > 9, 75 > 5,

imame deka Φ0(
n+ 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95) ≈ 0, 5. Zatoa, 0, 8 ≈ 0, 5−Φ0(
6− 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95), od kade Φ0(
6− 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95) ≈

−0, 3, odnosno Φ0(−
6− 1

2
−n·0,05√

n·0,05·0,95) ≈ 0, 3, zaradi neparnosta na funkcijata Φ0(x). Od
Tablica 4 naoǵame deka Φ0(0, 84) = 0, 29955 i Φ0(0, 85) = 0, 30234, i zatoa stava-
me

−
6− 1

2
− n · 0, 05

√
n · 0, 05 · 0, 95

= 0, 845,

od kade so rexavaǌe na poslednata ravenka po n dobivame deka n = 156.

ZADAQA 5.5. Verojatnosta za realiziraǌe na nastanot A vo sekoe od 625-te
nezavisni ispituvaǌa e 0,8. Najdi ja verojatnosta deka relativnata qestota
za realiziraǌe na nastanot A se otklonuva od verojatnosta na nastanot A
po apsolutna vrednost ne poveḱe od 0,04.
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Rexenie. Razgleduvame Bernulieva xema so n = 625 i p = P (A) = 0, 8. Neka
X e broj na realizacii na nastanot A, togax koliqnikot X

n
ja pretstavuva

relativnata qestota za realiziraǌe na nastanot A. Za ε > 0 imame,

|X
n

− p| ≤ ε ⇔ |X − np| ≤ nε ⇔ −nε+ np ≤ X ≤ nε+ np,

pa zatoa

P{|X
n
−p| ≤ ε} = P{−nε+np ≤ X ≤ nε+np} ≈ Φ0(

nε+ 1
2√

npq
)−Φ0(

−nε− 1
2√

npq
) = 2Φ0(

nε+ 1
2√

npq
).

Togax, za baranata verojatnost imame

P{| X
625

− 0, 8| ≤ 0, 04} ≈ 2Φ0(
625 · 0, 04 + 1

2√
625 · 0, 8 · 0, 2

) = 2Φ0(2, 55) = 2 · 0, 49461 = 0, 98922.

ZADAQA 5.6. Edna moneta se frla 2N pati (N - golem broj). Najdi ja
verojatnosta deka �grb� se padnal toqno N pati.

Rexenie. Oznaquvame so A - na monetata se padnal �grb�. Togax imame Ber-
nulieva xema so n = 2N i p = P (A) = 1

2
. Neka X e broj na padnati grbovi

pri n frlaǌa na monetata. Se bara verojatnosta P{X = N}. Od lokalnata
teorema na Moavr-Laplas imame

P{X = N} ≈ 1√
2N · 1

2
· 1
2

Φ
(N − 2N · 1

2√
2N · 1

2
· 1
2

)
=

√
2

N
Φ(0) =

√
2

N
· 0, 3989 =

0, 5642√
N

.

5.2 Konvergencija na nizi od sluqajni
promenlivi

Neka X1, X2, X3, ... i X se sluqajni promenlivi definirani nad ist pro-
stor na verojatnost (Ω,F , P ).

� Nizata sluqajni promenlivi (Xn) konvergira po verojatnost kon
sluqajnata promenliva X, oznaka Xn

P→ X, n → ∞, ako

∀ε > 0, lim
n→∞

P{w : |Xn(w)−X(w)| ≥ ε} = 0.
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� Nizata sluqajni promenlivi (Xn) konvergira skoro sigurno (ili
konvergira so verojatnost 1) kon sluqajnata promenliva X, oz-
naka Xn

s.s.→ X, n → ∞, ako

P{w : lim
n→∞

Xn(w) = X(w)} = 1.

� Nizata sluqajni promenlivi (Xn) konvergira vo sredno so red r,
kade 0 < r < +∞ kon sluqajnata promenliva X, oznaka Xn

r→ X,
n → ∞, ako

lim
n→∞

E|Xn −X|r = 0.

Koga r = 2 taa konvergencija ja narekuvame sredno kvadratna kon-
vergencija i ja oznaquvame uxte i so Xn

s.k.→ X, n → ∞.

� Nizata sluqajni promenlivi (Xn), so soodvetni funkcii na raspre-
delba FXn(x), konvergira po raspredelba (ili slabo konvergira)
kon sluqajnata promenliva X, oznaka Xn ⇒ X, n → ∞ ili Xn

dist.→ X,
n → ∞, ako

lim
n→∞

FXn(x) = F (x),

vo site toqki na neprekinatost x na funkcijata na raspredelba
F (x) na X.

� Lema na Borel-Kanteli. Neka A∗ =
⋂∞

n=1

⋃∞
k=nAk e nastanot de-

ka se realizirale beskoneqno mnogu nastani od nizata nastani
A1, A2, A3, ..., t.e. A∗ = {w : w ∈ Ak za beskoneqno mnogu k}. Togax,
a) Za proizvolna niza od nastani (An) za koja

∑∞
n=1 P (An) < +∞,

va�i ravenstvoto P (A∗) = 0.
b) Za niza od nezavisni nastani (An) za koja

∑∞
n=1 P (An) = +∞,

va�i ravenstvoto P (A∗) = 1.

� Posledica. Neka (Xn) e niza od nezavisni sluqajni promenlivi.
Togax va�i Xn

s.s.−−−→
n→∞

X ⇐⇒ ∀ε > 0,
∑∞

n=1 P{|Xn −X| ≥ ε} < +∞.

� Teorema. Neka (Xn) e proizvolna niza od sluqajni promenlivi.
Togax va�i
a) Xn

s.s.→ X, n → ∞ =⇒ Xn
P→ X, n → ∞.

b) Xn
s.k.→ X, n → ∞ =⇒ Xn

P→ X, n → ∞.

v) Xn
P→ X, n → ∞ =⇒ Xn

dist.→ X, n → ∞.
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ZADAQA 5.7. Neka (Xn) e niza od nezavisni sluqajni promenlivi so zakoni
na raspredelba

P{Xn = −n} =
3

(n+ 1)2
, P{Xn = 0} = 1− 5

(n+ 1)2
, P{Xn = n} =

2

(n+ 1)2
,

za n = 2, 3, ... Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na nizata (Xn).

Rexenie. Neka ε > 0 e proizvolen. Togax,

+∞∑
n=1

P{|Xn| ≥ ε} =
+∞∑
n=[ε]

(P{Xn = −n}+ P{Xn = n}) =

=
+∞∑
n=[ε]

5

(n+ 1)2
≤

+∞∑
n=1

5

(n+ 1)2
< +∞,

od kade spored posledicata od lemata na Borel-Kanteli zakluquvame deka
Xn

s.s.→ 0, n → ∞. Imeno, od lemata na Borel-Kanteli imame deka

∀ε > 0, P{w : |Xn(w)| ≥ ε za beskoneqno mnogu k} = 0

⇔ ∀ε > 0, P{
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{w : |Xn(w)| ≥ ε}} = 0

⇔ P{
⋃
ε>0

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{w : |Xn(w)| ≥ ε}} = 0

⇔ P{
⋂
ε>0

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

{w : |Xn(w)| < ε}} = 1

⇔ P{w : lim
n→∞

Xn(w) = 0} = 1,

od kade sledi skoro sigurnata konvergencija na nizata (Xn) kon 0. Od kon-
vergencijata skoro sigurno, sledi konvergencijata po verojatnost i slabata
konvergencija, odnosno Xn

P→ 0, n → ∞ i Xn
dist.→ 0, n → ∞.

Za da ja ispitame sredno kvadratnata konvergencija, ḱe go pobarame matema-
tiqkoto oqekuvaǌe

EX2
n = (−n)2 · 3

(n+ 1)2
+ 02 · (1− 5

(n+ 1)2
) + n2 · 2

(n+ 1)2
=

5n2

(n+ 1)2
→ 5 ̸= 0,

koga n → ∞, od kade zakluquvame deka nizata (Xn) ne konvergira sredno
kvadratno kon 0. Da zabele�ime deka za 0 < r < 2, E|Xn|r → 0, koga n → ∞,
xto znaqi deka nizata (Xn) konvergira vo sredno so red r, za 0 < r < 2.
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ZADAQA 5.8. Sluqajnite promenlivi Xn, n = 1, 2, ... imaat U(0, 1
n
) raspre-

delbi, a sluqajnite promenlivi Yn, n = 1, 2, ... se nezavisni od Xn, n = 1, 2, ...
i se zadadeni so zakonite na raspredelba

P{Yn = 0} =
1

2
, P{Yn =

1

n
} =

1

2
, n = 1, 2, ...

Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na nizata (Un), Un = Xn + Yn,
n = 1, 2, ....

Rexenie. Za brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn imame

EXn =
1

2
(0 +

1

n
) =

1

2n
i DXn =

1

12
(
1

n
− 0)2 =

1

12n2
.

Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Yn se

EYn = 0 · 1
2
+

1

n
· 1
2
=

1

2n
, EY 2

n = 02 · 1
2
+ (

1

n
)2 · 1

2
=

1

2n2
,

od kade
DYn = EY 2

n − (EYn)
2 =

1

2n2
− (

1

2n
)2 =

1

4n2
.

Od nezavisnosta na Xn i Yn za matematiqkoto oqekuvaǌe i disperzija na
Un = Xn + Yn imame

EUn = E(Xn + Yn) = EXn + EYn =
1

2n
+

1

2n
=

1

n
,

DUn = D(Xn + Yn) = DXn +DYn =
1

12n2
+

1

4n2
=

1

3n2
.

Ispituvame konvergencija na nizata (Un) kon 0. Za sredno kvadratnata kon-
vergencija na (Un) kon 0 imame

EU2
n = DUn + (EUn)

2 =
1

3n2
+ (

1

n
)2 =

4

3n2
→ 0,

koga n → ∞, od kade zakluquvame deka Un
s.k.→ 0, n → ∞. Od tuka sleduva deka

Un
P→ 0, n → ∞ i Un

dist.→ 0, n → ∞.
Sledno, ja ispituvame skoro sigurnata konvergencija na nizata (Un) kon 0.
Neka ε > 0 e proizvolno. So pomox na neravenstvoto na Markov ja ocenuvame
verojatnosta

P{|Un| ≥ ε} = P{U2
n ≥ ε2} ≤ EU2

n

ε2
=

4

3n2ε2
,

od kade
∞∑
n=1

P{|Un| ≥ ε} ≤
∞∑
n=1

4

3n2ε2
< +∞,

pa od posledicata od lemata na Borel-Kanteli sledi deka Un
s.s.→ 0, n → ∞.
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ZADAQA 5.9. Neka e dadena nizata X1, X2, ... od sluqajni promenlivi so
isti U(0, 1) raspredebi. Poka�i deka nizata Yn = (1 + Xn

n
)n, n = 1, 2, ... slabo

konvergira kon eX1.

Rexenie. Prv naqin. Gustinata na raspredelba na sluqajnite promenlivi
Xn ∼ U(0, 1) e

pXn(x) =

{
1 , x ∈ (0, 1)
0 , x /∈ (0, 1)

, n = 1, 2, ...

Ḱe poka�eme deka nizata od funkcii na raspredelba na sluqajnite promen-
livi Yn konvergira kon funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva
eX1. Imame deka funkcijata na raspredelba na sluqajnata promenliva eX1 e

FeX1 (x) = P{eX1 ≤ x} = P{X1 ≤ lnx} =

∫ lnx

−∞
pX1(u) du =

=


0 , lnx < 0∫ lnx

0
du , 0 ≤ lnx < 1

1 , lnx ≥ 1

=


0 , x < 1
lnx , 1 ≤ x < e
1 , x ≥ e

.

Funkcijata na raspredelba na Yn e

FYn(x) = P{Yn ≤ x} = P{(1 + Xn

n
)n ≤ x} = P{Xn ≤ n(x

1
n − 1)} =

=

∫ n(x
1
n−1)

−∞
pXn(u) du =


0 , n(x

1
n − 1) < 0∫ n(x

1
n−1)

0
du , 0 ≤ n(x

1
n − 1) < 1

1 , n(x
1
n − 1) ≥ 1

=

=


0 , x < 1

n(x
1
n − 1) , 1 ≤ x < (1 + 1

n
)n

1 , x ≥ (1 + 1
n
)n

−−−→
n→∞


0 , x < 1
lnx , 1 ≤ x < e
1 , x ≥ e

= FeX1 (x),

od kade zakluquvame deka Yn
dist.→ eX1, n → ∞.

Vtor naqin. Ḱe poka�eme deka nizata karakteristiqni funkcii na Yn konver-
gira kon karakteristiqnata funkcija na eX1, od kade ḱe sledi soodvetnata
slaba konvergencija. Imame,

φYn(t) = EeitYn = Eeit(1+
Xn
n

)n =

∫ 1

0

eit(1+
x
n
)n dx −−−→

n→∞

∫ 1

0

eite
x

dx = Eeite
X1 = φeX1 (t),

od kade sledi deka Yn
dist.→ eX1, n → ∞.

ZADAQA 5.10. Neka Xn ∼ χ2
n, n = 1, 2, ... se nezavisni sluqajni promenlivi

i Yn = Xn

n
, n = 1, 2, .... Poka�i deka Yn

P→ 1.
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Rexenie. Ako Xn ∼ χ2
n, znaqi deka Xn imaat gama raspredelba so parametri

α = n
2
i λ = 1

2
, pa nivnite matematiqki oqekuvaǌe i disperzii se EXn = n i

DXn = 2n. Togax, od neravenstvoto na Qebixev, za proizvolen ε > 0, imame

P{|Yn − 1| ≥ ε} = P{|Xn

n
− 1| ≥ ε} = P{|Xn − n| ≥ nε} =

= P{|Xn − EXn| ≥ nε} ≤ DXn

(nε)2
=

2n

n2ε2
=

2

nε2
−−−→
n→∞

0,

od kade zakluquvame deka Yn
P→ 1.

ZADAQA 5.11. Neka Xn ∼ U(0, n), n = 1, 2, ... se nezavisni sluqajni promen-
livi i Yn = min{Xn, 1}, n = 1, 2, .... Poka�i deka Yn

P→ 1, no ne e toqno deka
Yn

s.s.→ 1.

Rexenie. Gustinata na raspredelba na sluqajnite promenlivi Xn ∼ U(0, n)
e

pXn(x) =

{
1
n

, x ∈ (0, n)
0 , x /∈ (0, n)

, n = 1, 2, ...

Neka ε > 0 e proizvolen. Togax,

P{|Yn − 1| ≥ ε} = P{|min{Xn, 1} − 1| ≥ ε} = P{1−min{Xn, 1} ≥ ε} =

= P{min{Xn, 1} ≤ 1− ε} = 1− P{min{Xn, 1} > 1− ε} =

= 1− P{Xn > 1− ε, 1 > 1− ε} = 1− P{Xn > 1− ε} =

= P{Xn ≤ 1− ε} =

{ ∫ 1−ε

0
1
n
dx , 0 < 1− ε < n

0 , 1− ε ≤ 0
=

=

{
1−ε
n

, 0 < ε < 1
0 , ε ≥ 1

−−−→
n→∞

0,

od kade zakluquvame deka Yn
P→ 1.

Bidejḱi za 0 < ε < 1 imame deka

∞∑
n=1

P{|Yn − 1| ≥ ε} =
∞∑
n=1

1− ε

n
= +∞,

pa od nezavisnosta na Xn, n = 1, 2, ..., a so toa i na Yn, n = 1, 2, ..., od posledi-
cata na lemata na Borel-Kanteli, zakluquvame deka Yn

s.s.↛ 1.

ZADAQA 5.12. Doka�i deka ako za nizata X1, X2, ... va�i a ≤ Xn ≤ b, za
n = 1, 2, ..., kade ∞ < a < b < +∞ i ako Xn

P→ X, togax Xn
s.k.→ X.
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Rexenie. Neka a ≤ Xn ≤ b, n = 1, 2, ..., kade ∞ < a < b < +∞ i neka Xn
P→ X,

togax i a ≤ X ≤ b. Neka ε > 0 e proizvolen. Togax,

(Xn −X)2 = (Xn −X)2I{|Xn −X| < ε}+ (Xn −X)2I{|Xn −X| ≥ ε} ≤
≤ ε2 + (b− a)2I{|Xn −X| ≥ ε},

kade I{.} e indikator na nastan. Ako pobarame matematiqko oqekuvaǌe i pri-
menime deka Xn

P→ X t.e. P{|Xn −X| ≥ ε} −−−→
n→∞

0, ḱe dobieme

E(Xn −X)2 ≤ ε2 + (b− a)2P{|Xn −X| ≥ ε} −−−→
n→∞

ε2.

Od proizvolnosta na ε > 0, za ε → 0, dobivame deka E(Xn−X)2 −−−→
n→∞

0, odnosno

deka Xn
s.k.→ X.

5.3 Zakon na golemite broevi

Neka (Xn) e niza od sluqajni promenlivi definirani na ist prostor na
verojatnost (Ω,F , P ).

� Zakon na golemite broevi na Qebixev. Neka (Xn) e niza od ne-
zavisni sluqajni promenlivi i neka C > 0 e konstanta taka xto za
sekoj priroden broj n va�i DXn ≤ C. Togax, za nizata (Xn) va�i
slabiot zakon na golemite broevi t.e.

1

n

(
n∑

k=1

Xk − E(
n∑

k=1

Xk)

)
P→ 0, n → ∞.

� Zakon na golemite broevi na Hinqin. Neka (Xn) e niza od ne-
zavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so koneqni
matematiqki oqekuvaǌa ednakvi na m. Togax, za nizata (Xn) va�i
slabiot zakon na golemite broevi t.e.

1

n

n∑
k=1

Xk
P→ m, n → ∞.
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� Zakon na golemite broevi na Kolmogorov. Neka (Xn) e niza od
nezavisni sluqajni promenlivi taka xto

∑∞
n=1

DXn

n2 < +∞. Togax,
za nizata (Xn) va�i silniot zakon na golemite broevi t.e.

1

n

(
n∑

k=1

Xk − E(
n∑

k=1

Xk)

)
s.s.→ 0, n → ∞.

ZADAQA 5.13. Dadena e nizata od nezavisni sluqajni promenlivi X1, X2, ...
so nivnite zakoni na raspredelba

P{Xn = −
√
n} =

1

n
, P{Xn = 0} = 1− 2

n
, P{Xn =

√
n} =

1

n
,

za n = 1, 2, .... Ispitaj dali va�i zakonot na golemi broevi za nizata (Xn).

Rexenie. Gi naoǵame brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn,
imeno

EXn = (−
√
n) · 1

n
+ 0 · (1− 2

n
) +

√
n · 1

n
= 0,

EX2
n = (−

√
n)2 · 1

n
+ 02 · (1− 2

n
) + (

√
n)2 · 1

n
= 2,

od kade
DXn = EX2

n − (EXn)
2 = 2− 02 = 2.

Od nezavisnosta na nizata od sluqajni promenlivi (Xn) i ograniqenosta so
konstanta na nivnite disperzii, dobivame deka va�i slabiot zakon na gole-
mite broevi na Qebixev. Imeno, neka ε > 0 e proizvolen. Togax, koristejḱi
gi neravenstvoto na Qebixev i nezavisnosta na sluqajnite promenlivi Xn,
n = 1, 2, ... imame

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − E(
1

n

n∑
k=1

Xk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

D( 1
n

∑n
k=1Xk)

ε2
=

=
1
n2

∑n
k=1 DXk

ε2
=

1
n2 · n · 2

ε2
=

2

nε2
−−−→
n→∞

0,

odnosno 1
n
(
∑n

k=1 Xk − E(
∑n

k=1Xk))
P−−−→

n→∞
0, od kade va�i slabiot zakon na gole-

mite broevi. Za da ja ispitame skoro sigurnata konvergencija, zabele�uvame
deka

∑∞
n=1

DXn

n2 =
∑∞

n=1
2
n2 < +∞, i od nezavisnosna na nizata od sluqajni pro-

menlivi (Xn), zakluquvame deka va�i silniot zakon na golemite broevi na
Kolmogorov.
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ZADAQA 5.14. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so raspredelbi

P{Xn = −
√
lnn} =

1

2
, P{Xn =

√
lnn} =

1

2
,

za n = 1, 2, ..., va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn se

EXn = (−
√
lnn) · 1

2
+
√
lnn · 1

2
= 0,

EX2
n = (−

√
lnn)2 · 1

2
+ (

√
lnn)2 · 1

2
= lnn,

od kade
DXn = EX2

n − (EXn)
2 = lnn− 02 = lnn.

Neka ε > 0 e proizvolen. Togax, koristejḱi gi neravenstvoto na Qebixev i
nezavisnosta na sluqajnite promenlivi Xn, n = 1, 2, ... imame

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

Xk − E(
1

n

n∑
k=1

Xk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
≤

D( 1
n

∑n
k=1 Xk)

ε2
=

=
1
n2

∑n
k=1DXk

ε2
=

∑n
k=1 ln k

n2ε2
≤ n lnn

n2ε2
−−−→
n→∞

0,

odnosno 1
n
(
∑n

k=1 Xk − E(
∑n

k=1Xk))
P−−−→

n→∞
0, od kade va�i slabiot zakon na go-

lemite broevi. Isto taka, od
∑∞

n=1
DXn

n2 =
∑∞

n=1
lnn
n2 < +∞ i od nezavisnosta

na nizata od sluqajni promenlivi (Xn), sledi deka va�i silniot zakon na
golemite broevi na Kolmogorov.

ZADAQA 5.15. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so gustini na raspredelba

pXn(x) = ne−nx, x > 0,

za n = 1, 2, ..., va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn se

EXn =

∫ +∞

−∞
x pXn(x) dx = n

∫ +∞

0

x e−nx dx =

= −x e−nx
∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

e−nx dx = 0− 1

n
e−nx

∣∣∣∣+∞

0

=
1

n
,



260 5. Graniqni teoremi

EX2
n =

∫ +∞

−∞
x2 pXn(x) dx = n

∫ +∞

0

x2 e−nx dx =

=

(
−x2 e−nx − 1

n
x e−nx

)∣∣∣∣+∞

0

+

∫ +∞

0

(
x e−nx +

1

n
e−nx

)
dx =

= 0 +
1

n2
+

1

n2
=

2

n2
,

od kade

DXn = EX2
n − (EXn)

2 =
2

n2
−
(
1

n

)2

=
1

n2
.

Bidejḱi (Xn) e niza od nezavisni sluqajni promenlivi i DXn = 1
n2 ≤ 1, za

sekoj n = 1, 2, ..., sledi deka za nizata (Xn) va�i slabiot zakon na golemite
broevi na Qebixev. Ponatamu, od

∑∞
n=1

DXn

n2 =
∑∞

n=1
1
n4 < +∞, sledi deka za

nizata (Xn) va�i silniot zakon na golemite broevi na Kolmogorov (sekako,
ako va�i silniot zakon na golemite broevi, togax va�i i slabiot zakon na
golemite broevi).

ZADAQA 5.16. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so raspredelbi

P{Xn = −1} = P{Xn = 1} =
1

2

(
1− 1

2n

)
, P{Xn = −2n/2} = P{Xn = 2n/2} =

1

2n+1
,

za n = 1, 2, ..., va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn se

EXn = (−1) · 1
2

(
1− 1

2n

)
+ 1 · 1

2

(
1− 1

2n

)
+ (−2n/2) · 1

2n+1
+ 2n/2 · 1

2n+1
= 0,

EX2
n = (−1)2 · 1

2

(
1− 1

2n

)
+12 · 1

2

(
1− 1

2n

)
+ (−2n/2)2 · 1

2n+1
+ (2n/2)2 · 1

2n+1
= 2− 1

2n
,

od kade
DXn = EX2

n − (EXn)
2 = 2− 1

2n
− 02 = 2− 1

2n
.

Od toa xto
∞∑
n=1

DXn

n2
=

∞∑
n=1

2− 1
2n

n2
< +∞,

zakluquvame deka za nizata (Xn) va�i silniot zakon na golemite broevi na
Kolmogorov. Sledi deka va�i i slabiot zakon na golemite broevi.
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5.4 Centralna graniqna teorema

Neka (Xn) e niza od sluqajni promenlivi definirani na ist prostor na
verojatnost (Ω,F , P ).

� Centralna graniqna teorema. Neka (Xn) e niza od nezavisni i
ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so matematiqko oqeku-
vaǌe E(X1) = m i koneqna disperzija D(X1) = σ2 > 0. Togax, za
sekoj x ∈ R va�i

P

{∑n
k=1 Xk − nm

σ
√
n

≤ x

}
−→ 1√

2π

∫ x

−∞
e−u2/2du, n → ∞.

ZADAQA 5.17. Sluqajnata promenliva X e aritmetiqka sredina na 3200
nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promenlivi so matematiqko oqe-
kuvaǌe 3 i disperzija 2. Najdi ja verojatnosta P{X ∈ (2, 95; 3, 075)}.

Rexenie. Neka X = 1
3200

∑3200
k=1 Xk, kade Xk, k = 1, 2, ..., 3200 se nezavisni i ednak-

vo raspredeleni sluqajni promenlivi so EXk = 3 i DXk = 2, k = 1, 2, ..., 3200.
Togax, so primena na centralnata graniqna teorema za nizata (Xn), za bara-
nata verojatnost imame

P{X ∈ (2, 95; 3, 075)} =

= P{2, 95 <
1

3200

3200∑
k=1

Xk < 3, 075} =

= P{9440 <

3200∑
k=1

Xk < 9840} =

= P{9440− 3200 · 3√
2 ·

√
3200

<

∑3200
k=1 Xk − 3200 · 3√

2 ·
√
3200

<
9840− 3200 · 3√

2 ·
√
3200

} =

= P{−2 <

∑3200
k=1 Xk − 3200 · 3√

2 ·
√
3200

< 3} ≈

≈ Φ0(3)− Φ0(−2) = 0, 49865 + 0, 47725 = 0, 97590,

kade vrednostite na funkcijata Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du gi qitame od Tabli-

ca 4.

ZADAQA 5.18. Vekot na traeǌe na edna svetilka (vo qasovi) e sluqajna
promenliva so gustina na raspredelba p(x) = 0, 01e−0,01x, x ≥ 0. Kolku svetilki
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treba da se podgotvat za da so verojatnost 0,95 se obezbedi osvetluvaǌe
vo vremenski interval od 5000 qasovi (se pretpostavuva deka zamenata na
svetilkite e momentalna)?

Rexenie. Neka Xk e vremetraeǌeto na k-tata svetilka (vo qasovi), k = 1, ..., n.
Togax, Yn =

∑n
k=1 Xk e vremetraeǌeto na n svetilki (vo qasovi), kade Xk ∼

E(0, 01), k = 1, ..., n se nezavisni sluqajni promenlivi i EXk = 1
0,01

= 100,
DXk =

1
0,012

= 10000, k = 1, ..., n. Od uslovot na zadaqata imame

P{Yn > 5000} = 0, 95.

Od druga strana,

P{Yn > 5000} = P{
n∑

k=1

Xk > 5000} =

= P{
∑n

k=1Xk − 100n√
10000

√
n

>
5000− 100n√

1000
√
n

} =

= P{
∑n

k=1Xk − 100n√
10000

√
n

>
50− n√

n
} =

= 1− P{
∑n

k=1 Xk − 100n√
10000

√
n

≤ 50− n√
n

} ≈

≈ 1− 1

2
− Φ0

(
50− n√

n

)
=

1

2
+ Φ0

(
n− 50√

n

)
,

odnosno Φ0

(
n−50√

n

)
≈ 0, 95 − 0, 5 = 0, 45, pri xto od Tablica 4 dobivame deka

n−50√
n

= 1, 65, od kade n ≈ 63. Znaqi, treba da se podgotvat probli�no 63
svetilki za so verojatnost 0,95 da se obezbedi neprekinato osvetluvaǌe od
5000 qasovi.

ZADAQA 5.19. Vo eden proces na sobiraǌe broevite se zaokru�uvaat na
najbliskiot cel broj. Pretpostavuvame deka grexkite na zaokru�uvaǌe se
nezavisni i ramnomerno raspredeleni na intervalot (−0, 5; 0, 5).
a) Ako se sobiraat 1500 broevi, kolkava e verojatnosta deka apsolutnata
vrednost na vkupnata grexka ḱe nadmine 15?
b) Kolku najmnogu broevi mo�e da se soberat, za so verojatnost 0,9, apsolut-
nata vrednost na vkupnata grexka da bide pomala od 10?

Rexenie. Neka Xk e grexkata na zaokru�uvaǌe na k-tiot broj, k = 1, ..., n.
Togax, Xk ∼ U(−0, 5; 0, 5), k = 1, ..., n, se nezavisni sluqajni promenlivi so
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EXk = 0 i DXk = 1
12
, k = 1, ..., n. Vkupnata grexka na zaokru�uvaǌe pri sobi-

raǌe na n broevi ḱe bide Yn =
∑n

k=1Xk.
a) Za n = 1500 so primena na centralnata graniqna teorema imame

P{|Y1500| > 15} = 1− P{−15 ≤ Y1500 ≤ 15} =

= 1− P{−15− 1500 · 0√
1
12

√
1500

≤
∑1500

k=1 Xk − 1500 · 0√
1
12

√
1500

≤ 15− 1500 · 0√
1
12

√
1500

} =

= 1− P{−1, 34 ≤
∑1500

k=1 Xk − 1500 · 0√
1
12

√
1500

≤ 1, 34} ≈

≈ 1− Φ0(1, 34) + Φ0(−1, 34) = 1− 2Φ0(1, 34) =

= 1− 2 · 0, 40988 = 0, 18024.

b) Imame deka
P{|Yn| < 10} = 0, 9.

Od druga strana,

P{|Yn| < 10} = P{−10 <
n∑

k=1

Xk < 10} =

= P{−10− n · 0√
1
12

√
n

≤
∑n

k=1Xk − n · 0√
1
12

√
n

≤ 10− n · 0√
1
12

√
n

} ≈ 2Φ

(
20
√
3√

n

)
,

znaqi Φ
(

20
√
3√

n

)
≈ 0, 45, odnosno 20

√
3√

n
= 1, 645, od kade n ≈ 443. Treba da se

soberat najmnogu 443 broevi za so verojatnost 0,9, apsolutnata vrednost na
vkupnata grexka da e pomala od 10.

ZADAQA 5.20. So primena na centralnata graniqna teorema doka�i deka

lim
n→+∞

e−n

n∑
k=0

nk

k!
=

1

2
.

Rexenie. Neka X1, ..., Xn, ... se nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni
promenlivi so P(1) raspredelbi, od kade EXn = DXn = 1, n = 1, 2, .... Neka
Yn =

∑n
k=1Xk, togax Yn ∼ P(n), odnosno zakonot na raspredelba na Yn e

P{Yn = k} =
nk

k!
e−n, k = 0, 1, 2, ...
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Imame,

e−n

n∑
k=0

nk

k!
=

n∑
k=0

P{Yn = k} = P{0 ≤ Yn ≤ n} =

= P{0− n√
n

≤
∑n

k=1Xk − n√
n

≤ n− n√
n

} =

= P{−
√
n ≤

∑n
k=1Xk − n√

n
≤ 0} ≈

≈ Φ0(0)− Φ0(−
√
n) = Φ0(

√
n) −−−→

n→∞

1

2
,

xto trebaxe da se doka�e.

5.5 Razni zadaqi
ZADAQA 5.21. Tehniqkata kontrola proveruva edna serija na aparati. Se
znae deka so verojatnost 0,01 aparatot ima defeket A, i nezavisno od toa, so
verojatnost 0,02, aparatot ima defokt B. Eden aparat se smeta za defekten,
ako ima barem eden od defektite A ili B. Koja e verojatnosta deka brojot
na defektni aparati vo serija od 100 aparati e meǵu 2 i 6?

Rexenie. Da gi oznaqime so A i B nastanite deka aparatot ima defekt A,
odnosno B. Neka D e nastanot deka aparatot e so defekt, odnosno D = A ∪B.
Od P (A) = 0, 01, P (B) = 0, 02 i nezavisnosta na A i B imame deka

P (D) = P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (AB) = P (A) + P (B)− P (A)P (B) =

= 0, 01 + 0, 02− 0, 01 · 0, 02 = 0, 01 + 0, 02− 0, 0002 = 0, 0298.

Neka X e broj na defektni aparati vo serija od 100 aparati, togax X ∼
B(100; 0, 0298). Bidejḱi np = 100 ·0, 0298 = 2, 98 ≈ 3 < 10, ja koristime teoremata
na Poason i Tablica 2, za da ja najdeme baranata verojatnost.

P{2 ≤ X ≤ 6} ≈
6∑

k=0

3k

k!
e−3 −

1∑
k=0

3k

k!
e−3 = 0, 966491− 0, 199148 = 0, 767343.

ZADAQA 5.22. Edna pratka od 100 sandaci so televizori se smeta za isprav-
na, ako vo celata pratka ima najmnogu 120 neispravni televizori. Brojot na
neispravni televizori vo eden sandak e sluqajna promenliva so P(1) raspre-
delba. Odredi ja verojatnosta pratkata da bide ispravna.
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Rexenie. Neka Xk e brojot na neispravni televizori vo k-tiot sandak, togax
Xk ∼ P(1), k = 1, 2, ..., 100 i site Xk, k = 1, 2, ..., 100 se nezavisni. Od kade za
vkupniot broj na neispravni televizori vo pratkata od 100 sandaci imame
deka e Y =

∑100
k=1Xk ∼ P(100). Da zabele�ime deka Y ima pribli�no N (100, 100)

raspredelba, pa zatoa za baranata verojatnost pratkata da e ispravna imame

P{Y ≤ 120} = P{Y − 100√
100

≤ 120− 100√
100

} = P{Y ∗ ≤ 2},

kade Y ∗ = Y−100√
100

∼ N (0, 1). Sega, od Tablica 4, imame deka

P{Y ≤ 120} = P{Y ∗ ≤ 2} ≈ 0, 5 + 0, 47725 = 0, 97725.

ZADAQA 5.23. Dadena e nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn) so
raspredelbi

P{Xn =
n− 1

2n
} = P{Xn =

n+ 1

2n
} =

1

2
, n = 1, 2, ...

Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na nizata (Xn).

Rexenie. Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn se

EXn =
n− 1

2n
· 1
2
+

n+ 1

2n
· 1
2
=

2n

4n
=

1

2
,

EX2
n = (

n− 1

2n
)2 · 1

2
+ (

n+ 1

2n
)2 · 1

2
=

2n2 + 2

8n2
=

n2 + 1

4n2
,

od kade

DXn = EX2
n − (EXn)

2 =
n2 + 1

4n2
− (

1

2
)2 =

1

4n2
.

Ispituvame konvergencija na nizata (Xn) kon 1
2
. Od toa xto

E(Xn −
1

2
)2 = E(X2

n −Xn +
1

4
) = EX2

n − EXn +
1

4
=

=
n2 + 1

4n2
− 1

2
+

1

4
=

1

4n2
−−−→
n→∞

0,

od kade zakluquvame deka Xn
s.k.→ 1

2
, n → ∞. Od tuka sleduva deka Xn

P→ 1
2
,

n → ∞ i Xn
dist.→ 1

2
, n → ∞.
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Sledno, ja ispituvame skoro sigurnata konvergencija na nizata (Xn) kon 1
2
.

Neka ε > 0 e proizvolno. So pomox na neravenstvoto na Qebixev ja ocenuvame
verojatnosta

P{|Xn −
1

2
| ≥ ε} = P{|Xn − EXn| ≥ ε} ≤ DXn

ε2
=

1

4n2ε2
,

od kade
∞∑
n=1

P{|Xn −
1

2
| ≥ ε} ≤

∞∑
n=1

1

4n2ε2
< +∞,

pa od posledicata od lemata na Borel-Kanteli sledi deka Xn
s.s.→ 1

2
, n → ∞.

ZADAQA 5.24. Dadena e nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn) so
raspredelbi

Xn ∼ U((0, 1

n2
) ∪ (1, 1 +

1

n
)), n = 1, 2, ...

Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na nizata (Xn).

Rexenie. Sluqajnata promenliva X ima ramnomerna raspredelba na unija
od disjunktni intervali t.e. X ∼ U((a, b) ∪ (c, d)), kade (a, b) ∩ (c, d) = ∅, ako
nejzinata gustina na raspredelba e

pX(x) =

{ 1
(b−a)+(d−c)

, x ∈ (a, b) ∪ (c, d)

0 , x /∈ (a, b) ∪ (c, d)
.

Znaqi, gustinata na raspredelba na Xn e

pXn(x) =

{
1

1
n2+

1
n

, x ∈ (0, 1
n2 ) ∪ (1, 1 + 1

n
)

0 , x /∈ (0, 1
n2 ) ∪ (1, 1 + 1

n
)

=

{
n2

n+1
, x ∈ (0, 1

n2 ) ∪ (1, 1 + 1
n
)

0 , x /∈ (0, 1
n2 ) ∪ (1, 1 + 1

n
)

.

Togax, za matematiqkoto oqekuvaǌe na Xn imame

EXn =

∫ 1
n2

0

n2

n+ 1
x dx+

∫ 1+ 1
n

1

n2

n+ 1
x dx =

n2

n+ 1
· 1

2n4
+

n2

n+ 1
· 2n+ 1

2n2
=

=
1 + n2(2n+ 1)

2n2(n+ 1)
=

2n3 + n2 + 1

2n3 + 2n2)
−−−→
n→∞

1.

Ispituvame konvergencija na nizata (Xn) kon 1. Neka 1
n
< ε < 1 − 1

n2 , togax
1− ε > 1

n2 i 1 + ε > 1 + 1
n
, od kade

P{|Xn − 1| ≥ ε} = P{Xn ≤ 1− ε}+ P{Xn ≥ 1 + ε} =

=

∫ 1
n2

0

n2

n+ 1
dx+ 0 =

1

n+ 1
.
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Ako puxtime n → ∞, ḱe dobieme deka P{|Xn − 1| ≥ ε} −−−→
n→∞

0, za proizvolen

0 < ε < 1. Za ε ≥ 1, trivijalno se poka�uva deka P{|Xn − 1| ≥ ε} = 0. Znaqi
Xn

P→ 1, n → ∞, od kade sledi deka Xn
dist.→ 1, n → ∞.

Od toa xto 0 ≤ Xn ≤ 2, n = 1, 2, ... i Zadaqa 5.12, od Xn
P→ 1, n → ∞, zakluqu-

vame deka Xn
s.k.→ 1, n → ∞.

Za skoro sigurnata konvergencija imame deka za 1
n
< ε < 1− 1

n2 , se dobiva

∞∑
n=1

P{|Xn − 1| ≥ ε} =
∞∑
n=1

1

n+ 1
= +∞

i od nezavisnosta na Xn, n = 1, 2, ..., od posledicata na lemata na Borel-
Kanteli, zakluquvame deka Xn

s.s.↛ 1, n → ∞.

ZADAQA 5.25. Nizata sluqajni promenlivi (Xn) e dadena so gustinite na
raspredelba

pXn(x) = exp{−(x− n+ 1

n
)}, x >

n+ 1

n
, n = 1, 2, ...

Najdi ja sluqajnata promenliva X, taka xto nizata (Xn) konvergira po ras-
predelba kon X.

Rexenie. Da vidime kon xto konvergira nizata od karakteristiqni funkcii
na sluqajnite promenlivi Xn. Imeno,

φXn(t) = EeitXn =

∫ +∞

n+1
n

eitxe−(x−n+1
n

) = e
n+1
n

∫ +∞

n+1
n

e(it−1)x dx

= e
n+1
n · −e(it−1)n+1

n

it− 1
=

eit
n+1
n

1− it
−−−→
n→∞

eit

1− it
,

xto znaqi deka nizata (Xn) slabo konvergira kon sluqajna promenliva X

koja ima karakteristiqna funkcija φX(t) = eit

1−it
. Mo�e da se poka�e deka

sluqajnata promenliva X ima gustina na raspredelba pX(x) = e1−x, x ≥ 1.

ZADAQA 5.26. Ako f(x) e neprekinata funkcija vo toqkata a, togax

(Xn
P−−−→

n→∞
a) =⇒ (f(Xn)

P−−−→
n→∞

f(a)).

Doka�i.
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Rexenie. Neka Xn
P−−−→

n→∞
a i neka f(x) e neprekinata funkcija vo toqkata a.

Neka ε > 0 e proizvolen. Od neprekinatosta na f(x) vo a, postoi δ > 0, taka
xto za site w ∈ Ω za koi |Xn(w)−a| < δ sledi deka |f(Xn)(w)−f(a)| < ε. Togax,

P{w : |f(Xn)(w)− f(a)| < ε} ≥ P{w : |Xn(w)− a| < δ} −−−→
n→∞

1,

zatoa xto Xn
P−−−→

n→∞
a. O d proizvolnosta na ε > 0, zakluquvame deka i

f(Xn)
P−−−→

n→∞
f(a).

ZADAQA 5.27. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so gustini na raspredelba

pXn(x) =
n√
2π

e−
(nx−1)2

2 , −∞ < x < +∞,

za n = 1, 2, ..., va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Sluqajnite promenlivi Xn imaat raspredelba Xn ∼ N ( 1
n
; 1
n2 ), za

n = 1, 2, ..., od kade EXn = 1
n
i DXn = 1

n2 . Togax, isto kako vo zadaqa 5.15, ḱe
dobieme deka va�at i slabiot i silniot zakon na golemite broevi.

ZADAQA 5.28. Sluqajnata promenliva Xn prima vrednosti −n, ...,−1, 0, 1, ..., n
so verojatnosti

P{Xn = 0} = 1− 2

3

(
1 +

1

23
+

1

33
+ ...+

1

n3

)
,

P{Xn = −k} = P{Xn = k} =
1

3k3
, k = 1, 2, ..., n.

Ako (Xn) e niza od nezavisni sluqajni promenlivi, ispitaj dali za nizata
(Xn) va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi (Xn) se

EXn =
n∑

k=−n

kP{Xn = k} =
n∑

k=1

(−k) · 1

3k3
+

n∑
k=1

k · 1

3k3
= 0,

EX2
n =

n∑
k=−n

k2P{Xn = k} =
n∑

k=1

(−k)2 · 1

3k3
+

n∑
k=1

k2 · 1

3k3
=

2

3

n∑
k=1

1

k
,
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od kade

DXn = EX2
n − (EXn)

2 =
2

3

n∑
k=1

1

k
≤ 2

3
(1 + lnn).

Poslednoto neravenstvo va�i zatoa xto

n∑
k=1

1

k
= 1 +

n∑
k=2

∫ k

k−1

dx

k
< 1 +

n∑
k=2

∫ k

k−1

dx

x
= 1 +

∫ n

1

dx

x
= 1 + lnn.

Togax,
∞∑
n=1

DXn

n2
<

2

3

∞∑
n=1

1 + lnn

n2
<

2

3

∞∑
n=1

1 +
√
n

n2
< +∞.

Sledi deka za nizata (Xn) va�i silniot zakon na golemite broevi na Kolmo-
gorov. Sledi deka va�i i slabiot zakon na golemite broevi.

ZADAQA 5.29. Neka e dadena nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn)
so gustini na raspredelba pXn(x) =

xn

n!
e−x, x > 0. Ispitaj dali za nizata (Xn)

va�i zakonot na golemite broevi.

Rexenie. Matematiqkoto oqekuvaǌe na sluqajnite promenlivi Xn e

EXn =

∫ ∞

−∞
x pXn(x) dx =

1

n!

∫ ∞

0

xn+1e−x dx =
1

n!
In+1,

kade In =
∫∞
0

xne−x dx = n!, xto mo�e da se doka�e so indukcija po n ili
da se presmeta rekurzivno. Znaqi, EXn = 1

n!
(n + 1)! = n + 1. Gi formirame

sluqajnite promenlivi

Yn =
1

n

n∑
k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

EXk =
1

n

n∑
k=1

Xk −
1

n

n∑
k=1

(k+1) =
1

n

n∑
k=1

Xk −
(n+ 1)(n+ 2)

2n
+

1

n
.

Da ja ispitame konvergencijata na nizata od sluqajni promenlivi (Yn). Ka-
rakteristiqnite funkcii na sluqajnite promenlivi Xn se

φXn(t) = EeitXn =
1

n!

∫ ∞

0

xne(it−1)x dx =
1

n!
Jn,

kade Jn =
∫∞
0

xne(it−1)x dx = n!
(1−it)n+1 , od kade sledi deka φXn(t) = 1

(1−it)n+1 . Od
nezavisnosta na sluqajnite promenlivi Xn dobivame deka

φYn(t) = e−
(n+1)(n+2)

2n
it+ it

n

n∏
k=1

φXk
(
t

n
) = e−

(n+1)(n+2)
2n

it+ it
n · 1

(1− it
n
)
(n+1)(n+2)

2
−1

,
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od kade

lnφYn(t) = −(n+ 1)(n+ 2)

2n
it+

it

n
−
(
(n+ 1)(n+ 2)

2
− 1

)
ln(1− it

n
) =

= −(n+ 1)(n+ 2)

2n
it− (n+ 1)(n+ 2)

2
ln(1− it

n
) +

it

n
+ ln(1− it

n
) =

= −(n+ 1)(n+ 2)

2n
it− (n+ 1)(n+ 2)

2

(
−it

n
+

t2

2n2
+ o(

1

n2
)

)
+

it

n
+ ln(1− it

n
) =

= −(n+ 1)(n+ 2)t2

4n2
− (n+ 1)(n+ 2)

2
o(

1

n2
) +

it

n
+ ln(1− it

n
) −−−→

n→∞
−t2

4
,

odnosno
φYn(t) −−−→

n→∞
e−

t2

4 = φX(t),

kade X ∼ N (0, 1
2
). Dobivme deka Yn

dist.−−−→
n→∞

X ̸= 0, od kade Yn ne konvergira

po verojatnost kon 0, pa za nizata (Xn) ne va�i slabiot zakon na golemite
broevi, a so toa ne va�i ni silniot zakon na golemite broevi.

ZADAQA 5.30. Neka (Xn) e niza od nezavisni sluqajni promenlivi so raspre-
delbi P{Xn = − 1

n
} = P{Xn = 1

n
} = 1

2
, n = 1, 2, .... Ispitaj dali za nizata

Yn =
∑n

k=1

√
kXk, n = 1, 2, ... va�i silniot zakon na golemite broevi?

Rexenie. Matematiqite oqekuvaǌa na sluqajnite promenlivi Xn se

EXn = (− 1

n
) · 1

2
+

1

n
· 1
2
= 0,

od kade

EYn = E(
n∑

k=1

√
kXk) =

n∑
k=1

√
kEXk = 0.

Togax,

1

n

n∑
k=1

Yk =
1

n

n∑
k=1

k∑
j=1

√
jXj =

1

n

n∑
k=1

(n− k + 1)
√
kXk =

n∑
k=1

ak,nXk,

kade ak,n = 1
n
(n−k+1)

√
k. Ako 1

n

∑n
k=1 Yk

P−−−→
n→∞

0, togax treba a1,nX1
P−−−→

n→∞
0, xto

ne va�i, pa zatoa za nizata (Yn) ne va�i slabiot zakon na golemite broevi,
a so toa ne va�i ni silniot zakon na golemite broevi.
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ZADAQA 5.31. Edna akumulacija se prazni sekoj den vo tekot na sluqajno
vreme (vo minuti) so raspredelba U(50 min, 70 min). Brzinata na prazneǌe
e 1 l/min. Kolku najmalku voda treba da sodr�i akumulacijata, za so vero-
jatnost 0,95, posle 400 dena prazneǌe, vo nea sè uxte da ima voda?

Rexenie. Neka Xk e koliqina na voda (vo litri) koja istekuva k-tiot den
od akumulacijata, k = 1, ..., 400. Bidejḱi akumulacijata se prazni so brzina
1 l/min, imame deka Xk ∼ U(50 l, 70 l), k = 1, ..., 400. Togax, Y400 =

∑400
k=1Xk e

vkupnata koliqina na voda koja istekuva od akumulacijata za 400 dena. Da
zabele�ime deka Xk, k = 1, ..., 400 se nezavisni sluqajni promenlivi so EXk =
60 i DXk =

100
3
, k = 1, ..., 400. Se bara koliqinata na voda K na akumulacijata

(vo litri), taka xto P{Y400 < K} = 0, 95. So primena na centralnata graniqna
teorema imame

P{Y400 < K} = P{
400∑
k=1

Xk < K} =

= P{
∑400

k=1Xk − 400 · 60√
100
3

√
400

<
K − 400 · 60√

100
3

√
400

} =

= P{
∑400

k=1Xk − 400 · 60√
100
3

√
400

<
(K − 24000)

√
3

200
} ≈

≈ 1

2
+ Φ0

(
(K − 24000)

√
3

200

)
,

od kade Φ0

(
(K−24000)

√
3

200

)
= 0, 45, odnosno (K−24000)

√
3

200
= 1, 65, od kade K = 24190.

Vo akumulacijata treba da ima najmalku 24190 litri voda, za so verojatnost
0,95, posle 400 dena prazneǌe, vo nea sè uxte da ima voda.

ZADAQA 5.32. Neka (Xn) e niza od sluqajni promenlivi so zakoni na ras-
predelba

P{Xn = 0} = 1− 1

n2
, P{Xn = −n} = P{Xn = n} =

1

2n2
, n = 1, 2, ...

Doka�i deka za nizata (Xn) ne va�i centralnata graniqna teorema.

Rexenie. Za brojnite karakteristiki na sluqajnite promenlivi Xn imame

EXn = (−n) · 1

2n2
+ 0 · (1− 1

n2
) + n · 1

2n2
= 0,
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EX2
n = (−n)2 · 1

2n2
+ 02 · (1− 1

n2
) + n2 · 1

2n2
= 1,

od kade
DXn = EX2

n − (EXn)
2 = 1.

Treba da ispitame dali va�i

P

{∑n
k=1 Xk −

∑n
k=1EXk√∑n

k=1 DXk

≤ x

}
= P

{∑n
k=1Xk√
n

≤ x

}
−−−→
n→∞

1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2du,

xto pretstavuva opxt oblik na centralnata graniqna teorema, odnosno tre-
ba da ispitame dali 1√

n

∑n
k=1 Xk

dist.−−−→
n→∞

N (0, 1). Bidejḱi
∑∞

k=1Xk konvergira,

zakluquvame deka 1√
n

∑n
k=1 Xk −−−→

n→∞
0, odnosno za nizata (Xn) ne va�i central-

nata graniqna teorema.

5.6 Zadaqi za samostojna rabota
ZADAQA 5.33. Kolku najmalku kocki za igraǌe treba da se frlat odednax
za so verojatnost pomala od 0,3 da mo�e da ka�eme deka na niedna od kockite
ne se pojavile 6 toqki?

ZADAQA 5.34. Ako se znae deka 99 % od studentite na eden fakultet pis-
huvaat so desna raka, a 2 % se leva, najdi ja verojatnosta deka od sluqajno
izbrani 200 studenti:

a) toqno 196 pixuvaat samo so desna raka,
b) ne pomalku od 4 pixuvaat so leva raka.

ZADAQA 5.35. Verojatnosta vo edna prodavnica za qevli sluqaen kupuvaq
da kupi qevli broj 41 e 0,2. Najdi ja verojatnosta deka od 100 kupuvaqi,
qevli broj 41 kupile:

a) toqno 25 luǵe,
b) od 10 do 30 luǵe,
v) ne pomalku od 35 luǵe.

ZADAQA 5.36. a) Na otseqkata AB = l, sluqajno se frlaat 5 toqki. Najdi
ja verojatnosta deka najmalku 4 od niv se na rastojanie ne pogolemo od a,
a ∈ R od sredinata na otseqkata.

b) Ako l = 10 i a = 0, 05, kolku toqki treba da se frlat na otseqkata AB = l
za so verojatnost 0,95 najmalku 4 od niv da se na rastojanie ne pogolemo od
sredinata na otseqkata.
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ZADAQA 5.37. Strelcite A, B i C gaǵaat vo celta nezavisno eden od drug
i sekoj od niv ja pogoduva celta so verojatnost 0,4. Vo koj interval vo odnos
na oqekuvaniot broj na pogodoci se naoǵa vkupniot broj na nivni pogodoci,
so verojatnost 0,95, ako sekoj od niv gaǵa po 50 pati?

ZADAQA 5.38. Neka e dadena nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn)
so U(0, 1) raspredelbi. Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na ni-
zata

Yn =
1

1 + n3X2
n

, n = 1, 2, ...

ZADAQA 5.39. Neka e dadena nizata od sluqajni promenlivi (Xn) so gustini
na raspredelba pXn(x) = nxn−1, 0 < x < 1, n = 1, 2, .... Ispitaj gi site qetiri
vida na konvergencija na nizata (Xn).

ZADAQA 5.40. Dadena e nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn) pri
xto Xn ∼ U(0, n), n = 1, 2, .... Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na
nizata Yn = Xn

1−Xn
, n = 1, 2, ....

ZADAQA 5.41. Dadena e nizata od nezavisni sluqajni promenlivi (Xn) pri
xto Xn ∼ U(0, 1), n = 1, 2, .... Ispitaj gi site qetiri vida na konvergencija na
nizata Yn = 1

nXn
, n = 1, 2, ....

ZADAQA 5.42. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so raspredelbi

P{Xn = −1} = P{Xn = 1} =
1

4
, P{Xn = 0} =

1

2
, n = 1, 2, ...,

va�i zakonot na golemite broevi.

ZADAQA 5.43. Ispitaj dali za nizata od sluqajni promenlivi (Xn) so
raspredelbi

P{Xn = −n} = P{Xn = n} =
1

2n
, P{Xn = 0} = 1− 1

2n−1
, n = 1, 2, ...,

va�i zakonot na golemite broevi.

ZADAQA 5.44. Neka e dadena nizata od nezavisni i ednakvo raspredeleni
sluqajni promenlivi (Xn) so EX1 = a < +∞, DX1 = σ2 < +∞. Ispitaj dali
za nizata Yn = (Xn − a)2, n = 1, 2, ... va�i zakonot na golemite broevi.

ZADAQA 5.45. Ispitaj dali za nizata od nezavisni sluqajni promenlivi
(Xn) so gustini na raspredelba

pXn(x) =
a

π(a2 + x2)
, −∞ < x < +∞,

va�i silniot zakon na golemite broevi.
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ZADAQA 5.46. Kolku nezavisni i ednakvo raspredeleni sluqajni promenli-
vi so disperzija 5 treba da se zemat, za so verojatnost najmalku 0,9973 nivna-
ta aritmetiqka sredina da otstapuva od matematiqkoto oqekuvaǌe najmnogu
za 0,01?

ZADAQA 5.47. Vo 100 kutii se raspredeleni crni i beli topqiǌa. Brojot
na crni topqiǌa po kutija e sluqajna promenliva so P(1) raspredelba. Najdi
ja verojatnosta deka vkupniot broj na crni topqiǌa vo site 100 kutii e
pogolem od 120.

ZADAQA 5.48. Eden aparat za igra go izvlekuva brojot k, k ∈ {0, 1, 2, ...} so
verojatnost pk =

1
e·k! . Ako dobie paren broj, igraqot gubi 1 den., ako dobie ne-

paren broj, igraqot dobiva 1 den. Najdi ja verojatnosta deka po 1000 igraǌa
na aparatot, dobivkata na igraqot ḱe bide meǵu 100 i 200 den.



ODGOVORI NA ZADAQITE
ZA SAMOSTOJNA RABOTA

Glava 1.
1.69 a) ne; b) da; v) ne; 1.73 0,05; 0,15; 0,05; 0,1; 1.75 Upatstvo: Iskoristi

go neravenstvoto meǵu aritmetiqkata i geometriskata sredina za broevite
P (A), P (B \ A), P (C \ (A ∪ B)); 1.78 a) 35; b) 120; 1.79 12; 1.80 a) 45, b)
360; 1.81 416; 1.82 8; 1.83 40320; 1.84 151200; 1.85 151200; 1.86 148329; 1.87
0,083333; 1.88 0,26296; 1.89 0,25; 0,55; 0,45; 0,088; 0,136; 0,933; 1.90 0,950739;
1.91 0,98576; 1.92 0,011549; 0,219609; 0,397230; 1.93 0,027778; 1.94 0,00032;
0,0016; 0,0384; 1.95 0,416667; 1.96 7/39; 1.97 0,591237; 1.98 0,480779; 1.99
1 − (364/365)n; 253; 1.100 20; 1.101 1 − (365 − nk − 1)!/(365n−1(365 − n(k + 1)));
7 1.102 2a/l; 1.103 0,75; 1.104 (

√
a2 + b2 −

√
a2 − b2)/(2b); 1.105 1 za a >

√
2/4;

4
√
2a− 8a2 za a ≤

√
2/4; 1.106 π/40; 1.107 (a− r)/a; 1.108 (2l(a+ b)− l2)/(abπ).

Glava 2.
2.58 0,5; 2.59 0,1512; 2.60 0,6; 2.61 0,8; 2.62 0,369748; 0,704959; 2.63 0,2;

2.67 2p/(1 − p − q); 2.70 3/8; 2.71 2/9; 2.72 0,857413; 2.73 4/7; 2/7; 1/7; 2.74
0,321908; 0,474516; 2.75 PA1A2(Hi) = 4i2/(n(n+1)2), i = 1, 2, ..., n; 2.76 2

p

∑n
i=1 p

2
i (1−

pi), p =
∑n

i=1 pi; 2.77
∑n

k=1(1 − Pk), Pk = 1 − (1 − p
(k)
1 )(1 − p

(k)
2 )(1 − p

(k)
3 p

(k)
4 ); 2.78

(1− p1)p2/(1− p1p2); 2.79 0,293933; 2.80 0,296296; 2.81 0,122187; 2.82 0,139532;
2.83 0,088; 0,104; 2.84 0,169932; 2.85 7; 2.86 8; 2.87

∑n
i=k P

i(1 − P )n−i, P =
p1p+ p2(1− p); 2.88 0,135; 2.89 0,206; 2.90 0,842567.

Glava 3.
4.147 1) Da; 2) Ne; 3.68 P{X = 0} = P{X = 2} = 1/4, P{X = 1} = 1/2; 3.69

P{X = 0} = 1/45, P{X = 1} = 16/45, P{X = 2} = 28/45; 3.70 P{X = 0} = 0, 0015,
P{X = 1} = 0, 0275, P{X = 2} = 0, 1685, P{X = 3} = 0, 4245, P{X = 4} = 0, 3780;
3.71 P{X = 0} = 1/35, P{X = 1} = 12/35, P{X = 2} = 18/35, P{X = 3} = 4/35;
1; 3.72 P{X = k} = 0, 8k−1 · 0, 2, k = 1, 2, ...; 3.73 P{Y = y} = λ

y−6
2 e−λ/(y−6

2
)!, y =

6, 8, 10, 12, 14, ...; 3.74 a) P{X = 1} = 1/27, P{X = 4/3} = 3/27, P{X = 5/3} = 6/27,
P{X = 2} = 7/27, P{X = 7/3} = 6/27, P{X = 8/3} = 3/27, P{X = 3} = 1/27; b)
2/9; 3.75 p1 = 0, 4, p2 = 0, 1, p3 = 0, 5; 3.76 P{X = 1} = 0, 6, P{X = 2} = 0, 4;
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3.77 0,1; 0,9; 0,65132; 3.78 0.008344; 3.79 P{Y = 0} = 0, 2, P{Y = 10} = 0, 4,
P{Y = 20} = 0, 4; 3.82 a) 1,8; b) 1,8; 3.83 7n/2, 35n/12; 3.84 1; 3.85 n; 3.86
0,6496; 3.87 4l/(aπ); 3.88 P{T = 2} = e−a, P{T = 2, 5} = ae−a, P{T = 3} = a2

2
e−a,

P{T = 6} = 1 − e−a(1 + a + a2

2
); ET = 6 − e−a(4 + 3, 5a + 1, 5a2); 3.89 +∞; 3.90

a) P{X = k} = (1 − p1(1 − p2) − p2(1 − p1))
k−1(p1(1 − p2) + p2(1 − p1)), k = 1, 2, ...;

EX = 1/(p1(1−p2)+p2(1−p1)); DX = (p1p2+(1−p1)(1−p2))/(p1(1−p2)+p2(1−p1));
b) (p1(1 − p2))/(p1(1 − p2) + p2(1 − p1)); 3.91 -22; 3.92 a) P{X = −2} = (1 − p)2,
P{X = 0} = 2p(1 − p); P{X = 2} = p2 i P{Y = 2} = 1; b) EX = 2(2p − 1),
DX = 8p(1− p), EY = 2 i DY = 0; 3.93 P{Y = −1} = q1p2, P{Y = 0} = q1q2 + p1p2
i P{Y = 1} = p1q2, q1 = 1 − p1, q2 = 1 − p2; EY = q1p2 + p1q2; DY = p1q1 + p2q2;
3.94 E(|X−np|) = 2n

(
n−1
m−1

)
pm(1−p)n−m+1, D(|X−np|) = np(1−p)−4n2

(
n−1
m−1

)
p2m(1−

p)2(n−m+1), kade m = [np+1]; 3.95 a) (prva redica) 1/6, 1/6, 1/6, (vtora redica)
0, 0; b) X i Y ne se nezavisni; 3.96 0,10; 0,90; 3.97 a) P{X = 0, Y = 1} =
1/2, P{X = 1, Y = 2} = P{X = 2, Y = 2} = 1/4, P{X = 0, Y = 2} = P{X =
1, Y = 1} = P{X = 2, Y = 1} = 0; v) X i Y ne se nezavisni; g) p = 1/2; d)
0,904534; ǵ) EU = 3/4, EV = 3/2, ES = 9/4, ET = 3/2; 3.98 a) P{X = 0, Y =
0} = 0, 0064, P{X = 0, Y = 1} = 0, 0192, P{X = 0, Y = 2} = 0, 0144, P{X = 1, Y =
1} = 0, 0512, P{X = 1, Y = 2} = 0, 1536, P{X = 1, Y = 3} = 0, 1152, P{X = 2, Y =
2} = 0, 1024, P{X = 2, Y = 3} = 0, 3072, P{X = 2, Y = 4} = 0, 2304, P{X = 0, Y =
3} = P{X = 0, Y = 4} = P{X = 1, Y = 0} = P{X = 1, Y = 4} = P{X = 2, Y =
0} = P{X = 2, Y = 1} = 0; b) 2,8; v) 0,3904; 3.99 P{X = 0, Y = 1} = P{X =
0, Y = 2} = P{X = 1, Y = 2} = 0, P{X = 0, Y = 0} = 0, 3, P{X = 1, Y =
0} = P{X = 1, Y = 1} = 0, 2, P{X = 2, Y = 0} = P{X = 2, Y = 2} = 0, 075 i
P{X = 2, Y = 1} = 0, 15; 3.100 P{X = −4, Y = 0} = P{X = −2, Y = −1} = P{X =
−2, Y = 1} = P{X = −1, Y = 0} = P{X = 0, Y = y} = 1/9, y = −2,−1, 0, 1, 2; 3.101
a) P{U = 0, V = 0} = P{U = 2, V = 0} = 1/4, P{U = 1, V = 1} = 1/2 i P{U =
0, V = 1} = P{U = 1, V = 0} = P{U = 2, V = 1} = 0; P{U = 0} = P{U = 2} = 1/4 i
P{U = 1} = 1/2; P{V = 0} = P{V = 1} = 1/2; b) U i V ne se nezavisni; 3.103

P{X = i, Y = j|X + Y = k} =
(n1

i )(
n2
k−i)

(n1+n2
k )

, za 0 ≤ i ≤ n1, 0 ≤ j ≤ n2 i i + j = k, a za

site ostanati i i j verojatnosta e nula.

Glava 4.

4.105 FX(x) = 0, za x < 0; FX(x) = 0, 125, za 0 ≤ x < 1; FX(x) = 0, 5, za 1 ≤
x < 2; FX(x) = 0, 875, za 2 ≤ x < 3; FX(x) = 1, za x ≥ 3; 4.106 FX(x) = 0, za x < 3;
FX(x) = 0, 2, za 3 ≤ x < 4; FX(x) = 0, 3, za 4 ≤ x < 7; FX(x) = 0, 7, za 7 ≤ x < 10;
FX(x) = 1, za x ≥ 10; 4.107 1/4; 4.108 FX(x) = 0, za x < 0; FX(x) = sinx, za 0 ≤
x < π

2
; FX(x) = 1, za x ≥ π

2
; 4.109 a = 3/2; P{X ∈ (π

6
, π
4
)} =

√
2/4 ≈ 0.353553; 4.110

1/(2π); 4.111 C = 4/(π− 2 ln 2); 0,274032; 4.112 C = 1
3
√
2π
; P{X ∈ [2, 5]} = 0, 34134;

4.113 Da; 4.115 0,86638; 4.116 pY (x) = 1
π
· 1√

1−x2 , za −1 < x < 1; pY (x) = 0,
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inaku; 4.117 FY (x) = 0, 5 + Φ0(
x+m
σ

); 4.118 a) pY (x) = 1
x
pX(ln

1
x
), 0 < x < 1;

b) pY (x) = expX(e
x), −∞ < x < +∞; v) pY (x) = 1

3
3√
x2
pX( 3

√
x), 0 < x < +∞; g)

pY (x) = 1
2x

√
x
pX(

1√
x
), 0 < x < +∞; d) pY (x) = 2xpX(x

2), 0 < x < +∞; 4.119

p(x) = 2/(l
√
l2 − 4x), 0 < x < l2/4; 4.120 a) p(x, y) = 1/(R2π) za x2 + y2 ≤ R2; b)

pX(x) = 2
√
R2 − x2/(R2π) za −R ≤ x ≤ R; pY (x) = 2

√
R2 − y2/(R2π) za −R ≤ y ≤ R;

v) 1/(3π) ≈ 0, 106103; X i Y ne se nezavisni sluqajni promenlivi; 4.121 a)
1/(2

√
π); b) pX(x) = e−(x+1)2/

√
π; pY (x) = e−|y|/2; v) F (x, y) = 1

2
(1
2
+Φ0(

√
2(x+1)))·ey

za x ∈ R, y < 0, F (x, y) = 1
2
(1
2
+ Φ0(

√
2(x + 1))) · (2 − e−y) za x ∈ R, y ≥ 0; X i Y

se nezavisni sluqajni promenlivi; 4.122 pX+Y (u) = e−u/2(1 − e−u/2), za u > 0;
4.123

1
4
(1 + 2 ln 2) ≈ 0, 596574; 4.124 pU(u) = 1/2 za −1 ≤ u < 0, pU(u) = (3− 2u)/4

za 0 ≤ u < 1; pV (v) = (2v + 1)/4 za 0 ≤ v < 1, pV (v) = 1/2 za 1 ≤ v < 2;
4.125 pY (y|x) = (2x)/(x2 + 1), za 0 < y ≤ x < 1, pY (y|x) = (2y)/(x2 + 1), za
0 < x < y < 1; 4/13 ≈ 0, 307692; 4.126 0,13591; 4.127 0; 4.128 3/4; 11/16; 4.129
0; c2/2; 4.130 moX ne postoi; meX = π/12; 4.131 moX ne postoi; meX = 0;
4.132 moX = (n−1

n
x0)

1
n ; 4.133 a) 2; 3/4; b) EY = 2 ln 2; DY = +∞; 4.134 a)

F (x, y) = 0, za x < 0 ili y < 0; F (x, y) = 1
2
xy(x + y), za 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1;

F (x, y) = 1
2
x(x + 1), za 0 ≤ x < 1, y ≥ 1; F (x, y) = 1

2
y(y + 1), za x ≥ 1, 0 ≤ y < 1;

F (x, y) = 1, za x ≥ 1, y ≥ 1; 1/2; 4.135 a) p(x, y) = 1/λ2, za a − λ
2
< x, y < a + λ

2
;

F (x, y) = 0, za x < a − λ
2
ili y < a − λ

2
; F (x, y) = 1

λ2 (x − a + λ
2
)(y − a + λ

2
), za

a − λ
2
≤ x < a + λ

2
, a − λ

2
≤ y < a + λ

2
; F (x, y) = 1

λ
(x − a + λ

2
), za a − λ

2
≤ x <

a+ λ
2
, y ≥ a+ λ

2
; F (x, y) = 1

λ
(y− a+ λ

2
), za x ≥ a+ λ

2
, a− λ

2
≤ y < a+ λ

2
; F (x, y) = 1,

za x ≥ a+λ
2
, y ≥ a+λ

2
; b) 0; λ2

6
; 4.136 1

2
(a+b+c+d); 1

12
((b−a)2+(d−c)2); 1

4
(a+b)(c+d);

( 1
12
(b− a)2+ 1

4
(a+ b)2) · ( 1

12
(d− c)2+ 1

4
(c+ d)2)− 1

16
(a+ b)2(c+ d)2; 4.137 13/40; 4.138

π2/4−2; π4/4−4π2+20; 4.139 π/12 (a2+ab+b2); π2/720 (4a4−a3b−6a2b2−ab3+4b4);
4.140 1/4 (b3 + b2a+ ba2 + a3); 1/112 (9b6 +2b5a− 5b4a2 − 12b3a3 − 5b2a4 +2ba5 +9a6);
4.141 a) a = 2; pX(x) = 3/x4, za x ≥ 1; pX(x) = 0, za x < 1; b) 3/2; 3/4;
v) pY (y) = 3e−3y, za y ≥ 0; pY (y) = 0, za y < 0; 1/3; 1/9; 4.142 a = k3/2;
FX(x) = 1− (k2x2+2kx+2)/2 e−kx, za x ≥ 0; FX(x) = 0, za x < 0; p ≈ 0, 080301; 3/k;
3/k2; 4.143 2/3; 4.144 2(a+ b)/π; 4.145 (1 + 3

√
3)/2; 79/4; 4.148 p ≥ 0, 909; 4.149

p ≥ 0, 75; 4.150 p ≥ 0, 888889; 4.151
√
3/2; 4.153 EY = µ, DY = σ2/n; 4.154 38/15;

4.155 pX(x|y) = 1/(1− y), za 0 < x < 1− y; (1− y)/2; 4.156 n/2; 4.157 1/p; 4.158
9 qasa; 4.159 a) φ(t) = 1− p− peit; b) φ(t) = p/(1− (1− p)eit); v) φ(t) = eitm−σ2t2/2;
4.160 φU(t) = (eit2π − 1)/(it2π).

Glava 5.

5.33 7; 5.34 0,195367; 0,566528; 5.35 0,04565; 0,99132; 0,00015; 5.36 16a4(5l−
8a)/(l5), 0 ≤ a ≤ l/2; 1, a > l/2; 0, a < 0; 819; 5.37 [48; 72]; 5.38 Yn

s.s.→ 0, Yn
P→ 0,

Yn
dist.→ 0, Yn

s.k.→ 0; 5.39 Xn
s.k.→ 1, Xn

P→ 1, Xn
dist.→ 1, Xn

s.s.→ 1; 5.40 Xn
P→ −1,

Xn
dist.→ −1, Xn

s.s.↛ −1, Xn
s.k.↛ −1; 5.41 Yn

dist.→ 0, Yn
P→ 0, Yn

s.s.↛ 0, Yn
s.k.↛ 0; 5.42



278 Odgovori na zadaqite za samostojna rabota

Da, va�i slabiot zakon na golemite broevi.; 5.43 Da, va�i silniot zakon
na golemite broevi.; 5.44 Da, va�i slabiot zakon na golemite broevi.; 5.45
Ne va�i, zatoa xto ne postoi matematiqkoto oqekuvaǌe EXn.; 5.46 Poveḱe od
450000; 5.47 0.02275; 5.48 0.



PRILOZI

A Nekoi pova�ni raspredelbi

raspredelba zakon na raspredelba EX DX φX(t)
ili gustina na raspredelba

X = IA, P{X = 0} = 1− p, p p(1− p) 1− p+ p eit

kade p = P (A) P{X = 1} = p

Ramnomerna (diskr.) P{X = k} = 1
n ,

n+1
2

n2−1
12

eit−eitn

n(1−eit)

na {1, ..., n} k = 1, ..., n

Binomna, P{X = k} =
(
n
k

)
pkqn−k, np npq (p eit + q)n

X ∼ B(n, p) k = 0, 1, ..., n, q = 1− p
Geometriska, P{X = k} = pqk, q

p
q
p2

p
1−q eit

X ∼ Geo(p) k = 0, 1, 2, ..., q = 1− p

Poasonova, P{X = k} = ak

k! e
−a, a a ea(e

it−1)

X ∼ P(a), a > 0 k = 0, 1, 2, ...

Hipergeometriska, P{X = i} =
(mi )(

n−m
k−i )

(nk)
, km

n
km(n−m)(n−k)

n2(n−1)

X ∼ HGeo(n,m, k) max{0,m+ k − n} ≤ i ≤ min{m, k}
Ramnomerna (neprek.), p(x) = 1

b−a ,
a+b
2

(b−a)2

12
eitb−eita

it(b−a)

X ∼ U(a, b) a < x < b

Normalna, p(x) = 1
σ
√
2π

e−
(x−m)2

2σ2 , m σ2 eitm−σ2t2

2

X ∼ N (m,σ2) −∞ < x < +∞
Standardna normalna, p(x) = 1√

2π
e−

x2

2 , 0 1 e−
t2

2

X ∼ N (0, 1) −∞ < x < +∞
Eksponencijalna, p(x) = λ e−λx, 1

λ
1
λ2

1
1− 1

λ it

X ∼ E(λ), λ > 0 x > 0

Gama, p(x) = xα−1λα

Γ(α) e−λx, α
λ

α
λ2 (1− 1

λ it)
−α

X ∼ Γ(α, λ), α, λ > 0 x > 0

Hi-kvadrat, p(x) = x
n
2

−1e−
x
2

2
n
2 Γ(n

2 )
, n 2n (1− 2it)−

n
2

X ∼ χ2
n, n ∈ N x > 0

Koxieva, p(x) = λ
π(λ2+x2) , - - e−λ|t|

X ∼ k(λ), λ > 0 −∞ < x < +∞
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B Tablici1

Tablica 1: Vrednosti na funkcijata y = ak

k!
e−a

k\a 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
1 0,090484 0,163746 0,222245 0,268128 0,303265 0,329287
2 0,004524 0,016375 0,033337 0,053626 0,075816 0,098786
3 0,000151 0,001091 0,003334 0,007150 0,012636 0,019757
4 0,000004 0,000055 0,000250 0,000715 0,001580 0,002964
5 0,000002 0,000015 0,000057 0,000158 0,000356
6 0,000001 0,000004 0,000013 0,000035
7 0,000001 0,000103

k\a 0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 3,0
0 0,496585 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0,049787
1 0,347610 0,359463 0,365913 0,367879 0,270671 0,149361
2 0,121663 0,143785 0,164661 0,183940 0,270671 0,224042
3 0,028388 0,038343 0,049398 0,061313 0,180447 0,224042
4 0,004968 0,007669 0,011115 0,015328 0,090224 0,168031
5 0,000695 0,001227 0,002001 0,003066 0,036089 0,100819
6 0,000081 0,000164 0,000300 0,000511 0,012030 0,050409
7 0,000008 0,000019 0,000039 0,000073 0,003437 0,021604
8 0,000002 0,000004 0,000009 0,000859 0,008101
9 0,000001 0,000191 0,002701

10 0,000038 0,000810
11 0,000007 0,000221
12 0,000001 0,000055
13 0,000013
14 0,000003
15 0,000001

1Tablicite vo ovoj del se prezemeni od [10], pri xto odredeni vrednosti se korigirani.
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Tablica 1: (prodol�enie)

k\a 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0
0 0,018316 0,006738 0,002479 0,000912 0,000335 0,000123
1 0,073263 0,033690 0,014873 0,006383 0,002684 0,001111
2 0,146525 0,084224 0,044618 0,022341 0,010735 0,004998
3 0,195367 0,140374 0,089235 0,052129 0,028626 0,014994
4 0,195367 0,175467 0,133853 0,091226 0,057252 0,033737
5 0,156293 0,175467 0,160623 0,127717 0,091604 0,060727
6 0,104194 0,146223 0,160623 0,149003 0,122138 0,091090
7 0,059540 0,104445 0,137677 0,149003 0,139587 0,117116
8 0,029770 0,065278 0,103258 0,130377 0,139587 0,131756
9 0,013231 0,036266 0,068838 0,101405 0,124077 0,131756

10 0,005292 0,018133 0,041303 0,070983 0,099262 0,118580
11 0,001925 0,008242 0,022529 0,045171 0,072190 0,097020
12 0,000642 0,003434 0,011262 0,026350 0,048127 0,072765
13 0,000197 0,001321 0,005199 0,014188 0,029616 0,050376
14 0,000056 0,000472 0,002228 0,007094 0,016924 0,032384
15 0,000015 0,000157 0,000891 0,003311 0,009026 0,019431
16 0,000004 0,000049 0,000334 0,001448 0,004513 0,010930
17 0,000001 0,000014 0,000118 0,000596 0,002124 0,005786
18 0,000004 0,000039 0,000232 0,000944 0,002893
19 0,000001 0,000012 0,000085 0,000397 0,001370
20 0,000004 0,000030 0,000159 0,000617
21 0,000001 0,000010 0,000061 0,000264
22 0,000003 0,000022 0,000108
23 0,000001 0,000008 0,000042
24 0,000003 0,000016
25 0,000001 0,000006
26 0,000002
27 0,000001
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Tablica 2: Vrednosti na funkcijata y =
∑m

k=0
ak

k!
e−a

m\a 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0 0,904837 0,818731 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
1 0,995321 0,982477 0,963063 0,938448 0,909796 0,878099
2 0,999845 0,998852 0,996390 0,992074 0,985612 0,977885
3 0,999996 0,999943 0,999724 0,999224 0,998248 0,997642
4 1,000000 0,999998 0,999974 0,999939 0,999828 0,999606
5 1,000000 0,999999 0,999996 0,999986 0,999962
6 1,000000 1,000000 0,999999 0,999997
7 1,000000 1,000000

m\a 0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 3,0

0 0,496585 0,449329 0,406570 0,367879 0,135335 0,049787
1 0,844195 0,808792 0,772483 0,735759 0,406006 0,199148
2 0,965858 0,952577 0,937144 0,919699 0,676677 0,423190
3 0,994246 0,990920 0,988542 0,981012 0,857124 0,647232
4 0,999214 0,998589 0,997657 0,996340 0,947348 0,815263
5 0,999909 0,999816 0,999658 0,999406 0,983437 0,916082
6 0,999990 0,999980 0,999958 0,999917 0,995467 0,966491
7 0,999999 0,999998 0,999995 0,999990 0,998904 0,988095
8 1,000000 1,000000 1,000000 0,999999 0,999763 0,996196
9 1,000000 0,995954 0,998897
10 0,999992 0,999707
11 0,999999 0,999928
12 1,000000 0,999983
13 0,999996
14 0,999999
15 1,000000
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Tablica 2: (prodol�enie)

m\a 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0

0 0,018316 0,006738 0,002479 0,000912 0,000335 0,000123
1 0,091579 0,040428 0,017352 0,007295 0,003019 0,001234
2 0,238105 0,124652 0,061970 0,029636 0,013754 0,006232
3 0,433472 0,265026 0,151205 0,081765 0,042380 0,021228
4 0,628839 0,440493 0,285058 0,172991 0,099632 0,054963
5 0,785132 0,615960 0,445681 0,300708 0,191236 0,115690
6 0,889326 0,762183 0,606304 0,449711 0,313374 0,206780
7 0,948866 0,866628 0,743981 0,598714 0,452961 0,323896
8 0,978636 0,931806 0,847239 0,729091 0,592548 0,455652
9 0,991867 0,968172 0,916077 0,830496 0,716625 0,587408
10 0,997159 0,986205 0,957380 0,901479 0,815887 0,705988
11 0,999084 0,994547 0,979909 0,946650 0,888077 0,803008
12 0,999726 0,997981 0,991173 0,973000 0,936204 0,875773
13 0,999923 0,999202 0,996372 0,987188 0,965820 0,926149
14 0,999979 0,999774 0,998600 0,994282 0,982744 0,958533
15 0,999994 0,999931 0,999491 0,997593 0,991770 0,977964
16 0,999998 0,999980 0,999825 0,999041 0,996283 0,988894
17 0,999999 0,999994 0,999943 0,999637 0,998407 0,994680
18 0,999999 0,999998 0,999982 0,999869 0,999351 0,997573
19 0,999999 0,999999 0,999994 0,999955 0,999748 0,998943
20 1,000000 0,999999 0,999998 0,999985 0,999907 0,999560
21 1,000000 0,999999 0,999995 0,999967 0,999824
22 0,999999 0,999998 0,999989 0,999932
23 1,000000 0,999999 0,999997 0,999974
24 0,999999 0,999999 0,999990
25 1,000000 0,999999 0,999996
26 1,000000 0,999998
27 0,999999
28 1,000000
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Tablica 3: Vrednosti na funkcijata Φ(x) = 1√
2π

e−x2/2

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3876 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2686
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0330 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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Tablica 4: Vrednosti na funkcijata Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−u2/2du

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07152 07535
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
0,7 25804 26115 26424 26738 27035 27337 27637 27935 28230 28524
0,8 28814 29103 29389 29678 29955 30234 30511 30785 31057 31327
0,9 31594 31859 32121 32380 32639 32894 33147 33398 33646 33891
1,0 0,34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214
1,1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298
1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774
1,4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670
2,0 0,47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
2,4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2,5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2,7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736
2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861

3,0 0,49865 3,1 49903 3,2 49931 3,3 49952 3,4 49966
3,5 0,49977 3,6 49984 3,7 49989 3,8 49993 3,9 49995
4,0 0,499968
4,5 0,499997
5,0 0,49999997
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