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Ïðåäãîâîð

Çà îïèøóâà»å è çà ïîäîáðî ðàçáèðà»å íà ïðèðîäíèòå ïîjàâè, êàêî è çà ôóíêöèî-
íèðà»åòî íà ìîäåðíèòå òåõíîëîãèè ñîçäàäåíè îä ëó�ãåòî ñåêîãàø, ñå êîðèñòàò ìàòåìà-
òè÷êè ìîäåëè è àëàòêè. Ôèçè÷êîòî îäíåñóâà»å íà êîå ïîäëåæàò ðàçëè÷íè ïðîáëåìè
âî èíæåíåðñòâîòî ìîæå äà ñå îïèøå ñî ñêàëàðíî ïîëå. Ñêàëàðíî ïîëå å ôóíêöèjà äå-
ôèíèðàíà íà ïðîñòîðîò êîjà âî ñåêîjà òî÷êà ïðèìà ñêàëàðíà âðåäíîñò. Âîîáè÷àåíèòå
àïëèêàöèè íà ñêàëàðíèòå ïîëè»à âêëó÷óâààò: åëåêòðè÷íà ñïðîâîäëèâîñò, ïðåíîñ íà
òîïëèíà, íåðîòàöèîíåí ïðîòîê íà òå÷íîñò, ìàãíåòîñòàòèêà, òîðçèîíåí ñòðåñ èòí. Îä
äðóãà ñòðàíà, ïàê, çà îïèøóâà»å íà äåjñòâîòî íà íåêîjà ñèëà (ãðàâèòàöèîíà, åëåê-
òðè÷íà, ìàãíåòíà èòí.) èëè çà äâèæå»åòî íà ôëóèäèòå, ñå êîðèñòàò ò.í. âåêòîðñêè
ïîëè»à. Âåêòîðñêî ïîëå å ôóíêöèjà äåôèíèðàíà íà ïðîñòîðîò êîjà âî ñåêîjà òî÷êà
ïðèìà âåêòîð êàêî âðåäíîñò.

Îâàà êíèãà ñå çàíèìàâà òîêìó ñî ñêàëàðíèòå è âåêòîðñêèòå ïîëè»à, êàêî è ñî íèâ-
íèòå ôèçè÷êè òîëêóâà»à. Ïîêðàj òåîðåòñêèòå îñíîâè âî êíèãàòà èìà è áðîjíè öåëîñíî
ðåøåíè ïðèìåðè, êàêî è ïðèìåðè çà ñàìîñòîjíà ðàáîòà. Êíèãàòà èçîáèëóâà ñî ñëèêè
êîè ñå ïîääðøêà íà èçëîæåíîòî. Ïðèìàðíî å íàìåíåòà çà ñòóäåíòèòå íà Ìàøèíñêèîò
ôàêóëòåò, Ôàêóëòåòîò çà åëåêòðîòåõíèêà è èíôîðìàöèñêè òåõíîëîãèè, Òåõíîëîøêî-
ìåòàëóðøêèîò ôàêóëòåò, íî è çà ñòóäåíòèòå íà ìàòåìàòèêà, ôèçèêà è íà äðóãèòå òåõ-
íè÷êè ôàêóëòåòè. Îä ÷èòàòåëîò ñå î÷åêóâà äà å çàïîçíàåí ñî äèôåðåíöèjàëíîòî è
èíòåãðàëíîòî ñìåòà»å íà ôóíêöèè îä åäíà è ïîâå�êå ðåàëíè ïðîìåíëèâè.

Îðãàíèçèðàíà å âî ïåò ãëàâè. Âî ïðâàòà ãëàâà ñå äàäåíè îñíîâíèòå ïîâðøèíè êîè
�êå ñå óïîòðåáóâààò âî îñòàíàòèîò äåë îä êíèãàòà. Âòîðàòà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà ðàì-
íèíñêèòå è íà ïðîñòîðíèòå êðèâè êîè îïèøóâààò òðàåêòîðèjà íà äâèæå»å íà äàäåíî
òåëî. Âî òðåòàòà ãëàâà ñå äåôèíèðàíè ñêàëàðíèòå è âåêòîðñêèòå ïîëè»à, êàêî è ïî-
èìè øòî ñå òåñíî âðçàíè ñî íèâ. Ïîñëåäíèòå äâå ãëàâè ñå ïîñâåòåíè íà ëèíèñêèòå è
ïîâðøèíñêèòå èíòåãðàëè è íà íèâíîòî ôèçè÷êî çíà÷å»å.

Èì áëàãîäàðèìå íà ðåöåíçåíòèòå êîè ñî ñâîèòå ñóãåñòèè è çàáåëåøêè çíà÷èòåëíî
ïðèäîíåñîà çà ïîäîáðóâà»å íà îâàà êíèãà.

Îäíàïðåä èì áëàãîäàðèìå íà ñèòå ÷èòàòåëè êîè �êå äàäàò ñâîè êîìåíòàðè, çàáå-
ëåøêè è ïðåäëîçè, èëè, ïàê, �êå óêàæàò íà íåêîjà ãðåøêà, ñî øòî �êå ïîìîãíàò âî
ïîäîáðóâà»å íà îâàà êíèãà.

Ñêîïjå, jàíóàðè 2026ã. Îä àâòîðèòå

i



ii



Ñîäðæèíà

1. Ïîâðøèíè 1

1.1. Íåêîêó ñòàíäàðäíè ïîâðøèíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Òàíãåíòíè ðàìíèíè íà ïîâðøèíè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. Íåðåøåíè çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. Êðèâè 15

2.1. Ðàìíèíñêè è ïðîñòîðíè êðèâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1. Òðàåêòîðèjà íà òåëî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.2. Íåïðåêèíàòîñò è èçâîäè íà âåêòîð-âðåäíîñíè ôóíêöèè . . . . . . 18

2.1.3. Äåôèíèöèjà íà êðèâà. Áðçèíà è çàáðçóâà»å . . . . . . . . . . . . . 24

2.2. Ðåïàðàìåòðèçàöèjà è ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.1. Ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2.2. Äîëæèíà íà êðèâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.3. Ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3. Ïðèìåðè íà êðèâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3.1. Ïðèìåðè íà ðàìíèíñêè êðèâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3.2. Ïðèìåðè íà ïðîñòîðíè êðèâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.3.3. Ïðîñòîðíè êðèâè äàäåíè êàêî ïðåñåê íà äâå ïîâðøèíè . . . . . . 53

2.4. Òàíãåíòåí, íîðìàëåí è áèíîðìàëåí âåêòîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.4.1. Òàíãåíòåí âåêòîð è òàíãåíòíà ïðàâà . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.4.2. Âåêòîð íà êðèâèíà è åäèíå÷åí íîðìàëåí âåêòîð. Çàêðèâåíîñò íà
êðèâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.4.3. Áèíîðìàëåí âåêòîð è òîðçèjà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.5. Íåðåøåíè çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3. Ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïîëè»à 79

3.1. Äåôèíèöèjà è ïðèìåðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2. Ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèjà è ðîòîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.2.1. Ãðàäèåíò íà ñêàëàðíè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.2.2. Äèâåðãåíöèjà íà âåêòîðñêè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.2.3. Ðîòîð íà âåêòîðñêè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2.4. Îïåðàòîðîò
#»∇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.3. Êîíçåðâàòèâíè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.4. Íåðåøåíè çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

iii



iv ÑÎÄÐÆÈÍÀ

4. Ëèíèñêè èíòåãðàëè 93

4.1. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
4.2. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä âåêòîðñêè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.3. Òåîðåìà íà Ãðèí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.4. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä êîíçåðâàòèâíè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . 118
4.5. Íåðåøåíè çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

5. Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè 125

5.1. Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.2. Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè îä âåêòîðñêè ïîëè»à . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.3. Òåîðåìà íà Ñòîêñ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
5.4. Òåîðåìà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.5. Ñêàëàðåí ïîòåíöèjàë çà êîíçåðâàòèâíî ïîëå . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
5.6. Íåðåøåíè çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

Ëèòåðàòóðà 183



Ãëàâà 1.

Ïîâðøèíè

1.1. Íåêîêó ñòàíäàðäíè ïîâðøèíè

Âî ïðîäîëæåíèå �êå ãè èëóñòðèðàìå ïîâðøèíèòå êîè ÷åñòî �êå ñå ïîjàâóâààò âî
êíèãàòà. Íåêîè îä íèâ ñå ãðàôèöè íà ôóíêöèè, ò. å. ñå ñîñòîjàò îä ñèòå òî÷êè (x, y, z)
çà êîè âàæè: z = f(x, y), êàäå f å ôóíêöèjà îä ïðîìåíëèâèòå x è y, äîäåêà îñòàíàòèòå
ñå äàäåíè êàêî ðàâåíñòâà G(x, y, z) = 0, ò. å. ñå ñîñòîjàò îä ñèòå òî÷êè (x, y, z) çà
êîè ôóíêöèjàòà G îä ïðîìåíëèâèòå x, y è z äîáèâà âðåäíîñò 0. Äà çàáåëåæèìå äåêà
ñåêîjà ïîâðøèíà êîjà å ãðàôèê íà f(x, y) ìîæå äà áèäå äàäåíà ïðåêó ðàâåíñòâîòî
G(x, y, z) = 0, àêî ñòàâèìå G(x, y, z) := z − f(x, y).

Ñëèêà 1.1.1: Åëèïòè÷åí ïàðàáîëîèä

(a) z = s3 +
(x−s1)2

a2
+ (y−s2)2

b2
, (á) z = s3 − (x−s1)2

a2
− (y−s2)2

b2
, (â) z = x2 + y2,

åëèïñîèäåí1, íàãîðå, åëèïñîèäåí, íàäîëó, êðóæåí2, íàãîðå,
ñî òåìå âî T (s1, s2, s3) ñî òåìå âî T (s1, s2, s3) ñî òåìå âî T (0, 0, 0)

Ïîâðøèíèòå îä ñëèêàòà 1.1.1 è îä ñëèêàòà 1.1.2 ìîæàò äà áèäàò äàäåíè êàêî ãðà-
ôèê íà ôóíêöèjà îä ïðîìåíëèâèòå x è y: ôóíêöèjàòà f(x, y) å äåñíàòà ñòðàíà íà èçðà-
çîò. Ïîâðøèíèòå îä ñëèêàòà 1.1.3 (à) è (ã), ñëèêàòà 1.1.4 (à) è (ã), ñëèêàòà 1.1.5, ñëèêàòà
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2 ÃËÀÂÀ 1. ÏÎÂÐØÈÍÈ

Ñëèêà 1.1.2: Õèïåðáîëè÷åí ïàðàáîëîèä

(à) z = s3 +
(x−s1)2

a2
− (y−s2)2

b2
, (á) z = s3 − (x−s1)2

a2
+ (y−s2)2

b2
,

îòâîðåí âî x-íàñîêà, îòâîðåí âî y-íàñîêà,
ñî òåìå âî T (s1, s2, s3) ñî òåìå âî T (s1, s2, s3)

(â) z = x2 − y2, (ã) z = −x2 + y2,
îòâîðåí âî x-íàñîêà, îòâîðåí âî y-íàñîêà,
ñî òåìå âî T (0, 0, 0) ñî òåìå âî T (0, 0, 0)

1.1.6 è ñëèêàòà 1.1.7 íå ìîæàò âî öåëîñò äà áèäàò äàäåíè êàêî ãðàôèê íà ôóíêöèjà îä
ïðîìåíëèâèòå x è y; òèå ñå äàäåíè ïðåêó ðàâåíñòâîòî G(x, y, z) = 0 ñî î÷èãëåäåí èçáîð
íà ôóíêöèjàòà G(x, y, z) âî ñåêîjà îä ñèòóàöèèòå. Äåëîâè îä îâèå ïîâðøèíè ìîæàò äà
áèäàò äàäåíè êàêî ãðàôèê íà ôóíêöèjà îä äâå ïðîìåíëèâè: òîà íàj÷åñòî ñå ïðàâè ñî
èçðàçóâà»å íà ïðîìåíëèâàòà z îä ðàâåíñòâîòî êàêî íà ñëèêàòà 1.1.3 è íà ñëèêàòà 1.1.4.



1.1. ÍÅÊÎÊÓ ÑÒÀÍÄÀÐÄÍÈ ÏÎÂÐØÈÍÈ 3

Ñëèêà 1.1.3: Êîíóñ

(a) (z−s3)2=
(x−s1)

2

a2
+

(y−s2)
2

b2
, (á) z−s3=

√
(x−s1)

2

a2
+

(y−s2)
2

b2
, (â) z−s3=−

√
(x−s1)

2

a2
+

(y−s2)
2

b2
,

åëèïñîèäåí, âî z-íàñîêà, ãîðíèîò äåë äîëíèîò äåë
ñî òåìå âî T (s1, s2, s3) îä êîíóñîò âî (à) îä êîíóñîò âî (à)

(ã) z2 = x2

a2
+ y2

b2
, (ä) z =

√
x2 + y2, (�ã) z = −

√
x2 + y2,

åëèïñîèäåí, âî z-íàñîêà, êðóæåí, ãîðíèîò äåë êðóæåí, äîëíèîò äåë
ñî òåìå âî T (0, 0, 0) îä z2 = x2 + y2 îä z2 = x2 + y2



4 ÃËÀÂÀ 1. ÏÎÂÐØÈÍÈ

Ñëèêà 1.1.4: Åëèïòè÷åí õèïåðáîëîèä (äâîêðèëåí õèïåðáîëîèä)

(a) (z−s3)
2

c2
=1+

(x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
, (á) z=s3+c

√
1+

(x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
, (â) z=s3−c

√
1+

(x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
,

åëèïñîèäåí, âî z-íàñîêà, ãîðíèîò äåë äîëíèîò äåë
ñî öåíòàð âî T (s1, s2, s3) îä õèïåðáîëîèäîò âî (à) îä õèïåðáîëîèäîò âî (à)

(ã) z2 = r2 + x2 + y2, (ä) z =
√
r2 + x2 + y2, (�ã) z = −

√
r2 + x2 + y2,

êðóæåí, âî z-íàñîêà, ãîðíèîò äåë äîëíèîò äåë
ñî öåíòàð âî T (0, 0, 0) îä õèïåðáîëîèäîò âî (à) îä õèïåðáîëîèäîò âî (à)
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Ñëèêà 1.1.5: Õèïåðáîëè÷åí õèïåðáîëîèä (åäíîêðèëåí õèïåðáîëîèä)

(a) (z−s3)
2

c2
=−1+

(x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
, (á) z2

c2
=−1+x2

a2
+ y2

b2
, (â) z2=−r2+x2+y2,

åëèïñîèäåí, íàjòåñåí ïðåñåê åëèïñîèäåí, íàjòåñåí ïðåñåê êðóæåí, íàjòåñåí ïðåñåê

åëèïñà (x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
= 1, åëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1, êðóæíèöà x2 + y2 = r2,

ñî öåíòàð T (s1, s2, s3) ñî öåíòàð T (0, 0, 0) ñî öåíòàð T (0, 0, 0)

Ñëèêà 1.1.6: Åëèïñîèä

(a) (x−s1)2

a2
+ (y−s2)2

b2
+ (z−s3)2

c2
= 1, (á) x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1, (â) x2 + y2 + z2 = r2,

ïîëóîñêè a, b è c, ïîëóîñêè a, b è c, ñôåðà ñî ðàäèóñ r
è öåíòàð C(s1, s2, s3) è öåíòàð C(0, 0, 0) è öåíòàð C(0, 0, 0)
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Ñëèêà 1.1.7: Öèëèíäàð

(a) (x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
=1, z-ñëîáîäíà, (á) x2

a2
+ y2

b2
=1, z-ñëîáîäíà, (â) x2+y2=r2, z-ñëîáîäíà,

âî z-íàñîêà è îñíîâà âî z-íàñîêà è îñíîâà âî z-íàñîêà è îñíîâà

åëèïñàòà (x−s1)
2

a2
+

(y−s2)
2

b2
=1 åëèïñàòà x2

a2
+ y2

b2
=1 êðóæíèöàòà x2+y2=r2

(a) y2

a2
+ z2

b2
=1, x-ñëîáîäíà, (á) x2

a2
+ z2

b2
=1, y-ñëîáîäíà,

âî x-íàñîêà è îñíîâà âî y-íàñîêà è îñíîâà

åëèïñàòà y2

a2
+ z2

b2
=1 åëèïñàòà x2

a2
+ z2

b2
=1
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1.2. Òàíãåíòíè ðàìíèíè íà ïîâðøèíè

Íåêà ïîâðøèíàòà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f(x, y) è íåêà A0(x0, y0, z0) å òî÷êà
îä Σ, ò. å. z0 = f(x0, y0). Ñàêàìå äà íàjäåìå ðàìíèíà êîjà ìèíóâà íèç A0 è å òàí-
ãåíòíà íà Σ. Àêî ôèêñèðàìå y = y0, z = f(x, y0) å êðèâà êîjà ëåæè íà Σ è ìèíóâà

Ñëèêà 1.2.1: Òàíãåíòíà ðàìíèíà è íîðìàëåí âåêòîð íà ïîâðøèíà

íèç A0; òîà å êðèâàòà êîjà ñå äîáèâà êîãà �êå jà ïðåñå÷èìå Σ ñî ðàìíèíàòà y = y0
(âèäè jà ñëèêàòà 1.2.1). Êîj áèëî òàíãåíòåí âåêòîð íà îâàà êðèâà ìîðà äà ëåæè íà
áàðàíàòà òàíãåíòíà ðàìíèíà. Çà äà íàjäåìå òàíãåíòåí âåêòîð íà êðèâàòà z = f(x, y0)
çàáåëåæóâàìå äåêà òîà å ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà îä åäíà ïðîìåíëèâà x 7→ f(x, y0)
(y0 å ôèêñíà). Åäåí íåjçèí òàíãåíòåí âåêòîð å (1, 0, ∂f∂x (x0, y0)): âòîðàòà êîîðäèíàòà å
0 çàòîà øòî êðèâàòà ëåæè íà ðàìíèíàòà y = y0 è çàòîà íåjçèíèîò òàíãåíòåí âåêòîð å
ïàðàëåëåí ñî xOz-ðàìíèíàòà, äîäåêà äðóãèòå äâå êîîðäèíàòè ñå äîáèâààò îä òåîðèjàòà
çà òàíãåíòíè âåêòîðè íà ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà. Ñëè÷íî, àêî ôèêñèðàìå x = x0,
òîãàø z = f(x0, y) å êðèâà êîjà ëåæè íà Σ; òîà å êðèâàòà êîjà ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê
íà Σ ñî ðàìíèíàòà x = x0. Êàêî è ïðåòõîäíî, êîj áèëî òàíãåíòåí âåêòîð íà îâàà êðèâà
ëåæè íà áàðàíàòà òàíãåíòíà ðàìíèíà. Çà äà îïðåäåëèìå òàíãåíòåí âåêòîð íà êðèâàòà
z = f(x0, y), çàáåëåæóâàìå äåêà òîà å ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà îä åäíà ïðîìåíëèâà
y 7→ f(x0, y) (x0 å ôèêñíà). Åäåí íåjçèí òàíãåíòåí âåêòîð å (0, 1, ∂f∂y (x0, y0)): êàêî è
ïðåòõîäíî, ïðâàòà êîîðäèíàòà å 0 çàòîà øòî êðèâàòà ëåæè íà ðàìíèíàòà x = x0 è
íåjçèíèîò òàíãåíòåí âåêòîð å ïàðàëåëåí ñî yOz-ðàìíèíàòà, äîäåêà äðóãèòå äâå êîîð-
äèíàòè ñå äîáèâààò îä òåîðèjàòà çà òàíãåíòíè âåêòîðè íà ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà.
Áèäåj�êè âåêòîðèòå (0, 1, ∂f∂y (x0, y0)) è (1, 0, ∂f∂x (x0, y0)) ëåæàò íà áàðàíàòà ðàìíèíà, íèâ-
íèîò âåêòîðñêè ïðîèçâîä å íîðìàëåí íà íåà:(
0, 1,

∂f

∂y
(x0, y0)

)
×
(
1, 0,

∂f

∂x
(x0, y0)

)
=

(∣∣∣∣∣ 1 ∂f
∂y (x0, y0)

0 ∂f
∂x (x0, y0)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ∂f

∂y (x0, y0) 0
∂f
∂x (x0, y0) 1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣
)
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=

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Îä îâà ñëåäóâà äåêà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà Σ âî (x0, y0, z0) å äàäåíà ñî:

(x− x0, y − y0, z − z0) ·
(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
= 0.

Êîj áèëî íîðìàëåí âåêòîð íà îâàà ðàìíèíà ñå âèêà äåêà å íîðìàëåí âåêòîð íà ïîâðøè-
íàòà âî òî÷êàòà (x0, y0, z0). Àêî

#»n å åäåí òàêîâ âåêòîð, òîãàø λ #»n å ïîâòîðíî íîðìàëåí
âåêòîð íà Σ çà êîj áèëî λ ̸= 0. Îä ãîðíèòå ïðåñìåòêè ñëåäóâà äåêà åäåí íîðìàëåí
âåêòîð å:

#»n =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Ïðèìåð 1.2.1. Äà ñå îïðåäåëàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëíèîò âåêòîð íà ïàðà-
áîëîèäîò z = x2 + y2 + 1 âî íåãîâàòà òî÷êà A(1, 2, 6).

Ïàðàáîëîèäîò å ãðàôèêîò íà f(x, y) := x2 + y2 + 1. Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f
ñå:

∂f

∂x
(x, y) = 2x,

∂f

∂y
(x, y) = 2y

è íîðìàëíèîò âåêòîð å #»n = (∂f∂x ,
∂f
∂y ,−1) = (2x, 2y,−1). Ãè çàìåíóâàìå êîîðäèíàòèòå

íà A çà äà ãî äîáèåìå íîðìàëíèîò âåêòîð âî íåà #»n = (2, 4,−1). Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà
å:

(x− 1, y − 2, z − 6) · (2, 4,−1) = 0 ⇐⇒ 2x+ 4y − z = 4.

Àêî ïîâðøèíàòà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f(x, z) îä ïðîìåíëèâèòå x è z, òîãàø
åäåí íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî íåjçèíàòà òî÷êàòà (x0, y0, z0), êàäå y0 = f(x0, z0), å:

#»n =

(
∂f

∂x
(x0, z0),−1,

∂f

∂z
(x0, z0)

)
,

à òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà Σ íèç (x0, y0, z0) å

(x− x0, y − y0, z − z0) ·
(
∂f

∂x
(x0, z0),−1,

∂f

∂z
(x0, z0)

)
= 0.

Ñëè÷íî, êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f(y, z) îä ïðîìåíëèâèòå y è z, åäåí íîðìàëåí
âåêòîð íà Σ âî íåjçèíàòà òî÷êàòà (x0, y0, z0), êàäå øòî x0 = f(y0, z0), å:

#»n =

(
−1,

∂f

∂y
(y0, z0),

∂f

∂z
(y0, z0)

)
,

à òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà Σ íèç (x0, y0, z0) å:

(x− x0, y − y0, z − z0) ·
(
−1,

∂f

∂y
(y0, z0),

∂f

∂z
(y0, z0)

)
= 0.
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Ïðèìåð 1.2.2. Äà ñå îïðåäåëàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëíèîò âåêòîð íà êîíó-
ñîò y =

√
x2 + z2 (êîíóñîò å ïî y-îñêà) âî íåãîâàòà òî÷êà A(1,

√
10, 3).

Êîíóñîò å ãðàôèêîò íà f(x, z) :=
√
x2 + z2. Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f ñå:

∂f

∂x
(x, z) =

x√
x2 + z2

,
∂f

∂z
(x, z) =

z√
x2 + z2

,

è íîðìàëíèîò âåêòîð å:

#»n =

(
∂f

∂x
,−1,

∂f

∂z

)
=

(
x√

x2 + z2
,−1,

z√
x2 + z2

)
.

Ãè çàìåíóâàìå êîîðäèíàòèòå íà A çà äà ãî äîáèåìå íîðìàëíèîò âåêòîð âî íåà, #»n =
(1/

√
10,−1, 3/

√
10). Òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å:

(x− 1, y −
√
10, z − 3) ·

(
1√
10

,−1,
3√
10

)
= 0 ⇐⇒ x− y

√
10 + 3z = 0.

Íåêîãàø ïîâðøèíàòà Σ �êå áèäå äàäåíà ïðåêó ðàâåíñòâîòî G(x, y, z) = 0, êàäå øòî
G å ôóíêöèjà îä x, y è z; ò. å. Σ ñå ñèòå òî÷êè (x, y, z) êàäå øòî ôóíêöèjàòà G å íóëà.

(∗)z Íåêà (x0, y0, z0) å òî÷êà îä Σ, ò. å. âàæè: G(x0, y0, z0) = 0. Àêî ∂G
∂z (x0, y0, z0) ̸= 0,

òîãàø ïîñòîè ôóíêöèjà f1 = f1(x, y) äåôèíèðàíà çà (x, y) áëèñêó äî (x0, y0) òàêâà
øòî çà òî÷êèòå (x, y, z) áëèñêè äî (x0, y0, z0) âàæè: G(x, y, z) = 0, àêî è ñàìî àêî
z = f1(x, y); çà îâèå òî÷êè èñòî âàæè: ∂G

∂z (x, y, z) ̸= 0.

Îâà òâðäå»å âîîïøòî íå å òðèâèjàëíî! Íåìà äà äàâàìå äîêàç íèòó, ïàê, �êå ïðîáàìå
äà äàäåìå êàêâà áèëî èíòóèöèjà çîøòî å òî÷íî (ãî îõðàáðóâàìå §óáîïèòíèîò ÷èòàòåë
äà ãî ïîáàðà ïî ëèòåðàòóðàòà ïîä èìåòî òåîðåìà çà èìïëèöèòíà ôóíêöèjà). Òîà
øòî òâðäå»åòî ãî äàâà å äåêà àêî çà òî÷êàòà (x0, y0, z0) ∈ Σ, ò. å. G(x0, y0, z0) = 0, âàæè:
∂G
∂z (x0, y0, z0) ̸= 0; ðàâåíñòâîòî G(x, y, z) = 0 ìîæåìå äà ãî ðåøèìå ïî ïðîìåíëèâàòà
z êàêî z = f1(x, y), íî îâà âàæè ñàìî çà òî÷èòå (x, y, z) êîè ñå äîâîëíî áëèñêó äî
(x0, y0, z0). Äà çàáåëåæèìå äåêà òâðäå»åòî íå äàâà êàêî èçãëåäà ôóíêöèjàòà f1 òóêó
ñàìî òâðäè äåêà ìîðà äà ïîñòîè! Èñòî òàêà, àêî (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2) ñå äâå ðàçëè÷íè
òî÷êè îä Σ, çà êîè âàæè äåêà: ∂G

∂z (x1, y1, z1) ̸= 0 è ∂G
∂z (x2, y2, z2) ̸= 0, òîãàø ôóíêöèèòå

f1 êîè ñå äîáèâààò îä òâðäå»åòî çà îâèå äâå òî÷êè íå ìîðà äà áèäàò èñòè!

Çàáåëåøêà 1.2.3. Ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 1 å äàäåíà ñî G(x, y, z) = 0, êàäå øòî
G(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1. Áèäåj�êè ∂G

∂z = 2z, ∂G
∂z ̸= 0 êîãà z ̸= 0. Çà òî÷êèòå

êàäå z > 0 (ãîðíàòà õåìèñôåðà), ñôåðàòà å äàäåíà ñî z =
√

1− x2 − y2 è ôóíêöèjà-
òà f1 îä òâðäå»åòî å f1(x, y) =

√
1− x2 − y2. Çà òî÷êèòå êàäå øòî z < 0 (äîëíàòà

õåìèñôåðà), ñôåðàòà å äàäåíà ñî z = −
√

1− x2 − y2 è ôóíêöèjàòà f1 îä òâðäå»åòî
å f1(x, y) = −

√
1− x2 − y2. Äà çàáåëåæèìå äåêà âî êîíêðåòíàòà ñèòóàöèjà çàïèñîò

z =
√

1− x2 − y2 âàæè êîãà z ≥ 0, ò. å. äîïîëíèòåëíî âàæè è êîãà z = 0 èàêî, ∂G
∂z = 0

êîãà z = 0; ñëè÷íî, çàïèñîò z = −
√

1− x2 − y2 âàæè êîãà z ≤ 0. Òâðäå»åòî ñàìî
ãàðàíòèðà çàïèñ êîãà z ̸= 0, ïðîøèðóâà»åòî çà z = 0 å íåøòî øòî ãî çàáåëåæàâìå âî
êîíêðåòíàòà ñèòóàöèjà!
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Ñî ïîìîø íà ïðåòõîäíîòî òâðäå»å ìîæåìå äà ãè ïðåñìåòàìå òàíãåíòíàòà ðàìíèíà
è íîðìàëíèîò âåêòîð íà Σ âî íåjçèíàòà òî÷êà (x0, y0, z0) êàäå øòî

∂G
∂z (x0, y0, z0) ̸= 0.

Òâðäå»åòî ïîêàæóâà äåêà âî áëèçèíà íà (x0, y0, z0), G(x, y, z) = 0 å äàäåíî ñî z =
f1(x, y) çà íåêîjà ôóíêöèjà f1, ò. å. Σ å äàäåíà ñî z = f1(x, y) êîãà (x, y, z) å áëèñêó
äî (x0, y0, z0) (îäíîñíî Σ å ãðàôèêîò íà f1 çà îâèå òî÷êè). Îä ïðåòõîäíîòî ñëåäóâà
äåêà åäåí íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî (x0, y0, z0) å: #»n 1 = (∂f1∂x (x0, y0),

∂f1
∂y (x0, y0),−1).

Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f1 ìîæåìå äà ãè èçðàçèìå ïðåêó ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà
G. Çà äà ãî âèäèìå îâà, ãî äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî G(x, y, f1(x, y)) = 0 ïî x è
äîáèâàìå:

∂

∂x
(G(x, y, f1(x, y))) = 0 ⇐⇒ ∂G

∂x
(x, y, f1(x, y)) +

∂G

∂z
(x, y, f1(x, y))

∂f1
∂x

(x, y) = 0,

îä øòî ñëåäóâà äåêà:
∂f1
∂x

(x, y) = −
∂G
∂x (x, y, f1(x, y))
∂G
∂z (x, y, f1(x, y))

(èìåíèòåëîò íà äåñíàòà ñòðàíà íå å 0 çà áëèñêè òî÷êè äî (x0, y0, z0) çàðàäè òâðäå»åòî).
Ñëè÷íî, ñî äèôåðåíöèðà»å íà ðàâåíñòâîòî G(x, y, f1(x, y)) = 0 ïî y, äîáèâàìå:

∂f1
∂y

(x, y) = −
∂G
∂y (x, y, f1(x, y))

∂G
∂z (x, y, f1(x, y))

.

Îä îâà ñëåäóâà äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð #»n 1 å (çàìåíóâàìå z0 = f1(x0, y0)):

#»n 1 =

(
−

∂G
∂x (x0, y0, z0)
∂G
∂z (x0, y0, z0)

,−
∂G
∂y (x0, y0, z0)

∂G
∂z (x0, y0, z0)

,−1

)
.

Àêî ãî ïîìíîæèìå îâîj âåêòîð ñî −∂G
∂z (x0, y0, z0) ̸= 0, ïîâòîðíî äîáèâàìå íîðìàëåí

âåêòîð íà Σ:

#»n =

(
∂G

∂x
(x0, y0, z0),

∂G

∂y
(x0, y0, z0),

∂G

∂z
(x0, y0, z0)

)
. (1.2.1)

Îä îâà ñëåäóâà äåêà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà Σ íèç (x0, y0, z0) å,

(x− x0, y − y0, z − z0) ·
(
∂G

∂x
(x0, y0, z0),

∂G

∂y
(x0, y0, z0),

∂G

∂z
(x0, y0, z0)

)
= 0. (1.2.2)

Ïîñòîjàò àíàëîãíè âàðèjàíòè íà (∗)z êîãà ∂G
∂y (x0, y0, z0) ̸= 0 èëè ∂G

∂x (x0, y0, z0) ̸= 0:

(∗)y Íåêà (x0, y0, z0) å òî÷êà îä Σ, ò. å. âàæè: G(x0, y0, z0) = 0. Àêî ∂G
∂y (x0, y0, z0) ̸= 0,

òîãàø ïîñòîè ôóíêöèjà f2 = f2(x, z) äåôèíèðàíà çà (x, z) áëèñêó äî (x0, z0), òàêâà
øòî çà òî÷êèòå (x, y, z) áëèñêè äî (x0, y0, z0) âàæè: G(x, y, z) = 0, àêî è ñàìî àêî
y = f2(x, z); çà îâèå òî÷êè èñòî âàæè: ∂G

∂y (x, y, z) ̸= 0.

(∗)x Íåêà (x0, y0, z0) å òî÷êà îä Σ, ò. å. âàæè: G(x0, y0, z0) = 0. Àêî ∂G
∂x (x0, y0, z0) ̸= 0,

òîãàø ïîñòîè ôóíêöèjà f3 = f3(y, z) äåôèíèðàíà çà (y, z) áëèñêó äî (y0, z0), òàêâà
øòî çà òî÷êèòå (x, y, z) áëèñêè äî (x0, y0, z0) âàæè: G(x, y, z) = 0, àêî è ñàìî àêî
x = f3(y, z); çà îâèå òî÷êè èñòî âàæè: ∂G

∂x (x, y, z) ̸= 0.
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Ñî íèâíà ïîìîø, ñëè÷íî êàêî ïîãîðå, ìîæåìå äà ãè ïðåñìåòàìå òàíãåíòíàòà ðàìíèíà
è íîðìàëíèîò âåêòîð íà Σ âî íåjçèíàòà òî÷êà (x0, y0, z0) êîãà

∂G
∂y (x0, y0, z0) ̸= 0 èëè

∂G
∂x (x0, y0, z0) ̸= 0. Êîãà ∂G

∂y (x0, y0, z0) ̸= 0, ãî ïðèìåíóâàìå (∗)y, îä øòî ñëåäóâà äåêà Σ
å äàäåíà êàêî y = f2(x, z) êîãà (x, y, z) å áëèñêó äî (x0, y0, z0). Åäåí íîðìàëåí âåêòîð
íà Σ âî (x0, y0, z0) å

#»n = (∂f2∂x (x0, z0),−1, ∂f2∂z (x0, z0)). Çà äà ãè äîáèåìå
∂f2
∂x è ∂f2

∂z , ñëè÷íî
êàêî ïðåòõîäíî, ãî äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî G(x, f2(x, z), z) ïî x è z:

∂

∂x
(G(x, f2(x, z), z)) = 0 ⇐⇒ ∂G

∂x
(x, f2(x, z), z) +

∂G

∂y
(x, f2(x, z), z)

∂f2
∂x

(x, z) = 0

∂

∂z
(G(x, f2(x, z), z)) = 0 ⇐⇒ ∂G

∂z
(x, f2(x, z), z) +

∂G

∂y
(x, f2(x, z), z)

∂f2
∂z

(x, z) = 0.

Îä îâà ñëåäóâà äåêà:

∂f2
∂x

(x, z) = −
∂G
∂x (x, f2(x, z), z)
∂G
∂y (x, f2(x, z), z)

è
∂f2
∂z

(x, z) = −
∂G
∂z (x, f2(x, z), z)
∂G
∂y (x, f2(x, z), z)

,

ñî øòî äîáèâìå äåêà (çàìåíóâàìå y0 = f2(x0, z0)):

#»n 2 =

(
−

∂G
∂x (x0, y0, z0)
∂G
∂y (x0, y0, z0)

,−1,−
∂G
∂z (x0, y0, z0)
∂G
∂y (x0, y0, z0)

)
.

Ãî ìíîæèìå #»n 2 ñî −∂G
∂y (x0, y0, z0) ̸= 0 è ãî äîáèâàìå íîðìàëíèîò âåêòîð (1.2.1). Îä îâà

ñëåäóâà äåêà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà Σ íèç (x0, y0, z0) å äàäåíà ñî (1.2.2).
Àíàëîãíî, àêî ∂G

∂x (x0, y0, z0) ̸= 0, ãî óïîòðåáóâàìå òâðäå»åòî (∗)x è ïîâòîðíî äîáè-
âàìå äåêà (1.2.1) å íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî (x0, y0, z0) è (1.2.2) å òàíãåíòíàòà ðàìíèíà
íà Σ íèç (x0, y0, z0).

Ïðåòõîäíèòå ðàçãëåäóâà»à ãè ñóìèðàìå íà ñëåäíèîò íà÷èí. Íåêà ïîâðøèíàòà Σ
å äàäåíà ñî ðàâåíñòâîòî G(x, y, z) = 0 è íåêà (x0, y0, z0) ∈ Σ. Àêî áàðåì åäíî îä òâð-
äå»àòà:

∂G

∂x
(x0, y0, z0) ̸= 0,

∂G

∂y
(x0, y0, z0) ̸= 0 è

∂G

∂z
(x0, y0, z0) ̸= 0 (1.2.3)

å òî÷íî, òîãàø åäåí íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî (x0, y0, z0) å äàäåí ñî (1.2.1) è òàíãåíòíàòà
ðàìíèíà íà Σ íèç (x0, y0, z0) å (1.2.2). Äà çàáåëåæèìå äåêà áàðåì åäåí îä óñëîâèòå
(1.2.3) å òî÷åí àêî è ñàìî àêî âåêòîðîò (1.2.1) å íåíóëòè. Çàðàäè îâà, âî ïðàêòèêà,
äîâîëíî å äà ãî ïðåñìåòàìå âåêòîðîò (1.2.1) è àêî òîj å íåíóëòè, òîãàø âåäíàø äîáèâàìå
äåêà òîj å íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî (x0, y0, z0) è òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å (1.2.2).

Ïðèìåð 1.2.4. Äà ñå îïðåäåëàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëíèîò âåêòîð íà ñôå-
ðàòà x2 + y2 + z2 = 1 âî íåjçèíàòà òî÷êà A(1, 0, 0).

Çà äà ãî îïðåäåëèìå íîðìàëíèîò âåêòîð íà ïîâðøèíàòà, ãè ïðåñìåòóâàìå ïàð-
öèjàëíèòå èçâîäè íà G(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1:

∂G

∂x
(x, y, z) = 2x,

∂G

∂y
(x, y, z) = 2y,

∂G

∂z
(x, y, z) = 2z.
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Îä îâà ñëåäóâà äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð å #»n = (∂G∂x ,
∂G
∂y ,

∂G
∂z ) = (2x, 2y, 2z). Ãè çàìåíóâà-

ìå êîîðäèíàòèòå íà òî÷êàòà A è äîáèâàìå äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð âî A e #»n = (2, 0, 0).
Îä îâà jà äîáèâàìå è òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî A:

(x− 1, y − 0, z − 0) · (2, 0, 0) = 0 ⇐⇒ 2x = 0 ⇐⇒ x = 0.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà jà íàöðòà ñôåðàòà çà äà ñå óâåðè äåêà îâàà å íàâèñòèíà
òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî A.

Ïðèìåð 1.2.5. Äà ñå îïðåäåëàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëíèîò âåêòîð íà ïîâ-
ðøèíàòà x sin(xy) + cos(xz) = 0 âî íåjçèíàòà òî÷êà A(1, π, π/2).

Çà äà ãî îïðåäåëèìå íîðìàëíèîò âåêòîð íà ïîâðøèíàòà, ãè ñìåòàìå ïàðöèjàëíèòå
èçâîäè íà G(x, y, z) := x sin(xy) + cos(xz):

∂G

∂x
(x, y, z) = sin(xy) + xy cos(xy)− z sin(xz),

∂G

∂y
(x, y, z) = x2 cos(xy),

∂G

∂z
(x, y, z) = −x sin(xz).

Ñëåäóâà äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð å:

#»n =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
= (sin(xy) + xy cos(xy)− z sin(xz), x2 cos(xy),−x sin(xz)).

Ãè çàìåíóâàìå êîîðäèíàòèòå íà A è äîáèâàìå äåêà íîðìàëíèîò âåêòîð âî A e #»n =
(−3π/2,−1,−1). Îä îâà jà äîáèâàìå è òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî A:(

x− 1, y − π, z − π

2

)
·
(
−3π

2
,−1,−1

)
= 0 ⇐⇒ 3π

2
x+ y + z = 3π.

1.3. Íåðåøåíè çàäà÷è

Çàäà÷à 1.3.1. Äà ñå îäðåäè ïðèðîäàòà íà ïîâðøèíàòà 9x2 + 4y2 + 36z2 − 36 = 0 è äà
ñå íàöðòà ñêèöà.

Çàäà÷à 1.3.2. Äà ñå îäðåäè ïðèðîäàòà íà ïîâðøèíàòà 16x2 + 9y2 − 144z2 = 144 è äà
ñå íàöðòà ñêèöà.

Çàäà÷à 1.3.3. Äà ñå íàjäàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëàòà íà ïîâðøèíàòà z =
x2 + y2 âî òî÷êàòà (1, 0, 1).

Çàäà÷à 1.3.4. Äà ñå íàjäå òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà

z =
x2y

x4 + 2y2

âî òî÷êàòà (−1, 1, 1/3).
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Çàäà÷à 1.3.5. Äà ñå íàjäàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëàòà íà ïîâðøèíàòà

z = x2 + 5xy − 2y2

âî òî÷êàòà (1, 2, 3).

Çàäà÷à 1.3.6. Äà ñå íàjäàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëàòà íà ïîâðøèíàòà

x2 + y2 − z2 = 4

âî òî÷êàòà (2,−3, 3).

Çàäà÷à 1.3.7. Äà ñå íàjäàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà

27√
x2 + y2 + z2 + 3

= 9

âî òî÷êàòà (2, 1, 1).

Çàäà÷à 1.3.8. Äà ñå íàjäàò òàíãåíòíàòà ðàìíèíà è íîðìàëàòà íà ïîâðøèíàòà

z = x2 − y2

âî òî÷êàòà (−2, 1).

Çàäà÷à 1.3.9. Äà ñå îïðåäåëè òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ïîâðøèíàòà z =
√
x2 + y2 âî

òî÷êàòà (3, 4, 5).

Çàäà÷à 1.3.10. Äà ñå íàjäå ðàñòîjàíèåòî îä òî÷êàòà (0, 3, 0) äî ïîâðøèíàòà z = x2+y2.
(Ïîìîø: Íàjäè ãè íîðìàëíèòå ïðàâè íà ïîâðøèíàòà êîè ìèíóâààò íèç (0, 3, 0). Çà
ñåêîjà îä îâèå íîðìàëè, ïðåñìåòàj jà äîëæèíàòà íà äåëîò îä (0, 3, 0) äî ïîâðøèíàòà.
Íàjìàëîòî âàêâî ðàñòîjàíèå å áàðàíàòà âðåäíîñò.)

Çàäà÷à 1.3.11. Äàäåíà å ïîâðøèíàòà:

x2 − 2x+ y2 − 4y + z2 − 6z = 0.

Äà ñå íàjäàò òî÷êèòå îä ïîâðøèíàòà ñî íàjãîëåìà è ñî íàjìàëà âðåäíîñò çà z-êîîðäèíà-
òàòà. (Ïîìîø: Âî áàðàíèòå òî÷êè òàíãåíòíèòå ðàìíèíè ñå õîðèçîíòàëíè.)

Çàäà÷à 1.3.12. Äà ñå ïðîâåðè äàëè ïîâðøèíèòå x2+y2+(z−1)2 = 1 è x2+y2+(z+1)2 =
1 ñå äîïèðààò âî òî÷êàòà (0, 0, 0).

Çàäà÷à 1.3.13. Äà ñå îïðåäåëè òàíãåíòíà ðàìíèíà íà ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 4, êîjà
å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà 4x+ 3y + z = 10.

Çàäà÷à 1.3.14. Íåêà å äàäåíà ïîâðøèíàòà: x2 + y2 − z2 = 1. Äà ñå íàjäàò ñèòå òî÷êè
íà ïîâðøèíàòà âî êîè òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà 2x− y + z = 0.

Çàäà÷à 1.3.15. Äàäåíà å ïîâðøèíàòà z = x2 − 2xy + y2.

(à) Äà ñå íàjäå ðàâåíêàòà íà òàíãåíòíàòà ðàìíèíà âî òî÷êàòà x = a, y = 2a.
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(á) Çà êîjà âðåäíîñò íà a, òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà x−y+z =
1?

Çàäà÷à 1.3.16. Äà ñå íàjäàò ñèòå òî÷êè îä ïîâðøèíàòà x2 +9y2 +4z2 = 17, êàäå øòî
òàíãåíòíàòà ðàìíèíà å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà x− 8z = 0.

Çàäà÷à 1.3.17. Äà ñå íàjäå ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà êîjà å òàíãåíòíà íà åëèïñîèäîò

x2

9
+

y2

4
+

z2

16
= 1

è å ïàðàëåëíà ñî ðàìíèíàòà 3x− 2y + z = 0.

Çàäà÷à 1.3.18. Íåêà Σ å ïîâðøèíàòà äåôèíèðàíà ñî z = x2+2y2+2y−1. Äà ñå íàjäàò
ñèòå òî÷êè P (x0, y0, z0), x0 ̸= 0 íà Σ, òàêâè øòî íîðìàëíàòà ïðàâà íà Σ ïîâëå÷åíà íèç
òî÷êàòà P äà ìèíóâà íèç êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.

Çàäà÷à 1.3.19. Íåêà a, b è c ñå ïîçèòèâíè áðîåâè. Äà ñå ïîêàæå äåêà

êîíóñîò
x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2
è ñôåðàòà x2 + y2 +

(
z − b2 + c2

c

)2

=
b2

c2
(b2 + c2)

ñå äîïèðààò (èìààò èñòè òàíãåíòíè ðàìíèíè) âî òî÷êèòå (0, b, c) è (0,−b, c).

Çàäà÷à 1.3.20. Äà ñå îïðåäåëè òàíãåíòíàòà ðàìíèíà íà ôóíêöèjàòà xz = y2 lnx +
yz2 âî òî÷êèòå îä îáëèêîò (1, 1, z). Ïîòîà äà ñå íàjäàò ïðåñåöèòå íà îâàà ðàìíèíà ñî
êîîðäèíàòíèòå îñêè.

Çàäà÷à 1.3.21. Äà ñå ïîêàæå äåêà ïðàâàòà

x− 1

1
=

y − 2

−1
=

z − 3

2

å íîðìàëíà íà ïîâðøèíàòà z = x2 + y2. Äà ñå íàjäå ñîîäâåòíàòà òàíãåíòíà ðàìíèíà è
òî÷êàòà íà äîïèð.

Çàäà÷à 1.3.22. Íåêà Σ å ïîâðøèíàòà z = xy. Äà ñå îïðåäåëàò ñèòå òî÷êè íà Σ çà êîè
ñîîäâåòíèòå íîðìàëíè ïðàâè ìèíóâààò íèç òî÷êàòà (0, 0, 1).



Ãëàâà 2.

Êðèâè

2.1. Ðàìíèíñêè è ïðîñòîðíè êðèâè

2.1.1. Òðàåêòîðèjà íà òåëî

Íåêà å äàäåíî òåëî øòî ñå äâèæè âî ïðîñòîðîò. Âî ñåêîj ìîìåíò, ïîçèöèjàòà íà
òåëîòî ìîæå äà ñå îïèøå ñî ðàäèóñ-âåêòîð #»r . Ðàäèóñ-âåêòîð å âåêòîðîò ñî ïî÷åòîê
âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê O è êðàj âî ïîçèöèjàòà íà òåëîòî âî òîj ìîìåíò. Áèäåj�êè
òåëîòî ñå äâèæè, #»r çàâèñè îä âðåìåòî t. Ñî äðóãè çáîðîâè, #»r : [a, b] → R3 å âåêòîð-
âðåäíîñíà ôóíêöèjà: ôóíêöèjà êîjà êàêî àðãóìåíò ïðèìà ðåàëåí áðîj t ∈ [a, b], à
êàêî âðåäíîñò ãî äàâà ðàäèóñ-âåêòîðîò íà ïîëîæáàòà íà òåëîòî #»r (t) âî âðåìåòî t.
Êàêî âðåìåòî òå÷å îä ïî÷åòíèîò ìîìåíò t = a äî êðàjíèîò
t = b, âðâîò íà ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) �êå ãî îïèøå ïàòîò
(òðàåêòîðèjàòà) íà äâèæå»åòî íà òåëîòî. Âî ñåêîj ìîìåíò
t ∈ [a, b], âåêòîðîò #»r (t) èìà òðè êîìïîíåíòè x, y è z. Áè-
äåj�êè #»r (t) ñå ïðîìåíóâà ñî âðåìåòî, íåãîâèòå êîìïîíåíòè,
èñòî òàêà, �êå çàâèñàò îä âðåìåòî t: x = x(t), y = y(t),
z = z(t); ò. å. êîîðäèíàòèòå x, y è z íà #»r ñå (îáè÷íè) ðåàë-
íè ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà. Îâèå ôóíêöèè ñå âèêààò
êîîðäèíàòíè ôóíêöèè íà #»r (t) è ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t)
å äàäåí ñî:

#»r (t) = (x(t), y(t), z(t)) = x(t)
#»
i + y(t)

#»
j + z(t)

#»

k , t ∈ [a, b],

êàäå øòî
#»
i ,

#»
j è

#»

k ñå åäèíå÷íèòå âåêòîðè (ò. å. îðòîâèòå) ïî x, y è z-îñêèòå:

#»
i = (1, 0, 0),

#»
j = (0, 1, 0),

#»

k = (0, 0, 1).

Ñëè÷íî, ìîæåìå äà ðàçãëåäóâàìå äâèæå»å íà òåëî âî ðàìíèíà. Âî òîj ñëó÷àj, ðàäèóñ-
âåêòîðîò #»r (t) êîjøòî jà äàâà ïîçèöèjàòà íà òåëîòî âî âðåìå t å âåêòîð-âðåäíîñíà ôóí-
êöèjà ÷èèøòî âðåäíîñòè ñå âåêòîðè âî R2; ò. å. #»r : [a, b] → R2. Âî îâîj ñëó÷àj, #»r (t) èìà
äâå êîîðäèíàòè, x = x(t), y = y(t), êîè çàâèñàò îä âðåìåòî t:

#»r (t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b].

15
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×åñòî ïàòè �êå áèäå êîðèñíî äà ðàçãëåäóâàìå äâèæå»å íà òåëî êîãà âðåìåòî t ñå äâèæè
âî ïîëóîòâîðåí èëè îòâîðåí èíòåðâàë: [a, b), (a, b], (a, b), (−∞, b], (−∞, b), [a,∞), (a,∞),
(−∞,∞).

Ïðèìåð 2.1.1.

(à) Íåêà òåëî ñå äâèæè ñî êîíñòàíòíà áðçèíà v ïðàâîëèíèñêè ïî x-îñêàòà îä êîîð-
äèíàòíèîò ïî÷åòîê O(0, 0, 0) äî òî÷êàòà A(2, 0, 0). Âî ñåêîj ìîìåíò t, íåãîâàòà
x-êîîðäèíàòà å vt, äîäåêà y è z-êîîðäèíàòèòå ñå âî ñåêîå âðåìå åäíàêâè íà 0.
Ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) íà ïîçèöèjàòà íà òåëîòî âî âðåìå t å äàäåí ñî:

#»r (t) = (vt, 0, 0)

è íåãîâèòå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñå:

x(t) = vt, y(t) = 0, z(t) = 0.

Ïàòîò êîjøòî ãî ïîìèíóâà òåëîòî å îòñå÷êàòà [OA] (âèäè jà ñëèêàòà 2.1.1) è òîj å
îïèøàí ñî ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) êîãà t ñå äâèæè âî èíòåðâàëîò [0, 2/v]; âî t = 0
ñå äîáèâà òî÷êàòà 0 (áèäåj�êè #»r (0) = (0, 0, 0) = O), äîäåêà âî t = 2/v ñå äîáèâà
òî÷êàòà A (áèäåj�êè #»r (2/v) = (2, 0, 0)).

(á) Íåêà òåëî ñå äâèæè ïðàâîëèíèñêè ïî x-îñêàòà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîêO(0, 0, 0)
äî òî÷êàòà A(2, 0, 0) ñî êîíñòàíòíî çàáðçóâà»å a è íåêà íåãîâàòà ïî÷åòíà áðçèíà
âî òî÷êàòà O å 0. Òîãàø âî ñåêîj ìîìåíò t, íåãîâàòà x-êîîðäèíàòà å at2/2 (âî
t íåãîâàòà áðçèíà å at), äîäåêà y è z ñå åäíàêâè íà 0. Ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) íà
òåëîòî å:

#»r (t) = (at2/2, 0, 0)

è íåãîâèòå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè ñå:

x(t) = at2/2, y(t) = 0, z(t) = 0.

Ïàòîò êîjøòî ãî ïîìèíóâà òåëîòî å îòñå÷êàòà [OA] (èñòî êàêî è âî (à); âèäè
jà ñëèêàòà 2.1.1) è òîj å îïèøàí ñî ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) êîãà t ñå äâèæè âî
èíòåðâàëîò [0, 2/

√
a]; âî t = 0, #»r (0) = (0, 0, 0) (òî÷êàòà O), äîäåêà âî t = 2/

√
a,

#»r (2/
√
a) = (2, 0, 0) (òî÷êàòà A).
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Ñëèêà 2.1.1: Êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.1.1 è îä ïðèìåðîò 2.1.2

Ïðèìåð 2.1.1 (à) è (á) Ïðèìåð 2.1.2 (à)

Ïðèìåð 2.1.2 (á)

Ïðèìåð 2.1.2 (â)
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Ïðèìåð 2.1.2.

(à) Ïîçèöèjàòà íà òåëî øòî ñå äâèæè âî ðàìíèíà å äàäåíà ñî:

#»r1 : [0, 2π) → R2, #»r1(t) = (cos t, sin t).

Êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà #»r1 ñå x1(t) = cos t è y1(t) = sin t. Áèäåj�êè

(x1(t))
2 + (y1(t))

2 = 1, çà ñèòå t ∈ [0, 2π),

òðàåêòîðèjàòà íà òåëîòî ëåæè íà åäèíå÷íàòà êðóæíèöà. Âî ñóøòèíà, òðåàêòîðè-
jàòà íà òåëîòî å öåëàòà åäèíå÷íà êðóæíèöà è âðåìåòî t å òî÷íî àãîëîò (âî ðàäèjà-
íè) øòî ãî çàôà�êà ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r1(t) ñî ïîçèòèâíàòà x-îñêà. Êàêî t ñå äâèæè
âî [0, 2π), òåëîòî ñå äâèæè ïî åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ïî÷íóâàj�êè îä #»r1(0) = (1, 0)
è ïðàâè òî÷íî åäíî ïîëíî âðòå»å (âèäè jà ñëèêàòà 2.1.1). Áèäåj�êè 2π ̸∈ [0, 2π),
òî÷êàòà (1, 0) íå ñå äóïëèðà ïî çàâðòóâà»åòî.

(á) Ïîçèöèjàòà íà òåëî øòî ñå äâèæè âî ðàìíèíà å äàäåíà ñî:

#»r2 : [0, π) → R2, #»r2(t) = (cos 2t, sin 2t);

êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà #»r2 ñå x2(t) = cos 2t è y2(t) = sin 2t. Ñëè÷íî êàêî âî (à),
è îâà òåëî ñå äâèæè ïî åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ïî÷íóâàj�êè îä #»r2(0) = (1, 0) è ïðàâè
òî÷íî åäíî ïîëíî âðòå»å (óâåðè ñå âî îâà!). Òåëîòî jà çàâðòóâà öåëàòà êðóæíèöà
çà äâîjíî ïîêðàòêî âðåìå âî ñïîðåäáà ñî òåëîòî âî (à): âðåìåòî å π (âèäè jà
ñëèêàòà 2.1.1), äîäåêà âðåìåòî ïîòðåáíî íà òåëîòî âî (à) å 2π. Èíòóèöèjàòà íè
âåëè äåêà ïðè÷èíàòà çà îâà å äåêà îâà òåëî ñå äâèæè äâîjíî ïîáðçî îä òåëîòî âî
(à).

(â) Ïîçèöèjàòà íà òðåòî òåëî øòî ñå äâèæè âî ðàìíèíà å äàäåíà ñî:

#»r3 : [0, 8π) → R2, #»r3(t) = (cos(t/2), sin(t/2));

êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà #»r3 ñå x3(t) = cos(t/2) è y3(t) = sin(t/2). È îâà òåëî ñå
äâèæè ïî åäèíå÷íàòà êðóæíèöà, íî ïðàâè äâå ïîëíè âðòå»à. Ïî÷íóâà âî t = 0
#»r3(0) = (1, 0) è ïðàâè åäíî ïîëíî âðòå»å êîãà t ñå äâèæè âî [0, 4π), è ïîòîà ïðàâè
óøòå åäíî âðòå»å ïî÷íóâàj�êè ñî #»r3(4π) = (1, 0) è ãè ïîìèíóâà ñèòå òî÷êè îä
êðóæíèöàòà êîãà t ñå äâèæè âî [4π, 8π); âèäè jà ñëèêàòà 2.1.1. Èíòóèòèâíî, îâà
òåëî ñå äâèæè äâîjíî ïîñïîðî îä òåëîòî âî (à), íî äâèæå»åòî òðàå ÷åòèðè ïàòè
ïîäîëãî è íà òîj íà÷èí ïîìèíóâà äâîjíî ïîâåj�êå ïàò. Âî ñïîðåäáà ñî òåëîòî âî (á),
ñå äâèæè ÷åòèðè ïàòè ïîñïîðî, íî äâèæå»åòî òðàå îñóì ïàòè ïîäîëãî è ïðèðîäíî
å èçìèíàòèîò ïàò äà å äâîjíî ïîäîëã.

2.1.2. Íåïðåêèíàòîñò è èçâîäè íà âåêòîð-âðåäíîñíè ôóíêöèè

Íåêà ïîçèöèjàòà íà òåëî øòî ñå äâèæè âî ïðîñòîð å äàäåíà ñî:

#»r : [a, b] → R3, #»r (t) = (x(t), y(t), z(t)),
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Ñëèêà 2.1.2: Èçâîä íà âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà âî ìîìåíò t0

êàäå øòî x(t), y(t) è z(t) ñå êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà #»r (t). Ïðèðîäíî å äà î÷åêóâàìå
äåêà òðåàêòîðèjàòà íå òðåáà äà èìà ñêîêîâè. Àêî âî íåêîå âðåìå t1 ∈ [a, b] òåëîòî ñå
íàî�ãà âî ïîçèöèjàòà A1 =

#»r (t1), à âî íåêîå íàðåäíî âðåìå t2 > t1 ñå íàî�ãà âî ïîçèöèjà
A2 = #»r (t2), òîãàø òîà ïîìèíàëî ïî ïàòîò îä A1 äî A2 âî èíòåðâàëîò [t1, t2] (à íå ñå
½òåëåïîðòèðàëî� îä A1 äî A2). Ñî äðóãè çáîðîâè, òðåàêòîðèjàòà íå ñìåå äà èìà äóïêè
è ñêîêîâè. Çà äà ãè èçáåãíåìå íåôèçè÷êèòå ñèòóàöèè êàäå øòî òðàåêòîðèjàòà èìà
âàêâè íåïðèðîäíè äóïêè è ñêîêîâè, ñåêîãàø �êå ïðåòïîñòàâóâàìå äåêà êîîðäèíàòíèòå
ôóíêöèè x(t), y(t) è z(t) ñå íåïðåêèíàòè; êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñå îáè÷íè ôóíêöèè
îä åäíà ðåàëíà ïðîìåíëèâà è ïîèìîò çà íåïðåêèíàòîñò çà íèâ íè å jàñåí (áàðåì íà
èíòóèòèâíî íèâî). Êîãà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñå íåïðåêèíàòè, �êå âèêàìå äåêà #»r (t)
å íåïðåêèíàòà.

Ñëåäåí êîíöåïò êîjøòî å èñêëó÷èòåëíî áèòåí çà íàñ å äèôåðåíöèjàáèëíîñò íà
âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà #»r : (a, b) → R3 è ïîèìîò íà èçâîä íà #»r (t). Ïðèñòàïîò å
ñëè÷åí êàêî è êàj îáè÷íèòå ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà. Íåêà t0 ∈ (a, b). Ãî ðàçãëå-
äóâàìå êîëè÷íèêîò (âèäè jà ñëèêàòà 2.1.2)

#»r (t)− #»r (t0)

t− t0
=

(x(t), y(t), z(t))− (x(t0), y(t0), z(t0))

t− t0
(2.1.1)

=
(x(t)− x(t0), y(t)− y(t0), z(t)− z(t0))

t− t0

=

(
x(t)− x(t0)

t− t0
,
y(t)− y(t0)

t− t0
,
z(t)− z(t0)

t− t0

)
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà çà ñåêîå t èìàìå ïî åäåí âåêòîð ñî ïî÷åòîê âî #»r (t0) (âèäè jà ñëèêà-
òà 2.1.2). Êëó÷íîòî ïðàøà»å å: äàëè êîãà t ñå äîáëèæóâà äî t0, îâèå ñå ïðèáëèæóâààò
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êîí íåêîj âåêòîð? Îäíîñíî, äàëè

lim
t→t0

#»r (t)− #»r (t0)

t− t0
=

(
lim
t→t0

x(t)− x(t0)

t− t0
, lim
t→t0

y(t)− y(t0)

t− t0
, lim
t→t0

z(t)− z(t0)

t− t0

)
(2.1.2)

ïîñòîè? Âî ñëó÷àj ëèìåñîò äà ïîñòîè âåëèìå äåêà #»r (t) å äèôåðåíöèjàáëèíà âî t0 è
íåjçèíèîò èçâîä âî t0 å âåêòîðîò êîj å âðåäíîñòà íà îâîj ëèìåñ. Îä (2.1.2), îâîj ëèìåñ
ïîñòîè òî÷íî òîãàø êîãà ñåêîj îä ëèìåñèòå

lim
t→t0

x(t)− x(t0)

t− t0
, lim

t→t0

y(t)− y(t0)

t− t0
, lim

t→t0

z(t)− z(t0)

t− t0
, (2.1.3)

ïîñòîè. Oâèå ëèìåñè ïîñòîjàò òî÷íî òîãàø êîãà ôóíêöèèòå x(t), y(t) è z(t) ñå äèôåðåíöè-
jàáèëíè âî t0 è âî òîj ñëó÷àj ëèìåñèòå (2.1.3) ñå òî÷íî èçâîäèòå íà x(t), y(t) è z(t) âî
t0 (òîà å äåôèíèöèjàòà çà èçâîä íà îáè÷íà ðåàëíà ôóíêöèjà îä åäíà ïðîìåíëèâà).
Ñòàíäàðäíàòà íîòàöèjà çà èçâîä íà #»r (t) âî t0 å

#̇»r (t0) èëè
d #»r
dt (t0); ò. å.

#̇»r (t0) =
d #»r

dt
(t0) = lim

t→t0

#»r (t)− #»r (t0)

t− t0
= (ẋ(t0), ẏ(t0), ż(t0)), (2.1.4)

êàäå øòî ẋ(t0), ẏ(t0) è ż(t0) ñå èçâîäèòå íà x(t), y(t) è z(t) âî t0; îçíàêàòà íà èçâîäîò ñî
òî÷êà å ñòàíäàðäíà âî ìåõàíèêà è íèå �êå jà ïðèìåíóâàìå íàìåñòî îçíàêèòå x′(t0), y

′(t0)
è z′(t0) îä êàëêóëóñ îä åäíà ïðîìåíëèâà. Îä íà÷èíîò íà êîjøòî ãî äåôèíèðàâìå èçâîäîò
íà #»r (t) âî t0 è îä ñëèêàòà 2.1.2 ñëåäóâà ñëåäíàâà èñëó÷èòåëíî áèòíà ãåîìåòðèñêà
îïñåðâàöèjà.

Çàáåëåøêà 2.1.3. Àêî #»r (t) å äèôåðåíöèjàáèëíà âî t0, òîãàø êîëè÷íèêîò (2.1.1) ñå äîë-
áèæóâà äî âåêòîð êîj å òàíãåíòåí íà òðàåêòîðèjàòà íà òåëîòî âî âðåìåòî t0. Îäíîñíî,
âåêòîðîò #̇»r (t0) å òàíãåíòåí íà òðàåêòîðèjàòà âî t0.

Àêî #»r (t) èìà èçâîä âî ñèòå òî÷êè t ∈ (a, b), òîãàø �êå âåëèìå äåêà å äèôåðåí-
öèjàáëèíà íà (a, b); îä ãîðíèòå ðàçãëåäóâà»à òîà å òî÷íî òîãàø êîãà êîîðäèíàòíèòå
ôóíêöèè x(t), y(t) è z(t) ñå äèôåðåíöèjàáèëíè íà (a, b). Âî òîj ñëó÷àj:

#̇»r (t) =
d #»r

dt
(t) =

d

dt
( #»r (t)) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)), t ∈ (a, b).

Áèäåj�êè #̇»r (t) : (a, b) → R3 å âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà, ïîâòîðíî ìîæåìå äà ñå çàïðà-
øàìå äàëè #̇»r (t) å äèôåðåíöèjàáèëíà íà (a, b). Íà èñò íà÷èí êàêî ïîãîðå, òîà ñå ñëó÷óâà
òî÷íî òîãàø êîãà ẋ(t), ẏ(t) è ż(t) ñå äèôåðåíöèjàáèëíè. Âî îâîj ñëó÷àj âòîðèîò èçâîä
íà #»r (t) ñå äåôèíèðà êàêî èçâîä íà #̇»r (t) (èçâîä íà ïðâèîò èçâîä) è

#̈»r (t) =
d2 #»r

dt2
(t) = (ẍ(t), ÿ(t), z̈(t)), t ∈ (a, b),

êàäå øòî ẍ(t), ÿ(t) è z̈(t) ñå âòîðèòå èçâîäè íà x(t), y(t) è z(t). Èçâîäèòå îä ïîâèñîê
ðåä ñå äåôèíèðààò àíàëîãíî. Jàñíî, ñèòå îâèå ðàçãëåäóâà»à ìîæåìå äà ãè ñïðîâåäåìå
è êîãà #»r (t) ïðèìà âðåäíîñòè âî R2, ò. å. êîãà #»r (t) = (x(t), y(t)).

Êàêî øòî �êå âèäèìå íàñêîðî, ïîñòîå»åòî íà èçâîäîò íà #»r (t) å èíòèìíî ïîâðçàíî
ñî áðçèíàòà íà òåëîòî (òîà å ïðàêòè÷íî äåôèíèöèjàòà íà áðçèíà), è çàòîà ñåêîãàø �êå
ïðåòïîñòàâóâàìå äåêà #»r (t) èìà èçâîä âî ñèòå òî÷êè. Âî ñóøòèíà, ñêîðî ñèòå âåêòîð-
âðåäíîñíè ôóíêöèè #»r (t) ñî êîj �êå ñå ñðå�êàâàìå âî êíèãàòà �êå ìîæàò ïðîèçâîëíî ïàòè
äà ñå äèôåðåíöèðààò.
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Ïðèìåð 2.1.4. Çà âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà

#»r : (−1, 3) → R3, #»r (t) = (cos t, et sin t, t+ 1),

äà ãè ïðåñìåòàìå ïðâèîò è âòîðèîò èçâîä, à ïîòîà äà ãè íàjäåìå íèâíèòå âðåäíîñòè âî
t = 0.

Êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà #»r (t) ñå:

x(t) = cos t, y(t) = et sin t, z(t) = t+ 1.

Íèâíèòå ïðâè èçâîäè ñå:

ẋ(t) = − sin t, ẏ(t) = et sin t+ et cos t, ż(t) = 1.

Îä äåôèíèöèjàòà íà ïðâ èçâîä (2.1.4) äîáèâàìå:

#̇»r (t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)) = (− sin t, et sin t+ et cos t, 1).

Çà âðåäíîñòà íà #̇»r âî 0 èìàìå #̇»r (0) = (0, 1, 1).
Âòîðèòå èçâîäè íà êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñå:

ẍ(t) = − cos t, ẏ(t) = 2et cos t, ż(t) = 0,

îä øòî ñëåäóâà äåêà:

#̈»r (t) = (ẍ(t), ÿ(t), z̈(t)) = (− cos t, 2et cos t, 0).

Ïà, #̈»r (0) = (−1, 2, 0).

Íà êðàjîò, �êå äàäåìå íåêîëêó ñâîjñòâà íà èçâîäîò íà âåêòîð-âðåäíîñòèòå ôóíêöèè:
ñèòå îâèå ñå äèðåêòíà ïîñëåäèöà íà ôàêòîò äåêà áàðà»åòî íà èçâîä íà #»r (t) ñå ñâå-
äóâà íà áàðà»å íà èçâîä îä êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè (êîè ñå ôóíêöèè îä åäíà ðåàëíà
ïðîìåíëèâà).

Òåîðåìà 2.1.5. Íåêà #»r1 è
#»r2 ñå äèôåðåíöèjàáèëíè âåêòîð-âðåäíîñíè ôóíêöèè äåôè-

íèðàíè íà èñò èíòåðâàë ñî âðåäíîñòè âî R3.

(à)
d

dt
( #»r1(t) +

#»r2(t)) =
d #»r1
dt

(t) +
d #»r2
dt

(t).

(á) Çà äàäåí ñêàëàð λ ∈ R,
d

dt
(λ #»r1(t)) = λ

d #»r

dt
(t).

(â)
d

dt
( #»r1(t) · #»r2(t)) =

d #»r1
dt

(t) · #»r2(t) +
#»r1(t) ·

d #»r2
dt

(t).

(ã)
d

dt
( #»r1(t)× #»r2(t)) =

d #»r1
dt

(t)× #»r2(t) +
#»r1(t)×

d #»r2
dt

(t).

(ä) Àêî φ å (îáè÷íà) ðåàëíà äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà îä åäíà ïðîìåíëèâà, òîãàø:

d

dt
(φ(t) #»r1(t)) =

dφ

dt
(t) #»r1(t) + φ(t)

d #»r1
dt

(t).
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Çàáåëåøêà 2.1.6. Ñèòå òâðäå»à ñî èñêëó÷îê íà (ã) âàæàò è êîãà #»r1 è #»r2 èìààò âðåä-
íîñòè âî R2 (ò. å. êîãà ñå äâîäèìåíçèîíàëíè âåêòîðè); ñå ðàçáèðà âî îâàà ñèòóàöèjà (ã)
íåìà ñìèñëà çàòîà øòî âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä å äåôèíèðàí ñàìî çà âåêòîðè âî R3.

Ðåäîñëåäîò íà ìíîæå»åòî âî (ã) å áèòåí è ìîðà äà ñå çà÷óâà çàòîà øòî âåê-
òîðñêèîò ïðîèçâîä íå å êîìóòàòèâåí.

Ñèòå òâðäå»à âî òåîðåìàòà 2.1.5 ñå äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä ñâîjñòâàòà íà èçâîäè íà
îáè÷íè ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà. �Êå ãî ïîêàæåìå ñâîjñòâîòî (â) (ãî îõðàáðóâàìå
÷èòàòåëîò äà ãè ïîêàæå îñòàíàòèòå ñâîjñòâà íà èñò íà÷èí). Äà ãè çàïèøåìå #»r1 è

#»r2 ñî
êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè:

#»r1(t) = (x1(t), y1(t), z1(t)),
#»r2(t) = (x2(t), y2(t), z2(t)).

Ñêàëàðíèîò ïðîèçâîä #»r1(t) · #»r2(t) å äàäåí ñî:

#»r1(t) · #»r2(t) = x1(t)x2(t) + y1(t)y2(t) + z1(t)z2(t)

è çà èçâîäîò äîáèâàìå:

d

dt
( #»r1(t) · #»r2(t)) =

d

dt
(x1(t)x2(t) + y1(t)y2(t) + z1(t)z2(t))

=
d

dt
(x1(t)x2(t)) +

d

dt
(y1(t)y2(t)) +

d

dt
(z1(t)z2(t))

=
dx1
dt

(t)x2(t) + x1(t)
dx2
dt

(t) +
dy1
dt

(t)y2(t)

+ y1(t)
dy2
dt

(t) +
dz1
dt

(t)z2(t) + z1(t)
dz2
dt

(t)

=
dx1
dt

(t)x2(t) +
dy1
dt

(t)y2(t) +
dz1
dt

(t)z2(t) + x1(t)
dx2
dt

(t)

+ y1(t)
dy2
dt

(t) + z1(t)
dz2
dt

(t)

=
d #»r1
dt

(t) · #»r2(t) +
#»r1(t) ·

d #»r2
dt

(t)

�Êå ãî çàâðøèìå îâîj äåë ñî âåðèæíîòî ïðàâèëî çà ïðåñìåòóâà»å èçâîäè (ïîçíà-
òî è êàêî èçâîä îä ñëîæåíà ôóíêöèjà). ×èòàòåëîò ñèãóðíî ãî çíàå îâà ïðàâèëî êîãà
ôóíêöèèòå ñå îáè÷íè ðåàëíè ôóíêöèè îä åäíà ðåàëíà ïðîìåëíèâà; ïðàâèëîòî å èñòî
è êîãà åäíàòà ôóíêöèjà å âåêòîð-âðåäíîñíà.

Òåîðåìà 2.1.7. Íåêà #»r : (a, b) → R3 å äèôåðåíöèjàáèëíà âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà

è íåêà φ : (c, d) → (a, b) å äèôåðåíöèjàáèëíà ðåàëíà ôóíêöèjà. Òîãàø, êîìïîçèöèjàòà

#»r ◦ φ : (c, d) → R3, t 7→ #»r (φ(t)),

å äèôåðåíöèjàáèëíà âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà è

d

dt
( #»r (φ(t))) = #̇»r (φ(t))φ̇(t).
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Çà äà ñå óâåðèìå âî îâà, íåêà #»r (t) = (x(t), y(t), z(t)). Òîãàø,

#»r (φ(t)) = (x(φ(t)), y(φ(t)), z(φ(t))),

ò. å. êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà t 7→ #»r (φ(t)) ñå:

x(φ(t)), y(φ(t)), z(φ(t)).

Ñåãà ñàìî ãî ïðèìåíóâàìå âåðèæíîòî ïðàâèëî çà îáè÷íè ðåàëíè ôóíêöèè:

d

dt
( #»r (φ(t))) =

(
d

dt
(x(φ(t))),

d

dt
(y(φ(t))),

d

dt
(z(φ(t)))

)
= (ẋ(φ(t))φ̇(t), ẏ(φ(t))φ̇(t), ż(φ(t))φ̇(t))

= (ẋ(φ(t)), ẏ(φ(t)), ż(φ(t))) φ̇(t) = #̇»r (φ(t))φ̇(t). (2.1.5)

Ïðèìåð 2.1.8. Íåêà #»r è φ ñå äàäåíè ñî:

#»r : (−∞,∞) → R3, #»r (t) = (sin t, t cos t, t2), è ñî

φ : (−∞,∞) → (−∞,∞), φ(t) = t2.

Íèâíèòå èçâîäè ñå:

#̇»r (t) = (cos t, cos t− t sin t, 2t), φ̇(t) = 2t.

Áèäåj�êè
#̇»r (φ(t)) = (cos(t2), cos(t2)− t2 sin(t2), 2t2),

îä òåîðåìàòà 2.1.7, çà èçâîäîò íà êîìïîçèöèjàòà äîáèâàìå:

d

dt
( #»r (φ(t))) = 2t(cos(t2), cos(t2)− t2 sin(t2), 2t2) = (2t cos(t2), 2t cos(t2)− 2t3 sin(t2), 4t3).

Àêî ïðâî jà ïðåñìåòàìå êîìïîçèöèjàòà #»r (φ(t))

#»r (φ(t)) = (sin(t2), t2 cos(t2), t4)

è ïîòîà ïîáàðàìå èçâîä îä îâàà ôóíêöèjà ïî t, �êå ãî äîáèåìå èñòèîò ðåçóëòàò (ïðîâå-
ðè!). Âî ñóøòèíà, êîãà ãî ïðàâèìå îâà íèå ãî ïîâòîðóâàìå èñòîòî íåøòî êàêî âî (2.1.5),
ñàìî ñî êîíêðåòíèòå #»r è φ øòî ãè ðàçãëåäóâàìå.

Çàáåëåøêà 2.1.9. Âî ïðàêòèêà, íà÷èíîò íà êîjøòî ñå çàïèøóâà âåðèæíîòî ïðàâèëî å
ïðèêàæàí âî ïðîäîëæåíèå. Íåêà #»r (t) å äèôåðåíöèjàáèëíà âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà
è íåêà ïðîìåíëèâàòà t çàâèñè îä íåêîjà äðóãà ïðîìåíëèâà λ, ò. å. t å ôóíêöèjà îä λ:
t = t(λ). Òîãàø, #»r å ôóíêöèjà è îä λ è âåðèæíîòî ïðàâèëî ãî äàâà èçâîäîò íà #»r ïî λ:

d #»r

dλ
=

d #»r

dt

dt

dλ
. (2.1.6)

Âî îâàà ñèòóàöèjà, ôóíêöèjàòà φ å: λ 7→ φ(λ) = t(λ).
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Ñëèêà 2.1.3: Îòñå÷êàòà îä ïðèìåðîò 2.1.12

2.1.3. Äåôèíèöèjà íà êðèâà. Áðçèíà è çàáðçóâà»å

Êîíå÷íî ñìå âî ìîæíîñò äà ãî äåôèíèðàìå ïîèìîò êðèâà.

Äåôèíèöèjà 2.1.10. Âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà #»r äåôèíèðàíà íà (êîíå÷åí èëè
áåñêîíå÷åí îòâîðåí, ïîëóîòâîðåí èëè çàòâîðåí) èíòåðâàë J ñî âðåäíîñòè âî R3, ñå
âèêà ïàðàìåòàðñêà ïðîñòîðíà êðèâà èëè ñêðàòåíî ïðîñòîðíà êðèâà, àêî #»r (t) å
ïðîèçâîëíî ìíîãó ïàòè äèôåðåíöèjàáèëíà íà öåëèîò èíòåðâàë J .

Áèäåj�êè êðèâàòà #»r å ïðîèçâîëíî ìíîãó ïàòè äèôåðåíöèjàáèëíà (ïî äåôèíèöèjà)
ñèòå íåjçèíè èçâîäè ñå íåïðåêèíàòè. Ìèíèìàëíèòå óñëîâè çà #»r (t) äà áèäå ðàäèóñ-
âåêòîð íà òåëî øòî ñå äâèæè âî ïðîñòîð, ñå ïîñòîå»å íà èçâîäîò íà #»r (t) è íåãîâàòà
íåïðåêèíàòîñò: çà ñåêîå òåëî êîíöåïòîò íà áðçèíà òðåáà äà èìà ñìèñëà (êàêî øòî
�êå âèäèìå íàñêîðî, òîà çíà÷è äåêà èçâîäîò #̇»r (t) ìîðà äà ïîñòîè âî ñåêîå âðåìå t)
è áðçèíàòà íå ñìåå íàãëî äà ñêîêà îä åäíà âðåäíîñò âî äðóãà çà áëèñêè âðåäíîñòè
íà âðåìåòî (òîà å íåïðåêèíàòîñòà íà èçâîäîò #̇»r (t)). Íî, íèå ñåêîãàø �êå ðàçãëåäóâàìå
êðèâè øòî �êå ìîæåìå ïðîèçâîëíî ìíîãó ïàòè äà ãè äèôåðåíöèðàìå1. Íà ñëè÷åí íà÷èí
ñå äåôèíèðà ðàìíèíñêà êðèâà.

Äåôèíèöèjà 2.1.11. Âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà #»r äåôèíèðàíà íà (êîíå÷åí èëè
áåñêîíå÷åí îòâîðåí, ïîëóîòâîðåí èëè çàòâîðåí) èíòåðâàë J ñî âðåäíîñòè âî R2 ñå âè-
êà ïàðàìåòàðñêà ðàìíèíñêà êðèâà, èëè ñêðàòåíî ðàìíèíñêà êðèâà, àêî #»r (t) å
ïðîèçâîëíî ìíîãó ïàòè äèôåðåíöèjàáèëíà íà öåëèîò èíòåðâàë J .

Ïðèìåðè çà ðàìíèíñêè êðèâè ñå äàäåíè âî ïðèìåðîò 2.1.2, äîäåêà êðèâèòå âî
ïðèìåðîò 2.1.1 ñå ïðîñòîðíè êðèâè; èàêî âî ñóøòèíà òèå ñå äåëîâè îä ïðàâè (îòñå÷êè)
ïî íàøàòà äåôèíèöèjà ìîæåìå äà ãè ñìåòàìå çà êðèâè. Ïðèìåðîò 2.1.1 ìîæåìå ëåñíî
äà ãî ïðîøèðåìå âî ñëó÷àèòå êîãà ïðàâèòå íå ëåæàò íà íåêîè îä îñêèòå.

Ïðèìåð 2.1.12. Íåêà ñå äàäåíè òî÷êèòå A(1, 0, 3) è B(1, 2, 1). Îòñå÷êàòà [AB] ìîæå äà
ñå çàïèøå ñî âåêòîð-âðåäíîñíà ôóíêöèjà íà íà÷èí îïèøàí âî ïðîäîëæåíèå. Ïðàâàòà

1Îâà ñåêîãàø �êå áèäå èñïîëíåòî âî ñèòóàöèèòå øòî �êå ãè ðàçãëåäóâàìå.
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øòî ìèíóâà íèç òî÷êèòå A è B å äàäåíà ñî ñëåäíèâå ïàðàìåòàðñêè ðàâåíêè çàïèøàíè
ñî ïîìîø íà âåêòîðîò

#    »

AB = (0, 2,−2) è òî÷êàòà A, è òîà:
x = 0 · t+ 1,
y = 2t+ 0,
z = −2t+ 3.

(2.1.7)

Çà t = 0 ñå äîáèâà òî÷êàòà A. Íàâèñòèíà, àêî çàìåíèìå t = 0 âî îâèå ðàâåíêè äîáèâàìå
(x, y, z) = (1, 0, 3). Ñëè÷íî, àêî çàìåíèìå t = 1 äîáèâàìå (x, y, z) = (1, 2, 1), øòî å
òî÷êàòà B. Çíà÷è #»r ìîæåìå äà jà äåôèíèðàìå ñî êîîðäèíàòíèòå ðàâåíêè äàäåíè ñî
(2.1.7) íà èíòåðâàëîò [0, 1]:

#»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (1, 2t,−2t+ 3). (2.1.8)

Òîãàø, #»r (0) = (1, 0, 3) = A è #»r (1) = (1, 2, 1) = B è êîãà t ñå äâèæè âî èíòåðâàëîò [0, 1],
ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) ãè äàâà ñèòå òî÷êè íà îòñå÷êàòà [AB] (âèäè jà ñëèêàòà 2.1.3).

Âàêà äåôèíèðàíàòà #»r (t) å ðàäèóñ-âåêòîð íà òåëî øòî ñå äâèæè ïðàâîëèíèñêè îä
A êîí B ïî îòñå÷êàòà [AB] ñî êîíñòàíòíà áðçèíà; âî îâîj ìîìåíò ìîæåáè íå å íàïîëíî
î÷èãëåäíî äåêà áðçèíàòà å êîíñòàíòíà, íî íàñêîðî òîà �êå ñòàíå jàñíî.

Äåôèíèöèjà 2.1.13. Âåêòîðîò íà áðçèíà v⃗(t) âî âðåìåòî t íà ïàðàìåòàðñêàòà (ïðî-
ñòîðíà èëè ðàìíèíñêà) êðèâà #»r ñå äåôèíèðà êàêî ïðâèîò èçâîä íà #»r âî t, ò. å.

#»v (t) =
d #»r

dt
(t) = #̇»r (t).

Áðçèíàòà v(t) âî âðåìåòî t ñå äåôèíèðà êàêî äîëæèíàòà íà âåêòîðîò íà áðçèíà #»v (t),
ò. å.

v(t) = | #»v (t)| = | #̇»r (t)|.

×èòàòåëîò òðåáà äà ïîìíè äåêà âåêòîðîò íà áðçèíà #»v (t) å âåêòîð (ïî äåôèíèöè-
jà!): èìà ïðàâåö, íàñîêà è äîëæèíà. Îä äðóãà ñòðàíà, áðçèíàòà v(t) å ñêàëàð.

Ïðåä äà ïðîäîëæèìå, òðåáà äà jà îïðàâäàìå äåôèíèöèjàòà íà âåêòîð íà áðçèíà.
Íåêà ïîçèöèjàòà íà òåëîòî øòî ñå äâèæè å äàäåíà ñî ïàðàìåòàðñêàòà êðèâà #»r (t). Èí-
òóèöèjàòà íè âåëè äåêà âåêòîðîò íà áðçèíà òðåáà äà jà äàâà ïðîìåíàòà íà ïîëîæáàòà
âî åäèíèöà âðåìå. Àêî í�å èíòåðåñèðà âåêòîðîò íà áðçèíà âî t0, ìîæåìå äà ãî ðàçãëå-
äóâàìå ñëåäíèîò êîëè÷íèê êàêî êàíäèäàò çà âåêòîðîò íà áðçèíà âî t0 (âèäè jà ñëèêàòà
2.1.2):

#»r (t)− #»r (t0)

t− t0
; (2.1.9)

(2.1.9) jà èìà åñåíöèjàòà íà âåêòîð íà áðçèíà: ïðîìåíà íà ïîçèöèjàòà íà òåëîòî #»r (t)−
#»r (t0) ïîäåëåíà ñî âðåìåòî âî êîå ñå ñëó÷èëà ïðîìåíàòà t − t0. Íî, èìà î÷èãëåäåí
ïðîáëåì çîøòî îâà íå ìîæå äà áèäå âåêòîð íà áðçèíà âî t0: çà ðàçëè÷íè âðåäíîñòè
íà t êîëè÷íèöèòå (2.1.9) �êå äàâààò ðàçëè÷íè âåêòîðè. Èíöèäåíòíî, îâà íå ìîæå äà ãî
èñïðàâèìå ñî òîà øòî �êå ðå÷åìå äåêà âåêòîðîò íà áðçèíà å êîëè÷íèêîò (2.1.9) êîãà
t = t0 çàòîà øòî òîãàø îâîj êîëè÷íèê íå å íè äåôèíèðàí (èìåíèòåëîò å 0). Àêî t ̸= t0,
(2.1.9) ãî äàâà ñðåäíèîò âåêòîð íà áðçèíà íà èíòåðâàëîò [t0, t] (âèäè jà ñëèêàòà 2.1.2).
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Êîãà t ñå äîáëèæóâà äî t0 ñðåäíèîò âåêòîð íà áðçèíà (2.1.9) ãî ñìåòàìå íà ñå ïîìàëè
èíòåðâàëè íà âðåìåòî t0 (ò. å. èíòåðâàëîò [t0, t] ñå ñòåñíóâà), òàêà øòî âî ëèìåñîò êîãà
t → t0 êîëè÷íèöèòå (2.1.9) òðåáà äà òåæàò êîí âåêòîðîò íà áðçèíà âî t0. Íî ëèìåñîò
íà (2.1.9) êîãà t → t0 å òî÷íî èçâîäîò íà #»r (t) âî t0, øòî jà îïðàâäóâà äåôèíèöèjàòà
#»v (t0) =

#̇»r (t0).

Çàáåëåøêà 2.1.14. Âåêòîðîò íà áðçèíà #»v (t) å âåêòîð êàêî è ñåêîj äðóã âåêòîð âî R3

(èëè R2 àêî êðèâàòà å ðàìíèíñêà), íî äîáðî å ñåêîãàø äà ãî ãëåäàìå êàêî äà å ïîìåñòåí
ñî ïî÷åòîê âî #»r (t). Èìàj�êè jà âî ïðåäâèä çàáåëåøêàòà 2.1.3, âåêòîðîò íà áðçèíà #»v (t)
å ñåêîãàø òàíãåíòåí íà òðàåêòîðèjàòà íà äâèæå»å íà òåëîòî.

Äîáàð íà÷èí äà ãî èëóñòðèðàìå îâà å ïðåêó âåêòîðîò íà áðçèíà íà êðèâàòà #»r1
äàäåíà âî ïðèìåðîò 2.1.2 (à) (âî îâàà ñèòóàöèjà ìîæåìå äà äàäåìå åäíîñòàâåí ãåîìå-
òðèñêè àðãóìåíò çà òàíãåíòíîñòà íà âåêòîðîò íà áðçèíà íà òðàåêòîðèjàòà). Âåêòîðîò
íà áðçèíà å

#»v1(t) = (− sin t, cos t), t ∈ [0, 2π).

Òðåáà äà âèäèìå äåêà çà ñåêîå t ∈ [0, 2π), ïðàâàòà êîjà øòî å ïàðàëåëíà ñî âåêòî-
ðîò #»v1(t) = (− sin t, cos t) å òàíãåíòíà íà òðàåêòîðèjàòà. Íî, áèäåj�êè òðàåêòîðèjàòà å
åäèíå÷íàòà êðóæíèöà x2 + y2 = 1, îâà å åêâèâàëåíòíî ñî ôàêòîò äåêà ïðàâàòà êîjà
å ïàðàëåëíà ñî âåêòîðîò (− sin t, cos t) è ìèíóâà íèç òî÷êàòà #»r1(t) = (cos t, sin t) å îð-
òîãîíàëíà ñî ïðàâà êîjà ìèíóâà íèç êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è òî÷êàòà îïðåäåëàíà
ñî #»r1(t) = (cos t, sin t). Îâàà ïðàâà å ïàðàëåëíà ñî âåêòîðîò (cos t, sin t). Âåêòîðèòå
(− sin t, cos t) è (cos t, sin t) ñå îðòîãîíàëíè áèäåj�êè íèâíèîò ñêàëàðåí ïðîèçâîä å 0:

(− sin t, cos t) · (cos t, sin t) = − sin t cos t+ cos t sin t = 0.

Çàáåëåøêà 2.1.15. Àêî âåêòîðîò íà áðçèíà å êîíñòàíòåí, ò. å. #»v (t) å èñòèîò âåêòîð çà
ñèòå âðåäíîñòè íà t, òîãàø áðçèíàòà v(t) å êîíñòàíòíà çàòîà øòî òàà å äîëæèíàòà íà
#»v (t). Çà êðèâàòà #»r (t) îä ïðèìåðîò 2.1.12, âåêòîðîò íà áðçèíà å #»v (t) = (0, 2,−2), çà
t ∈ [0, 1], (ò. å. #»v (t) =

#    »

AB, çà t ∈ [0, 1]) îä øòî äîáèâàìå

v(t) = | #»v (t)| =
√
02 + 22 + (−2)2 = 2

√
2, t ∈ [0, 1].

Îáðàòíîòî òâðäå»å, âî îïøòà ñèòóàöèjà, íå ìîðà äà å òî÷íî, ò. å. áðçèíàòà ìîæå äà å
êîíñòàíòíà íî âåêòîðîò íà áðçèíà äà íå å. Òîà �êå ñå ñëó÷óâà òî÷íî òîãàø êîãà #»v (t) èìà
êîíñòàíòíà äîëæèíà íî íåãîâèîò ïðàâåö è íàñîêà ñå ïðîìåíóâààò ñî òåêîò íà âðåìåòî.
Êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à), (á) è (â) ñå ïðèìåð êàäå îâà ñå ñëó÷óâà. Íèâíèòå âåêòîðè
íà áðçèíè ñå:

#»v1(t) = (− sin t, cos t), t ∈ [0, 2π), (2.1.10)
#»v2(t) = (−2 sin 2t, 2 cos 2t) = 2(− sin 2t, cos 2t), t ∈ [0, π), (2.1.11)

#»v3(t) =

(
−1

2
sin(t/2),

1

2
cos(t/2)

)
=

1

2
(− sin(t/2), cos(t/2)), t ∈ [0, 8π), (2.1.12)

è î÷èãëåäíî å äåêà íèòó åäåí îä íèâ íå å êîíñòàíòåí, íî íèâíèòå áðçèíè ñå êîíñòàíòíè:

v1(t) = | #»v1(t)| =
√
sin2 t+ cos2 t = 1, t ∈ [0, 2π), (2.1.13)
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v2(t) = | #»v2(t)| = 2
√

sin2 2t+ cos2 2t = 2, t ∈ [0, π), (2.1.14)

(2.1.15)

v3(t) = | #»v3(t)| =
1

2

√
sin2(t/2) + cos2(t/2) =

1

2
, t ∈ [0, 8π). (2.1.16)

Àêî âåêòîðîò íà áðçèíà
#»
t íà êðèâàòà #»r (t) å êîíñòàíòåí òîãàø òåëîòî ñå äâèæè ïî

ïðàâà ëèíèjà. Çà äà ñå óâåðèìå âî îâà, íåêà x(t), y(t) è z(t) ñå êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè
íà #»r (t). Òîãàø

#»v (t) = (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)).

Áèäåj�êè #»v (t) å êîíñòàíòåí, ñëåäóâà äåêà #»v (t) âî ñåêîå âðåìå t å åäíàêîâ íà íåêîj
ôèêñåí âåêòîð #»a = (a1, a2, a3). Äîáèâàìå ẋ(t) = a1, ẏ(t) = a2 è ż(t) = a3 âî ñåêîå âðåìå
t. Àêî ïîáàðàìå (íåîïðåäåëåíè) èíòåãðàëè îä îâèå ðàâåíêè, äîáèâàìå

x(t) = a1t+ c1, y(t) = a2t+ c2, z(t) = a3t+ c3, (2.1.17)

êàäå c1, c2 è c3 ñå êîíñòàíòèòå îä èíòåãðàöèjà; îäíîñíî

#»r (t) = (a1t+ c1, a2t+ c2, a3t+ c3).

Äà çàáåëåæèìå äåêà (2.1.17) ñå òî÷íî ïàðàìåòàðñêèòå ðàâåíêè íà (äåë îä) ïðàâà ñî
ïàðàëåëåí âåêòîð a⃗ = (a1, a2, a3) (êîj øòî å òî÷íî âåêòîðîò íà áðçèíà) êîjà øòî ìèíóâà
íèç òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè (c1, c2, c3).

Çàáåëåøêà 2.1.16. Òåëîòî ìîæå äà ñå äâèæè ïî ïðàâà ëèíèjà íî íåãîâèîò âåêòîð íà
áðçèíà íèòó íåãîâàòà áðçèíà äà íå å êîíñòàíòíà. Çà êðèâàòà #»r (t) îä ïðèìåðîò 2.1.1
(á) âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà ñå

#»v (t) = (at, 0, 0), v(t) = | #»v (t)| = at;

jàñíî, òèå ñå ïðîìåóâààò ñî âðåìåòî. Íî òåëîòî ñå äâèæè ïðàâîëèíèñêè ïî îòñå÷êàòà
[OA].

Íàðåäíèîò áèòåí ôèçè÷êè êîíöåïò å âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å (âèäè jà ñëèêàòà
2.1.4).

Äåôèíèöèjà 2.1.17. Âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å #»a (t) âî âðåìå t íà ïàðàìåòàðñêàòà
(ïðîñòîðíà èëè ðàìíèíñêà) êðèâà #»r ñå äåôèíèðà êàêî ïðâèîò èçâîä íà âåêòîðîò íà
áðçèíà #»v âî âðåìå t, ò. å.

#»a (t) =
d #»v

dt
(t) = #̇»v (t).

Îä äåôèíèöèjàòà ñëåäóâà äåêà âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å å âòîðèîò èçâîä íà êðèâàòà
#»r (t) = (x(t), y(t), z(t)):

#»a (t) = #̈»r (t) = (ẍ(t), ÿ(t), z̈(t)).

Çàáåëåøêà 2.1.18. Ñëè÷íî êàêî è çà âåêòîðîò íà áðçèíà, äîáðî å âåêòîðîò íà çàáðçóâà-
»å #»a (t) ñåêîãàø äà ãî ãëåäàìå êàêî äà å ïîìåñòåí ñî ïî÷åòîê âî #»r (t) (âèäè jà ñëèêàòà
2.1.4).
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Ñëèêà 2.1.4: Âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å: a⃗(t0) = ˙⃗v(t0) = lim
t→t0

v⃗(t)− v⃗(t0)

t− t0

Ïðèìåð 2.1.19. Äà ãè ïðåñìåòàìå çàáðçóâà»àòà íà êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à), (á)
è (â). Íèâíèòå âåêòîðè íà áðçèíè ñå äàäåíè ñî (2.1.10), (2.1.11) è (2.1.12), ïà âåêòîðèòå
íà çàáðçóâà»à ñå:

#»a1(t) = (− cos t,− sin t), t ∈ [0, 2π),
#»a2(t) = 2(−2 cos 2t,−2 sin 2t) = 4(− cos 2t,− sin 2t), t ∈ [0, π),

#»a3(t) =
1

2

(
−1

2
cos(t/2),−1

2
sin(t/2)

)
=

1

4
(− cos(t/2),− sin(t/2)), t ∈ [0, 8π).

Ïðèìåð 2.1.20. Çà êðèâàòà îä ïðèìåðîò 2.1.12, âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å å öåëî âðåìå
åäíàêîâ íà íóëòèîò âåêòîð: #»a (t) = (0, 0, 0) (çàòîà øòî âåêòîðîò íà áðçèíà å êîíñòàí-
òåí).

Âî ñóøòèíà, àêî âåêòîðîò íà áðçèíà íà íåêîjà êðèâà å êîíñòàíòåí òîãàø âåêòîðîò
íà çàáðçóâà»å å íóëòèîò âåêòîð.

Îä äðóãà ñòðàíà, àêî çíàåìå äåêà âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å íà #»r (t) å öåëî âðåìå
åäíàêîâ íà íóëòèîò âåêòîð, òîãàø òåëîòî ñå äâèæè ïî ïðàâà ëèíèjà ñî êîíñòàíòåí
âåêòîð íà áðçèíà. Çà äà ãî âèäèìå òîà, íåêà #»r (t) = (x(t), y(t), z(t)). Ôàêòîò äåêà
#»a (t) = (0, 0, 0) çà ñèòå t, èìïëèöèðà

ẍ(t) = 0, ÿ(t) = 0, z̈(t) = 0.

Àêî ïîáàðàìå äâà (íåîïðåäåëåíè) èíòåãðàëè îä ñåêîjà îä ðàâåíêèòå äîáèâàìå

x(t) = a1t+ b1, y(t) = a2t+ b2, z(t) = a3t+ b3, (2.1.18)
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êàäå a1, b1, a2, b2, a3, b3 ñå êîíñòàíòè îä èíòåãðàöèjà. Äîáèâàìå

#»r (t) = (a1t+ b1, a2t+ b2, a3t+ b3),
#»v (t) = (a1, a2, a3).

Çíà÷è, âåêòîðîò íà áðçèíà å êîíñòàíòåí è òåëîòî ñå äâèæè ïî (äåë) îä ïðàâà ëèíèjà
ñî ïàðàìåòàðñêè ðàâåíêè äàäåíè ñî (2.1.18).

Àêî áðçèíàòà v(t) íà #»r (t) å êîíñòàíòíà òîãàø âî ñåêîå âðåìå t âåêòîðîò íà çàáðç-
óâà»å å îðòîãîíàëåí íà âåêòîðîò íà áðçèíà. (Âíèìàíèå! Ïðåòïîñòàâêàòà å äåêà v(t) å
êîíñòàíòíà, à íå #»v (t); àêî #»v (t) å êîíñòàíòåí òîãàø #»a (t) = (0, 0, 0), à íóëòèîò âåêòîð å
îðòîãîíàëåí íà ñåêîj âåêòîð ïà òâðäå»åòî âî îâîj ñëó÷àj å òðèâèjàëíî).

Òî÷íîñòà íà îâà òâðäå»å ñëåäóâà îä ñëåäíèèîò åäíîñòàâåí àðãóìåíò. Íåêà v(t) å
åäíàêâà íà êîíñòàíòàòà c âî ñåêîå âðåìå t. Òîãàø

c2 = (v(t))2 = | #»v (t)|2 = #»v (t) · #»v (t).

Àêî ãî äèôåðåíöèðàìå îâà ðàâåíñòâî, òåîðåìàòà 2.1.5 (â) äàâà

0 =
d

dt
( #»v (t) · #»v (t)) = #̇»v (t) · #»v (t) + #»v (t) · #̇»v (t) = #»a (t) · #»v (t) + #»v (t) · #»a (t) = 2 #»a (t) · #»v (t).

Îäíîñíî #»a (t) · #»v (t) = 0, îä øòî ñëåäóâà äåêà #»a (t) è #»v (t) ñå îðòîãîíàëíè.
Èíòåðåñíî å äåêà âàæè è îáðàòíîòî: àêî âî ñåêîå âðåìå âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å å

îðòîãîíàëåí íà âåêòîðîò íà áðçèíà òîãàø áðçèíàòà å êîíñòàíòíà. Çà äà âèäèìå äåêà
v(t) å êîíñòàíòíà, äîâîëíî å äà âèäèìå äåêà íåjçèíèîò êâàäðàò (v(t))2 å êîíñòàíòåí.
Òîà �êå ãî ïðîâåðèìå ñî òîà øòî �êå jà äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèjàòà (v(t))2 è �êå âèäèìå
äåêà íåjçèíèîò èçâîä å 0, îä øòî �êå ñëåäóâà äåêà (v(t))2 å êîíñòàíòíà. Çà òàà öåë ãî
äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî (v(t))2 = #»v (t) · #»v (t). Òåîðåìàòà 2.1.5 (â) äàâà

d

dt
((v(t))2) = #̇»v (t) · #»v (t) + #»v (t) · #̇»v (t) = #»a (t) · #»v (t) + #»v (t) · #»a (t) = 2 #»a (t) · #»v (t).

Áèäåj�êè #»a (t) è #»v (t) ñå îðòîãîíàëíè, #»a (t) · #»v (t) = 0 îä øòî ñëåäóâà òâðäå»åòî. Îâèå
ôàêòè ñå áèòíè è �êå ãè èçäâîèìå êàêî ïîñåáíî òâðäå»å.

Òåîðåìà 2.1.21. Àêî áðçèíàòà íà êðèâàòà å êîíñòàíòíà òîãàø âî ñåêîå âðåìå t âåê-
òîðîò íà çàáðçóâà»å å îðòîãîíàëåí íà âåêòîðîò íà áðçèíà.

Àêî âî ñåêîå âðåìå âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å å îðòîãîíàëåí íà âåêòîðîò íà áðçèíà

òîãàø áðçèíàòà íà êðèâàòà å êîíñòàíòíà.

�Êå ãî çàâðøèìå îâîj äåë ñî ñëåäíàâà èñêëó÷èòåëíî áèòíà îáñåðâàöèjà. Ñïîðåä íà-
øàòà äåôèíèöèjà êðèâàòà å öåëîòî ïðåñëèêóâà»å #»r : [a, b] → R3, à íå ñàìî ñëèêàòà íà
èíòåðâàëîò êàäå øòî å äåôèíèðàíà êðèâàòà (ò. å. èíòåðâàëîò [a, b]). Ñèòå òðè êðèâè
îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à), (á) è (â) ñå ðàçëè÷íè çàòîà øòî #»r1(t),

#»r2(t) è
#»r3(t) ñå ðàçëè÷íè

âåêòîð-âðåäíîñíè ôóíêöèè (ñå äåôèíèðàíè íà ðàçëè÷íè èíòåðâàëè èëè ôóíêöèèòå ñå
ðàçëè÷íî äåôèíèðàíè) èàêî ñëèêèòå íà èíòåðâàëèòå íà êîè ñå äåôèíèðàíè âî ñèòå
ñëó÷àè ñå èñòîòî íåøòî: åäèíå÷íàòà êðóæíèöà âî R2. Àêî ðàçìèñëèìå, êðèâàòà #»r3(t)
ëè÷è êàêî äà å ½ñóøòèíñêè ðàçëè÷íà� îä äðóãèòå äâå çàòîà øòî òàà äâà ïàòè jà ïîìè-
íóâà åäèíå÷íàòà êðóæíèöà çà ðàçëèêà îä äðóãèòå äâå êîè òîà ãî ïðàâàò ñàìî åäíàø; ò.
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å. #»r3 ïîìèíóâà äâîjíî ïîâå�êå ïàò îä äðóãèòå äâå. Êðèâèòå
#»r1(t) è

#»r2(t) ñå ìíîãó ñëè÷íè:
è âî îáàòà ñëó÷àè òðàåêòîðèèòå êîè ãè îïèøóâààò òî÷íî åäíàø ïîìèíóâààò íèç ñåêîjà
òî÷êà îä åäèíå÷íàòà êðóæíèöà. Ðàçëèêà ïîìå�ãó íèâ å âðåìåòî øòî èì å ïîòðåáíî äà
jà îïèøàò êðóæíèöàòà è, ñå ðàçáèðà, áðçèíàòà ñî êîjà ãî ïðàâàò òîà. Âî ñëåäíèîò äåë,
ïðåöèçíî �êå ãî äåôèíèðàìå îâîj êîíöåïò íà ½ñëè÷íîñò íà êðèâè�.

2.2. Ðåïàðàìåòðèçàöèjà è ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà.

Äîëæèíà íà êðèâà

2.2.1. Ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâè

Äåôèíèöèjà 2.2.1. Íåêà ñå äàäåíè êðèâèòå #»r1 : [a, b] → R3 è #»r2 : [c, d] → R3. �Êå
âåëèìå äåêà #»r2 å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r1 àêî ïîñòîè ðåàëíà ôóíêöèjà φ : [c, d] →
[a, b] êîjà øòî ãè çàäîâîëóâà ñëåäíèâå óñëîâè:

(1) φ ãî ïðåñëèêóâà èíòåðâàëîò [c, d] íà öåëèîò èíòåðâàë [a, b],

(2) φ ìîæå ïðîèçâîëíî ìíîãó ïàòè äà ñå äèôåðåíöèðà,

(3) ïðâèîò èçâîä íà φ å èëè ñåêîãàø ïîçèòèâåí èëè ñåêîãàø íåãàòèâåí (ò. å. íå ìåíóâà
çíàê è íèêîãàø íå å 0),

è âàæè
#»r2(t) =

#»r1(φ(t)), t ∈ [c, d]. (2.2.1)

Óñëîâîò (2) èìïëèöèðà äåêà φ èëè öåëî âðåìå ñòðîãî ðàñòå èëè öåëî âðåìå ñòðîãî
îïà�ãà. Íà èñò íà÷èí ñå äåôèíèðà è ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà ðàìíèíñêè êðèâè.

Äà ðàçãëåäàìå íåêîëó ïðèìåðè íà ðåïàðàìåòðèçàöèjà.

Ïðèìåð 2.2.2. Íåêà #»r1(t) è
#»r2(t) ñå êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à) è (á).

(à) Òîãàø #»r2(t) å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà
#»r1(t). Çà äà ãî âèäèìå òîà, íàjïðâî äà çàáå-

ëåæèìå äåêà èíòåðâàëîò [a, b) êàäå å äåôèíèðàíà #»r1 å [0, 2π), äîäåêà èíòåðâàëîò
[c, d) êàäå å äåôèíèèðàíà #»r2 å [0, π). Ôóíêöèjàòà φ êîjà øòî íè òðåáà âî îâàà
ñèòóàöèjà å

φ : [0, π) → [0, 2π), φ(t) = 2t,

(ò. å. φ ãî ðàñòåãíóâà èíòåðâàëîò [0, π) äâà ïàòè çà äà ñå äîáèå [0, 2π)). Jàñíî äåêà
φ ãè èñïîëíóâà óñëîâèòå (1), (2) è (3) (èçâîäîò íà φ å φ′(t) = 2 > 0) è

#»r1(φ(t)) = (cos(φ(t)), sin(φ(t))) = (cos 2t, sin 2t) = #»r2(t),

îä øòî ñëåäóâà äåêà #»r2(t) å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà
#»r1(t). Âàæè è îáðàòíîòî:

#»r1(t) å
ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r2. Çà äà ãî âèäèìå òîà äîâîëíî å äà jà çåìåìå èíâåðçíàòà
ôóíêöèjà íà φ:

φ−1 : [0, 2π) → [0, π), φ−1(t) = t/2,

è äà çàáåëåæèìå äåêà

#»r2(φ
−1(t)) = (cos(2φ−1(t)), sin(2φ−1(t))) = (cos t, sin t) = #»r1(t).
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(á) Äà jà ðàçãëåäàìå êðèâàòà

#»r4(t) : (−2π, 0] → R2, #»r4(t) = (cos t,− sin t).

Êîãà t ñå äâèæè âî èíòåðâàëîò (−2π, 0], #»r4(t) jà îïèøóâà åäèíå÷íàòà êðóæíèöà
íî âðòå»åòî å âî íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò ò. å. âðòå»åòî å âî ñïðîòèâíà
íàñîêà îä âðòå»åòî íà #»r1(t) è

#»r2(t) (óâåðè ñå âî îâà!). Êðèâàòà #»r4(t) å ðåïàðàìå-
òðèçàöèjà íà #»r1(t). Ôóíêöèjàòà φ âî îâàà ñèòóàöèjà å

φ : (−2π, 0] → [0, 2π), φ(t) = −t;

òàà ãè èñïîíóâà óñëîâèòå (1), (2) è (3) (óâåðè ñå âî îâà!) è

#»r1(φ(t)) = (cos(φ(t)), sin(φ(t))) = (cos(−t), sin(−t)) = (cos t,− sin t) = #»r4(t).

Ñëè÷íî êàêî è âî (à), #»r1(t) å ðåïàðåìåòðèçàöèjà íà #»r4(t): òîà ñå îñòâàðóâà ñî
ïîìîø íà èíâåðçíàòà ôóíêöèjà íà φ, êîj øòî âî îâàà ñèòóàöèjà å èñòà ñî φ, ò.e.
φ−1(t) = −t (ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè èñïèøå äåòàëèòå!)

(â) Íåêà c å áèëî êîj ðåàëåí áðîj. Jà ðàçãëåäóâàìå êðèâàòà

#»r5(t) : [−c, 2π − c) → R2, #»r5(t) = (cos(t+ c), sin(t+ c)).

È îâàà êðèâà å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r1(t). Íàâèñòèíà, çà

φ : [−c, 2π − c) → [0, 2π), φ(t) = t+ c,

äîáèâàìå

#»r1(φ(t)) = (cos(φ(t)), sin(φ(t))) = (cos(t+ c), sin(t+ c)) = #»r5(t).

Ñëè÷íî êàêî è ïðåòõîäíî, #»r1(t) å ðåïàðåìåòðèçàöèjà íà
#»r5(t): ñå ðàçáèðà òîà ïîâ-

òîðíî ñå îñòâàðóâà ñî èíâåðçíàòà ôóíêöèjà íà φ, ò. å. ñî φ−1(t) = t − c (ãî
îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè ïðîâåðè äåòàëèòå!).

(ã) Êðèâàòà #»r3(t) îä ïðèìåðîò 2.1.2 (â) íå ìîæå äà áèäè ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà
#»r1(t).

Àêî å ðåïàðåìåòðèçàöèjà òîãàø òðåáà

#»r1(φ(t)) =
#»r3(t)

çà íåêîjà φ : [0, 8π) → [0, 2π) êîjà ãè èñïîëíóâà óñëîâèòå (1), (2) è (3). Íî, #»r3(t) ãè
äóïëèðà òî÷êèòå íà êðóæíèöàòà à äåñíàòà ñòðàíà íå. Íà ïðèìåð #»r3(π) = (0, 1) =
#»r3(5π) îä øòî ñëåäóâà äåêà ìîðà äà âàæè: #»r1(φ(π)) =

#»r1(φ(5π)) = (1, 0). Íî áè-
äåj�êè #»r1 ïîìèíóâà íèç ñèòå òî÷êè îä åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ïî åäíàø, ïîñëåäíîâî
èìïëèöèðà φ(π) = φ(5π) øòî å íåâîçìîæíî çàòîà øòî φ èñòî ñòðîãî ðàñòå èëè
ñòðîãî îïà�ãà è çàòîà íå ìîæå äà äàâà èñòà âðåäíîñò çà ðàçëè÷íè òî÷êè.

Çàáåëåøêà 2.2.3. Îâîj ïðèìåð ñóãåðèðà äåêà àêî åäíà êðèâà å ðåïàðåìåòðèçàöèjà íà
äðóãà êðèâà òîãàø è âòîðàòà êðèâà å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà ïðâàòà. Òîà e ñåêîãàø
òî÷íî. Àêî #»r2(t) å ðåïàðåìåòðèçàöèjà íà #»r1(t) ñî ïîìîø íà φ, ò. å. #»r2(t) = #»r1(φ(t)),
òîãàø #»r1(t) å ðåïàðåìåòðèçàöèjà íà

#»r2(t) ñî ïîìîø íà èíâåðçíàòà ôóíêöèjà φ−1:

#»r1(t) =
#»r2(φ

−1(t)).
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Çàáåëåøêà 2.2.4. Îä ãîðíèîò ïðèìåð ìîæåìå äà çàêëó÷èìå äåêà ñåêîjà êðèâà èìà
áåñêîíå÷íî ìíîãó ðåïàðàìåòðèçàöèè.

Àêî êðèâàòà #»r2(t) å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà
#»r1(t), òîãàø êàêî äèðåêòíà ïî-

ñëåäèöà îä (2.2.1) äîáèâàìå äåêà òðàåêòîðèèòå êîè ãè îïèøóâààò ñå èñòè.
×åñòî, íàñ í�å èíòåðåñèðààò ñâîjñòâà íà êðèâèòå êîè ñå èñòè çà ñèòå ðåïàðàìåòðè-

çàöèè. Òàêâèòå ñâîjñòâà ñå âèêààò ãåîìåòðèñêè ñâîjñâòà íà ðàçãëåäóâàíàòà êðèâà;
óøòå �êå âåëèìå äåêà ñå íåçàâèñíè îä ïàðàìåòðèçàöèjà. Íàñêîðî �êå ñå ñðåòíèìå ñî
åäíî òàêâî ñâîjñòâî: òîà å äîëæèíàòà íà êðèâàòà. Ïîíàòàìó �êå âèäèìå óøòå íåêîëêó
òàêâè êàêî øòî ñå çàêðèâåíîñòà, òîðçèjàòà, òàíãåíòíèòå ïðàâè èòí.

Áèòíî å äà íàãëàñèìå äåêà íåêîè ñâîjñòâà çàâèñàò îä ðåïàðàìåòðèçàöèjàòà (è çà-
òîà òèå íå ñå ãåîìåòðèñêè ñâîjñòâà)! Çà òàêâèòå ñâîjñòâà �êå âåëèìå äåêà çàâèñàò îä

ïàðàìåòðèçàöèjà. Íà ïðèìåð âåêòîðîò íà áðçèíà, áðçèíàòà è âåêòîðîò íà çàáðçóâà-
»å ìîæàò äà áèäàò ðàçëè÷íè çà ðàçëè÷íè ðåïàðàìåòðèçàöèè. Íà ïðèìåð, êðèâèòå îä
ïðèìåðîò 2.1.2 (à) è (á) (çà êîèøòî âå�êå âèäîâìå äåêà ñå ðåïàðàìåòðèçàöèè åäíà íà
äðóãà) èìààò ðàçëè÷íè âåêòîðè íà áðçèíà, ðàçëè÷íè áðçèíè è ðàçëè÷íè çàáðçóâà»à.
Îä äðóãà ñòðàíà, ãåîìåòðèñêèòå ñâîjñòâà íà îâèå êðèâè êàêî è íà êðèâèòå îä ïðèìåðîò
2.2.2 (á) è (â) �êå áèäàò èñòè; çàòîà øòî ñèòå òèå ñå ðåïàðàìåòðèçàöèè åäíà íà äðóãà.
Òîà íå òðåáà äà í�å èçíåíàäè, çàòîà øòî íèâíèòå òðàåêòîðèè ãî îïèøóâààò èñòèîò ãå-
îìåòðèñêè îájåêò: åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è jàñíî
å äåêà íåjçèíàòà äîëæèíà è çàêðèâåíîñò íå òðåáà äà çàâèñàò îä òîà êîëêó áðçî �êå ñå
äâèæè òåëîòî ïî íåà èëè âî êîjà íàñîêà.

Àêî #»r2(t) å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà
#»r1(t), ñåêîãàø ìîæåìå äà ãî èçðàçèìå âåêòîðîò

íà áðçèíà íà #»r2(t) ïðåêó âåêòîðîò íà áðçèíà íà #»r1(t). Îâà å äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä
âåðèæíîòî ïðàâèëî. Áèäåj�êè #»r2(t) å ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà

#»r1(t), èìàìå:

#»r2(t) =
#»r1(φ(t)),

çà íåêîjà ôóíêöèjà φ øòî ãè èñïîëíóâà óñëîâèòå (1), (2) è (3). Âåðèæíîòî ïðàâèëî
(òåîðåìà 2.1.7) äàâà:

#»v2(t) =
d #»r2
dt

(t) = #̇»r1(φ(t))φ̇(t) =
#»v1(φ(t))φ̇(t);

îäíîñíî âåêòîðîò íà áðçèíà íà #»r2 âî t å âåêòîðîò íà áðçèíà íà #»r1 ïðåñìåòàí âî âðåìå
φ(t), íî ïîìíîæåí ñî ñêàëàðîò φ̇(t). Ñëè÷íî, âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å íà #»r2(t) ñåêîãàø
ìîæåìå äà ãî èçðàçèìå ïðåêó âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å íà #»r1(t); îâà ñå ïðàâè íà èñò
íà÷èí êàêî çà âåêòîðèòå íà áðçèíà è ñå äîáèâà:

#»a2(t) =
#»a1(φ(t))(φ̇(t))

2 + #»v1(φ(t))φ̈(t).

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè èñïèøå äåòàëèòå (îâà å äîáðà âåæáà çà óïîòðåáà íà
âåðèæíîòî ïðàâèëî è èçâîä îä ïðîèçâîä!).

×åñòî, äàäåíî �êå áèäå ãåîìåòðèñêî ìåñòî îä òî÷êè âî R2 èëè R3, à íèå òðåáà äà
íàjäåìå êðèâà øòî ïîìèíóâà íèç ñåêîjà òî÷êà îä îâà ãåîìåòðèñêî ìåñòî îä òî÷êè òî÷íî
åäíàø ñî íåíóëòè âåêòîð íà áðçèíà2; ñî òîà òðàåêòîðèjàòà íà êðèâàòà �êå ñå ñîîâïà�ãà

2Êðèâèòå ñî íåíóëòè âåêòîð íà áðçèíà ñå âèêààò ðåãóëàðíè; âèäè jà äåôèíèöèjàòà 2.2.10 ïîäîëó.
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ñî äàäåíîòî ãåîìåòðèñêî ìåñòî îä òî÷êè è ôàêòîò äåêà âåêòîðîò íà áðçèíà å íåíóëòè
äàâà äåêà êðèâàòà âî íèòó åäíà òî÷êà íå ìèðóâà. Âàêâèòå ãåîìåòðèñêè ìåñòà îä òî÷-
êè �êå ãè âèêàìå ãåîìåòðèñêè êðèâè. Îâîj ïðîöåñ íà çàïèøóâà»å êðèâà ñî íåíóëòè
âåêòîð íà áðçèíà, êîjà ïîìèíóâà íèç ñåêîjà òî÷êà îä äàäåíà ãåîìåòðèñêà êðèâà, ñå
âèêà ïàðàìåòðèçàöèjà íà ãåîìåòðèñêàòà êðèâà. Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íå å åäèíñòâå-
íà: ñåêîjà íåjçèíà ðåïàðàìåòðèçàöèjà å ïîâòîðíî ïàðàìåòðèçàöèjà íà ãåîìåòðèñêàòà
êðèâà. Íà ïðèìåð, åäèíå÷íàòà êðóæíèöà âî R2 ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê å
ãåîìåòðèñêîòî ìåñòî îä òî÷êè ñî êîîðäèíàòà (x, y) ∈ R2 çà êîè âàæè:

x2 + y2 = 1

(òîà å äåôèíèöèjàòà íà îâàà êðóæíèöà). Îâà å ãåîìåòðèñêà êðèâà è âå�êå âèäîâìå
ïîâå�êå íåjçèíè ïàðàìåòðèçàöèè: êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à) è (á), êàêî è êðèâèòå
îä ïðèìåðîò 2.2.2 (á) è (â). Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 2.1.2 (â) íå å ïàðàìåòðèçàöèjà íà
åäèíå÷íàòà êðóæíèöà çàòîà øòî òàà jà ïîìèíóâà êðóæíèöàòà äâà ïàòè. Ñëè÷íî, âî
ïðèìåðîò 2.1.12 ãåîìåòðèñêàòà êðèâà å îòñå÷êàòà [AB], à (2.1.8) å åäíà íåjçèíà ïàðà-
ìåòðèçàöèjà. ×åñòî è ãåîìåòðèñêèòå êðèâè �êå ãè âèêàìå êðèâè, íî ÷èòàòåëîò òðåáà äà
ïîìíè äåêà ãåîìåòðèñêàòà êðèâà å ãåîìåòðèñêî ìåñòî îä òî÷êè âî R3 (èëè R2), à ïàðà-
ìåòðèçàöèjàòà å âåêòîð-âðåäíîñíàòà ôóíêöèjà #»r (t) êîjàøòî jà îïèøóâà ãåîìåòðèñêàòà
êðèâà.

2.2.2. Äîëæèíà íà êðèâà

Êîíå÷íî ïðèñòèãíàâìå äî ïðâîòî ãåîìåòðèñêî ñâîjñòâî íà êðèâèòå: äîëæèíàòà.
Àêî êðèâàòà å êðóæíèöà èëè îòñå÷êà, òîãàø çíàåìå êàêî äà jà ïðåñìåòàìå íåjçèíàòà
äîëæèíà. Âî îïøò ñëó÷àj, ïðîáëåìîò èçãëåäà ìíîãó òåæîê; òåëîòî ìîæå äà èìà ÷óäíà
òðàåêòîðèjà è íåìà î÷èãëåäåí íà÷èí êàêî äà íàïèøåìå ôîðìóëà çà íåjçèíàòà äîëæèíà.
Çàòîà, �êå çàïî÷íèìå ñî ìàëè ÷åêîðè: êàêî çà ïî÷åòîê, äà ïðîáàìå äà jà àïðîêñèìèðàìå
äîëæèíàòà íà êðèâàòà #»r : [a, b] → R3. Íàjåäíîñòàâåí íà÷èí äà jà àïðîêñèìèðàìå å
äà jà ïîäåëèìå êðèâàòà ñî íåêîëêó òî÷êè è ïîòîà ñåêîj ëàê ïîìå�ãó äâå ïîñëåäîâàòåë-
íè òî÷êè äà ãî çàìåíèìå ñî îòñå÷êàòà øòî ãè âðçóâà äâåòå òî÷êè. Íà îâîj íà÷èí jà
àïðîñêèìèðàìå äîëæèíàòà íà #»r (t) ñî èñêðøåíà ëèíèjà (âèäè jà ñëèêàòà 2.2.1). Äîë-
æèíàòà íà èñêðøåíàòà ëèíèjà ëåñíî ñå ïðåñìåòóâà: òîà å ñóìàòà íà äîëæèíèòå íà ñèòå
îòñå÷êè. Çíà÷è, ãî äåëèìå èíòåðâàëîò [a, b] ñî n− 1 òî÷êà t1, . . . , tn−1:

a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−2 < tn−1 < tn = b

(êðàåâèòå a è b ãè îçíà÷èâìå ñî t0 è tn) è èñêðøåíàòà ëèíèjà å ñîñòàâåíà îä îòñå÷êèòå:

îä #»r (t0) äî
#»r (t1), îä #»r (t1) äî

#»r (t2), . . . , îä #»r (tn−1) äî
#»r (tn).

Äîëæèíèòå íà îâèå îòñå÷êè ñå:

| #»r (t1)− #»r (t0)|, | #»r (t2)− #»r (t1)|, . . . , | #»r (tn)− #»r (tn−1)|,

è äîëæèíàòà íà èñêðøåíàòà ëèíèjà å íèâíàòà ñóìà:

n∑
j=1

| #»r (tj)− #»r (tj−1)|. (2.2.2)



34 ÃËÀÂÀ 2. ÊÐÈÂÈ

Ñëèêà 2.2.1: Àïðîêñèìàöèjà íà äîëæèíàòà íà êðèâà

Íà ïðèìåð, çà n = 4, èíòåðâàëîò å ïîäåëåí ñî òðè òî÷êè t1, t2 è t3: a = t0 < t1 < t2 <
t3 < t4 = b. Èñêðøåíàòà ëèíèjà ñå ñîñòîè îä ÷åòèðèòå îòñå÷êè (âèäè jà ñëèêàòà 2.2.1),

îä #»r (t0) äî
#»r (t1), îä #»r (t1) äî

#»r (t2), îä #»r (t2) äî
#»r (t3), îä #»r (t3) äî

#»r (t4),

è íåjçèíàòà äîëæèíà å:

| #»r (t1)− #»r (t0)|+ | #»r (t2)− #»r (t1)|+ | #»r (t3)− #»r (t2)|+ | #»r (t4)− #»r (t3)|.

Êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè ðàñòå, èñêðøåíàòà ëèíèjà ñ�å ïîâå�êå �êå ëè÷è íà êðèâàòà
è íåjçèíàòà äîëæèíà �êå ñå äîáëèæóâà äî äîëæèíàòà íà #»r (t). Ñî äðóãè çáîðîâè, ñóìàòà
(2.2.2) �êå òåæè êîí âèñòèíñêàòà äîëæèíà l íà êðèâàòà êîãà n → ∞. Îä äðóãà ñòðàíà,
àêî èìàìå ãîëåì áðîj äåëáåíè òî÷êè (ò. å. àêî n å ãîëåì) è àêî òî÷êèòå tj−1 è tj ñå
áëèñêè åäíà äî äðóãà òîãàø

âåêòîðîò
#»r (tj)− #»r (tj−1)

tj − tj−1
å áëèçîê äî âåêòîðîò #̇»r (tj−1); (2.2.3)

îâà ñëåäóâà îä äåôíèöèjàòà íà èçâîäîò (2.1.4). Ñëåäóâà äåêà è íèâíèòå äîëæèíè ñå
áëèñêè:

| #»r (tj)− #»r (tj−1)|
tj − tj−1

≈ | #̇»r (tj−1)|, îäíîñíî | #»r (tj)− #»r (tj−1)| ≈ | #̇»r (tj−1)|(tj − tj−1).

(2.2.4)
Áèäåj�êè | #̇»r (tj−1)| å áðçèíàòà v(tj−1), ñóìàòà (2.2.2) jà àïðîêñèìèðàìe íà ñëåäíèîò íà-
÷èí:

n∑
j=1

| #»r (tj)− #»r (tj−1)| ≈
n∑

j=1

v(tj−1)(tj − tj−1). (2.2.5)
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Êëó÷íîòî íåøòî øòî òðåáà äà ãî çàáåëåæèìå å äåêà äåñíàòà ñòðàíà å (Ðèìàíîâàòà)
èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèjàòà v(t) íà èíòåðâàëîò [a, b], ïà êîãà áðîjîò íà äåëáåíè
òî÷êè å ãîëåì, äåñíàòà ñòðàíà �êå áèäå ñ�å ïîáëèñêà äî èíòåãðàëîò íà v(t) íà [a, b]. Êîãà
n → ∞ âî (2.2.5), äîáèâàìå:

l =

ˆ b

a
v(t)dt,

øòî å áàðàíàòà ôîðìóëà çà äîëæèíàòà íà êðèâàòà.

Òåîðåìà 2.2.5. Äîëæèíàòà l íà êðèâàòà #»r : [a, b] → R3 å äàäåíà ñî ôîðìóëàòà:

l =

ˆ b

a
| #̇»r (t)|dt. (2.2.6)

Äîëæèíàòà íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjàòà, ò. å. àêî #»r1 : [c, d] → R3 å ðåïàðàìåòðè-

çàöèjà íà #»r , òîãàø íåjçèíàòà äîëæèíà å èñòà êàêî è äîëæèíàòà íà #»r .

Çàáåëåøêà 2.2.6. Âíèìàòåëíèîò ÷èòàòåë �êå çàáåëåæè äåêà ïîñëåäíèîò ôàêò çà íåçàâèñ-
íîñòà îä ïàðàìåòðèçàöèjà íå ñëåäóâà îä àðãóìåíòèòå øòî ãè äàäîâìå ïîãîðå. Äîêàçîò
ñå ñâåäóâà íà ñìåíà íà ïðîìåíëèâè âî èíòåãðàëîò (2.2.6), íî å ñïåöèôè÷åí è íåìà äà
ãî äàäåìå.

Çàáåëåøêà 2.2.7. Òåîðåìàòà å âàëèäíà è êîãà êðèâàòà å ðàìíèíñêà.

Çàáåëåøêà 2.2.8. Ôîðìóëàòà (2.2.6) jà èìà èñòàòà åñåíöèjà êàêî îáè÷íàòà ôîðìóëà çà
äîëæèíà øòî jà çíàåìå:

äîëæèíàòà = áðçèíàòà · âðåìåòî.

Òîà äèðåêòíî ñå ãëåäà îä àïðîêñèìàöèjàòà (2.2.5).

�Êå jà èëóñòðèðàìå òåîðåìàòà âî íåêîëêó åäíîñòàâíè ñèòóàöèè; âî íàðåäíèîò äåë
�êå jà ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà íà ïîâå�êå ðàçëè÷íè êðèâè.

Ïðèìåð 2.2.9. Äà jà ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà íà êðèâèòå #»r1(t) è
#»r2(t) îä ïðèìåðîò 2.1.2.

Jàñíî, ðåçóëòàòîò øòî òðåáà äà ãî äîáèåìå å äîëæèíàòà íà åäèíå÷íàòà êðóæíèöà è âî
äâàòà ñëó÷àjà. Çà #»r1, îä (2.1.10) èìàìå v1(t) = 1 è äîëæèíàòà å:

ˆ 2π

0
v1(t)dt =

ˆ 2π

0
dt = 2π.

Çà #»r2, (2.1.11) äàâà v1(t) = 2 è äîëæèíàòà å (çà #»r2 èíòåðâàëîò å [0, π)):ˆ π

0
v2(t)dt = 2

ˆ π

0
dt = 2π.

Äîëæèíàòà íà êðèâàòà #»r3 îä ïðèìåðîò 2.1.2 (â) òðåáà äà å äâà ïàòè ïîãîëåìà çàòîà
øòî äâà ïàòè jà âðòè åäèíå÷íàòà êðóæíèöà. Íàâèñòèíà, íåjçèíàòà áðçèíà å v3(t) = 1/2
(âèäè (2.1.12)) è äîëæèíàòà å:

ˆ 8π

0
v3(t)dt =

1

2

ˆ 8π

0
dt = 4π.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà jà ïðåñìåòà äîëæèíàòà íà êðèâàòà îä ïðèìåðîò 2.1.12 è
äà ñå óâåðè äåêà òîà å òî÷íî äîëæèíàòà íà îòñå÷êàòà [AB].
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2.2.3. Ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà

Êàêî øòî âèäîâìå, êðèâèòå èìààò áåêñîíå÷íî ìíîãó ðàçëè÷íè ðåïàðàìåòðèçàöèè.
Ìå�ãó íèâ èìà åäíà èñêëó÷èòåëíî áèòíà: òîà å òàêàíàðå÷åíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà ïî
äîëæèíà íà êðóæåí ëàê; óøòå ñå âèêà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà. Îâàà ðå-
ïàðàìåòðèçàöèjà ñå äàâà ñàìî çà òàêàíàðå÷åíèòå ðåãóëàðíè êðèâè, øòî ñåãà �êå ãè
äåôèíèðàìå.

Äåôèíèöèjà 2.2.10. Êðèâàòà #»r ñå âèêà ðåãóëàðíà àêî íåjçèíèîò âåêòîð íà áðçèíà
å ñåêîãàø ðàçëè÷åí îä íóëòèîò âåêòîð.

Ðåãóëàðíèòå êðèâè îïèøóâààò äâèæå»à íà òåëà øòî âî íèòó åäåí ìîìåíò íå ìè-
ðóâààò (íèâíàòà áðçèíà íèêîãàø íå å íóëà).

Ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà ñå äîáèâà íà íà÷èíîò ïðèêàæàí âî ïðîäîëæåíèå. Íå-
êà #»r å ðåãóëàðíà ïðîñòîðíà èëè ðàìíèíñêà êðèâà äåôèíèðàíà íà èíòåðâàëîò [a, b]. Çà
ñåêîå âðåìå t ∈ [a, b] jà äåôèíèðàìå ñëåäíàòà âðåäíîñò (êîjà çàâèñè îä t):

s(t) =

ˆ t

a
| #̇»r (λ)|dλ, t ∈ [a, b]; (2.2.7)

îâà å íàâèñòèíà ôóíêöèjà îä t, çàòîà øòî ïî åâàëóàöèjàòà íà èíòåãðàëîò t îñòàíóâà
êàêî ñëîáîäíà ïðîìåíëèâà. Äà çàáåëåæèìå äåêà, çà ñåêîjà ôèêñíà âðåäíîñò íà t ∈
[a, b], s(t) å òî÷íî äîëæèíàòà íà äåëîò íà êðèâàòà #»r íà èíòåðâàëîò [a, t]; îâà äèðåêòíî
ñëåäóâà îä òåîðåìàòà 2.2.5 (âèäè jà ñëèêàòà 2.2.1). Ïðèòîà, êàêî t ñå ìåíóâà îä a äî b,
âðåäíîñòà íà s ñå äâèæè îä 0 äî äîëæèíàòà l íà êðèâàòà (çà t = a, s(a) = 0, äîäåêà
çà t = b, s(b) å òî÷íî l); îäíîñíî s å îáè÷íà ðåàëíà ôóíêöèjà øòî ãî ïðåñëèêóâà
èíòåðâàëîò [a, b] íà èíòåðâàëîò [0, l]. Ñî äèôåðåíöèðà»å íà (2.2.7) ïî t, äîáèâàìå:

ds

dt
= | #̇»r (t)| > 0, çà ñèòå t ∈ [a, b]. (2.2.8)

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ñëåäóâà îä ðåãóëàðíîñòà íà #»r , äîäåêà ïðâîòî ðàâåíñòâî å
ôàêòîò äåêà èçâîäîò îä èíòåãðàë å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèjà. Êëó÷íèîò ôàêò (øòî
íåìà äà ãî äîêàæèìå) å äåêà ôóíêöèjàòà s : [a, b] → [0, l] ãè èñïîëíóâà ñâîjñòâàòà (1),
(2) è (3) îä äåôèíèöèjàòà 2.2.1 (âî (2.2.8) âå�êå âèäîâìå äåêà ãî çàäîâîëóâà (3)). Âàêà
äåôèíèðàíîòî s ñå âèêà ïðèðîäåí ïàðàìåòàð çà #»r . Íà ïðèìåð, çà êðèâàòà #»r2 îä
ïðèìåðîò 2.1.2 (á), | #̇»r2(t)| = 2 (âèäè (2.1.15)), ïà íåjçèíèîò ïðèðîäåí ïàðàìåòàð å:

s(t) =

ˆ t

0
| #̇»r2(λ)|dλ = 2

ˆ t

0
dλ = 2λ

∣∣∣∣∣
t

0

= 2t, t ∈ [0, π).

Ñå âðà�êàìå íà îïøòàòà ñèòóàöèjà. Áèäåj�êè s : [a, b] → [0, l] ãè çàäîâîëóâà óñëîâèòå (1),
(2) è (3) îä äåôèíèöèjàòà 2.2.1, ôàêò å äåêà è èíâåðçíàòà ôóíêöèjà [0, l] → [a, b] ãè
èñïîëíóâà îâèå ñâîjñòâà (îâà íåìà äà ãî äîêàæåìå). Èíâåðçíàòà ôóíêöèjà å òî÷íî òàà
øòî ãî èçðàçóâà âðåìåòî t êàêî ôóíêöèjà îä s. Èíâåðçíàòà ôóíêöèjà ñå îïðåäåëóâà ñî
ðåøàâà»å íà ðàâåíêàòà s = s(t). Âî ñëó÷àjîò íà êðèâàòà îä ïðèìåðîò 2.1.2 (á), îâàà
ðàâåíêà å s = 2t îä øòî äîáèâàìå t = s/2; èíâåðçíàòà ôóíêöèjà å t(s) = s/2. Âàêà
äåôèíèðàíàòà ôóíêöèjà s 7→ t(s), [0, l] → [a, b], �êå jà êîðèñòèìå êàêî ôóíêöèjàòà φ
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îä äåôèíèöèjàòà 2.2.1, çà äà jà äåôèíèðàìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Ïðèðîäíàòà
ïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r (t) å êðèâàòà s 7→ #»r (t(s)); îäíîñíî, íà ìåñòîòî îä t jà ñòàâèâìå
ôîðìóëàòà t(s) øòî ãî èçðàçóâà âðåìåòî t êàêî ôóíêöèjà îä s. Çà êðèâàòà îä ïðèìåðîò
2.1.2 (á), äîáèâàìå:

#»r2(t(s)) = (cos(2t(s)), sin(2t(s))) = (cos s, sin s).

Âî ïðàêòèêà, ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà ñå îçíà÷óâà ñàìî ñî #»r (s) (íàìåñòî #»r (t(s))).
Ïà, ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r2 å (äîëæèíàòà å 2π, âèäè ãî ïðèìåðîò 2.2.9)

#»r2 : [0, 2π) → R2, #»r2(s) = (cos s, sin s);

äà çàáåëåæèìå äåêà îâà å òî÷íî êðèâàòà îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à).

Çàáåëåøêà 2.2.11. Ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å áèòíà, áèäåj�êè ïðåêó íåà �êå ãè äå-
ôèíèðàìå ãåîìåòðèñêèòå ñâîjñòâà íà êðèâèòå; êàêî øòî ñå çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà.
Íî, ÷åñòî, íåjçèíîòî îïðåäåëóâà»å å èñêëó÷èòåëíî òåøêî (ïðàêòè÷íî íåâîçìîæíî).
Åâàëóàöèjàòà íà èíòåãðàëîò (2.2.7), ñî êîj ñå äåôèíèðà s, å îáè÷íî èñêëó÷èòåëíî òåø-
êî. Íî, äóðè è êîãà òîà ìîæå äà ñå íàïðàâè, íà êðàjîò òðåáà äà ñå èçðàçè t ïðåêó s
(ò. å. äà ñå ðåøè ðàâåíêàòà s = s(t)), à îâà, ÷åñòî å ïðàêòè÷íî íåâîçìîæíî. Çàòîà,
èàêî ãåîìåòðèñêèòå ñâîjñòâà �êå ãè äåôèíèðàìå ïðåêó ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, âî
ïðàêòèêà îáè÷íî �êå ãè ïðåñìåòóâàìå íà äðóãè íà÷èíè.

Çàáåëåøêà 2.2.12. Ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð ñåêîãàø �êå ãî îçíà÷óâàìå ñî s. Çà äà íå
íàñòàíå çàáóíà, èçâîäèòå ïî s �êå ãè îçíà÷óâàìå ñî d

ds (ïðâ èçâîä), d2

ds2
(âòîð èçâîä)

èòí., äîäåêà çà èçâîäèòå ïî t íàj÷åñòî �êå ãè êîðèñòèìå îçíàêèòå ñî òî÷êè êàêî è äîñåãà
(íà ïðèìåð #̇»r , #̈»r èòí.), íî íåêîãàø �êå ãè êîðèñòèìå è äåñêðèïòèâíèòå îçíàêè d

dt ,
d2

dt2

èòí.

Áèäåj�êè s 7→ t(s) å èíâåðçíàòà ôóíêöèjà íà t 7→ s(t), îä ïðàâèëîòî çà ñìåòà»å
èçâîä íà èíâåðçíà ôóíêöèjà (îä åëåìåíòàðåí êàëêóëóñ) ôîðìóëàòà (2.2.8) äàâà:

dt

ds
=

1
ds
dt

=
1

| #̇»r |
. (2.2.9)

Àêî ãî ïðèìåíèìå âåðèæíîòî ïðàâèëî (âèäè jà ðàâåíêàòà(2.1.6)), çà âåêòîðîò íà áðçè-
íàòà íà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà äîáèâàìå:

d #»r

ds
=

d #»r

dt

dt

ds
=

#̇»r

| #̇»r |
. (2.2.10)

Ïà, áðçèíàòà íà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å:∣∣∣∣d #»r

ds

∣∣∣∣ = | #̇»r |
| #̇»r |

= 1; (2.2.11)

ò. å. òàà å ñåêîãàø åäíàêâà íà 1. Îâà íå òðåáà äà í�å çà÷óäè: èíòóèòèâíî, áèäåj�êè

áðçèíà =
èçìèíàò ïàò

âðåìå
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è áèäåj�êè âî ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà âðåìåòî ãî ìåðèìå êàêî èçìèíàòèîò ïàò,
áðçèíàòà î÷åêóâàìå äåêà �êå áèäå 1.

Çà êðàj, óøòå åäíàø �êå jà èëóñòðèðàìå òåõíèêàòà çà îïðåäåëóâà»å íà ïðèðîäíàòà
ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà #»r3 îä ïðèìåðîò 2.1.2 (â):

#»r3 : [0, 8π) → R2, #»r3(t) = (cos(t/2), sin(t/2)).

Áèäåj�êè | #̇»r3(t)| = 1/2 (âèäè jà ðàâåíêàòà (2.1.16)), ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð å:

s =

ˆ t

0
| #̇»r3(λ)|dλ =

1

2

ˆ t

0
dλ =

1

2
λ

∣∣∣∣∣
t

0

=
t

2
;

èíöèäåíòíî, çà t = 8π ñå äîáèâà äîëæèíàòà l = 4π. Äîáèâàìå t = 2s è ïðèðîäíàòà
ïàðàìåòðèçàöèjà å:

#»r3 : [0, 4π) → R2, #»r3(s) = (cos s, sin s).

Ïðèìåð 2.2.13. Äàäåíà å êðèâàòà:

#»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (et cos t, et sin t, et).

Äà ñå îïðåäåëè íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà.
Jà îïðåäåëóâàìå áðçèíàòà íà #»r :

#̇»r (t) = (et cos t− et sin t, et sin t+ et cos t, et),

| #̇»r (t)| =
√

(et cos t− et sin t)2 + (et sin t+ et cos t)2 + e2t

=

√
e2t(cos2 t− 2 sin t cos t+ sin2 t) + e2t(sin2 t+ 2 sin t cos t+ cos2 t) + e2t

= et
√

2 cos2 t+ 2 sin2 t+ 1 =
√
3et.

Çà ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð äîáèâàìå:

s =

ˆ t

0
| #̇»r (λ)|dλ =

√
3

ˆ t

0
eλdλ =

√
3eλ

∣∣∣∣∣
t

0

=
√
3(et − 1).

Ñëåäóâà et = s/
√
3+1, îäíîñíî t = ln(s/

√
3+1). Îä ãîðíîòî ðàâåíñòâî ñëåäóâà è äåêà

äîëæèíàòà íà êðèâàòà å
√
3(e − 1) (ñå äîáèâà çà t = 1). Ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà

å:

#»r (s) =

((
s√
3
+ 1

)
cos

(
ln

(
s√
3
+ 1

))
,

(
s√
3
+ 1

)
sin

(
ln

(
s√
3
+ 1

))
,
s√
3
+ 1

)
,

êîãà s ñå äâèæè âî [0,
√
3(e− 1)].

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè îïðåäåëè ïðèðîäíèòå ïàðàìåòðèçàöèè çà êðèâèòå
îä ïðèìåðîò 2.1.2 (à) è îä ïðèìåðîò 2.2.2 (á). È âî îáåòå ñèòóàöèè ñå äîáèâà s = t è
íèâíèòå ïðèðîäíè ïàðàìåòðèçàöèè ñå èñòèòå êðèâè, ò. å. êðèâèòå ñå âå�êå çàïèøàíè âî
ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà.
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Óøòå åäåí ïðèìåð îä ìåõàíèêà

Ïðèìåð 2.2.14. (Êîñ èñòðåë) Òåëî ñå èôðëà îä çåìjàòà ñî ïî÷åòíà áðçèíà v0 ïîä àãîë
α ∈ (0, π/2) âî îäíîñ íà çåìjàòà. Îòïîðîò íà âîçäóõîò å çàíåìàðëèâ. Äà ñå ïðåñìåòà
êîëêó äàëåêó ïàäíàëî îä ìåñòîòî îä êîå å èñôðëåíî, ñî êîjà áðçèíà óäðèëî âî çåìjàòà
è ïîä êîj àãîë. Ïîòîà äà ñå ïðåñìåòà èçìèíàòèîò ïàò íà òåëîòî äîäåêà íå ïàäíå íà
çàìjàòà, ò. å. äîëæèíàòà íà íåãîâàòà òðàåêòîðèjà.

Áèäåj�êè íà òåëîòî äåjñòâóâà ñàìî ãðàâèòàöèîíàòà ñèëà âåðòèêàëíî íàäîëó, òå-
ëîòî �êå ñå äâèæè âî ðàìíèíàòà îïðåäåëåíà ñî ïðàâåöîò âî êîå å èñôðëåíî è îðòî-
ãîíàëíèîò ïðàâåö íà çåìjàòà; ñî äðóãè çáîðîâè íåãîâàòà òðàåêòîðèjà å ðàìíèíñêà.

Ñëèêà 2.2.2: Êîñ èñòðåë

Ãî ñòàâàìå êîîðäèíàòíèîò ñèñòåì òàêà øòî íåãî-
âèîò ïî÷åòîê O(0, 0) å âî ìåñòîòî îä êàäå øòî ñå
èñôðëà òåëîòî íà òîj íà÷èí øòî òîà å èñôðëåíî âî
íàñîêà íà ïîçèòèâíàòà x-îñêàòà, äîäåêà y-îñêàòà
å îðòîãîíàëíà íà çåìjàòà. Òðàåêòîðèjàòà íà òåëî-
òî å äàäåíà ñî êðèâà #»r (t). Çíàåìå äåêà âî t = 0,
#»r (0) = (0, 0), íî íå çíàåìå êîëêó âðåìå ïîìèíóâà
äîäåêà íå ïàäíå íà çåìjàòà. Îä óñëîâîò, âåêòîðîò
íà áðçèíàòà âî t = 0 å (âèäè jà ñëèêàòà 2.2.2)

#̇»r (0) = #»v (0) = (v0 cosα, v0 sinα) = v0(cosα, sinα).

Ñèëàòà øòî äåjñòâóâà íà òåëîòî å ãðàâèòàöèîíàòà
è òàà å −m(0, g), êàäå øòî g å çåìjèíîòî çàáðçóâà»å è m å ìàñàòà íà òåëîòî; çíàêîò −
å çàòîà øòî òàà å íàñî÷åíà íàäîëó ïî y-îñêàòà. Îä âòîðèîò �óòíîâ çàêîí äîáèâàìå:

−m(0, g) = m #»a (t) =⇒ (0,−g) = #̈»r (t).

Àêî #»r (t) = (x(t), y(t)), ãè äîáèâàìå ñëåäíèâå äèôåðåíöèjàëíè ðàâåíêè:

ẍ(t) = 0, ÿ(t) = −g, (2.2.12)

ñî ïî÷åòíè óñëîâè x(0) = y(0) = 0, ẋ(0) = v0 cosα, ẏ(0) = v0 sinα. Ãè èíòåãðèðàìå äâà
ïàòè ðàâåíêèòå (2.2.12) è äîáèâàìå:

x(t) = c′1t+ c1, y(t) = −gt2/2 + c′2t+ c2,

êàäå øòî c1, c
′
1, c2, c

′
2 ñå êîíñòàíòèòå îä èíòåãðàöèjà. Íèâ ãè îïðåäåëóâàìå îä ïî÷åòíèòå

óñëîâè:

0 = x(0) = c1, 0 = y(0) = c2, v0 cosα = ẋ(0) = c′1, v0 sinα = ẏ(0) = c′2.

Îä îâà äîáèâàìå äåêà:

#»r (t) = ((v0 cosα)t,−gt2/2 + (v0 sinα)t).

Òåëîòî ïà�ãà íà çåìjàòà âî îíîj ìîìåíò êîãà y-êîîðäèíàòàòà ñòàíóâà 0:

0 = −gt2/2 + (v0 sinα)t ⇐⇒ t = 0 èëè t = (2v0 sinα)/g.
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Ñå ðàçáèðà, âðåäíîñòà t = 0 íå í�å èíòåðåñèðà çàòîà øòî òîãàø òåëîòî ïî÷íàëî äà
ñå äâèæè. Ìîìåíòîò êîãà òåëîòî ïà�ãà íà çåìjàòà å t = (2v0 sinα)/g. Îä îâà âåäíàø
ìîæåìå äà âèäèìå êîëêó äàëåêó ïàäíàëî îä ìåñòîòî îä êàäå øòî áèëî èñôðëåíî: òîà
å òî÷íî âðåäíîñòà íà x-êîîðäèíàòà âî îâà âðåìå, îäíîñíî:

x((2v0 sinα)/g) =
2v20 sinα cosα

g
=

v20 sin(2α)

g
.

Çà äà jà íàjäåìå áðçèíàòà ñî êîjà òåëîòî óäðèëî âî çåìjàòà, ïðâî ïðåñìåòóâàìå:

#̇»r (t) = (v0 cosα,−gt+ v0 sinα), | #̇»r (t)| =
√
v20 cos

2 α+ (gt− v0 sinα)2 (2.2.13)

è çàìåíóâàìå t = (2v0 sinα)/g. Ñå äîáèâà | #̇»r ((2v0 sinα)/g)| =
√

v20 cos
2 α+ v20 sin

2 α =

v0. Êàêî øòî î÷åêóâàâìå, áðçèíàòà å èñòà ñî îíàà ñî êîjà áèëî èñôðëåíî. Ñå ðàçáèðà,
îâà ìîæå äà ñå äîáèå äàëåêó ïîåäíîñòàâíî îä çàêîíîò çà çà÷óâóâà»å íà åíåðãèjàòà.
Íà ïî÷åòîêîò, òåëîòî èìà ñàìî êèíåòè÷êà åíåðãèjà mv20/2. Êîãà �êå jà óäðè çåìjàòà
ïîâòîðíî èìà ñàìî êèíåòè÷êà åíåðãèjà êîjàøòî ìîðà äà áèäå èñòà ñî âêóïíàòà åíåðãèjà
íà ïî÷åòîêîò. Ñî èçåäíà÷óâà»å ñå äîáèâà äåêà êðàjíàòà áðçèíà ìîðà äà áèäå v0. Çà
äà ãî äîáèåìå àãîëîò ïîä êîj jà óäðèëî çåìjàòà, çàìåíóâàìå t = (2v0 sinα)/g âî

#̇»r (t) è
äîáèâàìå:

#̇»r ((2v0 sinα)/g) = (v0 cosα,−v0 sinα) = v0(cosα,− sinα),

îä øòî ñëåäóâà äåêà àãîëîò å ïîâòîðíî α; èíòóèòèâíî, îâà å î÷èãëåäíî çàòîà øòî òðà-
åêòîðèjàòà å ïðåâðòåíà ïàðàáîëà, âèäè jà ñëèêàòà 2.2.2.

Áàðà»åòî íà äîëæèíàòà íà òðàåêòîðèjàòà å ïîêîìïëèöèðàíî. Ïðîáëåìîò ñå ñâåäó-
âà íà ñìåòà»å íà äîëæèíàòà íà äåë îä ïàðàáîëà è òóêà ñå ïîjàâóâà èíòåãðàë îä îáëèê´ √

1 + t2dt êîj å ñïåöèôè÷åí çà ïðåñìåòêà (âèäè ãî ïðèìåðîò 2.3.4). Îä (2.2.13), çà
èçìèíàòèîò ïàò äîáèâàìå:

l =

ˆ (2v0 sinα)/g

0
| #̇»r (λ)|dλ =

ˆ (2v0 sinα)/g

0

√
v20 cos

2 α+ (gλ− v0 sinα)2dλ

= v0 cosα

ˆ (2v0 sinα)/g

0

√
1 +

(gλ− v0 sinα)2

v20 cos
2 α

dλ.

Âîâåäóâàìå ñìåíà:

q =
gλ− v0 sinα

v0 cosα
, dq =

g

v0 cosα
dλ.

Ïî ñìåíàòà, äîëíàòà ãðàíèöà íà èíòåãðàëîò å − tanα (ñå äîáèâà êîãà λ = 0), à ãîðíàòà
ãðàíèöà å tanα (ñå äîáèâà êîãà λ = (2v0 sinα)/g). Èìàìå:

l =
v20 cos

2 α

g

ˆ tanα

− tanα

√
1 + q2dq.

Óïîòðåáóâàìå ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà ñî:

u =
√
1 + q2, dv = dq, du =

qdq√
1 + q2

, v = q,
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è äîáèâàìå:

l =
v20 cos

2 α

g
q
√
1 + q2

∣∣∣∣∣
tanα

− tanα

− v20 cos
2 α

g

ˆ tanα

− tanα

q2dq√
1 + q2

=
v20 cos

2 α

g
tanα

√
1 + tan2 α+

v20 cos
2 α

g
tanα

√
1 + tan2 α

− v20 cos
2 α

g

(ˆ tanα

− tanα

(q2 + 1)dq√
1 + q2

−
ˆ tanα

− tanα

dq√
1 + q2

)
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà:√
1 + tan2 α =

√
1 +

sin2 α

cos2 α
=

√
cos2 α+ sin2 α

cos2 α
=

1

cosα
, (2.2.14)

îä øòî ñëåäóâà:

l =
2v20 sinα

g
− v20 cos

2 α

g

ˆ tanα

− tanα

√
1 + q2dq +

v20 cos
2 α

g

ˆ tanα

− tanα

dq√
1 + q2

.

Ïðåòïîñëåäíèîò èíòåãðàë (ñî êîåôèöèåíòîò ïðåä íåãî) å òî÷íî l, äîäåêà ïîñëåäíèîò å
òàáëè÷åí èíòåãàë. Äîáèâàìå:

l =
2v20 sinα

g
− l +

v20 cos
2 α

g
ln
∣∣∣q +√1 + q2

∣∣∣ ∣∣∣∣∣
tanα

− tanα

=
2v20 sinα

g
− l +

v20 cos
2 α

g

(
ln
∣∣∣tanα+

√
1 + tan2 α

∣∣∣− ln
∣∣∣− tanα+

√
1 + tan2 α

∣∣∣) .
Jà ðåøàâàìå ðàâåíêàòà ïî l è ãî óïîòðåáóâàìå (2.2.14); äîáèâàìå:

l =
v20 sinα

g
+

v20 cos
2 α

2g

(
ln

∣∣∣∣sinα+ 1

cosα

∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣− sinα+ 1

cosα

∣∣∣∣)
=

v20 sinα

g
+

v20 cos
2 α

2g
ln

∣∣∣∣1 + sinα

1− sinα

∣∣∣∣ .
2.3. Ïðèìåðè íà êðèâè

Âî îâîj äåë, �êå ðàçãëåäàìå ðàçëè÷íè ïðèìåðè íà êðèâè. Çà ñåêîjà îä íèâ, �êå ãè
ïðåñìåòàìå íèâíèòå âåêòîðè íà áðçèíà è çàáðçóâà»å è, âî äåë îä ñëó÷àèòå, íèâíèòå
äîëæèíè è ïðèðîäíè ïàðàìåòðèçàöèè. Çà äà äîáèåìå ïîäîáðà ãåîìåòðèñêà èíòóèöèjà,
�êå ãè íàöðòàìå è íèâíèòå òðàåêòîðèè.

2.3.1. Ïðèìåðè íà ðàìíèíñêè êðèâè

Ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà

Íàjåäíîñòàâíèîò òèï íà ðàìíèíñêè êðèâè ñå ãðàôèöèòå íà (îáè÷íèòå) ðåàëíè ôóí-
êöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà. Àêî f : [a, b] → R å ðåàëíà ôóíêöèjà, íåjçèíèîò ãðàôèê (ïî
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äåôèíèöèjà!) å ìíîæåñòâîòî îä òî÷êè âî ðàìíèíàòà (x, y) ÷èjà øòî êîîðäèíàòà x ïðè-
ïà�ãà âî [a, b], ñîîäâåòíàòà y-êîîðäèíàòà å âðåäíîñòà íà ôóíêöèjàòà âî x, ò. å. y = f(x).
Îäíîñíî, ãðàôèêîò ñå ñèòå òî÷êè îä îáëèê (x, f(x)), êàäå øòî x ∈ [a, b]. Ïà, òðàåêòî-
ðèjàòà íà êðèâàòà

#»r : [a, b] → R2, #»r (t) = (t, f(t)),

å òî÷íî ãðàôèêîò íà f (âî ñóøòèíà ñàìî jà ïðåèìåíóâàâìå ïðîìåíëèâàòà x ñî t).
Íåjçèíèòå âåêòîðè çà áðçèíà è çàáðçóâà»å ñå #»r (t) = (1, f ′(t)) è #»a (t) = (0, f ′′(t)) (êàäå
øòî f ′ è f ′′ ñå ïðâèîò è âòîðèîò èçâîä íà f). Äà çàáåëåæèìå äåêà îâàà êðèâà å ñåêîãàø
ðåãóëàðíà, ò. å. #»v (t) ̸= #»

0 (ïðâàòà êîîðäèíàòà íà áðçèíàòà å ñåêîãàø 1).

Êðóæíèöè è åëèïñè

Âî ïðèìåðîò 2.1.2 (à) è (á) âå�êå âèäîâìå äâå êðèâè ÷èèøòî òðàåêòîðèè ñå åäè-
íå÷íàòà êðóæíèöà ñî öåíòàð âî (0, 0). Ãåíåðàëíî, êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî òî÷êàòà
C(c1, c2) è ðàäèóñ r (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.1) å äàäåíà ñî ðàâåíêàòà:

(x− c1)
2 + (y − c2)

2 = r2. (2.3.1)

Åäåí íà÷èí äà ñå çàïèøå îâàà êðóæíèöà êàêî ïàðàìåòàðñêà êðèâà å:

#»r : [0, 2π] → R2, #»r (t) = (c1 + r cos t, c2 + r sin t). (2.3.2)

Âî îâîj ñëó÷àj t å àãîëîò øòî ãî çàôà�êà ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç öåíòàðîò C è òî÷êàòà
#»r (t) ñî ïîçèòèâíàòà x-îñêà. Ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) ñå âðòè ïî êðóæíèöàòà âî ñïðîòèâ-
íà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò îä òî÷êàòà A(c1 + r, c2) ïðåêó äèjàìåòðàëíî
ñïðîòèâíàòà òî÷êà B(c1 − r, c2) è çàâðøóâà âî A (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.1). Êðèâàòà #»r
ïîìèíóâà íèç ñèòå òî÷êè ñàìî åäíàø, îñâåí òî÷êàòà A øòî ñå äîáèâà è çà t = 0 è çà
t = 2π, àêî ñàêàìå îâà äà íå ñå ñëó÷óâà òðåáà äà jà äåôèíèðàìå íà èíòåðâàëîò [0, 2π).
Âåêòîðèòå íà áðçèíà è çàáðçóâà»å ñå äàäåíè ñî:

#»v (t) = (−r sin t, r cos t), #»a (t) = (−r cos t,−r sin t).

Îä îâäå v(t) =
√
r2 sin2 t+ r2 cos2 t = r è ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð å:

s =

ˆ t

0
v(λ)dλ = r

ˆ t

0
dλ = rλ

∣∣∣∣∣
t

0

= tr.

Çà t = 2π ñå äîáèâà äîëæèíàòà l = 2rπ. Áèäåj�êè t = s/r, ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà
å:

#»r : [0, 2rπ] → R2, #»r (s) = (c1 + r cos(s/r), c2 + r sin(s/r)). (2.3.3)

Çàïèñîò (2.3.2) ìîæåìå äà ãî êîðèñòèìå êîãà íè òðåáààò ñàìî äåëîâè îä êðóæíèöàòà
ñî òîà øòî òðåáà ñîîäâåòíî äà ãî ïðîìåíèìå èíòåðâàëîò; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.1.

Çàïèñîò (2.3.2) íå å åäèíñòâåíèîò íà÷èí íà êîj ìîæå äà jà äàäåìå êðóæíèöàòà
(2.3.1). Äðóãà, ÷åñòî óïîòðåáóâàíà ïàðàìåòðèçàöèjà å:

#»r : [−π, π] → R2, #»r (t) = (c1 + r cos t, c2 + r sin t). (2.3.4)
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Ñëèêà 2.3.1: Êðóæíèöàòà (2.3.1) è íåêîëêó íåjçèíè äåëîâè

Êðóæíèöàòà (2.3.1) Ëàêîò çà t ∈ [0, π/2] âî (2.3.2)

Ëàêîò çà t ∈ [0, 3π/2] âî (2.3.2) Ëàêîò çà t ∈ [π, 2π] âî (2.3.2)
Èñòèîò ëàê çà t ∈ [−π, 0] âî (2.3.4)

Òðàåêòîðèjàòà íà îâàà êðèâà âðòè âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä íàñîêàòà íà ñòðåëêèòå íà
÷àñîâíèêîò îä òî÷êàòà B(c1 − r, c2) ïðåêó òî÷êàòà A(c1 + r, c2) è ñå âðà�êà âî B (âèäè
jà ñëèêàòà 2.3.1).

Ðàâåíêàòà íà åëèïñà ñî öåíòàð âî òî÷êàòà C(c1, c2) è ïîëóîñêè a > 0 è b > 0 (âèäè
jà ñëèêàòà 2.3.2) å äàäåíà ñî:

(x− c1)
2

a2
+

(y − c2)
2

b2
= 1; (2.3.5)

ñå ðàçáèðà êîãà ïîëóîñêèòå a è b ñå èñòè, òîãàø äîáèâàìå êðóæíèöà (âèäè (2.3.1)).
Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà åëèïñàòà å ñëè÷íà ñî òàà íà êðóæíèöàòà:

#»r : [0, 2π] → R2, #»r (t) = (c1 + a cos t, c2 + b sin t); (2.3.6)

t å ïîâòîðíî àãîëîò øòî ãî çàôà�êà ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç C è òî÷êàòà #»r (t) ñî
ïîçèòèâíàòà x-îñêà. Íà ñëè÷åí íà÷èí êàêî êàj êðóæíèöàòà, àêî âî ïàðàìåòðèçàöèjàòà



44 ÃËÀÂÀ 2. ÊÐÈÂÈ

(2.3.6) çåìàìå ñàìî äåëîâè îä èíòåðâàëîò [0, 2π], ãè äîáèâàìå ñîîäâåòíèòå äåëîâè îä
åëèïñàòà; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.2. Âåêòîðèòå íà áðçèíà è çàáðçóâà»å íà (2.3.6) ñå äàäåíè
ñî:

#»v (t) = (−a sin t, b cos t), #»a (t) = (−a cos t,−b sin t),

à áðçèíàòà å v(t) =
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 t. Çà äîëæèíàòà äîáèâàìå:

l =

ˆ 2π

0

√
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt. (2.3.7)

Âî îïøòà ñèòóàöèjà, îâîj èíòåãðàë íå ìîæå åêñïëèöèòíî äà ñå ïðåñìåòà; ñå ðàçáèðà,
çà ôèêñíè âðåäíîñòè íà a è b, èíòåãðàëîò ìîæå íóìåðè÷êè äà ñå àïðîêñèìèðà ñî
ãîëåìà ïðåöèçíîñò. Èñòî òàêà, âî îïøòà ñèòóàöèjà, ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð íà åëèïñàòà
íå ìîæå åêñïëèöèòíî äà ñå ïðåñìåòà. Âå�êå íàãëàñèâìå âî ïðåòõîäíèîò äåë äåêà îâà å
åäåí îä ïðîáëåìèòå âî ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà: ïðåñìåòêàòà íà èíòåãðàëîò øòî
ãî äàâà ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð å èñêëó÷èòåëíî òåøêà (÷åñòî íåâîçìîæíà, êàêî âî îâàà
ñèòóàöèjà).

Ñëèêà 2.3.2: Åëèïñàòà (2.3.5) è åäåí íåjçèí ëàê

Åëèïñàòà (2.3.5) Ëàêîò çà t ∈ [0, 3π/2] âî (2.3.6)

Õèïåðáîëè

Èìà äâå õèïåðáîëè ñî ïîëóñîêè a > 0 è b > 0 è öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.
Åäíàòà å äàäåíà ñî ðàâåíêàòà:

x2

a2
− y2

b2
= 1, (2.3.8)

à äðóãàòà ñî ðàâåíêàòà:
y2

b2
− x2

a2
= 1; (2.3.9)

(âèäè jà ñëèêàòà 2.3.3). Çà äà ïðàâèìå ðàçëèêà ìå�ãó äâåòå, (2.3.8) �êå jà âèêàìå ëåâî-
äåñíî îòâîðåíà, äîäåêà (2.3.9) �êå jà âèêàìå ãîðå-äîëó îòâîðåíà. È çà äâåòå, ïðàâèòå
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Ñëèêà 2.3.3: Õèïåðáîëèòå (2.3.8) è (2.3.9)

Ëåâî-äåñíî îòâîðåíà (2.3.8) Ãîðå-äîëó îòâîðåíà (2.3.9)

y = (b/a)x è y = −(b/a)x ñå àñèìïòîòè. Ëåâî-äåñíî îòâîðåíàòà õèïåðáîëà (2.3.8) èìà
äâå ãðàíêè: ëåâàòà ãðàíêà ñå ñîñòîè îä òî÷êèòå ñî íåãàòèâíà x-êîîðäèíàòà, à äåñíàòà
ãðàíêà ãè ñîäðæè òî÷êèòå ñî ïîçèòèâíà x-êîîðäèíàòà. Òî÷êèòå A1(−a, 0) è A2(a, 0)
ñå âèêààò òåìè»à; äà çàáåëåæèìå äåêà òî÷êèòå B1(0,−b) è B2(0, b) íå ñå äåë îä îâàà
õèïåðáîëà. Ñëè÷íî, ãîðå-äîëó îòâîðåíàòà õèïåðáîëà (2.3.9) èìà äâå ãðàíêè: ãîðíàòà
ãðàíêà ãè ñîäðæè òî÷êèòå ñî ïîçèòèâíà y-êîîðäèíàòà, äîäåêà äîëíàòà òèå ñî íåãàòèâ-
íà y-êîîðäèíàòà. Çà îâàà õèïåðáîëà, òî÷êèòå B1(0,−b) è B2(0, b) ñå âèêààò òåìè»à; ñå
ðàçáèðà, îâàà õèïåðáîëà íå ãè ñîäðæè òî÷êèòå A1(−a, 0) è A2(a, 0). Çà äà ãè ïàðàìåòðè-
çèðàìå õèïåðáîëèòå, �êå ñå ïîòñåòèìå íà õèïåðáîëè÷íèòå òðèãîíîìåòðèñêè ôóíêöèè:
õèïåðáîëè÷íèîò ñèíóñ sinh t è õèïåðáîëè÷íèîò êîñèíóñ cosh t. Òèå ñå äåôèíèðàíè íà
ñëåäíèîâ íà÷èí:

sinh t =
et − e−t

2
, cosh t =

et + e−t

2
, t ∈ R. (2.3.10)

Ñî äèðåêòíà çàìåíà ñå äîáèâà äåêà:

cosh2 t− sinh2 t = 1, çà ñèòå t ∈ R, (2.3.11)

(îâà å õèïåðáîëè÷íàòà âàðèjàíòà íà ðàâåíñòâîòî cos2 t+ sin2 t = 1). Èçâîäèòå íà sinh t
è cosh t ñå îäíåñóâààò ñëè÷íî êàêî èçâîäèòå íà sin t è cos t: ñî ïðèìåíà íà ôîðìóëèòå
(2.3.10)) äîáèâàìå:

d

dt
(sinh t) =

et + e−t

2
= cosh t,

d

dt
(cosh t) =

et − e−t

2
= sinh t. (2.3.12)

Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà ëåâî-äåñíî îòâîðåíàòà õèïåðáîëà (2.3.8) ñå ñîñòîè îä äâå êðèâè,
ïî åäíà çà ñåêîjà ãðàíêà:

#»r1 : (−∞,∞) → R2, #»r1(t) = (a cosh t, b sinh t), çà äåñíàòà ãðàíêà;
#»r2 : (−∞,∞) → R2, #»r2(t) = (−a cosh t, b sinh t), çà ëåâàòà ãðàíêà

(÷èòàòåëîò jà ãëåäà ñèìåòðèjàòà ïîìå�ãó îâà è ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà åëèïñàòà). Çà t = 0
ñå äîáèâààò äâåòå òåìè»à: #»r1(0) = (a, 0), #»r2(0) = (−a, 0). Êîãà t ñå äâèæè îä −∞ äî ∞,
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òðàåêòîðèjàòà íà #»r1(t) ãè ïîìèíóâà ñèòå òî÷êè îä äåñíàòà ãðàíêà íà íà÷èíîò ïîêàæàí
íà ñëèêàòà 2.3.4. Ñëè÷íî, êîãà t ñå äâèæè îä−∞ äî∞, òðàåêòîðèjàòà íà #»r2 ãè ïîìèíóâà
ñèòå òî÷êè íà ëåâàòà ãðàíêà êàêî íà ñëèêàòà 2.3.4.

Ñëèêà 2.3.4: Ãðàíêèòå íà õèïåðáîëèòå (2.3.8) è (2.3.9)

Äåñíàòà ãðàíêà çàäàäåíà ñî r⃗1(t) Ëåâàòà ãðàíêà çàäàäåíà ñî: r⃗2(t)

Ãîðíàòà ãðàíêà çàäàäåíà ñî r⃗3(t) Äîëíàòà ãðàíêà çàäàäåíà ñî r⃗4(t)

Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà ãîðå-äîëó îòâîðåíàòà õèïåðáîëà (2.3.9) å äàäåíà ñî

#»r3 : (−∞,∞) → R2, #»r3(t) = (a sinh t, b cosh t), çà ãîðíàòà ãðàíêà;
#»r4 : (−∞,∞) → R2, #»r4(t) = (a sinh t,−b cosh t), çà äîëíàòà ãðàíêà.

Çà t = 0 ñå äîáèâààò äâåòå òåìè»à: #»r3(0) = (0, b), #»r4(0) = (0,−b). Êîãà t ñå äâèæè îä
−∞ äî∞, òðàåêòîðèjàòà íà #»r3(t) ãè ïîìèíóâà ñèòå òî÷êè îä ãîðíàòà ãðàíêà íà íà÷èíîò
ïîêàæàí íà ñëèêàòà 2.3.4, äîäåêà, êîãà t ñå äâèæè îä −∞ äî ∞, òðàåêòîðèjàòà íà #»r4
ãè ïîìèíóâà ñèòå òî÷êè íà äîëíàòà ãðàíêà êàêî íà ñëèêàòà 2.3.4.

Ñî ïðèìåíà íà (2.3.12), äîáèâàìå äåêà âåêòîðèòå íà áðçèíà è çàáðçóâà»å íà #»r1,
#»r2,

#»r3 è
#»r4 ñå äàäåíè ñî:

#»v1(t) = (a sinh t, b cosh t), #»a1(t) = (a cosh t, b sinh t);
#»v2(t) = (−a sinh t, b cosh t), #»a2(t) = (−a cosh t, b sinh t);
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#»v3(t) = (a cosh t, b sinh t), #»a3(t) = (a sinh t, b cosh t);
#»v4(t) = (a cosh t,−b sinh t), #»a4(t) = (a sinh t,−b cosh t).

Jàñíî, äîëæèíàòà íà öåëàòà õèïåðáîëà å ∞. Àêî ñàêàìå äà jà ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà
íà êîíå÷åí äåë îä õèïåðáîëàòà, òîãàø èíòåãðàëîò øòî òðåáà äà ñå åâàëóèðà, íàj÷åñòî
íå ìîæå åêñïëèöèòíî äà ñå ïðåñìåòà; íóìåðè÷êè ñåêîãàø ìîæå äà ñå àïðîêñèìèðà.

2.3.2. Ïðèìåðè íà ïðîñòîðíè êðèâè

Ñåãà �êå âèäèìå íåêîëêó ïðèìåðè íà ïðîñòîðíè êðèâè.

Ñïèðàëè

Çà íàñ, íàjáèòíèòå ïðîñòîðíè êðèâè �êå áèäàò ñïèðàëèòå; ÷åñòî �êå ñå ñðå�êàâàìå
ñî íèâ. Íåêà a è b ñå äâà ïîçèòèâíè áðîjà è q íåíóëòè ðåàëåí áðîj (q ìîæå äà áèäå
íåãàòèâåí!). Òèïè÷åí ïðèìåð íà ñïèðàëà å:

#»r : (−∞,∞) → R3, #»r (t) = (a cos t, b sin t, qt). (2.3.13)

Êîãà q > 0, ñïèðàëàòà èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 2.3.5 (à), à êîãà q < 0 òàà èçãëåäà êàêî
íà ñëèêàòà 2.3.5 (á).

Çà äà ãî âèäèìå òîà, äà çàáåëåæèìå äåêà ïðîåêöèjàòà íà ñïèðàëàòà íà xOy-ðàìíè-
íàòà å (ïðîåêöèjàòà íà xOy-ðàìíèíàòà jà äîáèâàìå êîãà z-êîîðäèíàòàòà �êå jà ñòàâèìå
äà áèäå 0)

(a cos t, b sin t, 0); (2.3.14)

òîà å òî÷íî åëèïñàòà ñî ïîëóîñêè a è b è öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê. Êàêî t
ñå äâèæè îä −∞ äî ∞, êîîðäèíàòèòå x è y �êå jà ïîìèíóâààò åëèïñàòà (2.3.14) íî z-
êîîðäèíàòàòà �êå ñå ïðîìåíóâà. Àêî q > 0, òîãàø z-êîîðäèíàòàòà �êå ðàñòå è ñïèðàëàòà
�êå ñå âðòè îêîëó z-îñêàòà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä íàñîêàòà íà ÷àñîâíèêîò è �êå îäè
íàãîðå. Êîãà q < 0, òîãàø ñïèðàëàòà �êå ñå âðòè îêîëó z-îñêàòà ïîâòîðíî âî ñïðîòèâíà
íàñîêà îä äâèæå»åòî íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, íî �êå îäè íàäîëó ïî z-îñêàòà. Êîãà
a = b, ñïèðàëàòà å êðóæíà çàòîà øòî òîãàø íåjçèíàòà ïðîåêöèjà íà xOy ðàìíèíàòà å
êðóæíèöà. Êîãà q > 0, äâèæå»åòî íà ñïèðàëàòà ìîæåìå äà ãî îïèøåìå è íà ñëåäíèîâ
íà÷èí: àêî äåñíàòà ðàêà jà çàòâîðèìå è jà ïîñòàâèå íà òàêîâ íà÷èí øòî ïðñòèòå äà
ãî ïîêàæóâààò âðòå»åòî íà ñïèðàëàòà îêîëó z-ñîêàòà, òîãàø ïàëåöîò �êå jà ïîêàæóâà
íàñîêàòà âî êîjà ñïèðàëàòà ñå äâèæè; âî îâîj ñëó÷àj òîà å ïîçèòèâíàòà z-îñêà. Âàêâèòå
ñïèðàëè �êå âèêàìå äåêà èìààò äåñíà õèðàëíîñò. Àêî q < 0, òîãàø íàñîêàòà âî êîjà
ñå äâèæè åëèïñàòà jà äàâà ïàëåöîò íà ëåâàòà ðàêà àêî, êàêî è ïðåòõîäíî, ðàêàòà jà
çàòâîðèìå òàêà øòî ïðñòèòå jà ïîêàæóâààò íàñîêàòà âî êîjà ñå âðòè ñïèðàëàòà. Âàê-
âèòå ñïèðàëè �êå âèêàìå äåêà èìààò ëåâà õèðàëíîñò.

Õèðàëíîñòà íà ñïèðàëàòà íå çàâèñè ñàìî îä çíàêîò íà q, òóêó è îä òîà êàêî íåjçè-
íàòà ïðîåêöèjà ñå âðòè îêîëó îñêàòà. Íà ïðèìåð, ñïèðàëàòà

#»r4 : (−∞,∞) → R3, #»r (t) = (a sin t, b cos t, qt) (2.3.15)

èìà äåñíà õèðàëíîñò êîãà q < 0 è ëåâà õèðàëíîñò êîãà q > 0 (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.5 (â)
è (ã)).
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Ñëèêà 2.3.5: Ñïèðàëè

(à) Ñïèðàëàòà (2.3.13) êîãà q > 0: (á) Ñïèðàëàòà (2.3.13) êîãà q < 0:
ñïèðàëà ñî äåñíà õèðàëíîñò ñïèðàëà ñî ëåâà õèðàëíîñò

(â) Ñïèðàëàòà (2.3.15) êîãà q < 0: (ã) Ñïèðàëàòà (2.3.15) êîãà q > 0:
ñïèðàëà ñî äåñíà õèðàëíîñò ñïèðàëà ñî ëåâà õèðàëíîñò

Ñëè÷íî, ìîæåìå äà ðàçãëåäóâàìå ñïèðàëè øòî ñå âðòàò îêîëó y è x-îñêàòà (âèäè
jà ñëèêàòà 2.3.6)

#»r1 : (−∞,∞) → R3, #»r1(t) = (b sin t, qt, a cos t), ñïèðàëà ïî y-îñêà;
#»r2 : (−∞,∞) → R3, #»r2(t) = (qt, a cos t, b sin t), ñïèðàëà ïîx-îñêà.

Ñïèðàëàòà #»r1 èìà äåñíà õèðàëíîñò êîãà q > 0 è ëåâà õèðàëíîñò êîãà q < 0. Èñòîòî
âàæè è çà #»r2.

Âåêòîðèòå íà áðçèíà è íà çàáðçóâà»å íà ñïèðàëàòà (2.3.13) ñå äàäåíè ñî:

#»v (t) = (−a sin t, b cos t, q), #»a (t) = (−a cos t,−b sin t, 0), t ∈ (−∞,∞).
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Ñëèêà 2.3.6: Ñïèðàëè ïî x-îñêàòà è y-îñêàòà

Ñïèðàëà ïî y-îñêà Ñïèðàëà ïî x-îñêà

Jàñíî, äîëæèíàòà íà öåëàòà ñïèðàëà å áåñêîíå÷íà. Àêî a = b, òîãàø ìîæåìå äà jà
ïðåñìåòàìå äîëæèíà íà êîj áèëî êîíå÷åí äåë è íåãîâàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà.
Íî àêî a ̸= b, òîãàø èíòåãðàëîò øòî ñå ïîjàâóâà âî ïðåñìåòêàòà íà äîëæèíàòà (è íà
ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð) å îä èñò îáëèê êàêî (2.3.7) è âå�êå êîìåíòèðàâìå äåêà îâèå
òèïîâè èíòåãðàëè, âî îïøò ñëó÷àj, íå ìîæàò åñêïëèöèòíî äà ñå ïðåñìåòààò.

Ïðèìåð 2.3.1. Äà ãè ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà è ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà:

#»r : [0, 4π] → R3, #»r (t) = (2 cos t, 2 sin t, t). (2.3.16)

Äà çàáåëåæèìäå äåêà êîãà t ñå äâèæè îä 0 äî 4π, ñïèðàëàòà ïðàâè äâå ïîëíè çàâðòó-
âà»à îêîëó z-îñêàòà.

Âåêòîðîò íà áðçèíàòà å:

#»v (t) = #̇»r (t) = (−2 sin t, 2 cos t, 1),

îä øòî äîáèâàìå:

v(t) = | #»v (t)| =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 1 =
√
5, t ∈ [0, 4π].

Äîëæèíàòà å:

l =

ˆ 4π

0
v(t)dt =

√
5

ˆ 4π

0
dt = 4

√
5π.

Çà ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð äîáèâàìå:

s =

ˆ t

0
v(λ)dλ =

√
5

ˆ t

0
dλ =

√
5λ

∣∣∣∣∣
t

0

=
√
5t,

îä øòî t = s/
√
5. Ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å:

#»r : [0, 4
√
5π] → R3, #»r (s) =

(
2 cos(s/

√
5), 2 sin(s/

√
5), s/

√
5
)
.
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Íà êðàjîò �êå ñïîìíåìå äåêà àêî êîåôèöèåíòèòå ïðåä t âî òðèãîíîìåòðèñêèòå ôóí-
êöèè íå ñå 1, òîãàø ñïèðàëàòà �êå ñå âðòè ïîìàëêó èëè ïîâå�êå ïàòè (âî çàâèñíîñò îä
êîåôèöèåíòîò) îêîëó îñêàòà çà èñòîòî âðåìå ïîòðåáíî äà äîáèå íåêîjà ôèêñíà âèñèíà.
Íà ïðèìåð, äà jà ñïîðåäèìå ñïèðàëàòà (2.3.16) ñî ñëåäíàâà:

#»r : [0, 4π] → R3, #»r (t) = (2 cos 2t, 2 sin 2t, t). (2.3.17)

Êîãà t ñå äâèæè îä 0 äî 4π, ñïèðàëàòà (2.3.16) ïðàâè äâå ïîëíè âðòå»à îêîëó z-îñêàòà,
äîäåêà ñïèðàëàòà (2.3.17) ïðàâè ÷åòèðè.

Óøòå íåêîëêó èíòåðåñíè ñèòóàöèè

Èäåjàòà øòî jà óïîòðåáèâìå çà äà ãî äîáèåìå îáëèêîò íà ñïèðàëàòà (2.3.13) ìîæåìå
äà ãî ïðèìåíèìå âî ñèòóàöèèòå êîãà åäíàòà êîîðäèíàòà å îä îáëèê (êîåôèöèåíò) · t, à
äðóãèòå äâå êîîðäèíàòè äàâààò ðàìíèíñêà êðèâà øòî çíàåìå êàêî èçãëåäà. Íà ïðèìåð,
çà äà âèäèìå êàêî èçãëåäà êðèâàòà

#»r : (−∞,∞) → R3, #»r (t) = (a cosh t, b sinh t, qt), (2.3.18)

êàäå øòî a > 0, b > 0 è q ̸= 0, jà ïðîåêòèðàìå êðèâàòà íà xOy-ðàìíèíàòà. Ïðîåêöèjàòà
å:

(a cosh t, b sinh t, 0), (2.3.19)

øòî å òî÷íî äåñíàòà ãðàíêà íà õèïåðáîëàòà (2.3.8). Êàêî t ñå äâèæè îä −∞ äî ∞,
x-êîîðäèíàòèòå è y-êîîðäèíàòèòå �êå jà ïîìèíóâààò õèïåðáîëàòà (2.3.19). Àêî q > 0,
òîãàø z-êîîðäèíàòàòà �êå ðàñòå è êðèâàòà �êå îäè íàãîðå (ïî z-îñêàòà), à àêî q < 0,
z-êîîðäèíàòàòà �êå îïà�ãà è êðèâàòà �êå îäè íàäîëó (ïî z-îñêàòà); âèäè jà ñëèêàòà 2.3.7.
Èíòåðåñíî å äåêà ïàòîò øòî ãî ïîìèíóâà îâàà êðèâà íà êîíå÷åí ñåãìåíò ìîæåìå äà ãî
ïðåñìåòàìå àêî a = b = q (ñïîðåäè ãî îâà ñî ðàìíèíñêàòà õèïåðáîëà øòî jà ðàçãëåäàâìå
ïîãîðå).

Ñëèêà 2.3.7: Êðèâàòà (2.3.18)

(à) êîãà q > 0 (á) êîãà q < 0
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Ïðèìåð 2.3.2. Äà jà ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà íà êðèâàòà

#»r : [−1, 1] → R3, #»r (t) = (cosh t, sinh t, t); (2.3.20)

îâà å ñèòóàöèjàòà êîãà a = b = q = 1; íà ñëè÷åí íà÷èí ñå ïðåñìåòóâà äîëæèíàòà êîãà
a = b = q > 0 ïðèìààò äðóãà âðåäíîñò.

Îä (2.3.12), çà âåêòîðîò íà áðçèíà äîáèâàìå #»v (t) = (sinh t, cosh t, 1), ïà

v(t) =
√

sinh2 t+ cosh2 t+ 1 =

√
e2t − 2 + e−2t

4
+

e2t + 2 + e−2t

4
+ 1

=

√
e2t + e−2t + 2

2
=

√
(et + e−t)2√

2
=

et + e−t

√
2

(2.3.21)

Äîëæèíàòà íà êðèâàòà å:

l =

ˆ 1

−1
v(t)dt =

1√
2

ˆ 1

−1
(et + e−t)dt =

1√
2
(et − e−t)

∣∣∣∣∣
1

−1

=
1√
2
(e− e−1 − e−1 + e)

=
√
2(e− e−1).

Çà êðèâàòà (2.3.20) ìîæåìå äà jà ïðåñìåòàìå è ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Âî
íàðåäíèîò ïðèìåð �êå ãî íàïðàâèìå òîà, íî �êå ãî ðàçãëåäóâàìå ñàìî äåëîò êîãà t ∈
[0, 1] çàòîà øòî èíàêó âî ïðåñìåòêèòå �êå ñå ïîjàâóâààò ìíîãó êîåôèöèåíòè êîèøòî
íåïîòðåáíî �êå jà îòåæíàò ðàáîòàòà.

Ïðèìåð 2.3.3. Äà jà ïðåñìåòàìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà

#»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (cosh t, sinh t, t). (2.3.22)

Êîðèñòåj�êè jà ôîðìóëàòà (2.3.21) çà áðçèíàòà íà êðèâàòà, äîáèâàìå:

s =

ˆ t

0
v(λ)dλ =

1√
2

ˆ t

0
(eλ + e−λ)dλ =

1√
2
(eλ − e−λ)

∣∣∣∣∣
t

0

=
et − e−t

√
2

.

Òðåáà äà ãî èçðàçèìå t îä ðàâåíêàòà s = (et − e−t)/
√
2 (âíèìàòåëíèîò ÷èòàòåë �êå

çàáåëåæè äåêà ïîñëåäíàòà ðàâåíêà âî ñóøòèíà å s =
√
2 sinh t, íî íåìà äà íè òðåáà

îâîj ôàêò). Çà òàà öåë ñòàâàìå w = et > 0 è äîáèâàìå:

√
2s = w − 1

w
⇐⇒ w2 −

√
2sw − 1 = 0 ⇐⇒ w1/2 =

√
2s±

√
2s2 + 4

2
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà ðåøåíèåòî å òîà øòî ñå äîáèâà ñî çíàê +, áèäåj�êè äðóãîòî ðåøåíèå
å íåãàòèâíî (áèäåj�êè

√
2s2 + 4 > 2s), à çíàåìå äåêà w = et > 0. Îä îâäå äîáèâàìå:

et =

√
2s+

√
2s2 + 4

2
⇐⇒ t = ln

(√
2s+

√
2s2 + 4

2

)
,

ïà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà ñå äîáèâà êîãà âî (2.3.22) íà ìåñòîòî îä t
ñå çàìåíè èçðàçîò êîjøòî ãî äîáèâìå ïîãîðå.
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Ôîðìóëèòå øòî �êå ñå äîáèjàò ñî çàìåíóâà»å íà ðàâåíêàòà çà t �êå áèäàò îãðîìíè, íî
òîà �êå jà äàâà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Èíòåðåñíî å äåêà àêî íàïðàâèìå íåêîëêó
òðàíñôîðìàöèè, ôîðìóëàòà çà #»r (s) ìîæå äà ñå ïîåäíîñòàâè. Íàjïðâî äà çàáåëåæèìå
äåêà îä s =

√
2 sinh t (âèäè ïîãîðå) âåäíàø jà äîáèâàìå y-êîîðäèíàòàòà íà #»r (s), ò. å.

sinh t = s/
√
2. Çà äà jà îïðåäåëèìå x-êîîðäèíàòàòà, íàìåñòî äà jà çàìåíóâàìå ôîðìó-

ëàòà çà t âî cosh t, �êå ãî ïðèìåíèìå ðàâåíñòâîòî cosh2 t− sinh2 t = 1. Îä îâà äîáèâàìå

cosh t =
√

1 + sinh2 t (áèäåj�êè cosh t å ñåêîãàø ïîçèòèâåí) è àêî jà çàìåíèìå âðåäíîñòà
çà sinh t äîáèâàìå cosh t =

√
1 + s2/2. Ïà, ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å:

#»r (s) =

(√
1 +

s2

2
,
s√
2
, ln

(√
2s+

√
2s2 + 4

2

))
.

Äà âèäèìå óøòå åäåí ïðèìåð íà ïðîñòîðíà êðèâà:

#»r : [−1, 1] → R3, #»r (t) = (t, t2, t). (2.3.23)

Çà äà âèäèìå êàêî èçãëåäà îâàà êðèâà, �êå jà óïîòðåáèìå èñòàòà èäåjà êàêî ïîãîðå.
Ïðîåêöèjàòà íà êðèâàòà íà xOy-ðàìíèíàòà å:

(t, t2, 0),

øòî å ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f(x) = x2, ò. å. å ïàðàáîëà. Ñåãà, êàêî t ñå äâèæè
îä −∞ äî ∞, x-êîîðäèíàòèòå è y-êîîðäèíàòèòå �êå jà ïîìèíóâààò îâàà ïàðàáîëà íî
z-êîîðäèíàòàòà ðàñòå è êðèâàòà �êå îäè íàãîðå (ïî z-îñêàòà).

Ïðèìåð 2.3.4. Äà jà ïðåñìåòàìå äîëæèíàòà íà êðèâàòà (2.3.23).
Âåêòîðîò íà áðçèíà å #»v (t) = (1, 2t, 1), ïà v(t) =

√
2 + 4t2. Çà äîëæèíàòà äîáèâàìå:

l =

ˆ 1

−1

√
4t2 + 2dt (2.3.24)

Óïîòðåáóâàìå ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà ñî:

u =
√
4t2 + 2, dv = dt; ïà du =

4tdt√
4t2 + 2

, v = t,

ñî øòî:

l = t
√
4t2 + 2

∣∣∣∣∣
1

−1

−
ˆ 1

−1

4t2 + 2− 2√
4t2 + 2

dt

= (1 ·
√
4 + 2− (−1) ·

√
4 + 2)−

(ˆ 1

−1

4t2 + 2√
4t2 + 2

dt− 2

ˆ 1

−1

dt√
4t2 + 2

)
= 2

√
6−
ˆ 1

−1

√
4t2 + 2dt+ 2

ˆ 1

−1

dt√
4t2 + 2

.

Ïðâèîò èíòåãðàë å òî÷íî âðåäíîñòà íà l (âèäè (2.3.24)), îä êàäå ñëåäè:

l = 2
√
6− l + 2

ˆ 1

−1

dt√
4t2 + 2

=⇒ l =
√
6 +

ˆ 1

−1

dt√
4t2 + 2

.
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Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà íà ïðîìåíëèâè t1 = 2t, dt1 = 2dt, è äîáèâà-
ìå:

l =
√
6 +

1

2

ˆ 2

−2

dt1√
t21 + 2

=
√
6 +

1

2
ln

∣∣∣∣t1 +√t21 + 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

−2

=
√
6 +

1

2
ln(2 +

√
6)− 1

2
ln
∣∣∣−2 +

√
6
∣∣∣ .

Íà ñëè÷åí íà÷èí ìîæå äà ñå ïðåñìåòà ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð s (íàïðàâè ãî òîà!). Íî,
âî îâàà ñèòóàöèjà, ïðàêòè÷íî å íåâîçìîæíî äà ñå ðåøè òàà ðàâåíêà ïî t, ò. å. äà ñå
èçðàçè t ïðåêó s è çàòîà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å ïðàêòè÷íî íåâîçìîæíî äà ñå
îïðåäåëè.

2.3.3. Ïðîñòîðíè êðèâè äàäåíè êàêî ïðåñåê íà äâå ïîâðøèíè

×åñòîïàòè äàäåíà �êå áèäå ãåîåìåòðèñêà êðèâà âî ïðîñòîðîò êàêî ïðåñåê íà äâå
ïîâðøèíè, à íèå �êå òðåáà äà íàjäåìå (åäíà) íåjçèíà ïàðàìåòðèçàöèjà.

Ïðåñåê íà öèëèíäðè÷íè ïîâðøèíè ñî ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä äâå ïðîìåí-

ëèâè

Âî ïðàêòèêà, îâèå êðèâè ñå íàjåäíîñòàâíè çà ïàðàìåòðèçàöèjà. Íåêà å äàäåí åëè-
ïñîèäåí öèëèíäàð ïî z-îñêàòà: òîà ñå ñèòå òî÷êè (x, y, z) ∈ R3 çà êîè âàæè:

x2

a2
+

y2

b2
= 1, z-êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà. (2.3.25)

Íåêà f å ôóíêöèjà îä äâå ïðîìåíëèâè. Ñàêàìå äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà øòî ñå
äîáèâà êàêî ïðåñåê íà öèëèíäàðîò (2.3.25) ñî ãðàôèêîò íà f ; äà ñå ïîòñåòèìå ãðàôèêîò
íà f ñå ñèòå òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, òàêâè øòî z = f(x, y). Áèäåj�êè îâàà êðèâà ëåæè íà
öèëèíäàðîò, íåjçèíàòà ïðîåêöèjà íà xOy-ðàìíèíàòà å òî÷íî îñíîâàòà íà öèëèíäàðîò,
à òîà å åëèïñàòà x2/a2 + y2/b2 = 1, êîjà âå�êå âèäîâìå êàêî ìîæå äà ñå ïàðàìåòðèçèðà.
Çíà÷è çà ñåêîjà òî÷êà (x, y, z) îä êðèâàòà, x è y-êîîðäèíàòèòå �êå áèäàò äàäåíè ñî
ïàðàìåòàðñêèòå ðàâåíêè íà åëèïñàòà, à z-êîîðäèíàòà �êå áèäå âðåäíîñòà íà f âî îâèå
x è y (áèäåj�êè z = f(x, y) íà êðèâàòà). Jà äîáèâàìå ñëåäíàâà ïàðàìåòðèçàöèjà:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (a cos t, b sin t, f(a cos t, b sin t)).

Ïðèìåð 2.3.5. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà øòî ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà åëèïñî-
èäíèîò öèëèíäàð äàäåí ñî:

x2

9
+

y2

3
= 1, (z − êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà),

ñî ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f : R2 → R, f(x, y) =
√
x2 + y2; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.8. (Äà

çàáåëåæèìå äåêà ãðàôèêîò íà f å ãîðíèîò äåë îä êîíóñîò z2 = x2 + y2.)
Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà åëèïñàòà x2/9 + y2/3 = 1 å äàäåíà ñî ðàâåíêèòå x = 3 cos t,
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Ñëèêà 2.3.8: Êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.3.5 è ïðèìåðîò 2.3.6

Ïðèìåð 2.3.5 Ïðèìåð 2.3.6

y =
√
3 sin t, êîãà t ∈ [0, 2π] (ïîëóîñêèòå íà åëèïñàòà ñå 3 è

√
3). Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà

êðèâàòà å:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (3 cos t,
√
3 sin t,

√
9 cos2 t+ 3 sin2 t).

Îâàà òåõíèêà ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå è êîãà îáëèêîò íà îñíîâàòà íà öèëèíäàðîò
å êîjà áèëî êðèâà âî R2 êîjà çíàåìå äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå.

Ïðèìåð 2.3.6. Äà jà íàjäåìå ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà êðèâàòà äàäåíà êàêî ïðåñåê íà
õèïåðáîëè÷íèîò öèëèíäàð äàäåí ñî:

x2

3
− y2

4
= 1, z-êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà,

ñî ãðàôèêîò íà ôóíöèjàòà f : R2 → R, f(x, y) = 4−x2−y2. (Ãðàôèêîò íà f å ïðåâðòåí
ïàðàáîëîèä ñî òåìå âî (0, 0, 4); âèäè jà ñëèêàòà 2.3.8.)

Õèïåðáîëàòà x2/3− y2/4 = 1 èìà äâå ãðàíêè è íèâíèòå ïàðàìåòðèçàöèè ñå äàäåíè
ñî ðàâåíêèòå:

x =
√
3 cosh t, y = 2 sinh t, t ∈ (−∞,∞), çà äåñíàòà ãðàíêà;

x = −
√
3 cosh t, y = 2 sinh t, t ∈ (−∞,∞), çà ëåâàòà ãðàíêà.

Áàðàíàòà êðèâà ñå ñîñòîè îä äâà äåëà ñî ñëåäíèòå ïàðàìåòðèçàöèè:

#»r1 : (−∞,∞) → R3, #»r1(t) = (
√
3 cosh t, 2 sinh t, 4− 3 cosh2 t− 4 sinh2 t)

#»r2 : (−∞,∞) → R3, #»r2(t) = (−
√
3 cosh t, 2 sinh t, 4− 3 cosh2 t− 4 sinh2 t).

Ïðåñåê íà ïîâðøèíè ñî ðàìíèíè

Áèäåj�êè ðàìíèíèòå ñå äàäåíè ñî ëèíåàðíè ðàâåíêè îä îáëèêîò ax + by + cz = d,
ñåêîãàø ìîæåìå äà jà èçðàçèìå åäíàòà îä êîîðäèíàòèòå ïðåêó äðóãèòå äâå è ïîòîà îâà
äà ãî çàìåíèìå âî ðàâåíêàòà íà ïîâðøèíàòà.



2.3. ÏÐÈÌÅÐÈ ÍÀ ÊÐÈÂÈ 55

Ïðèìåð 2.3.7. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà êîjàøòî ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà
åëèïñîèäîò:

x2 +
y2

4
+

z2

3
= 1 (2.3.26)

ñî ðàìíèíàòà z = 1; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.9.
Êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå íà êðèâàòà ìîðà èñòîâðåìåíî äà ãè çàäîâîëóâààò ðàâåí-

êèòå (2.3.26) è z = 1. Çàìåíóâàìå z = 1 âî (2.3.26) è äîáèâàìå:

x2 +
y2

4
=

2

3
.

Îâà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî xOy-ðàìíèíàòà. Çà äà ãî âèäèìå îâà, jà äåëèìå îâàà ðàâåíêà
ñî 2/3 è äîáèâàìå:

x2

2
3

+
y2

8
3

= 1,

øòî å ðàâåíêà íà åëèïñà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è ïîëóîñêè
√
2/
√
3 è√

8/
√
3. Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà îâàà åëèïñà å äàäåíà ñî ðàâåíêèòå:

x =

√
2√
3
cos t, y =

√
8√
3
sin t, t ∈ [0, 2π].

Áèäåj�êè íà êðèâàòà âàæè z = 1, íåjçèíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å äàäåíà ñî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(√
2√
3
cos t,

√
8√
3
sin t, 1

)
.

Ïðèìåð 2.3.8. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà êîjàøòî ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà
åëèïñîèäîò (2.3.26) ñî ðàìíèíàòà x− y = 0; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.9.

Áèäåj�êè òî÷êèòå íà êðèâàòà èñòîâðåìåíî ãè çàäîâîëóâààò è ðàâåíêàòà (2.3.26) è
x− y = 0, îä âòîðàòà ðàâåíêà èçðàçóâàìå x = y è çàìåíóâàìå âî ïðâàòà. Äîáèâàìå:

y2 +
y2

4
+

z2

3
= 1 ⇐⇒ 5y2

4
+

z2

3
= 1 ⇐⇒ y2

4
5

+
z2

3
= 1.

Ïîñëåäíàòà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî yOz-ðàìíèíàòà êîjàøòî jà ïàðàìåòðèçèðàìå ñî
ðàâåíêèòå:

y =
2√
5
cos t, z =

√
3 sin t, t ∈ [0, 2π].

Áèäåj�êè íà êðèâàòà âàæè x = y, ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà êðèâàòà å äàäåíà ñî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(
2√
5
cos t,

2√
5
cos t,

√
3 sin t

)
.

Ïðèìåð 2.3.9. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà êîjàøòî ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà
åëèïñîèäîò (2.3.26) ñî ðàìíèíàòà x+ y = 1; âèäè jà ñëèêàòà 2.3.9.

Êîîðäèíàòèòå íà êðèâàòà ãè çàäîâîëóâààò è äâåòå ðàâåíêè

x2 +
y2

4
+

z2

3
= 1 è x+ y = 1.
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Ñëèêà 2.3.9: Êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.3.7, îä ïðèìåðîò 2.3.8 è îä ïðèìåðîò 2.3.9

(à) Ïðèìåð 2.3.7 (á) Ïðèìåð 2.3.8 (â) Ïðèìåð 2.3.9

Jà èçðàçóâàìå y îä âòîðàòà ðàâåíêà: y = 1−x è îâà ãî çàìåíóâàìå âî (2.3.26). Äîáèâàìå:

x2 +
1− 2x+ x2

4
+

z2

3
= 1 ⇐⇒ 5x2 − 2x

4
+

z2

3
=

3

4
. (2.3.27)

Îâà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî xOz-ðàìíèíàòà. Çà äà ãî âèäèìå îâà, òðåáà áðîèòåëîò âî
ïðâàòà äðîïêà äà ãî çàïèøåìå êàêî ïîëí êâàäðàò; îäíîñíî äà íàjäåìå áðîåâè c1 è c2,
òàêâè øòî 5x2 − 2x = 5(x− c1)

2 + c2. Jà ðàçâèâàìå äåñíàòà ñòðàíà è äîáèâàìå:

5x2 − 2x = 5x2 − 10xc1 + 5c21 + c2.

Ãè èçåäíà÷óâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä ñòåïåíèòå íà x è äîáèâàìå 2 = 10c1 è 0 = 5c21+c2.
Ñëåäóâà c1 = 1/5 è c2 = −1/5. Çíà÷è, (2.3.27) å åêâèâàëåíòíà ñî:

5(x− 1
5)

2 − 1
5

4
+

z2

3
=

3

4
⇐⇒

5(x− 1
5)

2

4
+

z2

3
=

4

5
.

Ãî äåëèìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñî 4/5 è jà äîáèâàìå åëèïñàòà:

(x− 1
5)

2

16
25

+
z2

12
5

= 1.

Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà êðèâàòà ñå äîáèâà èñòî êàêî è ïðåòõîäíî: x è z-êîîðäèíàòèòå
ñå äàäåíè ñî ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà îâàà åëèïñà, äîäåêà y = 1 − x (îä ðàâåíêàòà íà
ðàìíèíàòà); îäíîñíî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(
1

5
+

4

5
sin t,

4

5
− 4

5
sin t,

√
12√
5

cos t

)
.

Óøòå íåêîëêó èíòåðåñíè ñèòóàöèè

Ïðèìåð 2.3.10. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà øòî å ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå z =
2 − x2 − y2 (ïðåâðòåí ïàðàáîëîèä ñî òåìå âî (0, 0, 2)) è z =

√
x2 + y2 (ãîðíèîò äåë îä
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êîíóñîò ñî òåìå âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê); âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10.
Êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå íà êðèâàòà èñòîâðåìåíî ãè çàäîâîëóâààò è äâåòå ðàâåí-

êè: z = 2− x2 − y2 è z =
√
x2 + y2. Îä âòîðàòà ðàâåíêà äîáèâàìå x2 + y2 = z2 è àêî ãî

çàìåíèìå îâà âî ïðâàòà, äîáèâàìå:

z = 2− z2 ⇐⇒ z2 + z − 2 = 0.

Ðåøåíèjàòà íà îâàà êâàäðàòíà ðàâåíêà ñå z = 1 è z = −2. Âòîðîòî ðåøåíèå å íåâîçìî-
æíî âî íàøàòà ñèòóàöèjà çàòîà øòî z-êîîðäèíàòàòà å íåíåãàòèâíà. Çíà÷è z = 1 çà
ñèòå òî÷êè íà êðèâàòà. Àêî îâà ãî çàìåíèìå âî êîjà áèëî îä ðàâåíêèòå íà ïîâðøèíèòå
äîáèâàìå x2 + y2 = 1; øòî å ðàâåíêàòà íà êðóæíèöà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîê è ðàäèóñ 1. Jà äîáèâàìå ñëåäíàâà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (cos t, sin t, 1).

Ñëèêà 2.3.10: Êðèâèòå îä ïðèìåðîò 2.3.10, îä ïðèìåðîò 2.3.11 è îä ïðèìåðîò 2.3.12

(à) Ïðèìåð 2.3.10 (á) Ïðèìåð 2.3.11 (â) Ïðèìåð 2.3.12

Ïðèìåð 2.3.11. Äà ñå ïàðàìåòðèçèðà êðèâàòà øòî å ïðåñåê íà åëèïñîèäîò:

x2

3
+

y2

4
+

z2

2
= 1,

ñî åëèïñîèäíèîò êîíóñ:

z2 =
x2

2
+

y2

5
.

Êðèâàòà èìà äâà äåëà (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10). Ãî çàìåíóâàìå z2 îä âòîðàòà âî
ïðâàòà ðàâåíêà è äîáèâàìå:

x2

3
+

y2

4
+

x2

4
+

y2

10
= 1 ⇐⇒ 7x2

12
+

7y2

20
= 1 ⇐⇒ x2

12
7

+
y2

20
7

= 1.

Ïîñëåäíàòà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî xOy-ðàìíèíàòà è íåjçèíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å
äàäåíà ñî:

x =

√
12√
7

cos t, y =

√
20√
7

sin t, t ∈ [0, 2π]. (2.3.28)
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Îä ðàâåíêàòà íà êîíóñîò äîáèâàìå z = ±
√
x2/2 + y2/5, øòî, çàåäíî ñî (2.3.28), ãè äàâà

ïàðàìåòðèçàöèèòå íà äâàòà äåëà îä êîè å ñîñòàâåíà êðèâàòà:

#»r1 : [0, 2π] → R3, #»r1(t) =

(√
12√
7

cos t,

√
20√
7

sin t,

√
6

7
cos2 t+

4

7
sin2 t

)
;

#»r2 : [0, 2π] → R3, #»r2(t) =

(√
12√
7

cos t,

√
20√
7

sin t,−
√

6

7
cos2 t+

4

7
sin2 t

)
.

Ïðèìåð 2.3.12. Äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà øòî ñå äîáèâà êàêî ïðåñåê íà ñôå-
ðàòà:

x2 + y2 + z2 = 2, (2.3.29)

ñî ïàðàáîëîèäîò ïî x îñêòàòà:
x = y2 + z2; (2.3.30)

âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10.
Îä (2.3.30) è (2.3.29) äîáèâàìå:

x2 + x = 2 ⇐⇒ x2 + x− 2 = 0. (2.3.31)

Ðåøåíèjàòà íà êâàäðàòíàòà ðàâåíêà ñå x = 1 è x = −2. Áèäåj�êè x å íåíåãàòèâåí íà
êðèâàòà (îä (2.3.30)), çàêëó÷óâàìå äåêà x = 1 íà êðèâàòà. Çàìåíóâàìå âî (2.3.29) (èëè
(2.3.30)) è äîáèâàìå äåêà çà y è z-êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå îä êðèâàòà âàæè y2+z2 = 1.
Îâà å êðóæíèöà âî yOz-ðàìíèíàòà øòî ñå ïàðàìåòðèçèðà ñî:

y = cos t, z = sin t, t ∈ [0, 2π].

Çà ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà êðèâàòà äîáèâàìå:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (1, cos t, sin t).

2.4. Òàíãåíòåí, íîðìàëåí è áèíîðìàëåí âåêòîð

2.4.1. Òàíãåíòåí âåêòîð è òàíãåíòíà ïðàâà

Äåôèíèöèjà 2.4.1. Åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð
#»

T íà ðåãóëàðíàòà êðèâà #»r ñå
äåôèíèðà êàêî âåêòîðîò íà áðçèíà íà íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà, ò. å.

#»

T (s) =
d #»r

ds
(s),

êàäå øòî s å ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð.

Åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð å ñåêîãàø òàíãåíòåí íà êðèâàòà (âèäè jà çàáåëåøêàòà
2.1.14) è îä (2.2.11) äîáèâàìå äåêà íåãîâàòà äîëæèíà å ñåêîãàø åäíàêâà íà 1, ò. å.
| #»

T (s)| = 1 çà ñèòå s (çàòîà ñå âèêà åäèíå÷åí). Ôîðìóëàòà (2.2.10) íè äàâà íà÷èí êàêî
äà ãî ïðåñìåòàìå áåç äà jà ïðåñìåòóâàìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà:

#»

T (t) =
#̇»r (t)

| #̇»r (t)|
=

#»v (t)

v(t)
, (2.4.1)

êàäå øòî t å ïàðàìåòàðîò ñî êîj êðèâàòà #»r å çàäàäåíà. Îä îâäå äèðåêòíî ñå ãëåäà äåêà
#»

T å ñåêîãàø ïàðàëåëåí ñî âåêòîðîò íà áðçèíà è ñåêîãàø èìà èñòà íàñîêà ñî íåãî.
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Çàáåëåøêà 2.4.2. Âî äåôèíèöèjàòà çà
#»

T ïðåòïîñòàâèâìå äåêà êðèâàòà å ðåãóëàðíà
(ò. å. âåêòîðîò íà áðçèíà íèêîãàø íå å íóëòèîò), çàòîà øòî ñàìî âî òèå ñèòóàöèè jà
äåôèíèðàâìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Çàðàäè îâà, âî ôîðìóëàòà (2.4.1) ñåêîãàø
ìîæåìå äà äåëèìå ñî v(t) ̸= 0.

Äåôèíèöèjà 2.4.3. Íåêà #»r (t) å ðåãóëàðíà êðèâà è t0 ôèêñíà òî÷êà îä èíòåðâàëîò
êàäå øòî å äåôèíèðàíà êðèâàòà. Ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç òî÷êàòà #»r (t0) è å ïàðàëåëíà
ñî åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð íà êðèâàòà âî t0, ñå âèêà òàíãåíòíà ïðàâà íà êðèâàòà
âî t0.

Çàáåëåøêà 2.4.4. Íàjáèòíèîò ôàêò çà òàíãåíòíèòå ïðàâè (êîj íåìà äà ãî äîêàæåìå!)
å äåêà òèå ñå ãåîìåòðèñêè ñâîjñòâà íà êðèâàòà (íå çàâèñàò îä ïàðàìåòðèçàöèjà). Êîjà
áèëî ðåïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà �êå ãè èìà èñòèòå òàíãåíòíè ïðàâè âî ñåêîjà òî÷êà
îä òðàåêòîðèjàòà.

Çàáåëåøêà 2.4.5. Òàíãåíòíàòà ïðàâà âî ñåêîjà òî÷êà íà êðèâàòà å òàêâà øòî âåêòîðîò
íà áðçèíà âî òàà òî÷êà çà êîjà áèëî ðåïàðàìåòðèçàöèjà å ïàðàëåëåí ñî íåà. Ñî äðóãè
çáîðîâè, òàà ½ãè ÷óâà� ñèòå âåêòîðè íà áðçèíè âî òàà òî÷êà íà ñèòå ðåïàðàìåòðèçàöèè
íà äàäåíàòà êðèâà.

Ïðèìåð 2.4.6. Äà ãè ðàçãëåäàìå êðèâèòå:

#»r1 : [0, 2π) → R2, #»r1(t) = (cos t, sin t);
#»r2 : [0, π) → R2, #»r2(t) = (cos 2t, sin 2t);
#»r3 : (−2π, 0] → R2, #»r3(t) = (cos t,− sin t).

Òðàåêòîðèjà íà ñèòå å åäèíå÷íàòà êðóæíèöà. Âî ïðèìåðîò 2.2.2 âèäîâìå äåêà òèå ñå
ðåïàðàìåòðèçàöèè åäíà íà äðóãà. Áèäåj�êè íèâíèòå âåêòîðè íà áðçèíè ñå:

#»v1 = (− sin t, cos t), #»v2(t) = (−2 sin 2t, 2 cos 2t), #»v3(t) = (− sin t,− cos t),

çà íèâíèòå áðçèíè äîáèâàìå: v1(t) = 1, v2(t) = 2, v3(t) = 1. Îä (2.4.1), íèâíèòå åäèíå÷íè
òàíãåíòíè âåêòîðè ñå:

# »

T1(t) = (− sin t, cos t), t ∈ [0, 2π);
# »

T2(t) = (− sin 2t, cos 2t), t ∈ [0, π);
# »

T3(t) = (− sin t,− cos t), t ∈ (−2π, 0].

Äà çàáåëåæèìå äåêà âî ñåêîjà òî÷êà îä êðóæíèöàòà,
# »

T1 è
# »

T2 ñå èñòè äîäåêà
# »

T3 å
ñïðîòèâåí íà íèâ. Íà ïðèìåð, âî òî÷êàòà A(0, 1), øòî ñå äîáèâà çà t = π/2 âî #»r1,
çà t = π/4 âî #»r2 è çà t = 3π/2 âî #»r3 (ò. å. #»r1(π/2) = #»r2(π/4) = #»r3(3π/2) = (0, 1)),
åäèíå÷íèòå òàíãåíòíè âåêòîðè ñå

# »

T1(π/2) =
# »

T2(π/4) = (−1, 0),
# »

T3(3π/2) = (1, 0). Îâà
ñå ñëó÷óâà çàòîà øòî #»r3 jà ïîìèíóâà êðóæíèöàòà âî îáðàòíà íàñîêà îä îíàà íà #»r1 è
#»r2. Íî, òàíãåíòíàòà ïðàâà âî ñèòå ñëó÷àè å ïðàâàòà y = 1.

Êàêî øòî âèäîâìå âî îâîj ïðèìåð, åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð çàâèñè îä ïàðàìå-
òðèçàöèjàòà. Íî, àêî ðåïàðàìåòðèçàöèjàòà íå jà ïðîìåíóâà íàñîêàòà íà äâèæå»å íà
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êðèâàòà, òîãàø åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð å èñò. Àêî ðåïàðàìåòðèçàöèjàòà å âî îá-
ðàòíà íàñîêà, òîãàø åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð ñè jà ïðîìåíóâà íàñîêàòà, íî ïðà-
âåöîò è äîëæèíàòà ìó ñå èñòè. Ñî äðóãè çáîðîâè, òîj íå çàâèñè îä ðåïàðàìåòðèçàöè-
èòå àêî òèå íå jà ïðîìåíóâààò íàñîêàòà íà äâèæå»å.

Íà êðàjîò �êå äàäåìå óøòå åäåí ðåçóëòàò êîjøòî ãî îïèøóâà äâèæå»åòî ïî îòñå÷êà.

Òåîðåìà 2.4.7. Íåêà #»r : [a, b] → R3 å ðåãóëàðíà êðèâà è A(a1, a2, a3) è B(b1, b2, b3)
äâå òî÷êè âî R3. Àêî òðàåêòîðèjàòà íà #»r å îòñå÷êàòà [AB] (ò. å. àêî #»r ãî ïðåñëèêóâà

èíòåðâàëîò [a, b] íà îòñå÷êàòà [AB]), òîãàø:

#̇»r (t)

| #̇»r (t)|
=

#    »

AB

AB
, çà ñèòå t ∈ [a, b] èëè

#̇»r (t)

| #̇»r (t)|
=

#    »

BA

AB
, çà ñèòå t ∈ [a, b].

Ñî AB å îçíà÷åíà äîëæèíàòà íà îòñå÷êàòà [AB]. Ïîñòîè ðåïàðàìåòðèçàöèjà #»r1 : [0, 1] →
R3 íà #»r , òàêâà øòî âî ïðâèîò ñëó÷àj:

#»r1(t) = (a1 + t(b1 − a1), a2 + t(b2 − a2), a3 + t(b3 − a3)), t ∈ [0, 1],

ò. å. #»r1(t) = (a1, a2, a3) + t
#    »

AB, t ∈ [0, 1], äîäåêà âî âòîðèîò ñëó÷àj:

#»r1(t) = (b1 + t(a1 − b1), b2 + t(a2 − b2), b3 + t(a3 − b3)), t ∈ [0, 1],

ò. å. #»r1(t) = (b1, b2, b3) + t
#    »

BA.

Íåìà äà äàäåìå äîêàç íà îâîj ðåçóëòàò, íî �êå ãî êîìåíòèðàìå íåãîâîòî çíà÷å»å.
Òåîðåìàòà òâðäè äåêà àêî òðàåêòîðèjàòà íà äâèæå»åòî å îòñå÷êàòà [AB] è àêî âåêòîðîò
íà áðçèíà íèêîãàø íå å íóëòèîò, òîãàø èëè òåëîòî ñå äâèæè îä A êîí B, èëè îä
B êîí A è ïðèòîà ïîìèíóâà íèç ñèòå òî÷êè îä îòñå÷êàòà òî÷íî åäíàø; îâà ñëåäóâà
îä ïîñòîå»åòî íà ðåïàðàìåòðèçàöèjàòà #»r1 (äà çàáåëåæèìå äåêà òàà å ñòàíäàðäíàòà
ïàðàìåòðèçàöèjà íà îòñå÷êàòà [AB]). Ïðâèîò äåë òâðäè äåêà åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí
âåêòîð å ñåêîãàø ïàðàëåëåí ñî âåêòîðîò

#    »

AB, íî âî çàâèñíîñò îä íàñîêàòà íà äâèæå»å
òîj å èëè âî èñòà íàñîêà ñî

#    »

AB èëè âî ñïðîòèâíà; ïîñëåäîâàòåëíî, èñòîòî âàæè è çà
âåêòîðîò íà áðçèíà. (Îâà òðåáà èíòóèòèâíî äà áèäå jàñíî.) Âíèìàâàj! Ïðåòïîñòàâêàòà
äåêà êðèâàòà å ðåãóëàðíà (ò. å. #»v (t) ̸= #»

0 ) e êëó÷íà. Àêî îâà íå âàæè, òîãàø òâðäå»åòî
íå ìîðà äà âàæè: âî òàêâà ñèòóàöèjà êðèâàòà ìîæå äà îäè îä A äî íåêîjà òî÷êà C
èçìå�ãó, ïîòîà äà ñå âðà�êà íàçàä äî íåêîjà äðóãà òî÷êà D (èçìå�ãó A è C) è ïîòîà äà îäè
íàïðåä äî B. Àêî #»v (t) ̸= #»

0 çà ñèòå t, îâà íå ìîæå äà ñå ñëó÷è çàòîà øòî, âî ñïðîòèâíà
ñèòóàöèjà, âî îíîj ìîìåíò êîãà òåëîòî �êå ñè jà ïðîìåíè íàñîêàòà íà äâèæå»å, íåãîâèîò
âåêòîð íà áðçèíà âî òîj ìîìåíò �êå áèäå

#»
0 (çàòîà øòî äâèæå»åòî å ïî ïðàâà ëèíèjà).

2.4.2. Âåêòîð íà êðèâèíà è åäèíå÷åí íîðìàëåí âåêòîð. Çàêðèâåíîñò

íà êðèâà

Äåôèíèöèjà 2.4.8. Âåêòîðîò íà êðèâèíà
#»

K íà ðåãóëàðíàòà êðèâà #»r ñå äåôèíèðà
êàêî âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å íà íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà, ò. å.

#»

K(s) =
d2 #»r

ds2
(s) =

d
#»

T

ds
(s),

êàäå øòî s å ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð.
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Âî îâîj ìîìåíò, âåðîjàòíî å òåøêî äà ñå âèäè êàêî âåêòîðîò íà êðèâèíà å ïîâðçàí
ñî îíà øòî èíòóèòèâíî íèå ãî ñìåòàìå çà çàêðèâåíîñò íà êðèâàòà. Íàñêîðî �êå ñòèãíåìå
äî îâàà âðñêà. Çà ïî÷åòîê, äà âèäèìå íåêîëêó åäíîñòàâíè ñâîjñòâà.

Áèäåj�êè åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð ñåêîãàø èìà êîíñòàíòíà äîëæèíà, âåêòîðîò
íà êðèâèíà ñåêîãàø å îðòîãîíàëåí íà íåãî (âèäè jà òåîðåìàòà 2.1.21); îäíîñíî

#»

K · #»

T =
0. Êîðèñíî �êå áèäe äà èìàìå íà÷èí äà ãî ñìåòàìå âåêòîðîò íà êðèâèíà áåç äà jà
îïðåäåëóâàìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà. Çà äà äîáèåìå ôîðìóëà çà îâà,
ãî ïðèìåíóâàìå âåðèæíîòî ïðàâèëî (2.1.6) çàåäíî ñî (2.2.9):

#»

K =
d

#»

T

ds
=

d
#»

T

dt

dt

ds
=

1

| #̇»r |
d

#»

T

dt
, îäíîñíî

#»

K(t) =
1

| #̇»r (t)|
d

#»

T

dt
(t) =

#̇»

T (t)

| #̇»r (t)|
. (2.4.2)

Çàáåëåøêà 2.4.9. Êëó÷åí ôàêò å äåêà âåêòîðîò íà êðèâèíà íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöè-
jàòà (íåìà äà ãî äîêàæèìå îâà!); ò. å. å ãåîìåòðèñêî ñâîjñòâî íà êðèâàòà (çà ðàçëèêà
îä åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð).

Ñå âðà�êàìå íà ïðîáëåìîò íà çàêðèâåíîñò íà êðèâà. Ñàêàìå äà íàjäåìå íóìåðè÷êà
êàðàêòåðèñòèêà çà êðèâàòà êîjà øòî �êå jà îïèøóâà çàêðèâåíîñòà. Ñå ðàçáèðà, òàà òðåáà
äà çàâèñè îä òî÷êàòà íà êðèâàòà çàòîà øòî êðèâàòà ìîæå äà áèäå ðàçëè÷íî çàêðèâåíà
âî ðàçëè÷íè òî÷êè. Îä íåà îò÷åêóâàìå òðè ðàáîòè. Ïðâî, òàà òðåáà äà áèäå ãåîìåòðèñêî
ñâîjñòâî íà êðèâàòà, ò. å. íå ñìåå äà çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà.

Ñëèêà 2.4.1: Çàêðèâåíîñò íà êðèâà

Ìàëà çàêðèâåíîñò Ãîëåìà çàêðèâåíîñò

Òàà òðåáà äà áèäe êîíñòàíòíî åäíàê-
âà íà 0 çà ïðàâèòå; òèå íå òðåáà äà èìààò
çàêðèâåíîñò. Çà êðóæíèöèòå, îâàà êàðàê-
òåðèñòèêà òðåáà äà áèäe êîíñòàíòíà. Òîà
òðåáà äà ãî ðåôëåêòèðà ôàêòîò øòî íè å
èíòóèòèâíî jàñåí: êðóæíèöèòå ñå ïîäåä-
íàêâî çàêðèâåíè âî ñåêîjà òî÷êà. Ôàêòîò
äåêà ïðàâàòà å ïðàâà, à êðóæíèöàòà çàê-
ðèâåíà ñå êàðàêòåðèçèðà ñî òîà øòî òàí-
ãåíòíèòå ïðàâè íà êðóæíèöàòà ãî ïðîìå-
íóâààò ïðàâåöîò, äîäåêà êàj ïðàâàòà íèâíèîò ïðàâåö å ñåêîãàø èñò. Êîëêó ïîáðçî ñå
ïðîìåíóâààò ïðàâöèòå íà òàíãåíòíèòå ïðàâè âî áëèñêè òî÷êè íà êðèâàòà, òîëêó ïî-
ãîëåìà �êå áèäe çàêðèâåíîñòà íà êðèâàòà âî áëèçèíàòà íà òèå òî÷êè (âèäè jà ñëèêàòà
2.4.1). Áèäåj�êè åäèíå÷íèòå òàíãåíòíè âåêòîðè ãî äàâààò ïðàâåöîò íà òàíãåíòíèòå ïðà-
âè, áðçèíàòà íà ïðîìåíàòà íà ïðàâöèòå òðåáà äà áèäàò íóìåðè÷êà êàðàêòåðèñòèêà çà
çàêðèâåíîñòà. Îäíîñíî, çàêðèâåíîñòà íà êðèâàòà âî íåjçèíàòà òî÷êàòà A òðåáà äà ñå
àïðîêñèìèðà, êàêî âî ïðîäîëæåíèå. Íåêà B òî÷êà îä êðèâàòà áëèñêà äî A; òîãàø

çàêðèâåíîñò âîA ≈

∣∣∣∣∣
#»

T (âîB)− #»

T (âîA)

èçìèíàòèîò ïàò îäA äîB

∣∣∣∣∣ .
Êîãà B ñå äîáëèæóâà äî A, îâà òåæè êîí:∣∣∣∣∣d

#»

T

ds
(âîA)

∣∣∣∣∣ .



62 ÃËÀÂÀ 2. ÊÐÈÂÈ

Âíèìàâàjòå, èçâîäîò å ïî ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð s, çàòîà øòî íåãîâàòà ïðîìåíà îä A äî
B å èçìèíàòèîò ïàò íà êðèâàòà îä A äî B. Äà çàáåëåæèìå äåêà îâà å òî÷íî äîëæèíàòà
íà âåêòîðîò íà êðèâèíà âî A. Îâèå ðàçãëåäóâà»à jà îïðàâäóâààò ñëåäíàòà äåôèíèöèjà.

Äåôèíèöèjà 2.4.10. Çàêðèâåíîñòà κ íà ðåãóëàðíà êðèâà ñå äåôèíèðà êàêî äîëæè-
íàòà íà íåjçèíèîò âåêòîð íà êðèâèíà, ò. å.

κ(s) = | #»

K(s)| =

∣∣∣∣∣d
#»

T

ds
(s)

∣∣∣∣∣ ,
êàäå øòî s å ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð.

Çàáåëåøêà 2.4.11. Áèäåj�êè
#»

K íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà, çàêðèâåíîñòà, èñòî òàêà,
íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà, ò. å. çàêðèâåíîñòà å ãåîìåòðèñêî ñâîjñòâî íà êðèâàòà.

Ïðèìåð 2.4.12. Êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è ðàäèóñ r > 0,
ïàðàìåòðèçèðàíà ñî:

#»r : [0, 2π] → R2, #»r (t) = (r cos t, r sin t),

èìà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà äàäåíà ñî (âèäè (2.3.3))

#»r : [0, 2rπ] → R2, #»r (s) = (r cos(s/r), r sin(s/r)).

Íåjçèíèîò åäèíå÷åí òàíãåíòåí âåêòîð è âåêòîð íà êðèâèíà ñå:

#»

T (s) = (− sin(s/r), cos(s/r)),
#»

K(s) =

(
−1

r
cos(s/r),−1

r
sin(s/r)

)
,

îä øòî, çà çàêðèâåíîñòà äîáèâàìå: κ(s) = | #»

K(s)| = 1/r, çà ñèòå s ∈ [0, 2rπ]. Òîà å
îíà øòî ãî î÷åêóâàâìå: çàêðèâåíîñòà íà êðóæíèöàòà âî ñèòå òî÷êè å èñòà! Îä îâà
çàêëó÷óâàìå è äåêà êîëêó ðàäèóñîò íà êðóæíèöàòà å ïîãîëåì òîëêó íåjçèíàòà çàêðè-
âåíîñò å ïîìàëà. Îâà òðåáà èíòóèòèâíî äà áèäå jàñíî: ãîëåìèòå êðóæíèöè ñå ïîìàëêó
çàêðèâåíè îä ìàëèòå.

Ïðèìåð 2.4.13. Íåêà #»r : [a, b] → R3 å ðåãóëàðíà êðèâà. Òðàåêòîðèjàòà íà êðèâàòà å
îòñå÷êà àêî è ñàìî àêî êðèâèíàòà å êîíñòàíòíî åäíàêâà íà 0. Íàâèñòèíà, àêî êðèâèíàòà
å êîíñòàíòíî åäíàêâà íà 0, òîà çíà÷è äåêà âåêòîðîò íà êðèâèíà âî ñåêîå âðåìå èìà
äîëæèíà 0 øòî çíà÷è âî ñåêîå âðåìå å íóëòèîò âåêòîð. Ñî äðóãè çáîðîâè, âåêòîðîò
íà çàáðçóâà»å íà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å íóëòèîò âåêòîð. Îä êîìåíòàðèòå ïî
ïðèìåðîò 2.1.20 ñëåäóâà äåêà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà #»r å îä îáëèê:

#»r (s) = (a1s+ b1, a2s+ b2, a3s+ b3),

øòî å äåë îä ïðàâà; ñëåäóâà äåêà òðàåêòîðèjàòà å îòñå÷êà (çîøòî äîëæèíàòà å êîíå÷íà
è íå ìîæå äà áèäå öåëàòà ïðàâà).

Îä äðóãà ñòðàíà, àêî òðàåêòîðèjàòà íà #»r å îòñå÷êà, âå�êå âèäîâìå âî òåîðåìàòà
2.4.7 äåêà åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð å êîíñòàíòåí, îä øòî ñëåäóâà äåêà âåêòîðîò íà
êðèâèíà å öåëî âðåìå åäíàêîâ íà

#»
0 (îä (2.4.2)), ïà çàêðèâåíîñòà å êîíñòàíòíî åäíàêâà

íà 0.
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Îä ãîðíèòå äèñêóñèè ãëåäàìå äåêà çàêðèâåíîñòà κ ãè çàäîâîëóâà ñèòå ñâîjñòâà øòî
ãè î÷åêóâàìå îä íåà.

Âî ïðèìåðîò 2.4.12 âèäîâìå äåêà âåêòîðîò íà êðèâèíà âî ñåêîjà òî÷êà íà êðóæíè-
öàòà å íàñî÷åí êîí öåíòàðîò íà êðóæíèöàòà è íåãîâàòà äîëæèíà (øòî å çàêðèâåíîñòà)
å ðåöèïðî÷íàòà âðåäíîñò íà ðàäèóñîò. Îâà ñåêîãàø âàæè âî ñëåäíàòà ñìèñëà. Íåêà A
å òî÷êà îä òðàåêòîðèjàòà íà ðåãóëàðíàòà êðèâà #»r . Àêî íèç A jà íàöðòàìå êðóæíè-
öàòà øòî íàjäîáðî jà àïðîêñèìèðà êðèâàòà âî áëèñêèòå òî÷êè íà A, òîãàø âåêòîðîò
íà êðèâèíà ñåêîãàø ïîêàæóâà êîí öåíòàðîò íà îâàà êðóæíèöà è íåjçèíèîò ðàäèóñ å
ðåöèïðî÷íàòà âðåäíîñò íà çàêðèâåíîñòà.

Ñëèêà 2.4.2: Îñêóëàòîðíà ðàìíèíà
è êðóæíèöà, âåêòîð íà êðèâèíà

Îâàà êðóæíèöà ñåêîãàø ëåæè âî ðàìíèíàòà øòî å
ïàðàëåëíà ñî åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð è âåê-
òîðîò íà êðèâèíà è ìèíóâà íèç A; îâàà êðóæíèöà
ñå âèêà îñêóëàòîðíà êðóæíèöà, à ðàìíèíàòà
îñêóëàòîðíà ðàìíèíà (âèäè jà ñëèêàòà 2.4.2).
Jàñíî, åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð âî A å òàí-
ãåíòåí íà îñêóëàòîðíàòà êðóæíèöà; ñî òîà è òàí-
ãåíòíàòà ïðàâà âî A íà êðèâàòà #»r èñòîâðåìåíî å
òàíãåíòíà íà îñêóëàòîðíàòà êðóæíèöà âî òàà òî÷-
êà. Ñå ðàçáèðà, îñêóëàòîðíàòà êðóæíèöà è ðàì-
íèíà íå ìîæàò äà ñå äåôèíèðààò òàìó êàäå øòî
âåêòîðîò íà êðèâèíà å íóëòèîò âåêòîð. Òàêâèòå
òî÷êè âî êîè âåêòîðîò íà êðèâèíà å íóëòèîò âåê-
òîð (ò. å. çàêðèâåíîñòà å 0) ñå âèêààò òî÷êè íà

èíôëåêöèjà íà êðèâàòà.

Çàáåëåøêà 2.4.14. Ãåîìåòðèñêîòî çíà÷å»å íà îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà å ïðèêàæàíî âî
ïðîäîëæåíèå. Àêî êðèâàòà ëåæè âî íåêîjà ðàìíèíà, òîãàø îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî
ñåêîjà òî÷êà îä êðèâàòà ñå ñîâïà�ãà ñî îâàà ðàìíèíà. Àêî êðèâàòà íå ëåæè âî åäíà
ðàìíèíà, òîãàø îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî ôèêñíà òî÷êà îä êðèâàòà å òàà ðàìíèíà çà
êîjà êðèâàòà å ½íàjáëèñêó äà ëåæè âî íåà� âî áëèçèíà íà ôèêñíàòà òî÷êà.

Çàáåëåøêà 2.4.15. Âíèìàâàj! Àêî ðåãóëàðíàòà êðèâà âî åäíà òî÷êà èìà çàêðèâåíîñò 0,
òîà íå çíà÷è äåêà âî îêîëèíàòà íà òàà òî÷êà å ïðàâà. Çà äà âî áëèçèíàòà íà íåêîjà òî÷êà
å ïðàâà, çàêðèâåíîñòà ìîðà äà áèäå 0 âî îêîëèíà íà òàà òî÷êà. Íà ïðèìåð, êðèâàòà

#»r : (−∞,∞) → R2, #»r (t) = (t, t3), (2.4.3)

âî òî÷êàòà (0, 0) øòî ñå äîáèâà çà t = 0 èìà çàêðèâåíîñò 0. Íàâèñèòèíà, áèäåj�êè
#̇»r (t) = (1, 3t2), ñëåäóâà | #̇»r (t)| =

√
1 + 9t4, îä øòî äîáèâàìå:

#»

T (t) =

(
1√

1 + 9t4
,

3t2√
1 + 9t4

)
, t ∈ (−∞,∞).

Çà èçâîäîò íà
#»

T äîáèâàìå:

d
#»

T

dt
=

− 18t3

(1 + 9t4)3/2
,
6t
√
1 + 9t4 − 3t2 18t3√

1+9t4

1 + 9t4

 , t ∈ (−∞,∞).
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Ãî ñìåòàìå
#»

K(0) ïî ôîðìóëàòà (2.4.2). Áèäåj�êè | #̇»r (0)| = 1 è d
#»
T
dt (0) = (0, 0), äîáèâàìå

#»

K(0) = (0, 0) ïà κ(0) = 0; îäíîñíî çàêðèâåíîñòà å 0 âî (0, 0). Íî, #»r íå å ïðàâà âî
áëèçèíà íà (0, 0). Âî ñóøòèíà, #»r å òî÷íî ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f(x) = x3 (áèäåj�êè
x = t, y = t3, äîáèâàìå y = x3). Îâäå ñå ñëó÷óâà òî÷íî òîà øòî ãî ñïîìíàâìå ïîãîðå:
çàêðèâåíîñòà å íóëà ñàìî âî (0, 0) è âî íèòó åäíà äðóãà òî÷êà áëèñêà äî íåà.

Ôîðìóëàòà (2.4.2) íè äàâà íà÷èí êàêî äà ãî ïðåñìåòàìå
#»

K áåç äà jà ñìåòàìå ïðè-
ðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, à ñî òîà ìîæåìå äà ãî ïðåñìåòàìå è κ áåç äà jà óïîòðåáó-
âàìå ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Êîðèñíî å äà èìàìå íà÷èí êàêî äà ãî ïðàâèìå îâà
áåç ïðåòõîäíî äà ãî íàî�ãàìå

#»

K. Ôîðìóëàòà çà îâà å:

κ(t) =
| #̇»r (t)× #̈»r (t)|

| #̇»r (t)|3
. (2.4.4)

Îâàà ôîðìóëà èìà ñìèñëà ñàìî êîãà êðèâèòå ñå ïðîñòîðíè, çàòîà øòî çà ðàìíèíñêè
êðèâè âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íåìà ñìèñëà. Çà ðàìíèíñêè êðèâè #»r (t) = (x(t), y(t)),
ñîîäâåòíàòà ôîðìóëà å:

κ(t) =
|ẋ(t)ÿ(t)− ẍ(t)ẏ(t)|

| #̇»r (t)|3
. (2.4.5)

Íåìà äà ãè äîêàæóâàìå îâèå ôîðìóëè, ñàìî �êå íàãëàñèìå äåêà òèå ñå äîáèâààò îä
(2.4.2) è îä äåôèíèöèjàòà κ(t) = | #»

K(t)|.

Ïðèìåð 2.4.16. Äà jà ïðåñìåòàìå çàêðèâåíîñòà íà (2.4.3) âî t = 0 ñî ïîìîø íà (2.4.5).
Áèäåj�êè #̇»r (t) = (1, 3t2) è #̈»r (t) = (0, 6t), äîáèâàìå #̇»r (0) = (1, 0) è #̈»r (0) = (0, 0). Áèäåj�êè
| #̇»r (0)| = 1, èìàìå:

κ(0) =
|ẋ(0)ÿ(0)− ẍ(0)ẏ(0)|

| #̇»r (0)|3
=

|1 · 0− 0 · 0|
13

= 0,

øòî å èñòî êàêî è âî ïðåòõîäíèîò ïðèìåð.

Âî òî÷êèòå îä ðåãóëàðíàòà êðèâà âî êîèøòî çàêðèâåíîñòà íå å 0 êîðèñíî �êå áèäå
äà èìàìå åäèíå÷åí âåêòîð êîj �êå èìà èñò ïðàâåö è íàñîêà êàêî âåêòîðîò íà êðèâèíà, ò.
å. åäèíå÷åí âåêòîð êîj �êå ïîêàæóâà êîí öåíòàðîò íà îñêóëàòîðíàòà êðóæíèöà (ñëè÷íî
êàêî øòî

#»

T å åäèíå÷åí âåêòîð è jà äàâà íàñîêàòà íà äâèæå»å). Òàêâèîò âåêòîð ñå âèêà
åäèíå÷åí íîðìàëåí âåêòîð, ñå îçíà÷óâà ñî

#»

N è ñå äåôèíèðà íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

#»

N(t) =

#»

K(t)

| #»

K(t)|
=

#»

K(t)

κ(t)
, êîãà κ(t) ̸= 0.

Áèäåj�êè
#»

K íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà, è
#»

N , èñòî òàêà, íå çàâèñè îä ïàðàìåòðè-
çàöèjà. Îä äåôèíèöèjàòà ñå ãëåäà äåêà

#»

N(t) èìà èñò ïðàâåö è íàñîêà êàêî
#»

K(t) è
| #»

N(t)| = 1. Jàñíî
#»

N(t) å íîðìàëåí íà
#»

T (t) (ò. å.
#»

T (t) · #»

N(t) = 0) è
#»

K(t) = κ(t)
#»

N(t).

Çàáåëåøêà 2.4.17. Îä (2.4.2), äîáèâàìå | #»

K(t)| = | #̇»
T (t)|
| #̇»r (t)| , ñî øòî jà äîáèâàìå è ñëåäíàâà

ôîðìóëà çà
#»

N(t):

#»

N(t) =

#̇»

T (t)

| #̇»

T (t)|
. (2.4.6)



2.4. ÒÀÍÃÅÍÒÅÍ, ÍÎÐÌÀËÅÍ È ÁÈÍÎÐÌÀËÅÍ ÂÅÊÒÎÐ 65

Ïðèìåð 2.4.18. Çà ñïèðàëàòà îä ïðèìåðîò 2.3.1

#»r : [0, 4π] → R3, #»r (t) = (2 cos t, 2 sin t, t), (2.4.7)

äà ãî îïðåäåëèìå åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð, âåêòîðîò íà êðèâèíà, åäèíå÷íèîò íîð-
ìàëåí âåêòîð è çàêðèâåíîñòà. Ïîòîà, äà jà îïðåäåëèìå è îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî
òî÷êàòà øòî ñå äîáèâà çà t = π. �Êå ãè îïðåäåëèìå íà äâà íà÷èíà: ñî ïðèðîäíàòà ïàðà-
ìåòðèçàöèjà è äèðåêòíî (áåç äà jà ðåïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà).
Ñî ïîìîø íà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà. Âî ïðèìåðîò 2.3.1 jà îïðåäåëèâìå
ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, òàà å:

#»r : [0, 4
√
5π] → R3, #»r (s) =

(
2 cos(s/

√
5), 2 sin(s/

√
5), s/

√
5
)
, (2.4.8)

è âðñêàòà ïîìå�ãó s è t å t = s/
√
5. Îä îâà äîáèâàìå:

#»

T (s) =
d #»r

ds
=

(
− 2√

5
sin(s/

√
5),

2√
5
cos(s/

√
5),

1√
5

)
, s ∈ [0, 4

√
5π]; (2.4.9)

#»

K(s) =
d

#»

T

ds
=

(
−2

5
cos(s/

√
5),−2

5
sin(s/

√
5), 0

)
, s ∈ [0, 4

√
5π;

κ(s) = | #»

K(s)| =
√

4

25
cos2(s/

√
5) +

4

25
sin2(s/

√
5) + 0 =

2

5
, s ∈ [0, 4

√
5π];

#»

N(s) =

#»

K(s)

κ(s)
=
(
− cos(s/

√
5),− sin(s/

√
5), 0

)
, s ∈ [0, 4

√
5π]. (2.4.10)

Äà çàáåëåæèìå äåêà çàêðèâåíîñòà íà ñïèðàëàòà å êîíñòàíòíà (ñåêîãàø å åäíàêâà íà
2/5). Çà äà jà îïðåäåëèìå îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî òî÷êàòà øòî ñå äîáèâà t = π, ïðâî
äà çàáåëåæèìå äåêà t = π êîãà s =

√
5π. Òî÷êàòà âî êîjà òðåáà äà ñå îïðåäåëè îâàà

ðàìíèíà å A(−2, 0, π) (ñå äîáèâà ñî çàìåíóâà»å t = π âî (2.4.7), èëè, åêâèâàëåíòíî,
s =

√
5π âî (2.4.8)). Ñî çàìåíóâà»å s =

√
5π âî ôîðìóëèòå çà

#»

T (s) è
#»

N(s), äîáèâàìå:
#»

T (
√
5π) = (0,−2/

√
5, 1/

√
5) è

#»

N(
√
5π) = (1, 0, 0). Çíà÷è, áàðàíàòà îñêóëàòîðíà ðàìíè-

íà ìèíóâà íèç A è å ïàðàëåëíà ñî îâèå äâà âåêòîðà. Íè òðåáà åäåí íåjçèí íîðìàëåí
âåêòîð #»n ; ìîæåìå äà çåìåìå #»n =

#»

T (
√
5π)× #»

N(
√
5π). Äîáèâàìå:

#»n = (0,−2/
√
5, 1/

√
5)× (1, 0, 0) = (0, 1/

√
5, 2/

√
5), (2.4.11)

è ðàâåíêàòà íà áàðàíàòà îñêóëàòîðíà ðàìíèíà å:

(x+ 2, y − 0, z − π) · (0, 1/
√
5, 2/

√
5) = 0 ⇐⇒ y/

√
5 + 2(z − π)/

√
5 = 0 ⇐⇒ y + 2z = 2π.

Ñå ðàçáèðà, âî îïðåäåëóâà»åòî íà #»n ìîæåâìå äà ãî ïîëçóâàìå
#»

K(
√
5π) (

#»

K è
#»

N ñå
ïàðàëåëíè!).
Äèðåêòíî (áåç ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà.) Îä (2.4.7) äîáèâàìå:

#̇»r (t) = (−2 sin t, 2 cos t, 1) =⇒ | #̇»r (t)| =
√
4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 1 =

√
5, t ∈ [0, 4π].

Ñëåäóâà äåêà:

#»

T (t) =
#̇»r (t)

| #̇»r (t)|
=

(
− 2√

5
sin t,

2√
5
cos t,

1√
5

)
, t ∈ [0, 4π];
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#»

K(t) =
1

| #̇»r (t)|
d

#»

T

dt
=

(
−2

5
cos t,−2

5
sin t, 0

)
, t ∈ [0, 4π];

κ(t) = | #»

K(t)| =
√

4

25
cos2 t+

4

25
sin2 t+ 0 =

2

5
, t ∈ [0, 4π; ,

#»

N(t) =

#»

K(t)

κ(t)
= (− cos t,− sin t, 0), t ∈ [0, 4π].

(Ñå ðàçáèðà, èñòè ñå êàêî è ôîðìóëèòå øòî ãè äîáèâìå ñî ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà;
äà ñå ïîòñåòèìå t = s/

√
5.) Äà jà ïðåñìåòàìå îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî òî÷êàòà øòî

ñå äîáèâà çà t = π; òàà å òî÷êàòà A(−2, 0, π). Åäåí íîðìàëåí âåêòîð íà îâàà ðàìíèíà
å äàäåí ñî #»n =

#»

T (π) × #»

N(π). Áèäåj�êè
#»

T (π) = (0,−2/
√
5, 1/

√
5) è

#»

N(π) = (1, 0, 0), ãî
äîáèâàìå èñòèîò âåêòîð #»n êàêî è âî (2.4.11), è ñî òîà èñòàòà ðàìíèíà y + 2z = 2π.

Ïðèìåð 2.4.19. Äà jà ïðåñìåòàìå çàêðèâåíîñòà íà ñïèðàëàòà (2.4.7) ñî ïîìîø íà
ôîðìóëàòà (2.4.4) è äà ñå óâåðèìå äåêà �êå ãî äîáèåìå èñòèîò ðåçóëòàò êàêî âî ïðèìåðîò
2.4.18. Áèäåj�êè

#̇»r (t) = (−2 sin t, 2 cos t, 1), #̈»r (t) = (−2 cos t,−2 sin t, 0), t ∈ [0, 4π],

äîáèâàìå:

#̇»r (t)× #̈»r (t) =

(∣∣∣∣ 2 cos t 1
−2 sin t 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1 −2 sin t
0 −2 cos t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ −2 sin t 2 cos t
−2 cos t −2 sin t

∣∣∣∣)
= (2 sin t,−2 cos t, 4 sin2 t+ 4 cos2 t) = (2 sin t,−2 cos t, 4).

Ñëåäóâà:

| #̇»r (t)× #̈»r (t)| =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 16 =
√
20 = 2

√
5, t ∈ [0, 4π].

Áèäåj�êè

| #̇»r (t)| =
√
4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 1 =

√
5,

(2.4.4) äàâà κ(t) = 2
√
5/(

√
5)3 = 2/5, çà ñèòå t ∈ [0, 4π].

Çàáåëåøêà 2.4.20. Âî ïðàêòèêà, àêî íå íè òðåáà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, ñåêîãàø
å ïîäîáðî äà ãè ïðåñìåòàìå

#»

T ,
#»

K,
#»

N è κ äèðåêòíî, çàòîà øòî îïðåäåëóâà»åòî íà
ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð ÷åñòî ìîæå äà áèäå èñêëó÷èòåëíî òåøêî. Èñòî òàêà, àêî íè
å ïîòðåáíà ñàìî çàêðèâåíîñòà, òîãàø ñêîðî ñåêîãàø ïîäîáðî å äà jà ïðåñìåòàìå ïî
ôîðìóëàòà (2.4.4) (îäíîñíî (2.4.5) çà ðàìíèíñêè êðèâè), çàòîà øòî íà îâîj íà÷èí ãî
èçáåãíóâàìå ïðåñìåòóâà»åòî íà

#»

K.

Çà êðàj, �êå ãî äàäåìå ñëåäíèîò èñêëó÷èòåëíî áèòåí ôàêò çà âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å
#»a (t) íà ðåãóëàðíàòà êðèâà #»r (t). Àêî âî òî÷êàòà t çàêðèâåíîñòà å 0, òîãàø îä (2.4.4)
ñëåäóâà äåêà #̇»r (t) × #̈»r (t) =

#»
0 ïà #̇»r (t) è #̈»r (t) ñå êîëèíåàðíè. Îä îâà äîáèâàìå äåêà

âî îâàà ñèòóàöèjà #»a (t) å êîëèíåàðåí ñî âåêòîðîò íà áðçèíà #»v (t), ò. å. âåêòîðîò íà
çàáðçóâà»å ëåæè íà òàíãåíòíàòà ïðàâà âî òàà òî÷êà. Àêî κ(t) ̸= 0, òîãàø çàáðçóâà»åòî
ñåêîãàø ëåæè âî ðàìíèíàòà ôîðìèðàíà îä âåêòîðèòå

#»

T (t) è
#»

N(t), ò. å. âî îñêóëàòîðíàòà
ðàìíèíà âî òàà òî÷êà (íåìà äà ãî äîêàæåìå îâîj ôàêò). Îâà å áèòíî çàòîà øòî íè äàâà
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ìîæíîñò äà ãî ðàçäâîèìå âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å íà äâå êîìïîíåíòè: âî ïðàâåö íà
äâèæå»åòî è âî ïðàâåö íîðìàëåí íà äâèæå»åòî. Çà äà ãî âèäèìå îâà, äà çàáåëåæèìå
äåêà ôàêòîò äåêà #»a (t) ëåæè âî ðàìíèíàòà ôîðìèðàíà îä

#»

T (t) è
#»

N(t) èìïëèöèðà äåêà
#»a (t) å ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà îä âåêòîðèòå

#»

T (t) è
#»

N(t), ò. å. ïîñòîjàò áðîåâè aT (t) è
aN (t), êîè, ñå ðàçáèðà, çàâèñàò îä t, òàêà øòî:

#»a (t) = aT (t)
#»

T (t) + aN (t)
#»

N(t). (2.4.12)

Âåêòîðèòå aT (t)
#»

T (t) è aN (t)
#»

N(t) ñå âèêààò òàíãåíöèjàëíà è íîðìàëíà êîìïîíåíòà
íà âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å, äîäåêà ñêàëàðèòå aT (t) è aN (t) ñå âèêààò òàíãåíöèjàëíî
è íîðìàëíî çàáðçóâà»å. Ìîæå äà ñå äîêàæå äåêà (íåìà äà ãî íàïðàâèìå òîà)

aT (t) =
dv

dt
(t), aN (t) = κ(t)(v(t))2. (2.4.13)

Òàíãåíöèjàëíàòà êîìïîíåíòà aT (t)
#»

T (t) ñåêîãàø å âî èñòèîò ïðàâåö ñî âåêòîðîò íà
áðçèíà (ò. å. ëåæè íà òàíãåíòíàòà ïðàâà) è òàíãåíöèjàëíîòî çàáðçóâà»å aT (t) jà äàâà
ïðîìåíàòà íà áðçèíàòà. Íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà å âî íàñîêà íà íîðìàëíèîò âåêòîð
(ò. å. ïîêàæóâà êîí öåíòàðîò íà îñêóëàòîðíàòà êðóæíèöà) è íîðìàëíîòî çàáðçóâà»å
jà äàâà áðçèíàòà íà ïðîìåíà íà ïðàâåöîò íà âåêòîðîò íà áðçèíà (ò. å. ïðàâåöîò íà
äâèæå»å). Äà çàáåëåæèìå äåêà ñèòóàöèjàòà êîãà κ(t) = 0 (ïðâàòà ñèòóàöèjà êîjàøòî
jà ðàçãëåäàâìå) ñëåäóâà îä (2.4.12): íàâèñòèíà êîãà κ(t) = 0, #»a (t) = aT (t)

#»

T (t), îä øòî
ñëåäóâà äåêà âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å å êîëèíåàðåí ñî âåêòîðîò íà áðçèíà.

2.4.3. Áèíîðìàëåí âåêòîð è òîðçèjà

Äåôèíèöèjà 2.4.21. Âî òî÷êèòå âî êîè çàêðèâåíîñòà íà ðåãóëàðíàòà êðèâà #»r (t) íå
å 0, áèíîðìàëíèîò âåêòîð

#»

B(t) ñå äåôèíèðà êàêî:

#»

B(t) =
#»

T (t)× #»

N(t).

Áèíîðìàëíèîò âåêòîð å îðòîãîíàëåí íà ðàìíèíàòà íà êîjà ëåæàò
#»

T è
#»

N , ò. å. íà
îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà (ïà

#»

B å íîðìàëåí è íà
#»

T è íà
#»

N). Áèäåj�êè
#»

T è
#»

N ñå åäèíå÷íè
è îðòîãîíàëíè,

#»

B å èñòî òàêà å åäèíå÷åí, ò. å. | #»

B(t)| = 1. Âî ñåêîjà òî÷êà îä êðèâàòà,
âåêòîðèòå

#»

T (t),
#»

N(t) è
#»

B(t) ñå äåñíà òðîjêà îä åäèíå÷íè âçàåìíî îðòîãîíàëíè âåêòî-
ðè.

Âå�êå âèäîâìå äåêà åäèíå÷íèîò íîðìàëåí âåêòîð íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà.
Åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð å èñò çà ñèòå ðåïàðàìåòðèçàöèè øòî jà çà÷óâóâààò íàñîêà-
òà íà äâèæå»å íà êðèâàòà, íî jà ìåíóâààò íàñîêàòà êîãà ðåïàðàìåòðèçàöèjàòà jà ìå-
íóâà íàñîêàòà íà äâèæå»å (âèäè ãè êîìåíòàðèòå ïðåä òåîðåìàòà 2.4.7). Ñïîðåä òîà,
áèíîðìàëíèîò âåêòîð �êå áèäå èñò çà ñèòå ðåïàðàìåòðèçàöèè øòî jà çà÷óâóâààò íàñî-
êàòà íà äâèæå»å, äîäåêà íåãîâàòà íàñîêà å ñïðîòèâíà çà ðåïàðàìåòðèçàöèèòå øòî jà
ïðîìåíóâààò íàñîêàòà íà äâèæå»å.

Í�å èíòåðåñèðà êàêî
#»

B ñå ìåíóâà âî çàâèñíîñò îä èçìèíàòèîò ïàò ïî êðèâàòà. Êâàí-

òèòàòèâíà êàðàêòåðèñòèêà çà îâà å èçâîäîò íà
#»

B ïî s, ò. å. d
#»
B
ds (Âíèìàâàj!, Í�å èíòå-

ðåñèðà ïðîìåíàòà âî îäíîñ íà èçìèíàòèîò ïàò; çàòîà èçâîäîò å ïî s, à íå ïî t). Îä
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Ñëèêà 2.4.3: Åäèíå÷åí òàíãåíòåí è íîðìàëåí âåêòîð, áèíîðìàëåí âåêòîð

äåôèíèöèjàòà íà
#»

B è òåîðåìàòà 2.1.5 (ã), äîáèâàìå:

d
#»

B

ds
=

d
#»

T

ds
× #»

N +
#»

T × d
#»

N

ds
=

#»

K × #»

N +
#»

T × d
#»

N

ds
=

#»

T × d
#»

N

ds
; (2.4.14)

ïîñëåäíîòî ðåàâåíñòâî ñëåäóâà îä ôàêòîò äåêà
#»

K å ïàðàëåëåí ñî
#»

N è çàòîà
#»

K× #»

N =
#»
0 .

Êëó÷íèîò ôàêò å äåêà âî êîjà áèëî òî÷êà îä êðèâàòà:

d
#»

N

ds
ëåæè íà ðàìíèíàòà ãåíåðèðàíà îä

#»

T è
#»

B. (2.4.15)

Áèäåj�êè
#»

N å íîðìàëåí íà îâàà ðàìíèíà, äîâîëíî å äà ïðîâåðèìå äåêà
#»

N å îðòîãîíàëåí

íà d
#»
N
ds , ò. å.

d
#»
N
ds · #»

N = 0. Çà äà ãî âèäèìå îâà, ãî äèôåðåíöèðàìå ðàâåíñòâîòî 1 = | #»

N |2 =
#»

N · #»

N ; îä òåîðåìàòà 2.1.5 (â) äîáèâàìå:

0 =
d

#»

N

ds
· #»

N +
#»

N · d
#»

N

ds
= 2

d
#»

N

ds
=⇒ d

#»

N

ds
· #»

N = 0.

Çíà÷è (2.4.15) å ñåêîãàø òî÷íî. Áèäåj�êè
#»

T , èñòî òàêà, ëåæè íà ðàìíèíàòà ãåíåðèðàíà

îä
#»

T è
#»

B,
#»

T × d
#»
N
ds å îðòîãîíàëåí íà îâàà ðàìíèíà, ïà ìîðà äà áèäå ïàðàëåëåí ñî

#»

N ;

îäíîñíî å êîíñòàíòà ïî
#»

N . Îâàà êîíñòàíòà çàâèñè îä òî÷êàòà íà êðèâàòà âî êîjà ãè
ðàçãëåäóâàìå âåêòîðèòå, ò. å. çàâèñè îä s. �Êå jà îçíà÷èìå îâàà êîíñòàíòà ñî −τ(s)
(çíàêîò − å êîíâåíöèîíàëåí âî îâàà ñèòóàöèjà). Ïîðàäè (2.4.14), äîáèâàìå:

d
#»

B

ds
(s) = −τ(s)

#»

N(s). (2.4.16)

Îâà ðàâåíñòâî å èñêëó÷èòåëíî áèòíî. Òîà íè êàæóâà äåêà çà êâàíòèòàòèâíî äà jà
êàðàêòåðèçèðàìå ïðîìåíàòà íà

#»

B âî îäíîñ íà èçìèíàòèîò ïàò ïî êðèâàòà, äîâîëíî å
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äà jà çíàåìå íóìåðè÷êàòà êàðàêòåðèñòèêà τ(s) çàòîà øòî d
#»
B
ds (s) ñåêîãàø ãî èìà èñòèîò

ïðàâåö êàêî
#»

N(s); ñå ðàçáèðà íàñîêàòà íå ìîðà äà èì å èñòà, òîà çàâèñè îä çíàêîò
íà τ(s). Çà äà äîáèåìå ôîðìóëà çà τ(s), ðàâåíñòâîòî (2.4.16) ãî ìíîæèìå ñêàëàðíî ñî
#»

N(s). Áèäåj�êè
#»

N(s) · #»

N(s) = 1, äîáèâàìå:

τ(s) = −d
#»

B

ds
(s) · #»

N(s). (2.4.17)

Äåôèíèöèjà 2.4.22. Òîðçèjàòà τ íà ðåãóëàðíà êðèâà ÷èjàøòî çàêðèâåíîñò íèêîãàø
íå å 0 ñå äåôèíèðàíà êàêî:

τ(s) = −d
#»

B

ds
(s) · #»

N(s),

êàäå øòî s å ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð.

Êàêî øòî âèäîâìå, òîðçèjàòà jà êàðàêòåðèçèðà ïðîìåíàòà íà áèíîðìàëíèîò âåêòîð
âî îäíîñ íà èçìèíàòèîò ïàò. Àêî òîðçèjàòà å åäíàâêà íà 0 âî ñèòå òî÷êè îä êðèâàòà,
òîãàø áèíîðìàëíèîò âåêòîð íå ñå ïðîìåíóâà. Áèäåj�êè òîj å íîðìàëåí íà îñêóëàòîðíàòà
ðàìíèíà âî ñåêîjà òî÷êà îä êðèâàòà, äîáèâàìå äåêà îñêóëàòîðíèòå ðàìíèíè âî ñèòå
òî÷êè îä êðèâàòà ñå ïàðàëåëíè ìå�ãó ñåáå. Èíòóèöèjàòà íè êàæóâà äåêà îä òîà ìîðà äà
ñëåäóâà äåêà òèå ñå âî ñóøòèíà èñòàòà ðàìíèíà è äåêà êðèâàòà ëåæè íà îâàà ðàìíèíà
(âèäè çàáåëåøêà 2.4.14). Îâà å ñåêîãàø òî÷íî; òîà ñëåäóâà îä íàðåäíàòà òåîðåìà (êîjà
íåìà äà jà äîêàæåìå).

Òåîðåìà 2.4.23. Íåêà #»r å ðåãóëàðíà êðèâà ÷èjàøòî çàêðèâåíîñò íèêîãàø íå å 0.
Òîãàø êðèâàòà #»r ëåæè âî åäíà ðàìíèíà àêî è ñàìî àêî íåjçèíàòà òîðçèjà å åäíàêâà

íà 0 âî ñèòå òî÷êè îä êðèâàòà.

Êàêî øòî êîìåíòèðàâìå âî çàáåëåøêàòà 2.4.14, îñêóëàòîðíàòà ðàìíèíà âî ôèêñíà
òî÷êà îä êðèâàòà å òàà çà êîjà êðèâàòà å ½íàjáëèñêó äà ëåæè âî íåà� âî áëèçèíà íà òàà
òî÷êà. Òîðçèjàòà âî òàà òî÷êà ìåðè êîëêó ½áðçî� êðèâàòà ñå èçâðòóâà íàäâîð îä îñêó-
ëàòîðíàòà ðàìíèíà âî áëèçèíà íà òî÷êàòà. Àêî τ å ïîçèòèâíà, êðèâàòà ñå èçâðòóâà íà
ñòðàíàòà íà êîjà ïîêàæóâà

#»

B, à àêî å íåãàòèâíà òîãàø òàà ñå èçâðòóâà íà ñïðîòèâíàòà
ñòðàíà. �Êå ãî èëóñòðèðàìå îâà ñî ñëåäíèîò ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.4.24. Äà jà ïðåñìåòàìå òîðçèjàòà íà êðèâèòå:

#»r1 : [0, 4π] → R3, #»r1(t) = (2 cos t, 2 sin t, t);
#»r2 : [0, 4π] → R3, #»r2(t) = (2 cos t, 2 sin t, 4π − t).

Ïðâàòà êðèâà å ñïèðàëàòà îä ïðèìåðîò 2.4.18. Âòîðàòà ñïèðàëà îäè íàäîëó ïî z-îñêàòà
(âíèìàâàj, íå å èñòà êàêî ïðâàòà!).

Çà #»r1, åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð è åäèíå÷íèîò íîðìàëåí âåêòîð ñå äàäåíè ñî
(2.4.9) è (2.4.10). Áèíîðìàëíèîò âåêòîð

#  »

B1 å âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà îâèå äâà:

#  »

B1(s) =

∣∣∣∣∣∣
2√
5
cos
(

s√
5

)
1√
5

− sin
(

s√
5

)
0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

1√
5

− 2√
5
sin
(

s√
5

)
0 − cos

(
s√
5

) ∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣ −

2√
5
sin
(

s√
5

)
2√
5
cos
(

s√
5

)
− cos

(
s√
5

)
− sin

(
s√
5

) ∣∣∣∣∣∣

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=

(
1√
5
sin

(
s√
5

)
,− 1√

5
cos

(
s√
5

)
,
2√
5
sin2

(
s√
5

)
+

2√
5
cos2

(
s√
5

))
=

(
1√
5
sin

(
s√
5

)
,− 1√

5
cos

(
s√
5

)
,
2√
5

)
.

Îä îâà äîáèâàìå:
d

#  »

B1

ds
(s) =

(
1

5
cos(s/

√
5),

1

5
sin(s/

√
5), 0

)
,

è ñî ïîìîø íà (2.4.17) çà òîçèjàòà τ1 íà
#»r1 äîáèâàìå:

τ1(s) = −
(
1

5
cos(s/

√
5),

1

5
sin(s/

√
5), 0

)
·
(
− cos(s/

√
5),− sin(s/

√
5), 0

)
=

1

5
cos2(s/

√
5) +

1

5
sin2(s/

√
5) =

1

5
.

Èíöèäåíòíî, äà çàáåëåæèìå äåêà òîðçèjàòà íà ñïèðàëàòà å êîíñòàíòíà: òîà çíà÷è äåêà
òàà ïîäåäíàêâî ½áðçî� ñå èçâðòóâà íàäâîð îä ñåêîjà îä îñêóëàòîðíèòå ðàìíèíè. Òîð-
çèjàòà å ïîçèòèâíà è êðèâàòà ñå èçâðòóâà íà ñòðàíàòà íà êîjà ïîêàæóâà

#  »

B1.
Çà äà jà ïðåñìåòàìå òîðçèjàòà íà #»r2, ïðâî �êå jà íàjäåìå íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìå-

òðèçàöèjà. Áèäåj�êè #̇»r2 = (−2 sin t, 2 cos t,−1), | #̇»r2(t)| =
√
5, èìàìå:

s =

ˆ t

0
| #̇»r2(λ)dλ =

√
5

ˆ t

0
dλ =

√
5t =⇒ t = s/

√
5.

Ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà å:

#»r2 : [0, 4
√
5π] → R3, #»r2(s) =

(
2 cos(s/

√
5), 2 sin(s/

√
5), 4π − s/

√
5
)
.

Ñåãà, ñëè÷íî êàêî è âî ïðèìåðîò 2.4.18, çà åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð è åäèíå÷íèîò
íîðìàëåí âåêòîð íà #»r2 äîáèâàìå:

# »

T2(s) =

(
− 2√

5
sin(s/

√
5),

2√
5
cos(s/

√
5),− 1√

5

)
, s ∈ [0, 4

√
5π];

#  »

N2(s) =
(
− cos(s/

√
5),− sin(s/

√
5), 0

)
, s ∈ [0, 4

√
5π].

Áèíîðìàëíèîò âåêòîð íà #»r2 å äàäåí ñî:

#  »

B2(s) =
# »

T2(s)×
#  »

N2(s) =

(
− 1√

5
sin(s/

√
5),

1√
5
cos(s/

√
5),

2√
5

)
.

Íåãîâèîò èçâîä ïî s å:

d
#  »

B2

ds
(s) =

(
−1

5
cos(s/

√
5),−1

5
sin(s/

√
5), 0

)
,

è çà òîðçèjàòà äîáèâàìå:

τ2(s) = −
(
−1

5
cos(s/

√
5),−1

5
sin(s/

√
5), 0

)
·
(
− cos(s/

√
5),− sin(s/

√
5), 0

)
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= −1

5
cos2(s/

√
5)− 1

5
sin2(s/

√
5) = −1

5
.

Âî îâàà ñèòóàöèjà, ñïèðàëàòà ñå èçâðòóâà íà ñïðîòèâíàòà ñòðàíà îä îíàà íà êîjà ïî-
êàæóâà

#  »

B2.

Âî ïðàêòèêà, ïðåñìåòóâà»åòî íà òîðçèjàòà ïî ôîðìóëàòà (2.4.17) ÷åñòî å èñêëó÷è-
òåëíî òåøêî, çàòîà øòî òðåáà äà ñå îïðåäåëè ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà.
Ñëåäíàòà ôîðìóëà äàâà íà÷èí çà ñìåòà»å íà òîðçèjàòà áåç äà ìîðà äà ñå îïðåäåëóâà
íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà:

τ(t) =

(
#̇»r (t), #̈»r (t),

...
#»r (t)

)
| #̇»r (t)× #̈»r (t)|2

, (2.4.18)

êàäå
...
#»r (t) å òðåòèîò èçâîä íà #»r (t) ïî t è áðîèòåëîò å ìåøàíèîò ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå

#̇»r (t), #̈»r (t) è
...
#»r (t).

Ïðèìåð 2.4.25. Äà jà îïðåäåëèìå òîðçèjàòà íà êðèâàòà (2.4.7) îä ïðèìåðîò 2.4.18 ñî
ïîìîø íà îâàà ôîðìóëà. Ãè ïðåñìåòàìå ïðâèòå òðè èçâîäè íà #»r :

#̇»r (t) = (−2 sin t, 2 cos t, 1), t ∈ [0, 4π],

#̈»r (t) = (−2 cos t,−2 sin t, 0), t ∈ [0, 4π],
...
#»r (t) = (2 sin t,−2 cos t, 0), t ∈ [0, 4π].

Çà íèâíèîò ìåøàí ïðîèçâîä, äîáèâàìå:

(
#̇»r (t), #̈»r (t),

...
#»r (t)

)
=

∣∣∣∣∣∣
−2 sin t 2 cos t 1
−2 cos t −2 sin t 0
2 sin t −2 cos t 0

∣∣∣∣∣∣ = 4 cos2 t+ 4 sin2 t = 4.

Îä äðóãà ñòðàíà,

#̇»r (t)× #̈»r (t) =

(∣∣∣∣ 2 cos t 1
−2 sin t 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1 −2 sin t
0 −2 cos t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ −2 sin t 2 cos t
−2 cos t −2 sin t

∣∣∣∣)
= (2 sin t,−2 cos t, 4 sin2 t+ 4 cos2 t) = (2 sin t,−2 cos t, 4),

îä øòî ñëåäóâà:

| #̇»r (t)× #̈»r (t)| =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 16 =
√
20 = 2

√
5.

Ñåãà, îä ôîðìóëàòà (2.4.18), äîáèâàìå: τ(t) = 1/5, çà ñèòå t ∈ [0, 4π]. Ñå ðàçáèðà,
ðåçóëòàòîò å èñò êàêî è âî ïðèìåðîò 2.4.24.

Çàáåëåøêà 2.4.26. Êëó÷åí ôàêò çà òîðçèjàòà (êîj íåìà äà ãî äîêàæåìå) å äåêà òàà å
ãåîìåòðèñêî ñâîjñòâî íà êðèâàòà, ò. å. íå çàâèñè îä ïàðàìåòðèçàöèjà.
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Ïðèìåð 2.4.27. Äàäåíà å ñïèðàëàòà:

#»r : [−2π, 2π] → R3, #»r (t) = (3 cos t, 3 sin t, 4t).

Äà jà îïðåäåëèìå íåjçèíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà. Ïîòîà äà ãè ïðåñìåòàìå
#»

T ,
#»

N ,
#»

B, κ è τ .
Áèäåj�êè #̇»r (t) = (−3 sin t, 3 cos t, 4), äîáèâàìå:

| #̇»r (t)| =
√
9 sin2 t+ 9 cos2 t+ 16 =

√
25 = 5, t ∈ [−2π, 2π]. (2.4.19)

Ïðèðîäíèîò ïàðàìåòàð å:

s =

ˆ t

−2π
| #̇»r (λ)|dλ = 5

ˆ t

−2π
dλ = 5(t+ 2π) =⇒ t =

s

5
− 2π.

Îä îâà ñëåäóâà äåêà äîëæèíàòà íà êðèâàòà å 20π (òàà ñå äîáèâà êîãà t = 2π) è çà
ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðèâàòà äîáèâàìå:

#»r (s) = (3 cos(s/5− 2π), 3 sin(s/5− 2π), 4s/5− 8π)

= (3 cos(s/5), 3 sin(s/5), 4s/5− 8π), s ∈ [0, 20π];

ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäóâà îä ïåðèîäè÷íîñòà íà ôóíêöèèòå ñèíóñ è êîñèíóñ (èìààò
ïåðèîä 2π).

#»

T (s) =
d #»r

ds
(s) =

(
−3

5
sin(s/5),

3

5
cos(s/5),

4

5

)
, s ∈ [0, 20π],

#»

K(s) =
d

#»

T

ds
(s) =

(
− 3

25
cos(s/5),− 3

25
sin(s/5), 0

)
, s ∈ [0, 20π],

κ(s) = | #»

K(s)| =
√

9

625
cos2(s/5) +

9

625
sin2(s/5) =

3

25
, s ∈ [0, 20π],

#»

N(s) =

#»

K(s)

κ(s)
= (− cos(s/5),− sin(s/5), 0), s ∈ [0, 20π],

#»

B(s) =
#»

T (s)× #»

N(s)

=

(∣∣∣∣ 3
5 cos(s/5)

4
5

− sin(s/5) 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 4
5 −3

5 sin(s/5)
0 − cos(s/5)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ −3
5 sin(s/5)

3
5 cos(s/5)

− cos(s/5) − sin(s/5)

∣∣∣∣)
=

(
4

5
sin(s/5),−4

5
cos(s/5),

3

5
sin2(s/5) +

3

5
cos2(s/5)

)
=

(
4

5
sin(s/5),−4

5
cos(s/5),

3

5

)
, s ∈ [0, 20π],

τ(s) = −d
#»

B

ds
(s) · #»

N(s) = −
(

4

25
cos(s/5),

4

25
sin(s/5), 0

)
· (− cos(s/5),− sin(s/5), 0)

=
4

25
cos2(s/5) +

4

25
sin2(s/5) =

4

25
, s ∈ [0, 20π].
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Ïðèìåð 2.4.28. Äà jà îïðåäåëèìå çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà íà êðèâàòà îä ïðèìåðîò
2.4.27 ñî ïîìîø íà ôîðìóëèòå (2.4.4) è (2.4.18).

Çà èçâîäèòå íà #»r äîáèâàìå

#̇»r (t) = (−3 sin t, 3 cos t, 4), t ∈ [−2π, 2π],

#̈»r (t) = (−3 cos t,−3 sin t, 0), t ∈ [−2π, 2π],
...
#»r (t) = (3 sin t,−3 cos t, 0), t ∈ [−2π, 2π].

Âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà #̇»r (t) è #̈»r (t) å:

#̇»r (t)× #̈»r (t) =

(∣∣∣∣ 3 cos t 4
−3 sin t 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 4 −3 sin t
0 −3 cos t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ −3 sin t 3 cos t
−3 cos t −3 sin t

∣∣∣∣)
= (12 sin t,−12 cos t, 9 sin2 t+ 9 cos2 t) = (12 sin t,−12 cos t, 9).

Çà íåãîâèîò ìîäóë äîáèâàìå:

| #̇»r (t)× #̈»r (t)| =
√

144 sin2 t+ 144 cos2 t+ 81 =
√
225 = 15,

è áèäåj�êè | #̇»r (t)| = 5 (âèäè (2.4.19)), ôîðìóëàòà (2.4.4) äàâà: κ(t) = 3/25, t ∈ [−2π, 2π];
ñå ðàçáèðà, òîà å èñòèîò ðåçóëòàò êàêî è âî ïðèìåðîò 2.4.27.

Çà äà jà ïðåñìåòàìå òîðçèjàòà, íè òðåáà ìåøàíèîò ïðîèçâîä:

(
#̇»r (t), #̈»r (t),

...
#»r (t)

)
=

∣∣∣∣∣∣
−3 sin t 3 cos t 4
−3 cos t −3 sin t 0
3 sin t −3 cos t 0

∣∣∣∣∣∣ = 36 cos2 t+ 36 sin2 t = 36.

Îä ôîðìóëàòà (2.4.18) äîáèâàìå: τ(t) = 4/25, t ∈ [−2π, 2π]; ñî øòî ãî ïîòâðäóâàìå
ðåçóëòàòîò îä ïðèìåðîò 2.4.27.

Ïðèìåð 2.4.29. Äàäåíà å êðèâàòà:

#»r : (−1, 1) → R3, #»r (t) = (3 cosh t, 3 sinh t, 2t).

Äà ñå ïðåñìåòà çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà.
Çàòîà øòî íå íè òðåáà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, ïîåäíîñòàâíî å äà ãè ïðåñìå-

òàìå κ è τ ñî ôîðìóëèòå (2.4.4) è (2.4.18). Çà èçâîäèòå íà #»r äîáèâàìå (âèäè (2.3.12)):

#̇»r (t) = (3 sinh t, 3 cosh t, 2), t ∈ (−1, 1),

#̈»r (t) = (3 cosh t, 3 sinh t, 0), t ∈ (−1, 1),
...
#»r (t) = (3 sinh t, 3 cosh t, 0), t ∈ (−1, 1).

Âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà âåêòîðèòå å:

#̇»r (t)× #̈»r (t) =

(∣∣∣∣ 3 cosh t 2
3 sinh t 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 2 3 sinh t
0 3 cosh t

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 3 sinh t 3 cosh t
3 cosh t 3 sinh t

∣∣∣∣)
= (−6 sinh t, 6 cosh t, 9 sinh2 t− 9 cosh2 t) = (−6 sinh t, 6 cosh t,−9);
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âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî óïîòðåáèâìå (2.3.11). Íåãîâèîò ìîäóë å:

| #̇»r (t)× #̈»r (t)| =
√

36 sinh2 t+ 36 cosh2 t+ 81.

Ìîäóëîò íà #̇»r (t) å:

| #̇»r (t)| =
√

9 sinh2 t+ 9 cosh2 t+ 4.

Îä (2.4.4) äîáèâàìå:

κ(t) =

√
36 sinh2 t+ 36 cosh2 t+ 81

(9 sinh2 t+ 9 cosh2 t+ 4)3/2
, t ∈ (−1, 1).

Çà äà jà îïðåäåëèìå òîðçèjàòà íè òðåáà ìåøàíèîò ïðîèçâîä:

(
#̇»r (t), #̈»r (t),

...
#»r (t)

)
=

∣∣∣∣∣∣
3 sinh t 3 cosh t 2
3 cosh t 3 sinh t 0
3 sinh t 3 cosh t 0

∣∣∣∣∣∣ = 18 cosh2 t− 18 sinh2 t = 18;

ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäóâà îä (2.3.11). Ôîðìóëàòà (2.4.18) äàâà:

τ(t) =
18

36 sinh2 t+ 36 cosh2 t+ 81
=

2

4 sinh2 t+ 4 cosh2 t+ 9
, t ∈ (−1, 1).

Ðåçóëòàòèòå ìîæàò äà ñå ïîåäíîñòàâàò àêî ñå èñêîðèñòè ðàâåíñòâîòî

sinh2 t+ cosh2 t = cosh(2t), t ∈ R,

(ïðîâåðè äåêà îâà âàæè!); òîà ãî îñòàâàìå íà ÷èòàòåëîò.

Ïðèìåð 2.4.30. Äà ñå ïðåñìåòà çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà íà êðèâàòà:

#»r : (−1, 1) → R3, #»r (t) = (tet, t2, t2et),

âî òî÷êàòà øòî ñå äîáèâà çà t = 0.
Ñå ðàçáèðà, �êå ãè êîðèñòèìå ôîðìóëèòå (2.4.4) è (2.4.18). Ãè ïðåñìåòóâàìå ïðâèòå

òðè èçâîäè íà #»r :

#̇»r (t) = (et + tet, 2t, 2tet + t2et), t ∈ (−1, 1),

#̈»r (t) = (2et + tet, 2, 2et + 4tet + t2et), t ∈ (−1, 1),
...
#»r (t) = (3et + tet, 0, 6et + 6tet + t2et), t ∈ (−1, 1).

Áèäåj�êè í�å èíòåðåñèðà çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà ñàìî âî t = 0, ãè îïðåäåëóâàìå âðåä-
íîñòèòå íà èçâîäèòå âî îâàà òî÷êà:

#̇»r (0) = (1, 0, 0), #̈»r (0) = (2, 2, 2),
...
#»r (0) = (3, 0, 6).

Âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà #̇»r (0) è #̈»r (0) å:

#̇»r (0)× #̈»r (0) =

(∣∣∣∣ 0 0
2 2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 1
2 2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1 0
2 2

∣∣∣∣) = (0,−2, 2).
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Îä îâà äîáèâàìå: | #̇»r (0) × #̈»r (0)| =
√
8 = 2

√
2. Áèäåj�êè | #̇»r (0)| = 1, çà çàêðèâåíîñòà âî

t = 0 èìàìå: κ(0) = 2
√
2.

Çà òîðçèjàòà, ïðâî �êå ãî ïðåñìåòàìå ìåøàíèîò ïðîèçâîä

(
#̇»r (0), #̈»r (0),

...
#»r (0)

)
=

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 2 2
3 0 6

∣∣∣∣∣∣ = 12.

Îä îâà ñëåäóâà: τ(0) = 12/(2
√
2)2 = 3/2.

Ïðèìåð 2.4.31. Äàäåíà å êðèâàòà:

#»r : [−1, 1] → R3, #»r (t) = (t2, t2 + t, t3).

Äà ãè îïðåäåëèìå åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð, åäèíå÷íèîò íîðìàëåí âåêòîð è áèíîð-
ìàëíèîò âåêòîð íà #»r âî t = 0.

Áèäåj�êè íå íè òðåáà ïðèðîäíàòà ïàðàìåòðèçàöèjà, �êå ãè îïðåäåëèìå
#»

T è
#»

K ñî ïî-
ìîø íà ôîðìóëèòå (2.4.1) è (2.4.2); ïîòîà, îïðåäåëóâà»åòî íà

#»

N è
#»

B å ñòàíäàðäíî.
Çà âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà íà êðèâàòà èìàìå:

#̇»r (t) = (2t, 2t+ 1, 3t2), | #̇»r (t)| =
√

4t2 + 4t2 + 4t+ 1 + 9t4 =
√
9t4 + 8t2 + 4t+ 1.

Îä îâà äîáèâàìå:

#»

T (t) =
#̇»r (t)

| #̇»r (t)|
=

(2t, 2t+ 1, 3t2)√
9t4 + 8t2 + 4t+ 1

,
#»

T (0) = (0, 1, 0).

Çà
#»

K íè òðåáà èçâîäîò íà
#»

T ïî t

#̇»

T (t) =

√
9t4 + 8t2 + 4t+ 1(2, 2, 6t)− 18t3+8t+2√

9t4+8t2+4t+1
(2t, 2t+ 1, 3t2)

9t4 + 8t2 + 4t+ 1
,

#̇»

T (0) = (2, 2, 0)− 2(0, 1, 0) = (2, 0, 0).

Äîáèâàìå:

#»

K(0) =

#̇»

T (0)

| #̇»r (0)|
= (2, 0, 0) =⇒ #»

N(0) =

#»

K(0)

| #»

K(0)|
= (1, 0, 0);

ñå ðàçáèðà,
#»

N(0) ìîæåâìå äà ãî ïðåñìåòàìå è ïî ôîðìóëàòà (2.4.6). Îñòàíóâà óøòå äà
ãî îïðåäåëèìå áèíîðìàëíèîò âåêòîð âî t = 0:

#»

B(0) =
#»

T (0)× #»

N(0) =

(∣∣∣∣ 1 0
0 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 0
0 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 0 1
1 0

∣∣∣∣) = (0, 0,−1).
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2.5. Íåðåøåíè çàäà÷è

Çàäà÷à 2.5.1. Äà ñå îïðåäåëàò áðçèíàòà, âåêòîðîò íà áðçèíà è âåêòîðîò íà çàáðçóâà»å
íà ñëåäíèòå êðèâè. Ïîòîà äà ñå åâàëóèðààò âî çàäàäåíàòà âðåäíîñò íà t.

(à) #»r (t) = (t sin t, t2 cos t, t), t = 0;

(á) #»r (t) = (tet, t2et, t), t = 0;

(â) #»r (t) = (et sin t, et cos t, sin t), t = 0;

(ã) #»r (t) = (t cosh t, t sinh t, t2 + t), t = 0;

(ä) #»r (t) = (t3, t3 + t, t2 + t+ 1), t = 0;

(�ã) #»r (t) = (ln(1 + t), t
√
1 + t2, arctan t), t = 0;

(å) #»r (t) = (t cos t, t sin t, t2), t = π;

(æ) #»r (t) = (cos t, sin t, cos 2t), t = π/4.

Çàäà÷à 2.5.2. Äà ñå îïðåäåëàò åäèíå÷íèîò òàíãåíòåí âåêòîð, åäèíå÷íèîò íîðìàëåí
âåêòîð è áèíîðìàëíèîò âåêòîð íà ñëåäíèòå êðèâè âî çàäàäåíàòà âðåäíîñò íà t.

(à) #»r (t) = (cosh(t2), sinh(t2), t), t = 0;

(á) #»r (t) = (t3 + t2, t, t2), t = 0;

(â) #»r (t) = (et
2
, tet, et), t = 0;

(ã) #»r (t) = (t, t2, t3) âî t = 1;

(ä) #»r (t) = (cosh t, sinh t, t) âî t = 0;

(�ã) #»r (t) = (et cos t, et sin t, t) âî t = 0.

Çàäà÷à 2.5.3.

(à) Çà êðèâèòå îä çàäà÷àòà 2.5.1 äà ñå îïðåäåëè çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà âî t = 0.

(á) Äà ñå îïðåäåëàò çàêðèâåíîñòà è òîðçèjàòà çà êðèâèòå îä çàäà÷àòà 2.5.2.

Çàäà÷à 2.5.4. Äà ñå îïðåäåëè ðàäèóñ-âåêòîðîò #»r (t) (ò. å. êðèâàòà) íà òåëîòî àêî ñå
çíààò:

(à) íåãîâèîò âåêòîð íà áðçèíà #»v (t) = (t, t sin t, t + 1) è ïîçèöèjàòà âî t = 0 ( #»r (0) =
(0, 0, 1));

(á) íåãîâèîò âåêòîð íà çàáðçóâà»å #»a (t) = (1, t+sin t, tet) è íåãîâèîò âåêòîð íà áðçèíà
è íà ïîçèöèjà âî t = 0: #»v (0) = (0, 1, 0), #»r (0) = (1, 0, 0).

Çàäà÷à 2.5.5. Äà ñå îïðåäåëè äîëæèíàòà íà ñëåäíèâå êðèâè:

(à) #»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (2t, 13 t
3, t2).
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(á) #»r : [0, π/4] → R3, #»r (t) = (sin t, cos t, ln cos t).

(â) #»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (2t, t, t2).

(ã) #»r : [0, π] → R3, #»r (t) = (cos(et), sin(et), et);

(ä) #»r : [0, π] → R3, #»r (t) = (a cos t, a sin t, bt), t ∈ [0, 2π], a, b > 0.

Çàäà÷à 2.5.6. Çà ñëåäíèòå êðèâè, äà ñå îïðåäåëè íèâíàòà ïðèðîäíà ïàðàìåòðèçàöèjà,
à ïîòîà äà ñå îïðåäåëàò

#»

T ,
#»

N ,
#»

B, κ è τ .

(à) #»r : [−π, 3π], #»r (t) = (3 cos 2t, 3 sin 2t, 2t+ 1).

(á) #»r : [0, 5π], #»r (t) = (− sin 3t, cos 3t, t+ 3).

Çàäà÷à 2.5.7. Êðèâàòà C å äåôèíèðàíà êàêî ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå:

x2 + y2 + z2 = 5 è x2 + y2 = 4z.

Äà ñå îïðåäåëè òàíãåíòíèîò âåêòîð íà êðèâàòà âî òî÷êàòà (
√
3, 1, 1).

Çàäà÷à 2.5.8. Êðèâàòà C å äåôèíèðàíà êàêî ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå:

x2 + z2 = 10 è y2 + z2 = 10.

(à) Äà ñå îïðåäåëè òàíãåíòíèîò âåêòîð íà êðèâàòà C âî òî÷êàòà (1, 1, 3).

(á) Äà ñå íàïèøå âî ïàðàìåòàðñêè îáëèê ðàâåíêàòà íà òàíãåíòàòà íà êðèâàòà C âî
òî÷êàòà (1, 1, 3).

Çàäà÷à 2.5.9. Çà êðèâèòå îä ïðåòõîäíàòà çàäà÷à äà ñå ïðåñìåòà çàêðèâåíîñòà κ è
òîðçèjàòà τ âî ñîîäâåòíèòå òî÷êè.

Çàäà÷à 2.5.10. Äàäåí å âåêòîð íà çàáðçóâà»å #»a (t) = (sin t, cos t, 2) è ïî÷åòíè óñëîâè
#»v (0) = (1, 0, 0), #»r (0) = (0, 1, 0). Äà ñå îïðåäåëè ôóíêöèjàòà #»r (t).

Çàäà÷à 2.5.11. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå F1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 9 = 0 è
F2(x, y, z) = x+2y+z−3 = 0. Äà ñå íàjäå òàíãåíòíèîò âåêòîð íà C âî òî÷êàòà (1, 1, 2).

Çàäà÷à 2.5.12. Êðèâàòà C å äàäåíà êàêî ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå x2 + y2 = 4 è z = xy.

(à) Äà ñå íàjäå ïàðàìåòàðñêà ôîðìà çà C.

(á) Äà ñå íàjäå âåêòîð íà áðçèíà è íîðìàëà âî òî÷êàòà êàäå øòî x = 1, y = 2 (àêî
ïîñòîè).

Çàäà÷à 2.5.13. * Äà ñå îäðåäè òî÷êàòà(èòå) íà êðèâàòà #»r (t) = (t2 − 1, 2t, t3) êàäå
øòî çàêðèâåíîñòà èìà åêñòðåì.
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Ãëàâà 3.

Ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïîëè»à

3.1. Äåôèíèöèjà è ïðèìåðè

Äåôèíèöèjà 3.1.1. Ñêàëàðíî ïîëå îä òðè ïðîìåííèâè å ðåàëíà ôóíêöèjà G :
U → R, äåôèíèðàíà íà îáëàñò U âî R3. Êîãà îáëàñòà U ëåæè âî R2, òîãàø âåëèìå
äåêà G å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè.

Ñî äðóãè çáîðîâè, ñêàëàðíî ïîëå å îáè÷íà ôóíêöèjà îä äâå èëè îä òðè ïðîìåíëèâè;
èìåòî ñêàëàðíî ïîëå å ñóãåñòèâíî çà äà íàãëàñè äåêà âðåäíîñòèòå ñå îáè÷íè áðîåâè
(ñêàëàðè) è çà äà ñå íàïðàâè ðàçëèêà ñî âåêòîðñêèòå ïîëè»à øòî �êå ãè äåôèíèðàìå
ïîäîëó. Ñêîðî ñèòå ñêàëàðíè ïîëè»à êîèøòî �êå ãè ðàçãëåäóâàìå �êå áèäàò ôóíêöèè øòî
�êå èìààò äîáðè ñâîjñòâà: ñå íåïðåêèíàòè è �êå èìààò ïàðöèjàëíè èçâîäè îä ïðîèçâîëåí
ðåä òàìó êàäå øòî ñå äåôèíèðàíè. ×åñòî �êå áèäå jàñíî îä êîíòåêñòîò äàëè ñêàëàðíîòî
ïîëå å îä äâå èëè îä òðè ïðîìåíëèâè è âî òèå ñèòóàöèè òîà íåìà äà ãî íàãëàñóâàìå.

Òèïè÷åí ïðèìåð íà ñêàëàðíî ïîëå å òåìïåðàòóðàòà: âî ñåêîjà òî÷êà îä ïðîñòîðîò ñî
êîîðäèíàòè (x, y, z), òåìïåðàòóðàòà T (x, y, z) å ðåàëåí áðîj øòî jà äàâà òåìïåðàòóðàòà
âî òàà òî÷êà. Ñëè÷íî, òåìïåðàòóðàòà íà òàíêà ìåòàëíà ïëî÷à ñî çàíåìàðëèâà äåáåëèíà
å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè T (x, y).

Äà âèäèìå íåêîëêó ïðèìåðè íà ñêàëàðíè ïîëè»à:

G1 : R3 → R, G1(x, y, z) = xyz + x;

G2 : R2 → R, G2(x, y) = x2y + exy;

G3 : R3\{(0, 0, 0)} → R, G3(x, y, z) =
x+ y + z√
x2 + y2 + z2

.

Ñêàëàðíèòå ïîëè»à G1 è G3 ñå îä òðè ïðîìåíëèâè, äîäåêà G2 å îä äâå ïðîìåíëèâè. Äà
çàáåëåæèìå äåêà G3 íå å äåôèíèðàíî íà öåëèîò ïðîñòîð R3: âî òî÷êàòà (0, 0, 0) ïîëåòî
íåìà ñìèñëà.

Çà ìîäåëèðà»å íà ôèçè÷êèòå ïîjàâè, ñêàëàðíèòå ïîëè»à íå ñå äîâîëíè. ×åñòî
ôèçè÷êèòå âåëè÷èíè ñå âåêòîðñêè: ïîêðàj ãîëåìèíà èìààò è íàñîêà è ïðàâåö.

Äåôèíèöèjà 3.1.2. Âåêòîðñêî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè å ïðåñëèêóâà»å
#»

F øòî
íà ñåêîjà òî÷êà ñî êîîðäèíàòè (x, y, z) îä îáëàñòà U âî R3 ìó ïðèäðóæóâà ïðîñòîðåí
âåêòîð

#»

F (x, y, z). Ñëè÷íî, âåêòîðñêî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè å ïðåñëèêóâà»å
#»

F
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øòî íà ñåêîjà òî÷êà ñî êîîðäèíàòè (x, y) îä îáëàñò U âî R2 ìó ïðèäðóæóâà ðàìíèíñêè
âåêòîð

#»

F (x, y).

Ñëèêà 3.1.1: Âåêòîðñêè ïîëè»à îä òðè ïðîìåíëèâè

(à) (á) (â)

Îä äåôèíèöèjàòà ñëåäóâà äåêà âåêòîðñêî ïîëå îä òðè ïðîìåëíèâè å ïðåñëèêóâà»å
#»

F : U → R3, êàäå øòî U å îáëàñò âî R3, äîäåêà âåêòîðñêî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè
å ïðåñëèêóâà»å

#»

F : U → R2, êàäå øòî U å îáëàñò âî R2. Ãåîìåòðèñêè, âåêòîðñêèòå
ïîëè»à ãè ïðåòñòàâóâàìå êàêî êîëåêöèjà îä ñòðåëêè: êîãà ïîëåòî å îä òðè ïðîìåíëèâè,
âî ñåêîjà òî÷êà (x, y, z) ∈ U èìàìå ñòðåëêà êîjà ãî äàâà âåêòîðîò

#»

F (x, y, z) ñî ïî÷åòîê
ïîìåñòåí âî òî÷êàòà (x, y, z) (âèäè jà ñëèêàòà 3.1.1); ñëè÷íî è êîãà ïîëåòî å îä äâå
ïðîìåíëèâè (íà ñëèêàòà 3.2.1 (à) ïîäîëó å äàäåí ïðèìåð íà âåêòîðñêî ïîëå îä äâå
ïðîìåíëèâè).

Äà ðàçãëåäàìå íåêîëêó ïðèìåðè íà âåêòîðñêè ïîëè»à:
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy, xz, x+ yz); (3.1.1)
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (sin(x+ y), x). (3.1.2)

Âåêòîðñêîòî ïîëå (3.1.1) å îä òðè ïðîìåíëèâè, äîäåêà (3.1.2) å îä äâå ïðîìåíëèâè; åâå
íåêîëêó âðåäíîñòè íà (3.1.1) è (3.1.2) âî íåêîëêó ïðîèçâîëíî èçáðàíè òî÷êè:

çà (3.1.1):
#»

F (1, 1, 0) = (1, 0, 1),
#»

F (−1, 1, 1) = (−1,−1, 0),
#»

F (1, 2, 1) = (2, 1, 3);

çà (3.1.2):
#»

F (1, 1) = (sin 2, 1),
#»

F (−1, 1) = (0,−1),
#»

F (3, 2) = (sin 5, 3).

Êîîðäèíàòèòå íà ñåêîå âåêòîðñêî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè çàâèñàò îä x, y è z è ñïîðåä
òîà ñå îáè÷íè ôóíêöèè îä òðè ïðîìåíëèâè (ò. å. ñêàëàðíè ïîëè»à). Îâèå ôóíêöèè ñå
âèêààò êîîðäèíàòíè ôóíêöèè íà ïîëåòî è ñåêîãàø �êå ãè îçíà÷óâàìå ñî èñòà áóêâà
êàêî è ñàìîòî ïîëå ñî èíäåêñ 1, 2 èëè 3. Íà ïðèìåð, çà ïîëåòî (3.1.1), êîîðäèíàòíèòå
ôóíêöèè ñå:

F1(x, y, z) = xy, F2(x, y, z) = xz, F3(x, y, z) = x+ yz; (3.1.3)

êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ÷åñòî ñå îçíà÷óâààò è ñî Fx, Fy è Fz, íî íèå ñåêîãàø �êå ãè
êîðèñòèìå îçíàêèòå F1, F2 è F3. Ñëè÷íî �êå ïîñòàïóâàìå è êîãà ïîëåòî å îä äâå ïðî-
ìåíëèâè; çà ïîëåòî (3.1.2), êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñå:

F1(x, y) = sin(x+ y), F2(x, y) = x. (3.1.4)
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Âåêòîðñêèòå ïîëè»à îä òðè ïðîìåíëèâè ìîæàò äà ñå çàäàäàò è ñî ïîìîø íà îðòîâèòå
ïî x, y è z-îñêèòå:

#»
i = (1, 0, 0),

#»
j = (0, 1, 0) è

#»

k = (0, 0, 1). Àêî
#»

F å äàäåíî ñî
#»

F = (F1, F2, F3), òîãàø:

#»

F (x, y, z) = F1(x, y, z)
#»
i + F2(x, y, z)

#»
j + F3(x, y, z)

#»

k .

Íà ïðèìåð, (3.1.1) óøòå ìîæå äà ñå çàïèøå êàêî:

#»

F (x, y, z) = xy
#»
i + xz

#»
j + (x+ yz)

#»

k .

Çà âåêòîðñêèòå ïîëè»à îä äâå ïðîìåíëèâè íè òðåáààò ñàìî îðòîâèòå
#»
i = (1, 0) è

#»
j = (0, 1). Íà ïðèìåð, ïîëåòî (3.1.2) ìîæå äà ñå çàïèøå è íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

#»

F (x, y) = sin(x+ y)
#»
i + x

#»
j .

Òèïè÷åí ïðèìåð íà âåêòîðñêî ïîëå å áðçèíàòà íà ôëóèä: âî ñåêîjà òî÷êà (x, y, z),
áðçèíàòà íà ôëóèäîò å âåêòîð

#»

F (x, y, z).
Äðóã ïðèìåð å åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä ìàòåðèjàëíà òî÷êà ñî ïîëíåæ

q0, êîjàøòî ñå íàî�ãà âî (x0, y0, z0). Îâà ïîëå
#»

E : R3\{(x0, y0, z0)} → R3 å äåôèíèðàíî
ñî:

#»

E(x, y, z) = keq0
(x− x0, y − y0, z − z0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
, (3.1.5)

êàäå ke > 0 å Êóëîíîâàòà (åëåêòðîñòàòñêà) êîíñòàíòà. Âåêòîðèòå
#»

E(x, y, z) ñå íàñî÷åíè
âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä ïîëíåæîò êîãà òîj å ïîçèòèâåí (ò. å. q0 > 0) è âî íàñîêà íà ïîë-
íåæîò êîãà å íåãàòèâåí (ò. å. q0 < 0); íà ïðèìåð, êîãà q0 > 0 ñå íàî�ãà âî êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîò,

#»

E èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 3.1.1 (á). Åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä
ïîëíåæîò q0 å ïðîïîðöèîíàëíî ñî ñèëàòà ñî êîjà q0 äåjñòâóâà íà äðóã ïîëíåæ q ñòàâåí
âî òî÷êàòà (x, y, z); ïîòî÷íî åëåêòðîñòàòñêàòà ñèëà (óøòå ñå âèêà Êóëîíîâà ñèëà) å
äàäåíà ñî

#»

F (x, y, z) = q
#»

E(x, y, z) (îâà å Êóëîíîâèîò çàêîí). (3.1.6)

Äîáðî å ÷èòàòåëîò äà ñå óâåðè äåêà ñèòóàöèjàòà å ñèìåòðè÷íà: àêî ñå çàïèøå åëåê-
òðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä q è ñî íåãîâà ïîìîø ñå îïðåäåëè ñèëàòà ñî êîjà q
äåëóâà íà q0, ñå äîáèâà èñòàòà ñèëà ñàìî ñî ñïðîòèâåí çíàê (øòî å òðåòèîò �óòíîâ
çàêîí). Àêî îçíà÷èìå #»r = (x, y, z) è #»r0 = (x0, y0, z0) (îâà ñå ðàäèóñ-âåêòîðèòå íà îâèå
òî÷êè), òîãàø åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå è åëåêòðîñòàòñêàòà ñèëà ñî êîjà q0 äåëóâà íà q
ãî äîáèâààò îáëèêîò:

#»

E( #»r ) =
keq0

| #»r − #»r0|2
#»r − #»r0
| #»r − #»r0|

,
#»

F ( #»r ) =
keqq0

| #»r − #»r0|2
#»r − #»r0
| #»r − #»r0|

;

÷èòàòåëîò âåðîjàòíî âå�êå ãè èìà âèäåíî îâèå ôîðìóëè. Äà çàáåëåæèìå äåêà êîîðäè-
íàòíèòå ôóíêöèè íà (3.1.5) ñå:

E1(x, y, z) =
keq0(x− x0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
,

E2(x, y, z) =
keq0(y − y0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
,
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E3(x, y, z) =
keq0(z − z0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
.

Àêî èìàìå n ìàòåðèjàëíè òî÷êè ñî êîîðäèíàòè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), . . . , (xn, yn, zn) è
ïîëíåæè q1, q2, . . . , qn, òîãàø âêóïíîòî åëåêòðîñòàòñêî ïîëå

#»

E : R3\{(x1, y1, z1), . . . , (xn, yn, zn)} → R3

å çáèðîò îä åëåêòðîñòàòñêèòå ïîëè»à
#»

Eq1 ,
#»

Eq2 , . . . ,
#»

Eqn ãåíåðèðàíè îä ïîëíåæèòå q1, q2,

. . . , qn (
#»

Eqj å äàäåíî ñî (3.1.5), ñå ðàçáèðà, ñî qj è (xj , yj , zj) íà ìåñòîòî îä q0 è (x0, y0, z0)
ñîîäâåòíî), ò. å.

#»

E(x, y, z) =
#»

Eq1(x, y, z) + . . .+
#»

Eqn(x, y, z). (3.1.7)

Èñòî êàêî è ïðåòõîäíî, âêóïíàòà åëåêòðîñòàòñêà (Êóëîíîâà) ñèëà ñî êîjà q1, q2, . . . , qn
äåjñòâóâààò íà ïîëíåæ q, êîj ñå íàî�ãà âî (x, y, z), å äàäåíà ñî (3.1.6).

�Êå äàäåìå óøòå åäåí ïðèìåð íà âåêòîðñêî ïîëå îä ôèçèêà. Àêî å äàäåíà ìàòå-
ðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m0 êîjàøòî ñå íàî�ãà âî (x0, y0, z0), òîãàø òàà ãî ïðîäóöèðà
ãðàâèòàöèîíî ïîëå

#»

Γ : R3\{(x0, y0, z0)} → R3 äåôèíèðàíî ñî:

#»

Γ(x, y, z) = −GNm0
(x− x0, y − y0, z − z0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
, (3.1.8)

êàäå øòî GN å �óòíîâàòà ãðàâèòàöèîíà êîíñòàíòà (÷èòàòåëîò âåðîjàòíî âå�êå jà çàáå-
ëåæóâà ñëè÷íîñòà ñî åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå); êîãà ìàòåðèjàëíàòà òî÷êà å âî êîîðäè-
íàòíèîò ïî÷åòîê,

#»

Γ èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 3.1.1 (á), ñî òàà ðàçëèêà øòî âåêòîðèòå ñå
âî ñïðîòèâíà íàñîêà. Ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä ìàñàòàm0 å ïðîïîðöèîíàëíî
ñî ñèëàòà ñî êîjà m0 äåjñòâóâà íà äðóãà ìàòåðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m êîjà ñå íàî�ãà âî
(x, y, z); ïîòî÷íî ãðàâèòàöèîíàòà ñèëà å:

#»

F (x, y, z) = m
#»

Γ(x, y, z) (îâà å �óòíîâèîò çàêîí çà ãðàâèòàöèjà). (3.1.9)

Ñëè÷íî êàêî è êàj åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå, àêî ñå äàäåíè n ìàòåðèjàëíè òî÷êè ñî êî-
îðäèíàòè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), . . . , (xn, yn, zn) è ìàñè m1,m2, . . . ,mn, òîãàø âêóïíîòî
ãðàâèòàöèîíî ïîëå

#»

Γ : R3\{(x1, y1, z1), . . . , (xn, yn, zn)} → R3 å çáèðîò îä ãðàâèòàöèî-
íèòå ïîëè»à

#»

Γm1 ,
#»

Γm2 , . . . ,
#»

Γmn ãåíåðèðàíè îä ìàñèòå m1,m2, . . . ,mn, ò. å.

#»

Γ(x, y, z) =
#»

Γm1(x, y, z) + . . .+
#»

Γmn(x, y, z). (3.1.10)

Èñòî êàêî è ïðåòõîäíî, âêóïíàòà ãðàâèòàöèîíà ñèëà ñî êîjàm1,m2, . . . ,mn äåjñòâóâààò
íà ìàòåðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m è êîîðäèíàòè (x, y, z), å äàäåíà ñî (3.1.9).

3.2. Ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèjà è ðîòîð

Öåëòà íà îâîj äåë å äà ãè âîâåäåìå òðèòå îñíîâíè îïåðàöèè êîè ñå ïðèìåíóâààò íà
ñêàëàðíèòå è íà âåêòîðñêèòå ïîëè»à: ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèjà è ðîòîð.
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3.2.1. Ãðàäèåíò íà ñêàëàðíè ïîëè»à

Äåôèíèöèjà 3.2.1. Ãðàäèåíòîò íà ñêàëàðíîòî ïîëå G : U → R îä òðè ïðîìåíëèâè
å âåêòîðñêîòî ïîëå gradG çàäàäåíî ñî:

gradG : U → R3, gradG(x, y, z) =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
.

Àíàëîãíî, àêî G : U → R å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè gradG å âåêòîðñêîòî
ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè, äàäåíî ñî:

gradG : U → R2, gradG(x, y) =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y

)
.

Ïðåä äà êîìåíòèðàìå êîè èíôîðìàöèè íè ãè äàâà ãðàäèåíòîò çà ñêàëàðíîòî ïîëå,
�êå âèäèìå íåêîëêó ïðèìåðè.

Ïðèìåð 3.2.2. Äà ïðåñìåòàìå gradG çà ñêàëàðíîòî ïîëå:

(à) G : R3 → R, G(x, y, z) = xy + yez;

(á) G : R2 → R, G(x, y) = x2 + y2.

(à) Áèäåj�êè ïàðöèjàëíè èçâîäè íà G ñå:

∂G

∂x
= y,

∂G

∂y
= x+ ez,

∂G

∂z
= yez,

ñëåäóâà äåêà gradG(x, y, z) = (y, x+ ez, yez).
(á) Ñëè÷íî, ãè áàðàìå ïðâèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè íà G:

∂G

∂x
= 2x,

∂G

∂y
= 2y,

è äîáèâàìå: gradG(x, y) = (2x, 2y).

Ãðàäèåíòîò íà ñêàëàðíîòî ïîëå âî òî÷êàòà (x, y, z) jà äàâà íàñîêàòà âî êîjà âðåäíîñ-
òèòå íà ñêàëàðíîòî ïîëå íàjáðçî ðàñòàò âî áëèçèíàòà íà òàà òî÷êà. Íåãîâàòà äîëæèíà å
êâàíòèòàòèâíà ìåðêà êîëêó áðçî ðàñòå ïîëåòî âî òàà íàñîêà, îäíîñíî êîëêó äîëæèíàòà
å ïîãîëåìà ðàñòå»åòî íà ïîëåòî âî òàà íàñîêà å ïîáðçî. Âî ïðèìåðîò 3.2.2 (à), çà òî÷êà-
òà (1, 1, 0) ãðàäèåíòîò å gradG(1, 1, 0) = (1, 2, 1). Òîà çíà÷è äåêà âî áëèçèíàòà íà òî÷êà-
òà (1, 1, 0) ñêàëàðíîòî ïîëå íàjáðçî ðàñòå âî íàñîêà íà âåêòîðîò gradG(1, 1, 0) = (1, 2, 1).
Ñëè÷íî, çà ïðèìåðîò 3.2.2 (á), çà òî÷êàòà (1, 2), gradG(1, 2) = (2, 4), øòî çíà÷è äåêà
âî áëèçèíàòà íà òî÷êàòà (1, 2) ñêàëàðíîòî ïîëå íàjáðçî ðàñòå âî íàñîêà íà âåêòîðîò
gradG(1, 2) = (2, 4). Âî îâàà ñèòóàöèjà, ìîæåìå ëåñíî âèçóåëíî äà ñå óâåðèìå âî îâà.
Ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà G(x, y) = x2 + y2 å ïàðàáîëîèä ñî òåìå âî êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîê. Ôàêòîò gradG(1, 2) = (2, 4) êàæóâà äåêà êîãà (x, y) = (1, 2) ïàðàáîëîèäîò å
íàjñòðìåí âî íàñîêà gradG(1, 2) = (2, 4) (âèäè jà ñëèêàòà 3.2.1).
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Ñëèêà 3.2.1: Ãðàäèåíò íà G(x, y) = x2 + y2

(à) gradG (á) gradG è ãðàôèêîò íà G

3.2.2. Äèâåðãåíöèjà íà âåêòîðñêè ïîëè»à

Äåôèíèöèjà 3.2.3. Äèâåðãåíöèjàòà íà âåêòîðñêîòî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè
#»

F =
(F1, F2, F3) : U → R3 å ñêàëàðíîòî ïîëå div

#»

F äàäåíî ñî:

div
#»

F : U → R, div
#»

F (x, y, z) =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z
.

Àíàëîãíî, àêî
#»

F = (F1, F2) : U → R2 å âåêòîðñêî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè, div
#»

F å
ñêàëàðíîòî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè äàäåíî ñî:

div
#»

F : U → R, div
#»

F (x, y) =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
.

Äà âèäèìå äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 3.2.4. Äà jà ïðåñìåòàìå äèâåðãåíöèjàòà íà âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F äàäåíî ñî:

(à)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy + z, x sin(yz), exz);

(á)
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x cos(xy), y sinx).

(à) Çà îâà âåêòîðñêî ïîëå, êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè ñå:

F1(x, y, z) = xy + z, F2(x, y, z) = x sin(yz), F3(x, y, z) = exz.

Áèäåj�êè
∂F1

∂x
= y,

∂F2

∂y
= xz cos(yz),

∂F3

∂z
= xexz,

ñëåäóâà äåêà: div
#»

F (x, y, z) = y + xz cos(yz) + xexz.
(á) Êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà

#»

F ñå: F1(x, y) = x cos(xy), F2(x, y) = y sinx. Ïàðöèjàë-
íèòå èçâîäè øòî íè òðåáààò ñå:

∂F1

∂x
= cos(xy)− xy sin(xy),

∂F2

∂y
= sinx,
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îä øòî ñå äîáèâà div
#»

F (x, y) = cos(xy)− xy sin(xy) + sinx.

Çíà÷å»åòî íà äèâåðãåíöèjàòà å ñëåäíîòî. Äèâåðãåíöèjàòà âî òî÷êàòà (x, y, z) å
êâàíòèòàòèâíà îöåíêà êîëêó âåêòîðñêîòî ïîëå âî áëèçèíàòà íà îâàà òî÷êà ñå îäíåñóâà
êàêî ½èçâîð�, îäíîñíî êàêî ½îäâîä�. Êîãà äèâåðãåíöèjàòà âî íåêîjà òî÷êà å ïîçèòèâíà,
âî îêîëèíàòà íà òàà òî÷êà ïîëåòî ñå îäíåñóâà êàêî èçâîð; àêî ïîëåòî å áðçèíàòà íà
ôëóèä, ïîçèòèâíà äèâåðãåíöèjà çíà÷è äåêà ôëóèäîò ñå øèðè îä òàà òî÷êà íà íàäâîð.
Ïîëåòî íà ñëèêàòà 3.1.1 (á) èìà ïîçèòèâíà äèâåðãåíöèjà âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê;
ñëè÷íî, ïîëåòî íà ñëèêàòà 3.2.1 (à) èìà ïîçèòèâíà äèâåðãåíöèjà âî ñèòå òî÷êè. Êîãà
äèâåðåãåíöèjàòà å íåãàòèâíà, ïîëåòî ñå îäíåñóâà êàêî îäâîä, ò. å. ôëóèäîò ñå ñîáèðà âî
òàà òî÷êà. Àêî äèâåðãåíöèjàòà å 0, òîãàø âêóïíàòà êîëè÷èíà îä ôëóèäîò øòî âëåãóâà
å èñòà ñî òàà êîjà èçëåãóâà îä íåïîñðåäíàòà îêîëèíàòà íà òàà òî÷êà; íà ïðèìåð, ïîëåòî
íà ñëèêàòà 3.1.1 (à) èìà äèâåðãåíöèjà 0 âî ñèòå òî÷êè.

3.2.3. Ðîòîð íà âåêòîðñêè ïîëè»à

Äåôèíèöèjà 3.2.5. Ðîòîðîò íà âåêòîðñêîòî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè
#»

F = (Fx, Fy, Fz) :

U → R3 å âåêòîðñêîòî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè rot
#»

F äàäåíî ñî:

rot
#»

F : U → R3, rot
#»

F (x, y, z) =

(
∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
,
∂F1

∂z
− ∂F3

∂x
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
.

Çàáåëåøêà 3.2.6. Ðîòîðîò å äåôèíèðàí ñàìî çà âåêòîðñêè ïîëè»à îä òðè ïðîìåíëèâè;
ðîòîðîò íå å äåôèíèðàí çà âåêòîðñêè ïîëè»à îä äâå ïðîìåíëèâè.

Çàáåëåøêà 3.2.7. Ðîòîðîò íà
#»

F ÷åñòî ñå îçíà÷óâà è ñî curl
#»

F .

Çàáåëåøêà 3.2.8. Âî íàðåäíèîò äåë �êå jà çàïèøåìå ôîðìóëàòà çà ïðåñìåòêà íà rot
#»

F
íà ïîåäíîñòàâåí íà÷èí çà ïàìåòå»å.

Ïðèìåð 3.2.9. Äà ñå ïðåñìåòà ðîòîðîò íà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy + z, x sin(yz), exz).

Êîîðäèíàòíèòå ôóíêöèè íà
#»

F ñå:

F1(x, y, z) = xy + z, F2(x, y, z) = x sin(yz), F3(x, y, z) = exz.

Íè òðåáààò ñëåäíèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè:

∂F1

∂y
= x,

∂F1

∂z
= 1

∂F2

∂x
= sin(yz),

∂F2

∂z
= xy cos(yz)

∂F3

∂x
= zexz,

∂F3

∂y
= 0.

Çàìåíóâàìå âî ôîðìóëàòà çà ðîòîðîò è äîáèâàìå:

rot
#»

F (x, y, z) = (−xy cos(yz), 1− zexz, sin(yz)− x).
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Ñëèêà 3.2.2: Ðîòîðîò íà ïî-
ëåòî íà ñëèêàòà 3.1.1 (â)

Çíà÷å»åòî íà ðîòîðîò å ñëåäíîòî; ïîâòîðíî �êå ãî îïè-
øåìå êîãà âåêòîðñêîòî ïîëå å áðçèíà íà ôëóèä. Íåêà âî
ôèêñíàòà òî÷êà (x, y, z) ñòàâèìå ìàëî òîï÷å ñî ôèêñåí
öåíòàð (çà äà íå jà ïðîìåíóâà ïîçèöèjàòà ïîä äåjñòâîòî
íà ôëóèäîò). Òîãàø, ïîä äåjñòâîòî íà ôëóèäîò, òîï÷å-
òî �êå ïî÷íå äà ðîòèðà. Ðîòîðîò íà ïîëåòî âî òàà òî÷êà
å íàñîêàòà íà îñêàòà îêîëó êîjà ñå ðîòèðà, äàäåíà ïðå-
êó ïðàâèëîòî íà äåñíà ðàêà: ïðñòèòå íà äåñíàòà ðàêà jà
ïîêàæóâààò ðîòàöèjàòà, à ïàëåöîò íàñîêàòà íà îñêàòà íà
ðîòàöèjà (êîjà å òî÷íî ðîòîðîò). Íà ïðèìåð, ïîëåòî íà
ñëèêàòà 3.1.1 (â) èìà íåíóëòè ðîòîð âî ñèòå òî÷êè è òîj
èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 3.2.2, äîäåêà ðîòîðîò íà ïîëåòî
íà ñëèêàòà 3.1.1 (à) å

#»
0 ñåêàäå.

3.2.4. Îïåðàòîðîò
#»∇

Ãî äåôèíèðàìå ñëåäíèîò ½âåêòîð�
#»∇ (ñå ÷èòà ½íàáëà� èëè ½äåë�)

#»∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

#»
i
∂

∂x
+

#»
j

∂

∂y
+

#»

k
∂

∂z
.

#»∇ íå å êëàñè÷åí âåêòîð: íåãîâèòå êîîðäèíàòè íå ñå âðåäíîñòè òóêó îïåðàöèè çà áàðà»å
ïàðöèjàëíè èçâîäè. Ñàì ïî ñåáå, òîj íåìà ñìèñëà. Íåãî ìîæåìå äà ãî ïðèìåíóâàìå íà
ïîëè»à è òîãàø òîj äîáèâà ñìèñëà;

#»∇ ñå âèêà îïåðàòîð áèäåj�êè ñî íåãî îïåðèðàìå íà
ñêàëàðíè è âåêòîðñêè ïîëè»à.

Íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè. Ñî
#»∇ îïåðèðàìå íà G íà ñëåäíèîâ

íà÷èí:
#»∇G(x, y, z) =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
G =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
.

Íîòàöèjàòà å ñóãåñòèâíà: ëè÷è êàêî äà ãî ìíîæèìå ½âåêòîðîò�
#»∇ ñî ñêàëàðîò G (êîãà

âåêòîð #»a = (a1, a2, a3) ñå ìíîæè ñî ñêàëàðîò λ, ñå äîáèâà #»aλ = (λa1, λa2, λa3); íîòà-
öèjàòà å èçáðàíà çà äà ëè÷è íà îâà). Äà çàáåëåæèìå äåêà

#»∇G å òî÷íî gradG.
Íåêà

#»

F = (Fx, Fy, Fz) å âåêòîðñêî ïîëå. Èìàìå äâà íà÷èíà êàêî ìîæåìå äà ãî

½ìíîæèìå� ½âåêòîðîò�
#»∇ ñî âåêòîðîò

#»

F . Àêî ãî ½ìíîæèìå� ñêàëàðíî äîáèâàìå:

#»∇ · #»

F =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (F1, F2, F3) =

∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z

(îâà ëè÷è íà ñêàëàðåí ïðîèçâîä íà äâà âåêòîðà #»a = (a1, a2, a3) è
#»

b = (b1, b2, b3); ò. å.
#»a · #»

b = a1b1 + a2b2 + a3b3). Äà çàáåëåæèìå äåêà
#»∇ · #»

F å òî÷íî div
#»

F . Äðóã íà÷èí êàêî
ìîæåìå äà ãî ½ìíîæèìå� ½âåêòîðîò�

#»∇ ñî âåêòîðîò
#»

F å âåêòîðñêè, è òîãàø:

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ = #»
i
∂F3

∂y
+

#»
j
∂F1

∂z
+

#»

k
∂F2

∂x
− #»

k
∂F1

∂y
− #»

j
∂F3

∂x
− #»

i
∂F2

∂z
.
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Ïî ñðåäóâà»å (ãðóïèðàìå ïî
#»
i ,

#»
j è

#»

k ) äîáèâàìå äåêà
#»∇× #»

F å òî÷íî rot
#»

F (äà çàáå-
ëåæèìå äåêà îâà ñîîäâåòñòâóâà íà âåêòîðñêè ïðîèçâîä íà äâà âåêòîðà). Íà îâîj íà÷èí
ìíîãó å ïîëåñíî äà ñå ïàìåòè ôîðìóëàòà çà ðîòîð.

Çàáåëåøêà 3.2.10. Îä ñåãà, ñåêîãàø �êå ãè êîðèñòèìå îçíàêèòå
#»∇G,

#»∇ · #»

F è
#»∇ × #»

F çà
gradG, div

#»

F è rot
#»

F ; îâà ñå íàj÷åñòî ïðèìåíóâàíèòå îçíàêè âî ëèòåðàòóðàòà.

Çàáåëåøêà 3.2.11. Êîãà G : U → R å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè, äåôèíèðàíî
íà îáëàñò U ⊆ R2, ïîâòîðíî �êå jà êîðèñòèìå îçíàêàòà

#»∇G çà ãðàäèåíòîò íà G.

Ïðèìåð 3.2.12. Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇ · ( #»∇G), êàäå øòî G : R3 → R, G(x, y, z) = exy +

x2z + yz.

Ïðâî ñìåòàìå
#»∇G:

#»∇G(x, y, z) =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
= (yexy + 2xz, xexy + z, x2 + y).

Çà
#»∇ · ( #»∇G) äîáèâàìå:

#»∇ · ( #»∇G) =
∂

∂x
(yexy + 2xz) +

∂

∂y
(xexy + z) +

∂

∂z
(x2 + y) = y2exy + 2z + x2exy.

Ïðèìåð 3.2.13. Çà âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xyz, x2y, yz), äà ñå
ïðåñìåòà

#»∇× (
#»∇× #»

F ).

Ðîòîðîò íà
#»

F å:

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xyz x2y yz

∣∣∣∣∣∣ = z
#»
i + xy

#»
j + 2xy

#»

k − xz
#»

k − 0
#»
j − 0

#»
i = (z, xy, 2xy − xz),

îä øòî ñëåäóâà äåêà:

#»∇× (
#»∇× #»

F ) =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

z xy 2xy − xz

∣∣∣∣∣∣ = 2x
#»
i +

#»
j + y

#»

k − 0
#»

k − (2y − z)
#»
j − 0

#»
i

= (2x, 1− 2y + z, y).

Ïðèìåð 3.2.14. Äàäåíè ñå ñêàëàðíèòå ïîëè»à G1 : R3 → R, G1(x, y, z) = exy + xz è
G2 : R3 → R, G2(x, y, z) = x+ yz. Äà ñå ïðåñìåòà

#»∇× (G2
#»∇G1) è

#»∇ · (G2
#»∇G1).

Âåêòîðñêîòî ïîëå
#»∇G1 å:

#»∇G1 =

(
∂G1

∂x
,
∂G1

∂y
,
∂G1

∂z

)
= (yexy + z, xexy, x),

îä øòî ñëåäóâà äåêà:

G2
#»∇G1 = (x+yz)(yexy+z, xexy, x) = (xyexy+y2zexy+xz+yz2, x2exy+xyzexy, x2+xyz).
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Çà
#»∇× (G2

#»∇G1) äîáèâàìå:

#»∇× (G2
#»∇G1) =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xyexy + y2zexy + xz + yz2 x2exy + xyzexy x2 + xyz

∣∣∣∣∣∣
= xz

#»
i + (y2exy + x+ 2yz)

#»
j + (2xexy + x2yexy + yzexy + xy2zexy)

#»

k

− (xexy + x2yexy + 2yzexy + xy2zexy + z2)
#»

k − (2x+ yz)
#»
j − xyexy

#»
i

= (xz − xyexy, y2exy − x+ yz, xexy − yzexy − z2),

äîäåêà çà
#»∇ · (G2

#»∇G1) èìàìå:

#»∇ · (G2
#»∇G1) =

∂

∂x
(xyexy + y2zexy + xz + yz2) +

∂

∂y
(x2exy + xyzexy) +

∂

∂z
(x2 + xyz)

= yexy + xy2exy + y3zexy + z + x3exy + xzexy + x2yzexy + xy.

Ïðèìåð 3.2.15. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xy sin z è âåêòîð-
ñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy, z, y). Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇(

#»

F · #»∇G).

Âåêòîðñêîòî ïîëå
#»∇G å:

#»∇G =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
= (y sin z, x sin z, xy cos z),

îä øòî ñëåäóâà äåêà:

#»

F · #»∇G = (xy, z, y) · (y sin z, x sin z, xy cos z) = (xy2 + xz) sin z + xy2 cos z.

Äîáèâàìå:

#»∇(
#»

F · #»∇G) =

(
∂

∂x
(

#»

F · #»∇G),
∂

∂y
(

#»

F · #»∇G),
∂

∂z
(

#»

F · #»∇G)

)
=
(
(y2 + z) sin z + y2 cos z, 2xy(sin z + cos z), (x− xy2) sin z + (xy2 + xz) cos z

)
.

Ñëåäíèòå äâà ôàêòà ñå èñêëó÷èòåëíî áèòíè; ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè
äåêà ñå íàâèñòèíà òî÷íè.

Òåîðåìà 3.2.16.

(à) Çà êîå áèëî ñêàëàðíî ïîëå G îä òðè ïðîìåíëèâè,
#»∇× (

#»∇G) =
#»
0 .

(á) Çà êîå áèëî âåêòîðñêî ïîëå
#»

F îä òðè ïðîìåíëèâè,
#»∇ · ( #»∇× #»

F ) = 0.
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3.3. Êîíçåðâàòèâíè ïîëè»à

×åñòî, ñèëîâèòå ïîëè»à øòî ñå ïîjàâóâààò âî ïðèðîäàòà ñå ãðàäèåíòè íà ñêàëàðíè
ïîëè»à.

Äåôèíèöèjà 3.3.1. Âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : U → R3, äåôèíèðàíî íà îáëàñò U ⊆ R3, ñå
âèêà êîíçåðâàòèâíî àêî ïîñòîè ñêàëàðíî ïîëå G : U → R, òàêâî øòî

#»

F =
#»∇G. Âî

îâàà ñèòóàöèjà, G ñå âèêà ñêàëàðåí ïîòåíöèjàë (èëè êðàòêî, ïîòåíöèjàë) çà
#»

F .

Îä òåîðåìàòà 3.2.16 (à) ñëåäóâà äåêà:

aêî
#»

F e êîíçåðâàòèâíî, òîãàø íåãîâèîò ðîòîð å
#»
0 . (3.3.1)

Íàâèñòèíà, àêî
#»

F =
#»∇G òîãàø:

#»∇× #»

F =
#»∇× (

#»∇G) = (0, 0, 0).

Îä îâà ñëåäóâà äåêà íå ñåêîå âåêòîðñêî ïîëå å êîíçåðâàòèâíî; íà ïðèìåð, âåêòîðñêèòå
ïîëè»à îä ïðèìåðîò 3.2.9 è ïðèìåðîò 3.2.13 íå ñå êîíçåðâàòèâíè, çàòîà øòî íèâíèòå
ðîòîðè íå ñå ñåêîãàø åäíàêâè íà

#»
0 .

Åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå (3.1.5) å êîíçåðâàòèâíî. Íåãîâèîò ïîòåíöèjàë å −ΦE , êàäå
øòî

ΦE : R3\{(x0, y0, z0)} → R, ΦE(x, y, z) =
keq0√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
; (3.3.2)

ΦE óøòå ñå âèêà åëåêòðîñòàòñêè ïîòåíöèjàë èëè Êóëîíîâ ïîòåíöèjàë.

Çàäà÷à 3.3.1. Ïðîâåðè äåêà
#»

E =
#»∇(−ΦE) = − #»∇ΦE .

Åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå (3.1.7) ãåíåðèðàíî îä ïîëíåæèòå q1, q2, . . . , qn, èñòî òàêà, å
êîíçåðâàòèâíî. Íåãîâèîò ïîòåíöèjàë å −ΦE , êàäå øòî ΦE = ΦE;q1 +ΦE;q2 + . . .+ΦE;qn

è ΦE;q1 ,ΦE;q2 , . . . ,ΦE;qn ñå åëåêòðîñòàòñêèòå ïîòåíöèjàëè íà ïîëíåæèòå q1, q2, . . . , qn.
Ñëè÷íî, ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå (3.1.8) ãåíåðèðàíî îä ìàòåðèjàëíàòà òî÷êà ñî ìàñà

m0 è êîîðäèíàòè (x0, y0, z0) å êîíçåðâàòèâíî. Íåãîâèîò ïîòåíöèjàë å −ΦG, ò. å.
#»

Γ =
#»∇(−ΦG), êàäå

ΦG : R3\{(x0, y0, z0)} → R, ΦG(x, y, z) =
−GNm0√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
; (3.3.3)

ΦG ñå âèêà ãðàâèòàöèîíåí ïîòåíöèjàë.

Çàäà÷à 3.3.2. Ïðîâåðè äåêà
#»

Γ =
#»∇(−ΦG) = − #»∇ΦG.

Èñòî òàêà, ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå (3.1.10) ãåíåðèðàíî îä ìàòåðèjàëíèòå òî÷êè ñî
ìàñè m1,m2, . . . ,mn å êîíçåðâàòèâíî. Íåãîâèîò ïîòåíöèjàë å −ΦG, êàäå ΦG = ΦG;m1 +
ΦG;m2+. . .+ΦG;mn è ΦG;m1 ,ΦG;m2 , . . . ,ΦG;mn ñå ãðàâèòàöèîíèòå ïîòåíöèjàëè íà ìàñèòå
m1,m2, . . . ,mn.

Èíòåðåñíî ïðàøà»å å äàëè îáðàòíîòî òâðäå»å íà (3.3.1) å òî÷íî, ò. å.

äàëè îä
#»∇× #»

F =
#»
0 ñëåäóâà äåêà

#»

F å êîíçåðâàòèâíî? (3.3.4)
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Îâà ïðàøà»å âîîïøòî íå å òðèâèjàëíî. Îäãîâîðîò çàâèñè îä ãåîìåòðèjàòà íà îáëàñòà
U êàäå øòî å äåôèíèðàíî

#»

F . Àêî U íåìà äóïêè, òîãàø îäãîâîðîò å äà, íî âî îïøòà
ñèòóàöèjà (3.3.4) íå ìîðà äà âàæè. Ïîäåòàëíî �êå ãî ðàçãëåäàìå îâîj ïðîáëåì íà êðàjîò
îä ïîñëåäíàòà ãëàâà.

Íà ñëè÷åí íà÷èí ñå äåôèíèðà è êîíçåðâàòèâíîñòà íà ïîëå âî äâå äèìåíçèè: Âåê-
òîðñêîòî ïîëå

#»

F : U → R2, äåôèíèðàíî íà îáëàñò U ⊆ R2, ñå âèêà êîíçåðâàòèâíî
àêî ïîñòîè ñêàëàðíîòî ïîëå G : U → R, òàêâî øòî #»

F =
#»∇G. Âî îâàà ñèòóàöèjà, G ñå

âèêà ñêàëàðåí ïîòåíöèjàë (èëè êðàòêî, ïîòåíöèjàë) çà
#»

F .
Áèäåj�êè íå äåôèíèðàâìå ðîòîð çà äâîäèìåíçèîíàëíî ïîëå, âî îâîj ñëó÷àj (3.3.1)

íåìà ñìèñëà!

3.4. Íåðåøåíè çàäà÷è

Çàäà÷à 3.4.1. Äà ñå ïðåñìåòà ãðàäèåíòîò íà ñêàëàðíîòî ïîëå G äàäåíî ñî:

(à) G : R2 → R, G(x, y) = xy + xex+y;

(á) G : R3 → R, G(x, y, z) = xz + x sin(yz);

(â) G : R3 → R, G(x, y, z) = xyexyz;

(ã) G : R3 → R, G(x, y, z) = ln(x2 + y2) + arctan
z

x
.

Çàäà÷à 3.4.2. Äà ñå ïðåñìåòà äèâåðãåíöèjàòà íà âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F äàäåíî ñî:

(à)
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (exy, x2 + y2);

(á)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xyz, x2 + y, x2 + z);

(â)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (sin(xy), cos(xz), yz);

(ã)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) =
( x

x2 + y2 + 1
,

y

x2 + y2 + 1
, z cos(xy)

)
.

Çàäà÷à 3.4.3. Äà ñå ïðåñìåòà ðîòîðîò íà âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F äàäåíî ñî:

(à)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x− y, x2 − z2, y2 + xz);

(á)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (exy, xzey, yex+z);

(â)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x sin(yz), y sin z, x cos(yz));

(ã)
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (yz sinx, xz cos y, xy).

Çàäà÷à 3.4.4. Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇ · ( #»∇G) çà ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) =

x2 + y2 + z2 + exyz.

Çàäà÷à 3.4.5. Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇ · ( #»∇G) çà:

G : R3 → R, G(x, y, z) = exy sin z + x2 − y2 + z.
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Çàäà÷à 3.4.6. Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇(

#»∇ · #»

F ) çà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (sin(x+ y), cos(xz), z).

Çàäà÷à 3.4.7. Äà ñå ïðåñìåòà
#»∇× (

#»∇× #»

F ) çà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (ex, sin(yz)exy, x+ y).

Çàäà÷à 3.4.8. Äàäåíè ñå ñêàëàðíèòå ïîëè»à G1 : R3 → R, G1(x, y, z) = 1+ x2 + y+ z,
è G2 : R3 → R, G2(x, y, z) = sin(xy + z). Äà ñå ïðåñìåòà:

#»∇× (G2
#»∇G1) è

#»∇ · (G2
#»∇G1).
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Ãëàâà 4.

Ëèíèñêè èíòåãðàëè

4.1. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à

Íåêà C å êðèâà âî R3 è G ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà êðèâàòà C.
Öåëòà å äà äåôèíèðàìå èíòåãðàë íà ïîëåòî G ïî êðèâàòà C, ò. å.ˆ

C
G(x, y, z)dσ. (4.1.1)

Êàêî è èíòåãðàëîò íà ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëèâà, (4.1.1) å ãðàíèöà íà èíòåãðàë-
íè ñóìè. Íåêà A0, A1, . . . , An ñå äåëáåíè òî÷êè íà êðèâàòà C, êàäå øòî A0 è An ñå
ïî÷åòíàòà è êðàjíàòà òî÷êà íà C (âèäè jà ñëèêàòà 2.2.1) è íåêà ∆σj å äîëæèíàòà íà

îòñå÷êàòà [Aj , Aj+1] (ò. å. ∆σj = AjAj+1). Íà ñåêîj ëàê ÂjAj+1 îä C èçáèðàìå ïî åäíà

ïðîèçâîëíà òî÷êà A′
j ∈ ÂjAj+1 è jà ôîðìèðàìå èíòåãðàëíàòà ñóìà:

n−1∑
j=0

G(A′
j)∆σj = G(A′

0)A0A1 +G(A′
1)A1A2 + . . .+G(A′

n−1)An−1An; (4.1.2)

èíòåãðàëîò (4.1.1) å ëèìåñîò êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè, n, òåæè êîí áåñêîíå÷íîñò
è äîëæèíàòà íà îòñå÷êèòå [Aj , Aj+1] òåæè êîí 0. Âî ïðàêòèêà, îâà å òîòàëíî íåïðàã-
ìàòè÷íî çà óïîòðåáà. Çà äà íàjäåìå ïîåäíîñòàâåí íà÷èí çà ïðåñìåòêà íà (4.1.1), íåêà
#»r : [a, b] → R3 å ïàðàìåòðèçàöèjà íà C è íåêà a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b å ïîäåë-
áà íà èíòåðâàëîò [a, b]. Òî÷êèòå Aj := #»r (tj), j = 0, . . . , n, ñå ïîäåëáà íà êðèâàòà C è
äîëæèíàòà íà îòñå÷êàòà [AjAj+1] å åäíàêâà íà äîëæèíàòà íà âåêòîðîò

#»r (tj+1)− #»r (tj),
ò. å. AjAj+1 = | #»r (tj+1) − #»r (tj)|. Íà ñåêîj èíòåðâàë [tj , tj+1] èçáèðàìå ïî åäíà òî÷êà
t′j ∈ [tj , tj+1]. Èíòåãðàëíàòà ñóìà (4.1.2) (ñî A′

j :=
#»r (t′j)) ãî äîáèâà îáëèêîò:

n−1∑
j=0

G( #»r (t′j))| #»r (tj+1)− #»r (tj)| = G( #»r (t′0))| #»r (t1)− #»r (t0)|

+G( #»r (t′1))| #»r (t2)− #»r (t1)|+ . . .+G( #»r (t′n−1))| #»r (tn)− #»r (tn−1)|.

Jà óïîòðåáóâàìå èñòàòà èäåjà êàêî è âî (2.2.4):

| #»r (tj+1)− #»r (tj)| ≈ | #̇»r (tj)|(tj+1 − tj) ≈ | #̇»r (t′j)|(tj+1 − tj);

93
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âî âòîðàòà àïðîêñèìàöèjà óïîòðåáèâìå äåêà | #̇»r (tj)| ≈ | #̇»r (t′j)|, êîãà tj å áëèñêà äî tj+1.
Àïðîêñèìàöèèòå ñòàíóâààò ñ�å ïîäîáðè êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè ðàñòå è ðàçëèêàòà
tj+1 − tj ñòàíóâà ñ�å ïîìàëà. Äîáèâàìå:

n−1∑
j=0

G( #»r (t′j))| #»r (tj+1)− #»r (tj)| ≈
n−1∑
j=0

G( #»r (t′j))| #̇»r (t′j)|(tj+1 − tj).

Äåñíàòà ñòðàíà å èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèjàòà îä åäíà ïðîìåíëèâà

[a, b] → R, t 7→ G( #»r (t))| #̇»r (t)|,

è êîãà n → ∞, òàà òåæè êîí èíòåãðàëîò íà îâàà ôóíêöèjà íà [a, b]; ñå ðàçáèðà, ëå-
âàòà ñòðàíà òåæè êîí (4.1.1) (òàêà ãî äåôèíèðàâìå ëèíèñêèîò èíòåãðàë). Ãî äîáèâìå
ñëåäíèîò ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 4.1.1. Íåêà C å êðèâà âî R3 è G ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà

êðèâàòà C. Íåêà #»r : [a, b] → R3 å ïàðàìåòðèçàöèjà íà C. Òîãàø,

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

ˆ b

a
G( #»r (t))| #̇»r (t)|dt. (4.1.3)

Çàáåëåøêà 4.1.2. Íàãëàñóâàìå äåêà (4.1.3) âàæè áåç ðàçëèêà êîjà ïàðàìåòðèçàöèjà ñìå
jà èçáðàëå çà êðèâàòà C. Çàðàäè òîà, âî ïðàêòèêà ìîæåìå äà jà èçáåðåìå òàà ïàðàìåò-
ðèçàöèjà êîjà íàjìíîãó íè îäãîâàðà.

Çàáåëåøêà 4.1.3. Àêî êðèâàòà C å ðàìíèíñêà, ò. å. C ⊆ R2, è ïîëåòî G å îä äâå
ïðîìåíëèâè, ëèíèñêèîò èíòåãðàë íà G ïî C ñå äåôèíèðà íà èñò íà÷èí è ôîðìóëàòà
(4.1.3) âàæè è âî îâàà ñèòóàöèjà.

Êîãà ïîëåòî G å åäíàêâî íà 1 íà êðèâàòà C, òåîðåìàòà 2.2.5 èìïëèöèðà:

ˆ
C
dσ = äîëæèíà íàC.

Ëèíèñêèòå èíòåãðàëè ãè èìààò ñëåäíèòå ñâîjñòâà (êîè íåìà äà ãè äîêàæåìå).

Òåîðåìà 4.1.4.

(à) Àêî G1 è G2 ñå ñêàëàðíè ïîëè»à äåôèíèðàíè âî îêîëèíà íà êðèâàòà C è λ, µ ∈ R,
òîãàø:ˆ

C
(λG1(x, y, z) + µG2(x, y, z))dσ = λ

ˆ
C
G1(x, y, z)dσ + µ

ˆ
C
G2(x, y, z)dσ.

(á) Íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà C. Àêî C å ñîñòàâåíà îä

êðèâèòå C1, C2, . . . , Ck, òàêà øòî êðàjîò íà åäíàòà ñå ñîîâïà�ãà ñî ïî÷åòîêîò íà

íàðåäíàòà, òîãàø:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

ˆ
C1

G(x, y, z)dσ +

ˆ
C2

G(x, y, z)dσ + . . .+

ˆ
Ck

G(x, y, z)dσ.



4.1. ËÈÍÈÑÊÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ ÎÄ ÑÊÀËÀÐÍÈ ÏÎËÈ�À 95

Ïðèìåð 4.1.5. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R2 → R, G(x, y) = xy. Íåêà C å äåëîò
îä åëèïñàòà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è ïîëóîñêè

√
2 è 1, ñîîäâåòíî ïî x è

y, øòî ñå íàî�ãà âî ïðâ êâàäðàíò. Äà ñå ïðåñìåòà:
ˆ
C
G(x, y)dσ.

Êðèâàòà C jà ïàðàìåòðèçèðàìå ñî:

#»r : [0, π/2] → R2, #»r (t) = (
√
2 cos t, sin t).

Âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà ñå:

#̇»r (t) = (−
√
2 sin t, cos t), | #̇»r (t)| =

√
2 sin2 t+ cos2 t =

√
sin2 t+ 1.

Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y)dσ =

ˆ π/2

0
G( #»r (t))| #̇»r (t)|dt =

√
2

ˆ π/2

0
cos t sin t

√
sin2 t+ 1dt.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà q = sin t, dq = cos tdt:

ˆ
C
G(x, y)dσ =

√
2

ˆ 1

0
q
√
q2 + 1dq.

Ñòàâàìå ñìåíà p = q2 + 1, dp = 2qdq è äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y)dσ =

√
2

2

ˆ 2

1

√
pdp =

√
2

2
· p

3/2

3
2

∣∣∣∣∣
2

1

=

√
2

3
(2
√
2− 1).

Ïðèìåð 4.1.6. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xy+z. Íåêà êðèâàòà
C ñå ñîñòîè îä ñëåäíèâå äâà äåëà:

(1) äåëîò îä êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âîO(0, 0, 0) âî xOy-ðàìíèíàòà îä òî÷êàòàA(3, 0, 0)
äî òî÷êàòà B(0, 3, 0), êàäå øòî âàæè x ≥ 0;

(2) îòñå÷êàòà [BD] êàäå B(0, 3, 0) è D(1, 0, 1).

Äà ãî ïðåñìåòàìå ëèíèñêèîò èíòåãðàë íà G ïî êðèâàòà C.

Êðèâàòà C ñå ñîñòîè îä äâà äåëà C1 è C2, êàäå øòî C1 å äåëîò (1) è C2 å äå-
ëîò (2) (âèäè jà ñëèêàòà 4.1.1 (à)). Ãî äåëèìå èíòåãðàëîò íà äâà äåëà:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

ˆ
C1

G(x, y, z)dσ +

ˆ
C2

G(x, y, z)dσ. (4.1.4)

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå ïðâèîò èíòåãðàë jà ïàðàìåòðèçèðàìå C1 íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

#»r1 : [0, π/2] → R3, #»r1(t) = (3 cos t, 3 sin t, 0).
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Âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà ñå:

#̇»r1(t) = (−3 sin t, 3 cos t, 0), | #̇»r1(t)| =
√

9 sin2 t+ 9 cos2 t+ 0 = 3.

Ïðâèîò èíòåãðàë å:

ˆ
C1

G(x, y, z)dσ =

ˆ π/2

0
G( #»r1(t))| #̇»r1(t)|dt =

ˆ π/2

0
(3 cos t · 3 sin t+ 0) · 3dt

= 27

ˆ π/2

0
sin t cos tdt.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà q = sin t, dq = cos tdt, è äîáèâàìå:
ˆ
C1

G(x, y, z)dσ = 27

ˆ 1

0
qdq = 27 · q

2

2

∣∣∣1
0
=

27

2
.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë, jà ïàðàìåòðèçèðàìå C2 íà ñëåäíèîò íà÷èí.
Äîáèâàìå äåêà

#    »

BD = (1,−3, 1) è ïðàâàòà øòî ìèíóâà íèç B è D å:
x = 1 · t+ 0
y = −3t+ 3
z = 1 · t+ 0.

Îòñå÷êàòà [BD] å ïàðàìåòðèçèðàíà ñî:

#»r2 : [0, 1] → R3, #»r2(t) = (t,−3t+ 3, t);

âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà ñå:

#̇»r2(t) = (1,−3, 1), | #̇»r2(t)| =
√
1 + 9 + 1 =

√
11.

Çà âòîðèîò èíòåãðàë äîáèâàìå:
ˆ
C2

G(x, y, z)dσ =

ˆ 1

0
G( #»r2(t))| #̇»r2(t)|dt =

ˆ 1

0
(t(−3t+ 3) + t) ·

√
11dt

=
√
11

ˆ 1

0
(−3t2 + 4t)dt = −3

√
11

ˆ 1

0
t2dt+ 4

√
11

ˆ 1

0
tdt

= −
√
11 + 2

√
11 =

√
11.

Ñî çàìåíà âî (4.1.4), äîáèâàìå:ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

27

2
+
√
11.

Ïðåä äà ðàçãëåäàìå óøòå íåêîëêó ïðèìåðè, �êå ãî êîìåíòèðàìå ãåîìåòðèñêîòî è
ôèçè÷êîòî òîëêóâà»å íà ëèíèñêèîò èíòåãðàë îä ñêàëàðíî ïîëå.

Íåêà C ⊆ R2 å ðàìíèíñêà êðèâà è íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè. Ëè-
íèñêèîò èíòåãðàë

´
C G(x, y)dσ å ïëîøòèíàòà îãðàíè÷åíà ñî êðèâàòà C è ãðàôèêîò íà

G (âèäè jà ñëèêàòà 4.1.1 (á)). Èñòî êàêî è èíòåãðàëèòå îä ôóíêöèè îä åäíà ïðîìåíëè-
âà, è âî îâàà ñèòóàöèjà ïëîøòèíàòà øòî ñå íàî�ãà ïîä xOy-ðàìíèíàòà äîáèâà íåãàòèâåí
çíàê, äîäåêà òàà øòî ñå íàî�ãà íàä xOy-ðàìíèíàòà èìà ïîçèòèâåí çíàê.
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Ñëèêà 4.1.1:

(à) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.1.6 (á) Ïëîøòèíà îãðàíè÷åíà ñî C è ãðàôèê íà G

Ïðèìåð 4.1.7. Äà ñå ïðåñìåòà ïëîøòèíàòà íà öèëèíäðè÷íàòà îãðàäà ñî îñíîâà

(x− 1)2 + y2 = 1

êîjà îä äîëó å îãðàíè÷åíà ñî z = 0, à îä ãîðå ñî z = 3− y.

Àêî ñòàâèìå G : R2 → R, G(x, y) = 3− y, òîãàø áàðàíàòà ïëîøòèíà å:

ˆ
C
G(x, y)dσ,

êàäå C å êðóæíèöàòà (x− 1)2 + y2 = 1 âî xOy-ðàìíèíàòà (òîà å îñíîâàòà íà öèëèíäà-
ðîò). Äà çàáåëåæèìå äåêà G(x, y) = 3− y ≥ 0 íà C (óâåðè ñå âî îâà!). Êðóæíèöàòà C
jà ïàðàìåòðèçèðàìå ñî #»r : [0, 2π] → R2, #»r (t) = (1 + cos t, sin t) (âèäè (2.3.2)). Áèäåj�êè
#̇»r (t) = (− sin t, cos t), | #̇»r (t)| =

√
sin2 t+ cos2 t = 1, äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y)dσ =

ˆ 2π

0
(3− sin t)dt = 3

ˆ 2π

0
dt−

ˆ 2π

0
sin tdt = 6π − (− cos t)

∣∣∣2π
0

= 6π.

Òèïè÷íîòî ôèçè÷êî òîëêóâà»å íà ëèíèñêèòå èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à å
ñëåäíîòî. Íåêà å äàäåíà æèöà ñî çàíåìàðëèâà äåáåëèíà âî îáëèê íà êðèâàòà C è íåêà
ρ(x, y, z) å íåjçèíàòà ëèíèñêà ãóñòèíà âî òî÷êàòà (x, y, z) (äèìåíçèèòå íà ρ(x, y, z) ñå
[ìàñà]/[äîëæèíà]). Òîãàø,

ìàñàòà íà æèöàòà m =

ˆ
C
ρ(x, y, z)dσ. (4.1.5)

Çà äà ñå óâåðèìå âî îâà, jà äåëèìå æèöàòà ñî òî÷êè A0, A1, . . . , An. Ãî àïðîêñèìèðàìå
ëàêîò ïîìå�ãó Aj è Aj+1 ñî îòñå÷êà [AjAj+1]. Êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè å ãîëåì
è òèå ñå áëèñêó åäíà äî äðóãà, ãóñòèíàòà íåìà äà ñå ïðîìåíóâà çíà÷èòåëíî ïîìå�ãó
Aj è Aj+1 è ìîæåìå äà jà òðåòèðàìå êàêî äà å êîíñòàíòíà, ò. å. åäíàêâà íà ρ(A′

j),

êàäå øòî A′
j å êîjà áèëî òî÷êà íà ëàêîò ÂjAj+1. Çàðàäè îâà, ρ(A′

j)AjAj+1 å äîáðà
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àïðîêñèìàöèjà çà ìàñàòà íà ëàêîò ïîìå�ãó Aj è Aj+1. Çíà÷è, (4.1.2) (ñî ρ(x, y, z) íà
ìåñòîòî îäG(x, y, z)) å àïðîêñèìàöèjà çà ìàñàòà íà æèöàòà êîjà ñòàíóâà ñ�å ïîäîáðà êîãà
áðîjîò n íà äåëáåíè òî÷êè ñòàíóâà ñ�å ïîãîëåì. Êîãà n → ∞, (4.1.2) òåæè êîí ìàñàòà íà
æèöàòà è èñòîâðåìåíî òåæè êîí ëèíèñêèîò èíòåãðàë íà ρ; îä îâà jà äîáèâàìå òî÷íîñòà
íà (4.1.5). Ñî ïîìîø íà ëèíèñêèîò èíòåãðàë ìîæåìå äà ãî îïðåäåëèìå è öåíòàðîò íà
ìàñà (òåæèøòåòî) íà æèöàòà: òîà å òî÷êàòà A∗(x∗, y∗, z∗) ÷èèøòî êîîðäèíàòè ñå äàäåíè
ñî:

x∗ =
1

m

ˆ
C
xρ(x, y, z)dσ, y∗ =

1

m

ˆ
C
yρ(x, y, z)dσ, z∗ =

1

m

ˆ
C
zρ(x, y, z)dσ. (4.1.6)

Ïðèìåð 4.1.8. Äàäåíà å òàíêà æèöà âî îáëèê íà ñïèðàëàòà:

#»r : [0, 6π] → R3, #»r (t) = (cos t, sin t, t),

ñî ëèíèñêà ãóñòèíà ρ(x, y, z) = z. Äà ñå ïðåñìåòà ìàñàòà è òåæèøòåòî íà æèöàòà.

Æèöàòà ãî èìà îáëèêîò êàêî íà ñëèêàòà 2.3.5 (à); òàà ïî÷íóâà âî òî÷êàòà #»r (0) =
(1, 0, 0) è çàâðøóâà âî òî÷êàòà #»r (6π) = (1, 0, 6π) è ïðàâè òðè ïîëíè âðòå»à îêîëó
z-îñêàòà. Âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà íà #»r ñå:

#̇»r (t) = (− sin t, cos t, 1), | #̇»r (t)| =
√

sin2 t+ cos2 t+ 1 =
√
2.

Ìàñàòà íà æèöàòà å:

m =

ˆ
C
ρ(x, y, z)dσ =

ˆ 6π

0
t
√
2dt =

√
2 · t

2

2

∣∣∣6π
0

= 18π2
√
2.

Òåæèøòåòî å òî÷êàòà ñî êîîðäèíàòè (x∗, y∗, z∗) äàäåíè ñî (4.1.6).

x∗ =
1

m

ˆ
C
xρ(x, y, z)dσ =

1

18π2
√
2

ˆ 6π

0
cos t · t ·

√
2dt =

1

18π2

ˆ 6π

0
t cos tdt.

Óïîòðåáóâàìå ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà ñî u = t, dv = cos tdt, du = dt, v = sin t, è
äîáèâàìå:

x∗ =
1

18π2

(
t sin t

∣∣∣6π
0

−
ˆ 6π

0
sin tdt

)
=

1

18π2

(
0 + cos t

∣∣∣6π
0

)
= 0.

Ñëè÷íî,

y∗ =
1

m

ˆ
C
yρ(x, y, z)dσ =

1

18π2
√
2

ˆ 6π

0
sin t · t ·

√
2dt =

1

18π2

ˆ 6π

0
t sin tdt.

Ïîâòîðíî, óïîòðåáóâàìå ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà ñî u = t, dv = sin tdt, du = dt, v =
− cos t, è äîáèâàìå:

y∗ =
1

18π2

(
−t cos t

∣∣∣6π
0

+

ˆ 6π

0
cos tdt

)
=

1

18π2

(
−6π + sin t

∣∣∣6π
0

)
= − 1

3π
.
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Îñòàíóâà äà jà îïðåäåëèìå z∗:

z∗ =
1

m

ˆ
C
zρ(x, y, z)dσ =

1

18π2
√
2

ˆ 6π

0
t2
√
2dt =

1

18π2
· t

3

3

∣∣∣6π
0

= 4π.

Çíà÷è, òåæèøòåòî å òî÷êàòà (0,−1/(3π), 4π).
Êðàòêî �êå ãî êîìåíòèðàìå ðåçóëòàòîò. Ôàêòîò äåêà ëèíèñêàòà ãóñòèíà å ρ(x, y, z) =

z, êàæóâà äåêà æèöàòà ñòàíóâà ïîìàñèâíà êàêî øòî ñå çãîëåìóâà z-êîîðäèíàòàòà.
Çàðàäè òîà z-êîîðäèíàòàòà íà òåæèøòåòî å ïîáëèñêà äî êðàjíàòà òî÷êà; îñòàâàìå íà
÷èòàòåëîò äà ðàçìèñëè çîøòî y-êîîðäèíàòàòà å íåãàòèâíà, ò. å. çîøòî òåæèøòåòî å
ïîìåñòåíî âî ëåâî.

Ïðèìåð 4.1.9. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëåG : R3 → R,G(x, y, z) = x2y2z. Íåêà êðèâàòà
C å ïðåñåêîò íà ïîâðøèíèòå z = 2− x2 − y2 è z =

√
x2 + y2. Äà ñå ïðåñìåòà:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ.

Äà jà îïðåäåëèìå êðèâàòà C (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10 (à)). Îä ðàâåíêèòå íà ïîâ-
ðøèíèòå äîáèâàìå: z = 2 − z2. Îä øòî ñëåäóâà äåêà: z2 + z − 2 = 0. Ðåøåíèjàòà ñå:
z = 1 è z = −2. Jàñíî, z íå ìîæå äà å −2 çàòîà øòî äâåòå ïîâðøèíè ñå íàî�ãààò íàä
xOy-ðàìíèíàòà. Çíà÷è, z = 1. Àêî çàìåíèìå âî êîjà áèëî îä ïîâðøèíèòå, äîáèâàìå:
x2 + y2 = 1. Jà ïàðàìåòðèçèðàìå C ñî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (cos t, sin t, 1).

Âåêòîðîò íà áðçèíà è áðçèíàòà ñå:

#̇»r (t) = (− sin t, cos t, 0), | #̇»r (t)| =
√

sin2 t+ cos2 t+ 0 = 1.

Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

ˆ 2π

0
G( #»r (t))| #̇»r (t)|dt =

ˆ 2π

0
cos2 t sin2 tdt.

Áèäåj�êè

sin2 t =
1− cos 2t

2
, cos2 t =

1 + cos 2t

2
, (4.1.7)

äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

1

4

ˆ 2π

0
(1 + cos 2t)(1− cos 2t)dt =

1

4

ˆ 2π

0
(1− cos2 2t)dt

=
1

4

ˆ 2π

0
dt− 1

4

ˆ 2π

0
cos2 2tdt.

Jàñíî,
´ 2π
0 dt = 2π. Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë, óøòå åäíàø jà ïðèìåíóâàìå

ôîðìóëàòà:

cos2 2t =
1 + cos 4t

2
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è äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

π

2
− 1

8

ˆ 2π

0
(1 + cos 4t)dt =

π

2
− 1

8

ˆ 2π

0
dt− 1

8

ˆ 2π

0
cos 4tdt.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà q = 4t, dq = 4dt, îä øòî ñëåäóâà:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

π

2
− π

4
− 1

32

ˆ 8π

0
cos qdq =

π

4
− 1

32
sin q

∣∣∣8π
0

=
π

4
.

Ïðèìåð 4.1.10. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëåG : R3 → R,G(x, y, z) = xy. Äà ñå ïðåñìåòà:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ,

êàäå øòî êðèâàòà C å äàäåíà ñî #»r : [0, 1] → R3, #»r (t) = (cosh t, sinh t, t).

Êðèâàòà C èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 2.3.7 (à). Áðçèíàòà íà #»r âå�êå jà ïðåñìåòàâìå
âî ïðèìåðîò 2.3.2; òàà å äàäåíà ñî (âèäè (2.3.21)):

| #̇»r (t)| = et + e−t

√
2

=
√
2 cosh t.

Çà áàðàíèîò èíòåãðàë èìàìå:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

√
2

ˆ 1

0
cosh t sinh t cosh tdt =

√
2

ˆ 1

0
cosh2 t sinh tdt. (4.1.8)

Ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ìîæå äà ñå ðåøè àêî cosh t è sinh t ñå èçðàçàò ïðåêó ôîðìóëèòå
(2.3.10); ïî ìíîæå»å ñå äîáèâààò èíòåãðàëè îä åêñïîíåíöèjàëíè ôóíêöèè êîè ëåñíî
ìîæàò äà ñå ïðåñìåòààò. Íèå �êå jà äàäåìå ñëåäíàâà ïîåäíîñòàâíà åâàëóàöèjà íà (4.1.8).
Âîâåäóâàìå ñìåíà q = cosh t, dq = sinh tdt, (çàðàäè (2.3.12)) è äîáèâàìå:

ˆ
C
G(x, y, z)dσ =

√
2

ˆ cosh 1

1
q2dq =

√
2 · q

3

3

∣∣∣cosh 1

1
=

√
2 cosh3 1−

√
2

3
.

4.2. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä âåêòîðñêè ïîëè»à

Íåêà C å îðèåíòèðàíà êðèâà âî R3, òîà çíà÷è äåêà êðèâàòà èìà ïî÷åòíà è êðàjíà
òî÷êà è íàñîêà íà äâèæå»å îä ïî÷åòíàòà êîí êðàjíàòà òî÷êà. Íåêà

#»

F å âåêòîðñêî ïîëå
äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà êðèâàòà C. Öåëòà å äà ãî äåôèíèðàìå ëèíèñêèîò èíòåãðàë
íà

#»

F ïî êðèâàòà C, ñî îçíàêà: ˆ
C

#»

F · d #»σ . (4.2.1)

Èíòåãðàëîò (4.2.1) ãî èìà ñëåäíîòî áèòíî ôèçè÷êî òîëêóâà»å. Íåêà
#»

F å ñèëîâî ïîëå
(íà ïðèìåð, åëåêòðîñòàòñêî, ãðàâèòàöèîíî,...) êîå äåjñòâóâà íà òåëî øòî ñå äâèæè ïî
òðàåêòîðèjà C. Òîãàø (4.2.1) jà äàâà ðàáîòàòà øòî jà èçâðøóâà ñèëîâîòî ïîëå

#»

F íà
òåëîòî.
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Ñëèêà 4.2.1: Âåêòîðèòå âî èíòåãðàëíàòà ñóìà (4.2.3)

Ïðåä äà ãî äåôèíèðàìå èíòåãðàëîò (4.2.1), �êå ñå ïîòñåòèìå êàêî ñå ïðåñìåòóâà
ðàáîòàòà êîãà ñèëàòà

#»

F å êîíñòàíòíà è òåëîòî ñå äâèæè ïðàâîëèíèñêè îä òî÷êà A äî
òî÷êà B. Àêî êîíñòàíòíàòà ñèëà

#»

F çàôà�êà àãîë θ ñî íàñîêàòà íà äâèæå»å
#    »

AB òîãàø

èçâðøåíàòà ðàáîòà = (| #»

F | cos θ)AB =
#»

F · #    »

AB; (4.2.2)

(âòîðîòî ðàâåíñòâî ñëåäóâà îä äåôèíèöèjàòà íà ñêàëàðíèîò ïðîèçâîä). Àêî 0 ≤ θ <
π/2, ðàáîòàòà å ïîçèòèâíà; êîãà

#»

F èìà èñòè ïðàâåö è íàñîêà êàêî è
#    »

AB (ò. å. θ = 0),
ðàáîòàòà jà äîáèâà ïîçíàòàòà ôîðìóëà | #»

F |AB. Àêî π/2 < θ ≤ π, ðàáîòàòà å íåãàòèâíà
(íà ïðèìåð êîãà ñèëàòà å âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä äâèæå»åòî) è êîãà θ = π/2 ðàáîòàòà
å 0 (íîðìàëíà ñèëà íå èçâðøóâà ðàáîòà).

Çàáåëåøêà 4.2.1. Äà ãî ðàçëîæèìå
#»

F íà äâà âåêòîðà, ò. å.
#»

F =
#»

F P +
#»

FN , êàäå øòî
#»

F P å ïàðàëåëåí, à
#»

FN e íîðìàëåí âåêòîð íà âåêòîðîò
#    »

AB. Òîãàø, îä (4.2.2) ñå äîáèâà
äåêà èçâðøåíàòà ðàáîòà å

#»

F P · #    »

AB; îäíîñíî, íîðìàëíàòà ñèëà íå èçâðøóâà ðàáîòà.

Ñå âðà�êàìå íà äåôèíèöèjàòà íà èíòåãðàëîò (4.2.1). Íåêà
#»

F = (F1, F2, F3) å âåêòîð-
ñêî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíàòà íà îðèåíòèðàíàòà êðèâà C ⊆ R3 ñî ïî÷åòíà òî÷êà
A è êðàjíà òî÷êà B. Jà äåëèìå C ñî òî÷êèòå A0, A1, . . . , An, êàäå øòî A0 = A è An = B
(âèäè jà ñëèêàòà 4.2.1) è íåêà ∆ #»σj =

#                 »

Aj , Aj+1. Íà ñåêîj ëàê ÂjAj+1 îä C èçáèðàìå ïî

åäíà ïðîèçâîëíà òî÷êà A′
j ∈ ÂjAj+1 è jà ôîðìèðàìå èíòåãðàëíàòà ñóìà:

n−1∑
j=0

#»

F (A′
j) ·∆ #»σj =

#»

F (A′
0) ·

#         »

A0A1 +
#»

F (A′
1) ·

#         »

A1A2 + . . .+
#»

F (A′
n−1) ·

#                »

An−1An; (4.2.3)

èíòåãðàëîò (4.2.1) å ëèìåñîò êîãà áðîjîò n íà äåëáåíè òî÷êè òåæè êîí áåñêîíå÷íîñò
è äîëæèíàòà íà îòñå÷êèòå [AjAj+1] òåæè êîí 0. Çà äà âèäèìå äåêà (4.2.1) jà äàâà

èçâðøåíàòà ðàáîòà, íåêà
#»

F å ñèëîâî ïîëå. Êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè, n, å ãîëåì
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è òèå ñå áëèñêè åäíà äî äðóãà, ëàêîò ïîìå�ãó Aj è Aj+1 ìîæåìå äà ãî àïðîêñèìèðàìå

ñî îòñå÷êàòà [AjAj+1]. Èñòî òàêà, ñèëàòà
#»

F íåçíà÷èòåëíî �êå âàðèðà ïîìå�ãó Aj è Aj+1,

ïà çàòîà ìîæåìå äà jà òðåòèðàìå êàêî êîíñòàíòíà, ò. å. åäíàêâà íà
#»

F (A′
j), êàäå øòî

A′
j å ïðîèçâîëíà òî÷êà îä ëàêîò ÂjAj+1. Çàðàäè îâà, èìàj�êè jà ïðåäâèä ôîðìóëàòà

(4.2.2),
#»

F (A′
j) ·∆

#»σj å äîáðà àïðîêñèìàöèjà çà èçâðøåíàòà ðàáîòà íà ëàêîò ïîìå�ãó Aj

è Aj+1. Îä îâà ñëåäóâà äåêà (4.2.3) å àïðîêñèìàöèjà çà âêóïíàòà ðàáîòà èçâðøåíà íà
òðàåêòîðèjàòà C è îâàà àïðîñêèìàöèjà å ñ�å ïîäîáðà êîãà áðîjîò n íà äåëáåíè òî÷êè
ñòàíóâà ñ�å ïîãîëåì. Êîãà n → ∞, (4.2.3) òåæè êîí âêóïíàòà èçâðøåíà ðàáîòà, ïà
äîáèâàìå:

èçâðøåíàòà ðàáîòà =

ˆ
C

#»

F · d #»σ . (4.2.4)

Çàáåëåøêà 4.2.2. Îä äåôèíèöèjàòà íà (4.2.1) ñëåäóâà äåêà àêî ñå ïðîìåíè îðèåíòàöè-
jàòà íà êðèâàòà C, òîãàø �êå ñå ïðîìåíè çíàêîò íà èíòåãðàëîò (4.2.1). Íàâèñòèíà, àêî
ñî C jà îçíà÷èìå êðèâàòà C ïîìèíàòà âî ñïðîòèâíà íàñîêà, òîãàø èíòåãðàëíèòå ñóìè
çà
´
C

#»

F · d #»σ ñå èñòè êàêî (4.2.3), ñî òàà ðàçëèêà øòî âî îâàà ñèòóàöèjà ∆ #»σ j å
#              »

Aj+1Aj ;
îä îâà ñëåäóâà: ˆ

C

#»

F · d #»σ = −
ˆ
C

#»

F · d #»σ .

Çà äà íàjäåìå ïîåäíîñòàâåí íà÷èí çà ïðåñìåòêà íà (4.2.1), íåêà #»r : [a, b] → R3 å
ïàðàìåòðèçàöèjà íà C êîjà jà çàïàçóâà îðèåíòàöèjàòà, ò. å. #»r (a) = A å ïî÷åòíàòà òî÷êà
è #»r (b) = B å êðàjíàòà òî÷êà íà C. Íåêà a = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = b å ïîäåëáà
íà èíòåðâàëîò [a, b]. Òî÷êèòå Aj = #»r (tj), j = 0, . . . , n, ñå ïîäåëáà íà êðèâàòà C. Íà
ñåêîj èíòåðâàë [tj , tj+1] èçáèðàìå ïî åäíà ïðîèçâîëíà òî÷êà t′j ∈ [tj , tj+1] è îçíà÷óâàìå

A′
j := #»r (t′j). Ïîðàäè (2.2.3), âåêòîðîò

#              »

AjAj+1 = #»r (tj+1) − #»r (tj) å áëèçîê äî âåêòîðîò
#̇»r (tj)(tj+1 − tj), êîj, îä äðóãà ñòðàíà, å áëèçîê äî âåêòîðîò #̇»r (t′j)(tj+1 − tj) (áèäåj�êè
#̇»r (tj) ≈ #̇»r (t′j) êîãà òî÷êèòå tj è tj+1 ñå áëèñêè). Îä îâà ñëåäóâà:

#»

F (A′
j) ·

#              »

AjAj+1 =
#»

F ( #»r (t′j)) · ( #»r (tj+1)− #»r (tj)) ≈ (
#»

F ( #»r (t′j)) · #̇»r (t′j))(tj+1 − tj)

è îâàà àïðîêñèìàöèjà ñòàíóâà ñ�å ïîäîáðà êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè ðàñòå è ðàçëè-
êàòà tj+1 − tj ñòàíóâà ñ�å ïîìàëà. Jà äîáèâàìå ñëåäíàòà àïðîêñèìàöèjà çà (4.2.3):

n−1∑
j=0

#»

F ( #»r (t′j)) · ( #»r (tj+1)− #»r (tj)) ≈
n−1∑
j=0

(
#»

F ( #»r (t′j)) · #̇»r (t′j))(tj+1 − tj).

Äåñíàòà ñòðàíà å èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèjàòà îä åäíà ïðîìåíëèâà:

[a, b] → R, t 7→ #»

F ( #»r (t)) · #̇»r (t),

è òàà òåæè êîí èíòåãðàëîò íà îâàà ôóíêöèjà íà [a, b] êîãà n → ∞. Ãî äîáèâìå ñëåäíèîò
ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 4.2.3. Íåêà C å îðèåíòèðàíà êðèâà è
#»

F âåêòîðñêî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêî-

ëèíà íà êðèâàòà C. Íåêà #»r : [a, b] → R3 å ïàðàìåòðèçàöèjà íà C êîjà jà çàïàçóâà

îðèåíòàöèjàòà. Òîãàø, ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ b

a

#»

F ( #»r (t)) · #̇»r (t)dt. (4.2.5)
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Çàáåëåøêà 4.2.4. Íàãëàñóâàìå äåêà (4.2.5) âàæè çà êîjà áèëî ïàðàìåòðèçàöèjà íà êðè-
âàòà C êîjà jà çàïàçóâà íåjçèíàòà îðèåíòàöèjà. Çàðàäè òîà, âî ïðàêòèêà ìîæåìå äà jà
èçáåðåìå òàà ïàðàìåòðèçàöèjà øòî íàjìíîãó íè îäãîâàðà.

Çàáåëåøêà 4.2.5. Àêî îðèåíòèðàíàòà êðèâà C å ðàìíèíñêà, ò. å. C ⊆ R2, è âåêòîðñêîòî
ïîëå

#»

F = (F1, F2) å îä äâå ïðîìåíëèâè, ëèíèñêèîò èíòåãðàë íà
#»

F ïî C ñå äåôèíèðà
íà èñò íà÷èí è ôîðìóëàòà (4.2.5) âàæè è âî îâàà ñèòóàöèjà.

Ñëè÷íî êàêî è ëèíèñêèòå èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à, è ëèíèñêèòå èíòåãðàëè
îä âåêòîðñêè ïîëè»à ãè èñïîëíóâààò ñëåäíèòå ñâîjñòâà (êîè íåìà äà ãè äîêàæåìå).

Òåîðåìà 4.2.6.

(à) Àêî
#»

F è
#»

H ñå âåêòîðñêè ïîëè»à äåôèíèðàíè âî îêîëèíà íà îðèåíòèðàíàòà êðèâà

C è λ, µ ∈ R, òîãàø,ˆ
C
(λ

#»

F + µ
#»

H) · d #»σ = λ

ˆ
C

#»

F · d #»σ + µ

ˆ
C

#»

H · d #»σ .

(á) Íåêà
#»

F å âåêòîðñêî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà C. Àêî C å ñîñòàâåíà îä

îðèåíòèðàíèòå êðèâè C1, C2, . . . , Ck, òàêà øòî êðàjîò íà åäíàòà ñå ñîâïà�ãà ñî

ïî÷åòîêîò íà íàðåäíàòà, òîãàø:ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ
C1

#»

F · d #»σ +

ˆ
C2

#»

F · d #»σ + . . .+

ˆ
Ck

#»

F · d #»σ .

Ñëèêà 4.2.2:

(à) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.2.7 (á) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.2.8

Ïðèìåð 4.2.7. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (xy, y). Êðèâàòà C
å äåñíàòà ïîëîâèíà îä åëèïñàòà ñî öåíòàð âî O(0, 0) è ïîëóîñêè 3 è 2 îðèåíòèðàíà âî
ñïðîòèâíà íàñîêà îä äâèæå»åòî íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò. Äà ñå ïðåñìåòà:ˆ

C

#»

F · d #»σ .
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Jà ïàðàìåòðèçèðàìå C ñî (âèäè jà ñëèêàòà 4.2.2 (à))

#»r : [−π/2, π/2] → R2, #»r (t) = (3 cos t, 2 sin t).

Äà çàáåëåæèìå äåêà ïàðàìåòðèçàöèjàòà jà çàïàçóâà íàñîêàòà íà êðèâàòà. Âåêòîðîò íà
áðçèíà å: #̇»r (t) = (−3 sin t, 2 cos t). Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ π/2

−π/2

#»

F ( #»r (t)) · #̇»r (t)dt =

ˆ π/2

−π/2
(6 cos t sin t, 2 sin t) · (−3 sin t, 2 cos t)dt

=

ˆ π/2

−π/2
(−18 cos t sin2 t+ 4 sin t cos t)dt

= −18

ˆ π/2

−π/2
cos t sin2 tdt+ 4

ˆ π/2

−π/2
sin t cos tdt.

Âî äâàòà èíòåãðàëà ñòàâàìå ñìåíà q = sin t, dq = cos tdt è äîáèâàìå:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = −18

ˆ 1

−1
q2dq + 4

ˆ 1

−1
qdq = −18

q3

3

∣∣∣1
−1

+ 4
q2

2

∣∣∣1
−1

= −12.

Ïðèìåð 4.2.8. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy+z, x+z, xz).
Êðèâàòà C å ñîñòàâåíà îä ñëåäíèâå äâà äåëà:

(1) äåëîò îä åëèïñàòà øòî ïîìèíóâà íèç òî÷êèòå A(3, 0, 0) è B(0, 0, 1) ñî öåíòàð âî
O(0, 0, 0) è ëåæè âî äåëîò îä xOz-ðàìíèíàòà, êàäå øòî x ≥ 0 è z ≥ 0, ñî îðèåí-
òàöèjà îä A êîí B;

(2) îòñå÷êàòà [BD], êàäå øòî B(0, 0, 1) è D(0, 1, 0), îðèåíòèðàíà îä B êîí D.

Äà ñå ïðåñìåòà: ˆ
C

#»

F · d #»σ .

Êðèâàòà C ñå ñîñòîè îä äâà äåëà, C1 è C2, êàäå øòî C1 å äåëîò (1) è C2 å äåëîò
(2); âèäè jà ñëèêàòà 4.2.2 (á). Ãî äåëèìå èíòåãðàëîò íà äâà äåëà:

ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ
C1

#»

F · d #»σ +

ˆ
C2

#»

F · d #»σ . (4.2.6)

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå ïðâèîò èíòåãðàë, jà ïàðàìåòðèçèðàìå C1 íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

#»r1 : [0, π/2] → R3, #»r1(t) = (3 cos t, 0, sin t).

Äà çàáåëåæèìå äåêà ïàðàìåòðèçàöèjàòà jà çàïàçóâà íàñîêàòà íà êðèâàòà; òàà ñå äâèæè
îä A êîí B. Âåêòîðîò íà áðçèíà å #̇»r1(t) = (−3 sin t, 0, cos t). Çà èíòåãðàëîò ïî C1 èìàìå:

ˆ
C1

#»

F · d #»σ =

ˆ π/2

0
(3 cos t · 0 + sin t, 3 cos t+ sin t, 3 cos t sin t) · (−3 sin t, 0, cos t)dt
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=

ˆ π/2

0
(−3 sin2 t+ 3 cos2 t sin t)dt = −3

ˆ π/2

0
sin2 tdt+ 3

ˆ π/2

0
cos2 t sin tdt.

Âî ïðâèîò èíòåãðàë ãî ïðèìåíóâàìå ðàâåíñòâîòî (4.1.7). Âî âòîðèîò èíòåãðàë ñòàâàìå
ñìåíà: q = cos t, dq = − sin tdt. Äîáèâàìå:

ˆ
C1

#»

F ·d #»σ = −3

2

ˆ π/2

0
(1−cos 2t)dt−3

ˆ 0

1
q2dq = −3

2

ˆ π/2

0
dt+

3

2

ˆ π/2

0
cos 2tdt+3

ˆ 1

0
q2dq.

Jàñíî,
´ 1
0 q2dq = 1/3. Âî âòîðèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà: p = 2t, dp = 2dt è äîáèâàìå:

ˆ
C1

#»

F · d #»σ = −3π

4
+

3

4

ˆ π

0
cos pdp+ 1 = −3π

4
+

3

4
sin p

∣∣∣π
0
+ 1 = 1− 3π

4
.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë âî (4.2.6), jà ïàðàìåòðèçèðàìå êðèâàòà C2. Ãî
ïðåñìåòóâàìå âåêòîðîò

#    »

BD = (0, 1,−1). Ïðàâàòà øòî ïîìèíóâà íèç B è D å:
x = 0 · t+ 0
y = 1 · t+ 0
z = (−1) · t+ 1.

Jà ïàðàìåòðèçèðàìå [BD] ñî #»r2 : [0, 1] → R3, #»r2(t) = (0, t,−t + 1). Äà çàáåëåæèìå
äåêà ïàðàìåòðèçàöèjàòà jà çàïàçóâà îðèåíòàöèjàòà íà êðèâàòà. Âåêòîðîò íà áðçèíà å:
#̇»r2(t) = (0, 1,−1). Çà èíòåãðàëîò ïî C2 èìàìå:

ˆ
C2

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0

#»

F ( #»r2(t)) · #̇»r2(t)dt =

ˆ 1

0
(0 · t− t+ 1, 0− t+ 1, 0 · (−t+ 1)) · (0, 1,−1)dt

=

ˆ 1

0
(1− t)dt = 1− 1

2
=

1

2
.

Çàìåíóâàìå âî (4.2.6) è äîáèâàìå:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = 1− 3π

4
+

1

2
=

3

2
− 3π

4
.

Ïðèìåð 4.2.9. Åëåêòðè÷åí ïîëíåæ îä q0 êóëîíè å ôèêñèðàí âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷å-
òîê. Äà ñå ïðåñìåòà ðàáîòàòà øòî jà èçâðøóâà åëåêòðîñòàòñêàòà ñèëà íà ïîëíåæ îä q
êóëîíè êîjøòî ñå äâèæè ïî ñïèðàëàòà C äàäåíà ñî:

#»r (t) : [0, 4π] → R3, #»r (t) = (cos 3t, sin 3t, 2t), (4.2.7)

ñî ïî÷åòíà òî÷êà #»r (0) = (1, 0, 0) è êðàjíà òî÷êà #»r (4π) = (1, 0, 8π).

Åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä q0 å äàäåíî ñî (âèäè (3.1.5)):

#»

E : R3\{(0, 0, 0)} → R3,
#»

E(x, y, z) = keq0
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)3/2
,
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è åëåêòðîñòàòñêàòà ñèëà ñî êîjà q0 äåjñòâóâà íà q å
#»

F : R3\{(0, 0, 0)} → R3,
#»

F (x, y, z) =
q

#»

E(x, y, z). Äîáèâàìå:

èçâðøåíàòà ðàáîòà =

ˆ
C

#»

F · d #»σ = q

ˆ
C

#»

E · d #»σ .

Âåêòîðîò íà áðçèíà íà #»r å #̇»r (t) = (−3 sin 3t, 3 cos 3t, 2). Çà ðàáîòàòà èìàìå:

èçâðøåíàòà ðàáîòà = q

ˆ 4π

0

#»

E( #»r (t)) · #̇»r (t)dt

= keqq0

ˆ 4π

0

(cos 3t, sin 3t, 2t)

(cos2 3t+ sin2 3t+ 4t2)3/2
· (−3 sin 3t, 3 cos 3t, 2)dt

= keqq0

ˆ 4π

0

−3 cos 3t sin 3t+ 3 sin 3t cos 3t+ 4t

(1 + 4t2)3/2
dt

= 4keqq0

ˆ 4π

0

tdt

(1 + 4t2)3/2
.

Âîâåäóâàìå ñìåíà p = 1 + 4t2, dp = 8tdt è äîáèâàìå:

èçâðøåíàòà ðàáîòà =
keqq0
2

ˆ 1+64π2

1

dp

p3/2
=

keqq0
2

p−1/2

−1
2

∣∣∣∣∣
1+64π2

1

= keqq0

(
1− 1√

1 + 64π2

)
. (4.2.8)

Çàáåëåøêà 4.2.10. Àêî ΦE å åëåêòðîñòàòñêèîò ïîòåíöèjàë çà
#»

E (âèäè (3.3.2)), òîãàø
(4.2.8) å òî÷íî ðàçëèêàòà îä ïîòåíöèjàëîò âî ïî÷åòíàòà è êðàjíàòà òî÷êà ïîìíîæåíà
ñî ïîëíåæîò q, ò. å.

èçâðøåíàòà ðàáîòà = q(ΦE(
#»r (0))− ΦE(

#»r (4π))).

Èíòåðåñíî å äåêà èçâðøåíàòà ðàáîòà å èñòà è êîãà ïîëíåæîò q ñå äâèæè ïî äðóãà òðàåê-
òîðèjà êîjà jà èìà èñòàòà ïî÷åòíà è êðàjíà òî÷êà êàêî è C. Âî íàðåäíèîò äåë �êå âèäèìå
çîøòî îâà å íàâèñòèíà òî÷íî; âî ñóøòèíà, îâà ñâîjñòâî ãî èìààò ñèòå êîíçåðâàòèâíè
ïîëè»à.

Çàáåëåøêà 4.2.11. Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãî ðåøè èñòèîò ïðîáëåì êàêî âî ïðè-
ìåðîò 4.2.9, êîãà íàìåñòî ïîëíåæè èìàìå ìàòåðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m0 ôèêñèðàíà
âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è ìàòåðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m êîjà ñå äâèæè ïî ñïèðàëàòà
(4.2.7). Ñå ðàçáèðà, ñåãà òðåáà äà ñå îïðåäåëè ðàáîòàòà øòî jà èçâðøóâà ãðàâèòàöèî-
íàòà ñèëà ïî òðàåêòîðèjàòà íà ìàñàòà m. Ðåçóëòàòîò å:

èçâðøåíàòà ðàáîòà = GNmm0

(
1√

1 + 64π2
− 1

)
= m(ΦG(

#»r (0))− ΦG(
#»r (4π))),

êàäå øòî ΦG å ãðàâèòàöèîíèîò ïîòåíöèjàë ãåíåðèðàí îä m0 (âèäè (3.3.3)).
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Ïðèìåð 4.2.12. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz,−yz, 1).
Êðèâàòà C å ïðåñåê íà äåëîò îä õèïåðáîëè÷íèîò öèëèíäàð:

x2 − y2 = 1, z-êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà, (4.2.9)

êàäå øòî x ≥ 0 è z ≥ 0, ñî äåëîò îä ïàðàáîëîèäîò z = 3 − x2 − y2, êàäå øòî z ≥ 0.
Êðèâàòà C å îðèåíòèðàíà òàêà øòî íåjçèíàòà ïî÷åòíà òî÷êà å A(

√
2,−1, 0), à íåjçèíàòà

êðàjíà òî÷êà å B(
√
2, 1, 0). Äà ñå ïðåñìåòà:

ˆ
C

#»

F · d #»σ .

Êàêî øòî êîìåíòèðàâìå âî ïðèìåðîò 2.3.6, õèïåðáîëè÷íèîò öèëèíäàð (4.2.9) å
õèïåðáîëàòà x2−y2 = 1 äâèæåíà ñëîáîäíî ïî z-îñêàòà. Íàñ í�å èíòåðåñèðà ñàìî ëåâàòà
ãðàíêà (äåëîò êàäå x ≥ 0), ïîòî÷íî ñàìî äåëîò îä íåà êîj å íàä xOy-ðàìíèíàòà (çàòîà
øòî z ≥ 0). Áèäåj�êè ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà äåëîò îä õèïåðáîëàòà x2− y2 = 1, êàäå øòî
x ≥ 0 å x = cosh t, y = sinh t, ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà C å:

x = cosh t, y = sinh t, z = 3− cosh2 t− sinh2 t; (4.2.10)

âðåäíîñòà íà z-êîîðäèíàòàòà ñå äîáèâà îä ôàêòîò äåêà: z = 3− x2 − y2 íà C (áèäåj�êè
êðèâàòà ëåæè íà ïàðàáîëîèäîò). Êðèâàòà èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 4.2.3 (à). Òðåáà äà
îïðåäåëèìå âî êîj èíòåðâàë ñå äâèæè t çà äà (4.2.10) jà äàäå C. Êðàåâèòå íà áàðàíèîò
èíòåðâàë ñå âðåäíîñòèòå íà t çà êîè (4.2.10) �êå ãè äàäàò òî÷êèòå A è B. Âðåäíîñòà íà
t çà êîjà (4.2.10) ãè äàâà êîîðäèíàòèòå íà A ñå äîáèâà ñî ðåøàâà»å íà ñèñòåìîò:

cosh t =
√
2

sinh t = −1
3− cosh2 t− sinh2 t = 0.

(4.2.11)

Ïîñëåäíàòà ðàâåíêà å áåñöåëíà çàòîà øòî ñëåäóâà îä ïðâèòå äâå. Ãè ñîáèðàìå ïðâèòå
äâå ðàâåíêè è äîáèâàìå: et =

√
2− 1 (áèäåj�êè cosh t+sinh t = et), îä øòî ñëåäóâà äåêà:

t = ln(
√
2− 1). Ñî çàìåíà âî (4.2.10), ïðîâåðóâàìå äåêà îâàà âðåäíîñò íà t å íàâèñòèíà

ðåøåíèå íà ñèñòåìîò; ò. å. A ñå äîáèâà îä ðàâåíêèòå (4.2.10) çà t = ln(
√
2− 1). Ñëè÷íî,

âðåäíîñòà íà t çà êîjà (4.2.10) ãè äàâààò êîîðäèíàòèòå íà B ñå äîáèâà ñî ðåøàâà»å íà:
cosh t =

√
2

sinh t = 1
3− cosh2 t− sinh2 t = 0.

(4.2.12)

Èñòî êàêî è ïðåòõîäíî, ãè ñîáèðàìå ïðâèòå äâå ðàâåíêè è äîáèâàìå: et =
√
2 + 1,

îäíîñíî t = ln(
√
2+1); ñî äèðåêòíà çàìåíà âî (4.2.12) ñå ïðîâåðóâà äåêà îâà å íàâèñòèíà

ðåøåíèå íà îâîj ñèñòåì. Ñî îâà jà äîáèâàìå ñëåäíàâà ïàðàìåòðèçàöèjà íà C:

#»r : [ln(
√
2− 1), ln(

√
2 + 1)] → R3, #»r (t) = (cosh t, sinh t, 3− cosh2 t− sinh2 t).

Âåêòîðîò íà áðçèíà å: #̇»r (t) = (sinh t, cosh t,−4 cosh t sinh t), îä øòî ñëåäóâà äåêà:
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ˆ
C

#»

F ·d #»σ =

ˆ ln(
√
2+1)

ln(
√
2−1)

(3 cosh t−cosh3 t−sinh2 t cosh t,−3 sinh t+cosh2 t sinh t+sinh3 t, 1)

· (sinh t, cosh t,−4 cosh t sinh t)dt.

Ïî ìíîæå»å è ñðåäóâà»å äîáèâàìå:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = −4

ˆ ln(
√
2+1)

ln(
√
2−1)

cosh t sinh tdt.

Âîâåäóâàìå ñìåíà p = sinh t, dp = cosh tdt. Áèäåj�êè

sinh(ln(
√
2− 1)) = −1 è sinh(ln(

√
2 + 1)) = 1

(óâåðè ñå äåêà îâà å íàâèñòèíà òî÷íî!), ñëåäóâà äåêà:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = −4

ˆ 1

−1
pdp = −4 · p

2

2

∣∣∣1
−1

= 0.

Ñëèêà 4.2.3:

(à) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.2.12 (á) Çàòâîðåíà êðèâà

Ïðåä äà âèäèìå óøòå íåêîëêó ïðèìåðè, �êå âîâåäèìå äâå ñòàíäàðäíè îçíàêè. Êðè-
âàòà C ñå âèêà äåêà å çàòâîðåíà àêî íåjçèíàòà ïî÷åòíà è êðàjíà òî÷êà ñå ñîîâïà�ãààò.
Àêî C å çàòâîðåíà îðèåíòèðàíà êðèâà, òîãàø èíòåãðàëîò îä êîå áèëî âåêòîðñêî ïîëå
#»

F ïî C íå çàâèñè îä òîà êîjà òî÷êà ñìå jà èçáðàëå çà ïî÷åòíà. Çà äà ãî âèäèìå îâà,
íåêà A è B ñå äâå ðàçëè÷íè òî÷êè îä C. Äà jà îçíà÷èìå ñî CA îðèåíòèðàíàòà êðèâà C
ñî ïî÷åòíà è êðàjíà òî÷êà A è íåêà CB å îðèåíòèðàíàòà êðèâà C ñî ïî÷åòíà è êðàjíà
òî÷êà B. Íåêà C1 å ëàêîò îä A äî B è íåêà C2 å îñòàíàòèîò ëàê îä B äî A; âèäè jà
ñëèêàòà 4.2.3 (á). Òîãàø, îä òåîðåìàòà 4.2.6 (à) ñå äîáèâà:

ˆ
CA

#»

F · d #»σ =

ˆ
C1

#»

F · d #»σ +

ˆ
C2

#»

F · d #»σ =

ˆ
C2

#»

F · d #»σ +

ˆ
C1

#»

F · d #»σ =

ˆ
CB

#»

F · d #»σ .
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Îä îâà ñëåäóâà äåêà, êîãà ñìåòàìå èíòåãðàë ïî çàòâîðåíà îðèåíòèðàíà êðèâà, íå å áèò-
íî êîjà òî÷êà �êå jà çåìåìå çà ïî÷åòíà; ïîðàäè îâà, îä ñåãà íèêîãàø íåìà äà íàãëàñóâàìå
êîjà å ïî÷åòíàòà òî÷êà íà çàòâîðåíàòà êðèâà.

Çàáåëåøêà 4.2.13. Àêî C å çàòâîðåíà îðèåíòèðàíà êðèâà, çà èíòåãðàëîò íà
#»

F ïî C
÷åñòî ñå êîðèñòè îçíàêàòà: ˛

C

#»

F · d #»σ ,

íàìåñòî (4.2.1).

×åñòî ïàòè �êå èìàìå çàòâîðåíà êðèâà êîjà �êå òðåáà äà jà îðèåíòèðàìå, ò. å. äà
èçáåðåìå íàñîêà íà âðòå»å. Çà òàà öåë, ãè âîâåäóâàìå ñëåäíèòå ïîèìè. Ïðàâàòà ℓ �êå
jà âèêàìå îñêà íà ðîòàöèjà (èëè êðàòêî, îñêà) àêî çà íåà èìàìå èçáðàíî íàñîêà.
Íåêà C å çàòâîðåíà îðèåíòèðàíà êðèâà êîjà ñå âðòè îêîëó îñêàòà ℓ. �Êå âåëèìå äåêà
C å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó îñêàòà ℓ, àêî íåjçèíàòà íàñîêà ãî çàäîâîëóâà
ïðàâèëîòî íà äåñíà ðàêà: àêî ïàëåöîò íà äåñíàòà ðàêà å âî íàñîêà íà îñêàòà ℓ,
òîãàø ïðñòèòå ñå çàòâàðààò âî íàñîêàòà íà êðèâàòà C. Àêî êðèâàòà jà èìà îáðàòíàòà
îðèåíòàöèjà, òîãàø �êå âåëèìå äåêà å íåãàòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó îñêàòà ℓ. Àêî
ℓ å íåêîjà îä êîîðäèíàòíèòå îñêè x, y èëè z, ñåêîãàø �êå ïîäðàçáèðàìå äåêà òèå ñå
îðèåíòèðàíè âî íàñîêà íà ïîçèòèâíèòå âðåäíîñòè (íàñîêèòå äàäåíè ñî îðòîâèòå

#»
i ,

#»
j

è
#»

k ); âèäè jà ñëèêàòà 4.2.4.

Ñëèêà 4.2.4: Çàòâîðåíè îðèåíòèðàíè êðèâè îêîëó êîîðäèíàòíèòå îñêè

Ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà Íåãàòèâíî îðèåíòèðàíà Ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà
îêîëó x-îñêà îêîëó y-îñêà îêîëó z-îñêà

Ïðèìåð 4.2.14. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy, y + z, xz).
Êðèâàòà C å ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå z =

√
x2 + y2 è z = 2 − x2 − y2 è å ïîçèòèâíî

îðèåíòèðàíà îêîëó z-îñêàòà. Äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ .

Çà äà jà îïðåäåëèìå C çàìåíóâàìå z2 = x2 + y2 âî ðàâåíêàòà íà ïàðàáîëîèäîò, îä
øòî ñëåäóâà äåêà (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10 (à))

z = 2− z2 ⇐⇒ z2 + z − 2 = 0.
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Ðåøåíèjàòà íà ïîñëåäíàòà ðàâåíêà ñå: z = 1 è z = −2. Áèäåj�êè êðèâàòà ëåæè íà
z =

√
x2 + y2, íåjçèíàòà z-êîîðäèíàòà ìîðà äà å íåíåãàòèâíà, îä øòî ñëåäóâà äåêà

z = 1. Çàìåíóâàìå âî ðàâåíêàòà íà ïàðàáîëîèäîò (èëè âî ðàâåíêàòà íà êîíóñîò) è
äîáèâàìå x2 + y2 = 1, ò. å. C å åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ïîäèãíàòà íà âèñèíà z = 1. Jà
ïàðàìåòðèçèðàìå C ñî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (cos t, sin t, 1)

è íåjçèíèîò âåêòîð íà áðçèíà å #̇»r (t) = (− sin t, cos t, 0). Äà çàáåëåæèìå äåêà #»r jà çàïà-
çóâà îðèåíòàöèjàòà íà êðèâàòà. Çà áàðàíèîò èíòåãðàë èìàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ 2π

0

#»

F ( #»r (t)) · #̇»r (t)dt =

ˆ 2π

0
(cos t sin t, sin t+ 1, cos t) · (− sin t, cos t, 0)dt

=

ˆ 2π

0
(− cos t sin2 t+ sin t cos t+ cos t)dt

= −
ˆ 2π

0
cos t sin2 tdt+

ˆ 2π

0
sin t cos tdt+

ˆ 2π

0
cos tdt.

Ïîñëåäíèîò èíòåãðàë å òàáëè÷åí è ëåñíî ñå ïðåñìåòóâà äåêà:
´ 2π
0 cos tdt = 0. Âî îñòà-

íàòèòå äâà èíòåãðàëà âîâåäóâàìå ñìåíà: p = sin t, dp = cos tdt, è äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = −
ˆ 0

0
p2dp+

ˆ 0

0
pdp = 0.

Ïðèìåð 4.2.15. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x + y, z, xz).
Êðèâàòà C å ïðåñåê íà ñôåðàòà x2+y2+z2 = 1 ñî ðàìíèíàòà x+y = 1 è å îðèåíòèðàíà
âî íàñîêà íà äâèæå»åòî íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò êîãà ñå ãëåäà îä êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîê. Äà ñå ïðåñìåòà: ˛

C

#»

F · d #»σ .

Êðèâàòà èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 4.2.5 (à). Çà äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå, îä ðàìíèíàòà
èçðàçóâàìå y = 1− x è çàìåíóâàìå âî ñôåðàòà:

x2 + (1− x)2 + z2 = 1 ⇐⇒ 2x2 − 2x+ z2 = 0. (4.2.13)

Ïîñëåäíàòà ðàâåíêà å ðàâåíêà íà åëèïñà. Çà äà jà îïðåäåëèìå, ãî çàïèøóâàìå 2x2−2x
êàêî ïîëí êâàäðàò, ò. å. áàðàìå êîíñòàíòè a è b, òàêâè øòî 2x2 − 2x = 2(x + a)2 + b.
Äîáèâàìå: 2x2 − 2x = 2x2 + 4ax + 2a2 + b, îä øòî ñëåäóâà: −2 = 4a è 0 = 2a2 + b.
Ðåøàâàìå è äîáèâàìå a = −1/2 è b = −1/2. Ðàâåíêèòå (4.2.13) ñå åêâèâàëåíòíè ñî:

2(x− 1/2)2 − 1/2 + z2 = 0 ⇐⇒ 4(x− 1/2)2 + 2z2 = 1 ⇐⇒ (x− 1/2)2

1
4

+
z2

1
2

= 1.

Îâà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî xOz-ðàìíèíàòà ñî öåíòàð âî (1/2, 0, 0) è ïîëóîñêè 1/2 ïî
x è 1/

√
2 ïî z-îñêàòà. Ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà êðèâàòà å:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(
1

2
+

1

2
cos t,

1

2
− 1

2
cos t,

1√
2
sin t

)
;
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âðåäíîñòà íà y-êîîðäèíàòàòà ñå äîáèâà îä ðåëàöèjàòà y = 1− x. Âåêòîðîò íà áðçèíà å:

#̇»r (t) =

(
−1

2
sin t,

1

2
sin t,

1√
2
cos t

)
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà îâàà ïàðàìåòðèçàöèjà jà ïîìèíóâà êðèâàòà îä x êîí z-îñêàòà (âèäè
jà íåjçèíàòà ïðîåêöèjà íà xOz-ðàìíèíàòà), øòî å âî íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíè-
êîò êîãà jà ãëåäàìå êðèâàòà îä íàäâîð (îä ïðâèîò îêòàíò). Òîà å òî÷íî, îðèåíòàöèjàòà
âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä íàñîêàòà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò êîãà ñå ãëåäà îä êîîð-
äèíàòíèîò ïî÷åòîê; ò. å. ñïðîòèâíàòà îðèåíòàöèjà îä òàà øòî íè òðåáà. Çà èíòåãðàëîò
äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ

= −
ˆ 2π

0

(
1,

1√
2
sin t,

1

2
√
2
sin t+

1

2
√
2
cos t sin t

)
·
(
−1

2
sin t,

1

2
sin t,

1√
2
cos t

)
dt;

çíàêîò ìèíóñ å çàòîà øòî ïàðàìåòðèçàöèjàòà å ñïðîòèâíà îä òàà øòî íè òðåáà. Ñðåäó-
âàìå:˛

C

#»

F · d #»σ = −
ˆ 2π

0

(
−1

2
sin t+

1

2
√
2
sin2 t+

1

4
sin t cos t+

1

4
cos2 t sin t

)
dt

=
1

2

ˆ 2π

0
sin tdt− 1

2
√
2

ˆ 2π

0
sin2 tdt− 1

4

ˆ 2π

0
sin t cos tdt− 1

4

ˆ 2π

0
cos2 t sin tdt.

Ïðâèîò èíòåãðàë å òàáëè÷åí è ëåñíî ñå ñìåòà äåêà:
´ 2π
0 sin tdt = 0. Çà âòîðèîò èíòåãðàë

jà ïðèìåíóâàìå ôîðìóëàòà (4.1.7). Âî òðåòèîò è ÷åòâðòèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà
q = cos t, dq = − sin tdt. Äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = − 1

4
√
2

ˆ 2π

0
(1− cos 2t)dt+

1

4

ˆ 1

1
qdq +

1

4

ˆ 1

1
q2dq

= − 1

4
√
2

ˆ 2π

0
dt+

1

4
√
2

ˆ 2π

0
cos 2tdt.

Çà ïðâèîò èíòåãðàë èìàìå:
´ 2π
0 dt = 2π. Âî âòîðèîò ñòàâàìå ñìåíà: p = 2t, dp = 2dt è

äîáèâàìå:
˛
C

#»

F · d #»σ = − π

2
√
2
+

1

8
√
2

ˆ 4π

0
cos pdp = − π

2
√
2
+

1

8
√
2
sin p

∣∣∣4π
0

= − π

2
√
2
.

Ïðèìåð 4.2.16. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, y, x + z).
Êðèâàòà C å ïðåñåê íà åëèïñîèäîò:

x2

3
+ y2 +

z2

2
= 1,

ñî êîíóñîò y =
√
x2 + z2 è å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó y-îñêàòà. Äà ñå ïðåñìåòà:˛

C

#»

F · d #»σ .
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Ñëèêà 4.2.5:

(à) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.2.15 (á) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.2.16

Êðèâàòà èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 4.2.5 (á). Çàìåíóâàìå y2 = x2 + z2 âî ðàâåíêàòà
íà åëèïñîèäîò è ñå äîáèâà:

x2

3
+ x2 + z2 +

z2

2
= 1 ⇐⇒ 4x2

3
+

3z2

2
= 1 ⇐⇒ x2

3
4

+
z2

2
3

= 1.

Ïîñëåäíàòà ðàâåíêà å ðàâåíêà íà åëèïñà âî xOz-ðàìíèíàòà ñî ïîëóîñêè
√
3/2 è

√
2/3

ïî x è z, ñîîäâåòíî, è çàòîà ìîæåìå äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå ñî:

x =

√
3

2
cos t, z =

√
2√
3
sin t, t ∈ [0, 2π].

Áèäåj�êè íà êðèâàòà C âàæè: y =
√
x2 + z2 (C ëåæè íà êîíóñîò), jà äîáèâàìå ñëåäíàòà

ïàðàìåòðèçàöèjà çà C:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(√
3

2
cos t,

√
3

4
cos2 t+

2

3
sin2 t,

√
2√
3
sin t

)
.

Äà çàáåëåæèìå äåêà îâàà ïàðàìåòðèçàöèjà å âî íàñîêà íà äâèæå»åòî íà ñòðåëêèòå íà
÷àñîâíèêîò. Çà íåjçèíàòà y-êîîðäèíàòà âàæè:√

3

4
cos2 t+

2

3
sin2 t =

√
1

12
cos2 t+

2

3
cos2 t+

2

3
sin2 t =

√
1

12
cos2 t+

2

3
,

îä øòî ñëåäóâà äåêà #»r å äàäåíà ñî:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) =

(√
3

2
cos t,

√
2

3
+

1

12
cos2 t,

√
2√
3
sin t

)
,
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è íåjçèíèîò âåêòîð íà áðçèíà å:

#̇»r (t) =

−
√
3

2
sin t,

− cos t sin t

12
√

2
3 + 1

12 cos
2 t

,

√
2√
3
cos t

 .

Äà çàáåëåæèìå äåêà êîãà t ñå äâèæè îä 0 äî 2π, ïàðàìåòðèçàöèjàòà #»r ñå âðòè îä x êîí
z-îñêàòà, øòî çíà÷è äåêà å íåãàòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó y-îñêàòà. Òîà å ñïðîòèâíàòà
îðèåíòàöèjà îä îíàà øòî íè òðåáà, ïà:

˛
C

#»

F · d #»σ = −
ˆ 2π

0

(√
2

2
cos t sin t,

√
2

3
+

1

12
cos2 t,

√
3

2
cos t+

√
2√
3
sin t

)

·

−
√
3

2
sin t,

− cos t sin t

12
√

2
3 + 1

12 cos
2 t

,

√
2√
3
cos t

 dt;

çíàêîò ìèíóñ å çàòîà øòî ïàðàìåòðèçàöèjàòà å ñïðîòèâíà îä òàà øòî íè òðåáà. Ïî
ñðåäóâà»å, äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ 2π

0

(√
6

4
cos t sin2 t+

1

12
cos t sin t−

√
2

2
cos2 t− 2

3
sin t cos t

)
dt

=

√
6

4

ˆ 2π

0
cos t sin2 tdt− 7

12

ˆ 2π

0
cos t sin tdt−

√
2

2

ˆ 2π

0
cos2 tdt.

Âî ïðâèîò è âî âòîðèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà: p = sin t, dp = cos tdt, à âî òðåòèîò ãî
óïîòðåáóâàìå èäåíòèòåòîò (4.1.7):

˛
C

#»

F · d #»σ =

√
6

4

ˆ 0

0
p2dp− 7

12

ˆ 0

0
pdp−

√
2

4

ˆ 2π

0
(1 + cos 2t)dt

= −
√
2

4

ˆ 2π

0
dt−

√
2

4

ˆ 2π

0
cos 2tdt = −π

√
2

2
;

âî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî óïîòðåáèâìå äåêà:
´ 2π
0 cos 2tdt = 0 (âèäè ãî ðåøåíèåòî íà

ïðèìåðîò 4.2.15).

4.3. Òåîðåìà íà Ãðèí

Êîãà ðàìíèíñêàòà êðèâà C å çàòâîðåíà, èíòåãðàëîò ïî C ìîæå äà ñå èçðàçè ïðåêó
îáè÷åí äâîåí èíòåãðàë íà îáëàñòà çàòâîðåíà îä C.

Òåîðåìà 4.3.1. (Ãðèíîâà ôîðìóëà) Íåêà C ⊆ R2 å çàòâîðåíà ðàìíèíñêà êðèâà êîjà

çàòâàðà îáëàñò D âî ðàìíèíàòà è íåêà
#»

F = (F1, F2) å âåêòîðñêî ïîëå îä äâå ïðîìåíëè-
âè äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà D. Àêî C å îðèåíòèðàíà òàêà øòî îáëàñòà D å íà ëåâàòà

ñòðàíà1 (âèäè jà ñëèêàòà 4.3.1 (à)), òîãàø:˛
C

#»

F · d #»σ =

¨
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy. (4.3.1)

1Çà îâàà îðèåíòàöèjà âåëèìå äåêà å ïîçèòèâíà.
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Çàáåëåøêà 4.3.2. Ïðåòïîñòàâêàòà çà îðèåíòàöèjàòà íà C å êëó÷íà. Àêî C å îðèåíòèðàíà
âî ñïðîòèâíà íàñîêà, òîãàø ñå ïîjàâóâà äîïîëíèòåëåí çíàê − ïðåä ðàâåíñòâîòî (âèäè
jà çàáåëåøêàòà (4.2.2)).

Ñëèêà 4.3.1:

(à) Îðèåíòàöèjàòà âî Ãðèíîâàòà ôîðìóëà (á) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.3.4

Ïðèìåð 4.3.3. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (2x, xy2). Íåêà C å
åäèíå÷íàòà êðóæíèöà x2 + y2 = 1 îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà
÷àñîâíèêîò. Äà ñå ïðåñìåòà: ˛

C

#»

F · d #»σ .

Áèäåj�êè ∂F1
∂y = 0 è ∂F2

∂x = y2, îä Ãðèíîâàòà ôîðìóëà ñëåäóâà äåêà:

˛
C

#»

F · d #»σ =

¨
D
y2dxdy,

êàäå øòî D å âíàòðåøíîñòà íà êðóæíèöàòà x2+y2 = 1 (Ãðèíîâàòà ôîðìóëà ìîæåìå äà
jà ïðèìåíèìå áèäåj�êè îðèåíòàöèjàòà íà C å òàêâà øòî îáëàñòà D å íà ëåâàòà ñòðàíà).
Çà äà ãî ðåøèìå èíòåãðàëîò, âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè:{

x = ρ cosφ
y = ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí çà ñìåíàòà |J | = ρ. Äîáèâàìå:
˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ3 sin2 φdφdρ =

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
sin2 φdφ

)
dρ

=
1

2

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
(1− cos 2φ)dφ

)
dρ

=
1

2

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ− 1

2

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cos 2φdφ

)
dρ

= π

ˆ 1

0
ρ3dρ− 1

2

ˆ 1

0
ρ3
(
1

2
sin 2φ

∣∣∣2π
0

)
dρ =

π

4
− 0 =

π

4
.
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Ïðèìåð 4.3.4. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x + y, x2 + y).
Êðèâàòà C å ñîñòàâåíà îä äåëîò îä åëèïñàòà ñî ïîëóîñêè 3 è 2, êàäå øòî x ≤ 0 çàåäíî
ñî îòñå÷êàòà ñî êðàjíè òî÷êè A(0,−2) è B(0, 2). Àêî êðèâàòà C å îðèåíòèðàíà âî íàñîêà
íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ . (4.3.2)

Êðèâàòà èçãëåäà êàêî íà ñëèêàòà 4.3.1 (á). Îáëàñòà D çàòâîðåíà îä C å:

âíàòðåøíîñòà íà ëåâàòà ñòðàíà íà åëèïñàòà
x2

9
+

y2

4
= 1 êàäå øòî x ≤ 0.

Çà èíòåãðàëîò (4.3.2) íå ìîæåìå äèðåêòíî äà jà ïðèìåíèìå Ãðèíîâàòà ôîðìóëà çàòîà
øòî êðèâàòà C jà èìà îáðàòíàòà îðèåíòàöèjà îä òàà çà êîjà âàæè Ãðèíîâàòà ôîðìóëà.
Äà jà îçíà÷èìå ñî C êðèâàòà C îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà
÷àñîâíèêîò (ò. å. îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä C). Òîãàø çà èíòåãðàëîò ïî C
ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå Ãðèíîâàòà ôîðìóëà:

˛
C

#»

F · d #»σ = −
˛
C

#»

F · d #»σ = −
¨

D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy = −

¨
D
(2x− 1)dxdy.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
x = 3ρ cosφ
y = 2ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí íà ñìåíàòà |J | = 6ρ. Áèäåj�êè îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1,
π/2 ≤ φ ≤ 3π/2, èìàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = −6

ˆ 1

0

ˆ 3π/2

π/2
(6ρ cosφ− 1)ρdφdρ

= −36

ˆ 1

0
ρ2

(ˆ 3π/2

π/2
cosφdφ

)
dρ+ 6

ˆ 1

0
ρ

(ˆ 3π/2

π/2
dφ

)
dρ

= −36

ˆ 1

0
ρ2
(
sinφ

∣∣∣3π/2
π/2

)
dρ+ 6π

ˆ 1

0
ρdρ = 72

ˆ 1

0
ρ2dρ+ 3π = 24 + 3π.

Ïðèìåð 4.3.5. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (xy2, x+ 2y). Íåêà
êðèâàòà C å äåëîò îä åëèïñàòà ñî ïîëóîñêè 1 è 2, êàäå øòî y ≥ 0 îðèåíòèðàíà âî
ñïðîòèâíà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò. Äà ñå ïðåñìåòa:

ˆ
C

#»

F · d #»σ .

Êðèâàòà C å äåëîò îä åëèïñàòà x2 + y2/4 = 1, êàäå øòî y ≥ 0. Íå ìîæåìå äèðåê-
òíî äà jà ïðèìåíèìå Ãðèíîâàòà ôîðìóëà, çàòîà øòî C íå å çàòâîðåíà. Èäåjàòà å äà
äîäàäåìå è îäçåìåìå èíòåãðàë îä îáëèê

´
C1

#»

F ·d #»σ , êàäå øòî êðèâàòà C1 �êå jà èçáåðåìå
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òàêà øòî C ∪C1 äà å çàòâîðåíà êðèâà. Ñå ðàçáèðà, äîáðî å C1 äà jà èçáåðåìå òàêà øòî
îáëàñòà êîjà jà çàòâîðà C ∪C1 äà å åäíîñòàâíà çà ïðåñìåòêà íà äâîjíèîò èíòåãðàë. Âî
íàøàòà ñèòóàöèjà, íàjåäíîñòàâíèîò èçáîð çà C1 å îòñå÷êàòà ñî êðàjíè òî÷êè A(−1, 0) è
B(1, 0) îðèåíòèðàíà îä A êîí B. Òîãàø C ∪C1 å çàòâîðåíà è îáëàñòà D êîjà jà çàòâîðà
å âíàòðåøíîñòà íà ãîðíèîò äåë îä åëèïñàòà x2 + y2/4 = 1, êàäå øòî y ≥ 0 (âèäè jà
ñëèêàòà 4.3.2 (à)). Èíòåãðàëîò ãî çàïèøóâàìå íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ
C

#»

F · d #»σ +

ˆ
C1

#»

F · d #»σ −
ˆ
C1

#»

F · d #»σ =

˛
C∪C1

#»

F · d #»σ −
ˆ
C1

#»

F · d #»σ . (4.3.3)

Çà êðèâàòà C ∪ C1 ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå Ãðèíîâàòà ôîðìóëà:

˛
C∪C1

#»

F · d #»σ =

¨
D

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy =

¨
D
(1− 2xy)dxdy.

Âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
x = ρ cosφ
y = 2ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí íà ñìåíàòà |J | = 2ρ. Áèäåj�êè D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π,
äîáèâàìå:

˛
C∪C1

#»

F · d #»σ = 2

ˆ 1

0

ˆ π

0
(1− 4ρ2 cosφ sinφ)ρdφdρ

= 2

ˆ 1

0
ρ

(ˆ π

0
dφ

)
dρ− 8

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ π

0
cosφ sinφdφ

)
dρ.

Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä âòîðèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = sinφ, dt =
cosφdφ, îä øòî ñëåäóâà:

˛
C∪C1

#»

F · d #»σ = 2π

ˆ 1

0
ρdρ− 8

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 0

0
tdt

)
dρ = π.

Îñòàíóâà äà ãî ïðåñìåòàìå ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âî (4.3.3). Êðèâàòà C1 (øòî å îò-
ñå÷êàòà [AB]), ìîæåìå ëåñíî äà jà ïàðàìåòðèçèðàìå: #»r : [−1, 1] → R2, #»r (t) = (t, 0).
Âåêòîðîò íà áðçèíà å #̇»r (t) = (1, 0) è çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

ˆ
C1

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

−1

#»

F ( #»r (t)) · #̇»r (t)dt =

ˆ 1

−1
(0, t) · (1, 0)dt =

ˆ 1

−1
0 dt = 0.

Ñî çàìåíóâà»å âî (4.3.3) ñå äîáèâà êðàjíèîò ðåçóëòàò:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = π − 0 = π.

Çàáåëåøêà 4.3.6. Öåëòà âî îâàà òåõíèêà íà çàòâîðà»å íà êðèâàòà å äà ñå äîáèjàò èí-
òåãðàëè êîè ñå ïîëåñíè çà ïðåñìåòêà îä ïî÷åòíèîò. Íàj÷åñòî, êðèâàòà C ìîæåìå äà jà
çàòâîðèìå íà ïîâå�êå ðàçëè÷íè íà÷èíè. Âî ïðåòõîäíèîò ïðèìåð, çà C1 ìîæåâìå äà jà
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çåìåìå äîëíàòà ïîëîâèíà íà åëèïñàòà x2 + y2/4 = 1 (äåëîò êàäå øòî y ≤ 0). Òîãàø, ïî
ïðèìåíà íà Ãðèíîâàòà ôîðìóëà çà

¸
C∪C1

#»

F · d #»σ , äâîjíèîò èíòåãðàë �êå áèäå ïî öåëàòà

âíàòðåøíîñò íà åëèïñàòà è òîj ìîæåìå ñëè÷íî äà ãî ðåøèìå. Íî,
´
C1

#»

F ·d #»σ (ïîñëåäíèîò
èíòåãðàë âî (4.3.3)) å ïî äîëíàòà ïîëîâèíà íà åëèïñàòà è òîj å ïîäåäíàêâî òåæîê êàêî
è ïî÷åòíèîò èíòåãðàë. Âåøòèíàòà âî çàòâîðà»åòî íà êðèâèòå å äà ñå èçáåðå êðèâàòà
C1, òàêà øòî èñòîâðåìåíî è äâîjíèîò èíòåãðàë îä Ãðèíîâàòà ôîðìóëà è ëèíèñêèîò èí-
òåãðàë

´
C1

#»

F ·d #»σ äà áèäàò åäíîñòàâíè çà ïðåñìåòêà; îâà íå å ñåêîãàø ìîæíî è ïîëåñíî
å äèðåêòíî äà ñå åâàëóèðà ïî÷åòíèîò èíòåãðàë. ×åñòî (íî, íå ñåêîãàø!), çàòâîðà»åòî
ñî îòñå÷êè å íàjäîáðàòà îïöèjà.

Ñëèêà 4.3.2:

(à) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.3.5 (á) Êðèâàòà îä ïðèìåðîò 4.3.7

Ïðèìåð 4.3.7. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x2y2, xy + sin y).
Íåêà êðèâàòà C å ëàêîò íà ïàðàáîëàòà y = x2 îä O(0, 0) äî A(1, 1) îðèåíòèðàí îä O
êîí A. Äà ñå ïðåñìåòa: ˆ

C

#»

F · d #»σ .

Êðèâàòà ìîæå äà ñå çàòâîðè ñî îòñå÷êàòà [AO] è èíòåãðàëèòå øòî �êå ñå äîáèjàò
ñå ëåñíè çà åâàëóàöèjà (ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãî íàïðàâè òîà). Äðóãà îïöèjà
å äà jà çàòâîðèìå C íà ñëåäíèîò íà÷èí. Äà jà îçíà÷èìå ñî B òî÷êàòà (0, 1). Íåêà C1

å îòñå÷êàòà [AB] îðèåíòèðàíà îä A êîí B è íåêà C2 å îòñå÷êàòà [BO] îðèåíòèðàíà
îä B êîí O (âèäè jà ñëèêàòà 4.3.2 (á)). Ãè îçíà÷óâàìå ñî C1 è C2 îòñå÷êèòå C1 è C2

îðèåíòèðàíè âî ñïðîòèâíè íàñîêè è èíòåãðàëîò ãî çàïèøóâàìå íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

ˆ
C

#»

F · d #»σ =

ˆ
C

#»

F · d #»σ +

ˆ
C1

#»

F · d #»σ +

ˆ
C2

#»

F · d #»σ −
ˆ
C1

#»

F · d #»σ −
ˆ
C2

#»

F · d #»σ

=

˛
C∪C1∪C2

#»

F · d #»σ +

ˆ
C1

#»

F · d #»σ +

ˆ
C2

#»

F · d #»σ . (4.3.4)

Êðèâàòà C ∪ C1 ∪ C2 jà çàòâîðà îáëàñòà D äàäåíà ñî: 0 ≤ x ≤ 1 è x2 ≤ y ≤ 1. Çà
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èíòåãðàëîò ïî îâàà êðèâà jà óïîòðåáóâàìå Ãðèíîâàòà ôîðìóëà è äîáèâàìå:

˛
C∪C1∪C2

#»

F · d #»σ =

¨
D
(y − 2x2y)dxdy =

ˆ 1

0

(ˆ 1

x2

(y − 2x2y)dy

)
dx

=

ˆ 1

0

(
y2

2
− x2y2

) ∣∣∣∣∣
y=1

y=x2

dx =

ˆ 1

0

(
1

2
− x2 − x4

2
+ x6

)
dx =

22

105
.

Êðèâàòà C1 jà ïàðàìåòðèçèðàìå ñî #»r1 : [0, 1] → R2, #»r (t) = (t, 1). Áðçèíàòà íà #»r1 å
#̇»r1(t) = (1, 0) è çà èíòåãðàëîò ïî C1 èìàìå:

ˆ
C1

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0
(t2, t+ sin 1) · (1, 0)dt =

ˆ 1

0
t2dt =

1

3
.

Ñëè÷íî, jà ïàðàìåòðèçèðàìå C2 ñî
#»r2 : [0, 1] → R2, #»r2(t) = (0, t). Áðçèíàòà å #̇»r2(t) = (0, 1)

è çà èíòåãðàëîò ïî C2 äîáèâàìå:

ˆ
C2

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0
(0, sin t) · (0, 1)dt =

ˆ 1

0
sin tdt = 1− cos 1.

Çàìåíóâàìå âî (4.3.4) è ãî äîáèâàìå êîíå÷íèîò ðåçóëòàò:

ˆ
C

#»

F · d #»σ =
22

105
+

1

3
+ 1− cos 1 =

54

35
− cos 1.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè ïðåñìåòà äèðåêòíî èíòåãðàëèòå âî ïðåòõîäíèòå
ïðèìåðè çà äà ñå óâåðè äåêà ñå äîáèâààò èñòèòå ðåçóëòàòè.

Çàáåëåøêà 4.3.8. Ïðè çàòâîðà»åòî íà êðèâàòà C òðåáà äà ñå âíèìàâà ïîëåòî è íåãî-
âèòå èçâîäè äà áèäàò äåôèíèðàíè âî çàòâîðåíàòà îáëàñò. Íà ïðèìåð, àêî òðåáà äà ñå
ïðåñìåòà

´
C

#»

F · d #»σ , êàäå øòî

#»

F (x, y) =

(
1

x2 + y2
,

1

x2 + y2

)
è C å ãîðíèîò äåë îä êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1 (äåëîò êàäå y ≥ 0) îðèåíòèðàíà âî
ñïðîòèâíà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, êðèâàòà C íå ìîæå äà ñå çàòâîðè íèòó ñî
îòñå÷êàòà ñî êðàjíè òî÷êè (−1, 0) è (1, 0) íèòó ñî äîëíèîò äåë îä êðóæíèöàòà x2+y2 = 1
(äåëîò êàäå øòî y ≤ 0), çàòîà øòî ïîëåòî è íåãîâèòå èçâîäè íå ñå äåôèíèðàíè âî (0, 0).
Âî îâàà ñèòóàöèjà, èíòåãðàëîò

´
C

#»

F · d #»σ ìîæå ëåñíî äèðåêòíî äà ñå ïðåñìåòà.

4.4. Ëèíèñêè èíòåãðàëè îä êîíçåðâàòèâíè ïîëè»à

Âî ïðèìåðîò 4.2.9 âèäîâìå äåêà ëèíèñêèîò èíòåãðàë íà åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå å
åäíàêîâ íà ðàçëèêàòà îä ïîòåíöèjàëèòå âî êðàjíèòå òî÷êè îä êðèâàòà; âî çàáåëåøêàòà
4.2.11 êîìåíòèðàâìå äåêà èñòîòî ñå ñëó÷óâà è çà ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå. �Êå âèäèìå
äåêà îâà å òî÷íî çà êîjà áèëî êðèâà êîjà jà èìà èñòàòà ïî÷åòíà è êðàjíà òî÷êà; ò. å.
èíòåãðàëîò íåìà äà çàâèñè îä êðèâàòà òóêó ñàìî îä íåjçèíàòà ïî÷åòíà è êðàjíà òî÷êà.
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Âî ñóøòèíà, îâà ñâîjñòâî âàæè çà êîå áèëî êîíçåðâàòèâíî ïîëå.
Íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îáëàñòà U ⊆ R3 è íåêà A è B ñå äâå

ïðîèçâîëíè òî÷êè âî U . Íåêà C ⊆ U å êîjà áèëî êðèâà ñî ïî÷åòíà òî÷êà A è êðàjíà
òî÷êà B. Ñàêàìå äà ãî ïðåñìåòàìå èíòåãðàëîò íà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»∇G ïî êðèâàòà C.
Çà òàà öåë, èçáèðàìå ïàðàìåòðèçàöèjà íà C êîjà jà çàïàçóâà îðèåíòàöèjàòà:

#»r : [a, b] → R3, #»r (t) = (x(t), y(t), z(t)), ò. ø. #»r (a) = A, #»r (b) = B.

Ãî ïðåñìåòóâàìå èçâîäîò íà ôóíêöèjàòà îä åäíà ïðîìåíëèâà [a, b] → R, t 7→ G( #»r (t)),
ñî ïîìîø íà âåðèæíîòî ïðàâèëî:

d

dt
(G( #»r (t))) =

d

dt
(G(x(t), y(t), z(t)))

=
∂G

∂x
(x(t), y(t), z(t))ẋ(t) +

∂G

∂y
(x(t), y(t), z(t))ẏ(t) +

∂G

∂z
(x(t), y(t), z(t))ż(t)

=

(
∂G

∂y
( #»r (t)),

∂G

∂x
( #»r (t)),

∂G

∂z
( #»r (t))

)
· (ẋ(t), ẏ(t), ż(t)) = #»∇G( #»r (t)) · #̇»r (t).

Îä îâà ñëåäóâà äåêà:

ˆ
C

#»∇G · d #»σ =

ˆ b

a

#»∇G( #»r (t)) · #̇»r (t)dt =

ˆ b

a

d

dt
(G( #»r (t)))dt = G( #»r (t))

∣∣∣b
a
= G(B)−G(A).

Ñî òîà ãî äîáèâìå ñëåäíèîò èñêëó÷èòåëíî áèòåí ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 4.4.1. Íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îáëàñòà U ⊆ R3 è íåêà A è B
ñå äâå òî÷êè âî U . Çà êîjà áèëî êðèâà C øòî ëåæè âî U ñî ïî÷åòíà òî÷êà A è êðàjíà

òî÷êà B, âàæè: ˆ
C

#»∇G · d #»σ = G(B)−G(A).

Ïîñëåäîâàòåëíî, àêî êðèâàòà C å çàòâîðåíà (ò. å. A = B), òîãàø:

˛
C

#»∇G · d #»σ = 0.

Çàáåëåøêà 4.4.2. Èñòèîò ðåçóëòàò âàæè è êîãà G å ñêàëàðíî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè
äåôèíèðàíî âî îáëàñò U ⊆ R2.

Çàáåëåøêà 4.4.3. Îâîj ðåçóëòàò å àíàëîãåí íà�óòí-Ëàjáíèöîâàòà ôîðìóëà çà ôóíêöèè
îä åäíà ïðîìåíëèâà:

´ b
a f ′(x)dx = f(b)− f(a).

Àêî
#»

F å êîíçåðâàòèâíî âåêòîðñêî ïîëå äåôèíèðàíî âî îáëàñòà U , òîãàø (ïî äåôè-
íèöèjà) òîà å ãðàäèåíò íà íåêîå ñêàëàðíî ïîëå G âî U , ò. å.

#»

F =
#»∇G âî U . Òåîðåìàòà

4.4.1 äàâà äåêà âðåäíîñòà íà èíòåãðàëîò
´
C

#»

F · d #»σ íå çàâèñè îä êðèâàòà C ⊆ R3, òóêó
ñàìî îä íåjçèíàòà ïî÷åòíà òî÷êà A è êðàjíà òî÷êà B, çàòîà øòî:

ˆ
C

#»

F · d #»σ = G(B)−G(A).
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Ñå ðàçáèðà, îä îâà ñëåäóâà äåêà àêî C å çàòâîðåíà (ò. å. A = B), òîãàø:

˛
C

#»

F · d #»σ = 0.

Áèäåj�êè åëåêòðîñòàòñêîòî è ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå ñå êîíçåðâàòèâíè, ñî ïîìîø íà
òåîðåìàòà 4.4.1 ìîæåìå åäíîñòàâíî äà ãè ðåøèìå ïðîáëåìèòå âî ïðèìåðîò 4.2.9 è çà-
áåëåøêàòà 4.2.11.

Ïðèìåð 4.4.4. Çà ïðîáëåìîò âî ïðèìåðîò 4.2.9 èìàìå (çàðàäè
#»

E =
#»∇(−ΦE)):

èçâðøåíàòà ðàáîòà =

ˆ
C

#»

F · d #»σ = q

ˆ
C

#»

E · d #»σ = q(−ΦE(
#»r (4π))− (−ΦE(

#»r (0))))

= keqq0

(
1− 1√

1 + 64π2

)
.

Çà ïðîáëåìîò âî çàáåëåøêàòà 4.2.11 èìàìå (çàðàäè
#»

Γ =
#»∇(−ΦG)):

èçâðøåíàòà ðàáîòà =

ˆ
C

#»

F · d #»σ = m

ˆ
C

#»

Γ · d #»σ = m(−ΦG(
#»r (4π))− (−ΦG(

#»r (0))))

= GNmm0

(
1√

1 + 64π2
− 1

)
.

Ïðèìåð 4.4.5. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = x2y + xz. Äà ñå
ïðåñìåòà ˆ

C

#»∇G · d #»σ ,

êàäå øòî C å êðèâàòà #»r : [−1, 1] → R3, #»r (t) = (t2, t, t3).

Îä òåîðåìàòà 4.4.1 ñëåäóâà äåêà:

ˆ
C

#»∇G · d #»σ = G( #»r (1))−G( #»r (−1)) = 2− (−2) = 4.

4.5. Íåðåøåíè çàäà÷è

Çàäà÷à 4.5.1. Äà ñå ïðåñìåòà: ˆ
C
G(x, y)dσ,

êàäå øòî

(à) êðèâàòà C å òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»àòà (1, 0), (0, 1) è (0, 0) è ñêàëàðíîòî ïîëå G
å äàäåíî ñî G : R2 → R, G(x, y) = x2 + xy;

(á) êðèâàòà C å äåëîò îä êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî (0, 0) è ðàäèóñ 3, êàäå øòî x ≥ 0
è ñêàëàðíîòî ïîëå G å äàäåíî ñî G : R2 → R, G(x, y) = x+ y + x2y2;
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(â) êðèâàòà C å äåëîò îä äåñíàòà ãðàíêà íà õèïåðáîëàòà x2 − y2 = 1 êîj ñå íàî�ãà
ïîìå�ãó òî÷êèòå (2,−

√
3) è (2,

√
3) è ñêàëàðíîòî ïîëå G å äàäåíî ñî G : R2 → R,

G(x, y) = xy.

Çàäà÷à 4.5.2. Äà ñå ïðåñìåòà:
ˆ
C
G(x, y, z)dσ,

êàäå øòî

(à) êðèâàòà C ñå ñòðàíèòå íà òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»àòà (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1) è
ñêàëàðíîòî ïîëå G å äàäåíî ñî G : R3 → R, G(x, y, z) = x2z + y;

(á) êðèâàòà C å äåëîò îä êðóæíèöàòà ñî öåíòàð âî (0, 0, 0), âî xOy-ðàìíèíàòà îä
A(−5, 0, 0) äî B(5, 0, 0), êàäå øòî y ≥ 0 çàåäíî ñî îòñå÷êàòà [BD], êàäå øòî D å
òî÷êàòà (0, 0, 3) è ñêàëàðíîòî ïîëå G å äàäåíî ñî G : R3 → R, G(x, y, z) = xy + z.

Çàäà÷à 4.5.3. Äà ñå ïðåñìåòà: ˆ
C
G(x, y) dσ,

êàäå øòî C å ðàáîò íà òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»àòà (0, 0), (2, 0) è (0, 2), îðèåíòèðàí ïî
íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò è G(x, y) = x2 + 2y.

Çàäà÷à 4.5.4. Äà ñå ïðåñìåòà: ˆ
C
G(x, y) dσ,

êàäå øòî C å ãîðíèîò ëàê íà êðóæíèöàòà x2+y2 = 4 îä (−2, 0) äî (2, 0) è G(x, y) = x3y.

Çàäà÷à 4.5.5. Äà ñå ïðåñìåòà:
ˆ
C
G(x, y, z) dσ,

êàäå øòî G(x, y, z) = x + y + z2, à ïîëèãîíîò C å ñîñòàâåí îä îòñå÷êèòå: (0, 0, 0) →
(1, 0, 0) → (1, 1, 0) → (0, 0, 1).

Çàäà÷à 4.5.6. Äàäåíà å òàíêà æèöà âî îáëèê íà êðèâàòà:

#»r : [0, 2π] → R3, #»r (t) = (et cos t, et sin t, et),

ñî ëèíèñêà ãóñòèíà ρ(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Äà ñå îïðåäåëàò ìàñàòà è òåæèøòåòî íà
æèöàòà.

Çàäà÷à 4.5.7. Òàíêà æèöà å ïàðàìåòðèçèðàíà ñî: #»r (t) = (cos t, sin t, t), t ∈ [0, π] è èìà
ëèíèñêà ãóñòèíà ρ(x, y, z) = 1 + z. Äà ñå ïðåñìåòà ìàñàòà è òåæèøòåòî íà æèöàòà.

Çàäà÷à 4.5.8. Äà ñå ïðåñìåòà: ˆ
C

#»

F · d #»σ ,

êàäå øòî:
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(à) ðàìíèíñêàòà êðèâà C å äåëîò îä åëèïñàòà ñî öåíòàð âî (0, 0) è ïîëóîñêè 1 è 3 ïî
x è y êîjøòî ñå íàî�ãà âî ïðâ êâàäðàíò è å îðèåíòèðàí âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä
ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, äîäåêà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F å äàäåíî ñî
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x2y2, x2 + y2 + 1);

(á) ðàìíèíñêàòà êðèâà C å äåëîò îä y = x3 ñî ïî÷åòîê âî (0, 0) è êðàj âî (1, 1), äîäåêà
âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F å äàäåíî ñî
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (xy2, x2 + y + 3).

Çàäà÷à 4.5.9. Äà ñå ïðåñìåòà ëèíèñêèîò èíòåãðàë:
ˆ
C

#»

F · d #»r ,

çà
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (2xy, x2) è êðèâàòà C : y = ex îä x = 0 äî x = 1.

Çàäà÷à 4.5.10. Äà ñå ïðåñìåòà: ˛
C

#»

F · d #»r ,

êàäå øòî C å ãðàíèöàòà íà åëèïñàòà
x2

4
+

y2

9
= 1 îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä

ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò è âåêòîðñêîòî ïîëå å äàäåíî ñî
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (y, x)
(êîðèñòåòå jà Ãðèíîâàòà òåîðåìà).

Çàäà÷à 4.5.11. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, z, x+ y+ z).
Êðèâàòà C å ñîñòàâåíà îä ñòðàíèòå íà òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»àòà A(1, 0, 0), B(0, 1, 0)
è D(0, 0, 3) è å îðèåíòèðàíà íà òîj íà÷èí øòî òàà ïîìèíóâà íèç òî÷êèòå A, B, D, A âî
òîj ðåäîñëåä. Äà ñå ïðåñìåòà: ˛

C

#»

F · d #»σ .

Çàäà÷à 4.5.12. Êðèâàòà C å ñîñòàâåíà îä ñëåäíèâå äâà äåëà:

- äåëîò îä åëèïñàòà êîjà øòî ëåæè âî xOy-ðàìíèíàòà ñî öåíòàð âî (0, 0, 0) è ïî-
ëóîñêè 3 è 1 ïî x è y ñî ïî÷åòíà òî÷êà A(3, 0, 0) è êðàjíà òî÷êà B(0, 1, 0) è êàäå
øòî âàæè: x ≥ 0;

- äåëîò îä êðóæíèöàòà êîjà ëåæè âî yOz-ðàìíèíàòà ñî öåíòàð âî (0, 0, 0) è ðàäèóñ
1, ñî ïî÷åòíà òî÷êà B(0, 1, 0) è êðàjíà òî÷êà D(0, 0, 1) è êàäå øòî âàæè: y ≥ 0.

Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+y+z, x−y, z2). Äà ñå ïðåñìåòà:
ˆ
C

#»

F · d #»σ .

Çàäà÷à 4.5.13. Êðèâàòà C å ïðåñåêîò íà ïîâðøèíèòå: x2+ y2+ z2 = 8 è z =
√

x2 + y2

è òàà å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó z-îñêàòà. Äà ñå ïðåñìåòà:
˛
C

#»

F · d #»σ ,

êàäå
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+ z, xz, y + z2).



4.5. ÍÅÐÅØÅÍÈ ÇÀÄÀ×È 123

Çàäà÷à 4.5.14. Êðèâàòà C å ïðåñåêîò íà ïîâðøèíèòå: y = x2 + z2 è y + z = 1 è òàà å
ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó y-îñêàòà. Äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ ,

êàäå øòî
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, x, x+ y).

Çàäà÷à 4.5.15. Ñî ïîìîø íà Ãðèíîâàòà ôîðìóëà äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ ,

êàäå øòî

(à) ðàìíèíñêàòà êðèâà C å ðàáîò íà êâàäðàòîò ñî òåìè»à âî: (0, 0), (1, 0), (1, 1) è
(0, 1), îðèåíòèðàí âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, äîäåêà âåê-
òîðñêîòî ïîëå

#»

F å äàäåíî ñî
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (xy, x2 + y2 + xy);

(á) ðàìíèíñêàòà êðèâà C å ðàáîò íà òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à âî: (1, 0), (0, 1) è (−1, 0),
îðèåíòèðàí âî íàñîêà íà ñòðåëêèòå íà ÷àñîâíèêîò, äîäåêà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F å
äàäåíî ñî

#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x− y2, x+ y − 5).

Çàäà÷à 4.5.16. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà 4.5.8 ñî ïîìîø íà Ãðèíîâàòà ôîðìóëà îòêàêî
ïðåòõîäíî êðèâàòà C ñîîäâåòíî �êå ñå çàòâîðè.

Çàäà÷à 4.5.17. Êðèâàòà C å ñîñòàâåíà îä äâå ïàð÷è»à: (1) ïàðöèjàëåí äåë îä y =
√
x

îä x = 0 äî x = 1 è (2) ïðàâîëèíèñêèîò ñåãìåíò îä (1, 1) äî (0, 0). Çà âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (x2, xy), äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»r ,

îðèåíòèðàíî ïî çàäàäåíèîò ðåäîñëåä.
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Ãëàâà 5.

Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè

Âî îâàà ãëàâà �êå äåôèíèðàìå èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè è îä âåêòîðñêè ïîëè»à ïî
ïîâðøèíè âî ïðîñòîðîò. Ïîâðøèíèòå øòî ãè óïîòðåáóâàâìå äî ñåãà áåà çàäàäåíè êàêî
ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè èëè ïðåêó ðàâåíñòâà îä îáëèêîò G(x, y, z) = 0,
êîèøòî ïîòîà ìîæåâìå äà ãè ïðåòñòàâèìå êàêî óíèjà îä íåêîëêó ãðàôèöè íà ôóíêöèè
îä äâå ïðîìåíëèâè. Òèïè÷åí ïðèìåð å åäèíå÷íàòà ñôåðà x2+y2+z2 = 1 êîjà å ñîñòàâåíà
îä ãðàôèöèòå íà ôóíêöèèòå

f1(x, y) =
√
1− x2 − y2, øòî jà äàâà ãîðíàòà õåìèñôåðà è

f2(x, y) = −
√
1− x2 − y2, øòî jà äàâà äîëíàòà õåìèñôåðà.

Âî ïðâàòà ãëàâà ãè ñêèöèðàâìå íàj÷åñòî óïîòðåáóâàíèòå âàêâè ïðèìåðè. Çà èíòåãðà-
ëèòå øòî �êå ãè âîâåäåìå âî ïðîäîëæåíèå, âàêâèòå ïîâðøèíè íå ñå äîâîëíè. ×åñòî �êå
òðåáà äà èíòåãðèðàìå ïî äåëîâè îä ¯èäîâè íà òåëà è îâèå ïîâðøèíè íåêîãàø �êå áèäå
òåøêî èëè íåïðàãìàòè÷íî äà ñå çàäàâààò êàêî ðàâåíñòâà G(x, y, z) = 0. Íî, âî íàøèòå
ñèòóàöèè, òèå ñåêîãàø �êå áèäàò ñîñòàâåíè îä íåêîëêó ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä äâå ïðî-
ìåíëèâè. Íà ïðèìåð, ¯èäîò íà êîöêà å òåøêî è íåïðàãìàòè÷íî äà ñå çàïèøå âî îáëèê
G(x, y, z) = 0, èàêî òîj å ìíîãó åäíîñòàâíà ïîâðøèíà: ñå ñîñòîè îä øåñò êâàäðàòíè
äåëîâè îä ðàìíèíè. Ñëè÷íî, ¯èäîò íà öèëèíäðè÷íà êóòèjà å òåøêî äà ñå çàïèøå êà-
êî G(x, y, z) = 0, èàêî å î÷èãëåäíî äåêà ñå ñîñîòîè îä äåë îä öèëèíäàð è äâå êðóæíè
äåëîâè îä ðàìíèíè êîè ãî çàòâàðààò öèëèíäàðîò. Îä ñåãà, ñèòå ïîâðøèíè �êå áèäàò ñîñ-
òàâåíè îä íåêîëêó ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè, èàêî íåìà ñåêîãàø ëåñíî
äà ìîæàò äà ñå çàïèøàò ïðåêó ðàâåíñòâî G(x, y, z) = 0.

5.1. Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè îä ñêàëàðíè ïîëè»à

Íåêà Σ å ïîâðøèíà âî R3 è íåêà G å ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà Σ.
Öåëòà å äà äåôèíèðàìå èíòåãðàë íà G íà ïîâðøèíàòà Σ, âî îçíàêà:

¨
Σ
G(x, y, z)dS. (5.1.1)

125
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Ïðâî �êå jà ðàçãëåäàìå ñïåöèjàëíàòà ñèòóàöèjà êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà f îä
ïðîìåíëèâèòå (x, y), äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2, ò. å.

Σ = {(x, y, f(x, y)) ∈ R3 | (x, y) ∈ D}; (5.1.2)

äà çàáåëåæèìå äåêà D å òî÷íî ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà. Jà äåëèìå îáëàñòà
D ñî ìðåæà ñî jàçëè âî òî÷êèòå (xj , yk), êàêî íà ñëèêàòà 5.1.1 (à). Äà ãî îçíà÷èìå
ñî Dj,k ïðàâîàãîëíèêîò ñî òåìè»à âî: (xj , yk), (xj+1, yk), (xj+1, yk+1) è (xj , yk+1). Âî
ñåêîj Dj,k èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà (x′j , y

′
k) îä D; ò. å. (x′j , y

′
k) ∈ Dj,k ∩ D è ñî òîà

A′
j,k := (x′j , y

′
k, f(x

′
j , y

′
k)) ∈ Σ. Âî òî÷êàòà A′

j,k ïîâëåêóâàìå ðàìíèíà òàíãåíòíà íà Σ è
ãî îçíà÷óâàìå ñî ∆Σj,k ïàðàëåëîãðàìîò êîjøòî ëåæè âî îâàà ðàìíèíà è ÷èjà ïðîåêöèjà
íà xOy-ðàìíèíàòà å Dj,k; âèäè jà ñëèêàòà 5.1.1. Jà ôîðìèðàìå èíòåãðàëíàòà ñóìà∑

j,k

G(A′
j,k)P (∆Σj,k) =

∑
j,k

G(x′j , y
′
k, f(x

′
j , y

′
k))P (∆Σj,k), (5.1.3)

êàäå øòî P (∆Σj,k) å ïëîøòèíàòà íà ïàðàëåëîãðàìîò ∆Σj,k. Èíòåãðàëîò (5.1.1) å ëè-
ìåñîò îä ñóìèòå (5.1.3), êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè xj è yk òåæè êîí áåñêîíå÷íîñò
è ñòðàíèòå íà ∆Σj,k òåæàò êîí 0.

Ñëèêà 5.1.1:

(à) Ïîäåëáà íà îáëàñòà D (á) Åäåí åëåìåíò âî èíòåãðàëíàòà ñóìà (5.1.3)

Çàáåëåøêà 5.1.1. Àêî G(x, y, z) = 1 íà Σ, òîãàø èíòåãðàëíàòà ñóìà (5.1.3) å âñóøíîñò:∑
j,k P (∆Σj,k). Àêî ìðåæàòà å äîâîëíî ãóñòà, P (∆Σj,k) å àïðîêñèìàöèjà çà ïëîøòèíàòà

íà äåëîò îä Σ êîj ñå íàî�ãà íàä Dj,k; âèäè jà ñëèêàòà 5.1.1 (á). Êîãà áðîjîò íà äåëáåíè
òî÷êè xj è yk òåæè êîí áåñêîíå÷íîñò è ñòðàíèòå íà ∆Σj,k òåæàò êîí 0,

∑
j,k P (∆Σj,k)

�êå òåæè êîí ïëîøòèíàòà íà Σ, îä øòî ñëåäóâà äåêà:

ïëîøòèíà íà Σ =

¨
Σ
dS. (5.1.4)
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Âàêâèîò íà÷èí íà ïðåñìåòêà íà (5.1.1) å íåïðàãìàòè÷åí è çàòîà �êå íàjäåìå ïîåäíîñ-
òàâíà ôîðìóëà. Êëó÷íàòà èäåjà å äåêà P (∆Σj,k) ìîæå äà ñå ïðåñìåòà. Åäåí íîðìàëåí
âåêòîð íà ðàìíèíàòà íà êîjà ëåæè ∆Σj,k å:

#»n j,k :=

(
∂f

∂x
(x′j , y

′
k),

∂f

∂y
(x′j , y

′
k),−1

)
è çàòîà òàà ìîæå äà jà çàïèøåìå êàêî:

(x− x′j)
∂f

∂x
(x′j , y

′
k) + (y − y′k)

∂f

∂y
(x′j , y

′
k)− (z − f(x′j , y

′
k)) = 0. (5.1.5)

Òåìè»àòà íà ∆Σj,k èìààò èñòè x è y-êîîðäèíàòè êàêî è òåìè»àòà íà Dj,k, ò. å. òèå ñå
îä îáëèê:

B′
j,k := (xj , yk, z

′
j,k), B′

j+1,k := (xj+1, yk, z
′
j+1,k),

B′
j+1,k+1 := (xj+1, yk+1, z

′
j+1,k+1), B′

j,k+1 := (xj , yk+1, z
′
j,k+1).

Íèâíèòå z-êîîðäèíàòè ñå äîáèâààò êîãà x è y-êîîðäèíàòèòå �êå ñå çàìåíàò âî (5.1.5);
íà ïðèìåð:

z′j,k = f(x′j , y
′
k) + (xj − x′j)

∂f

∂x
(x′j , y

′
k) + (yk − y′k)

∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

è îñòàíàòèòå òðè ñå ïðåñìåòóâààò íà ñëè÷åí íà÷èí. Îä îâà äîáèâàìå äâà íîñå÷êè
âåêòîðè íà ïàðàëåëîãðàìîò ∆Σj,k:

#                      »

B′
j,kB

′
j+1,k = (xj+1 − xj , 0, z

′
j+1,k − z′j,k) =

(
xj+1 − xj , 0, (xj+1 − xj)

∂f

∂x
(x′j , y

′
k)

)
= (xj+1 − xj)

(
1, 0,

∂f

∂x
(x′j , y

′
k)

)
,

#                      »

B′
j,kB

′
j,k+1 = (0, yk+1 − yk, z

′
j,k+1 − z′j,k) =

(
0, yk+1 − yk, (yk+1 − yk)

∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

)
= (yk+1 − yk)

(
0, 1,

∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

)
.

Ïëîøòèíàòà íà ∆Σj,k å äîëæèíàòà íà âåêòîðñêèîò ïðîèçâîä íà îâèå âåêòîðè:

P (∆Σj,k) =
∣∣∣ #                      »

B′
j,kB

′
j+1,k ×

#                      »

B′
j,kB

′
j,k+1

∣∣∣ .
Îçíà÷óâàìå ∆xj := xj+1 − xj , ∆yk := yk+1 − yk è ïðåñìåòóâàìå:

#                      »

B′
j,kB

′
j+1,k ×

#                      »

B′
j,kB

′
j,k+1 = ∆xj∆yk

(
1, 0,

∂f

∂x
(x′j , y

′
k)

)
×
(
0, 1,

∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

)
= ∆xj∆yk

(∣∣∣∣∣ 0 ∂f
∂x (x

′
j , y

′
k)

1 ∂f
∂y (x

′
j , y

′
k)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ∂f

∂x (x
′
j , y

′
k) 1

∂f
∂y (x

′
j , y

′
k) 0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣
)

= ∆xj∆yk

(
−∂f

∂x
(x′j , y

′
k),−

∂f

∂y
(x′j , y

′
k), 1

)
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Ïîñëåäîâàòåëíî (áèäåj�êè ∆xj > 0, ∆yk > 0),

P (∆Σj,k) =

√(
∂f

∂x
(x′j , y

′
k)

)2

+

(
∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

)2

+ 1 ∆xj∆yk.

Ñî òîà ãî äîáèâìå ñëåäíèîâ èäåíòèòåò çà èíòåãðàëíàòà ñóìà (5.1.3):∑
j,k

G(x′j , y
′
k, f(x

′
j , y

′
k))P (∆Σj,k)

=
∑
j,k

G(x′j , y
′
k, f(x

′
j , y

′
k))

√(
∂f

∂x
(x′j , y

′
k)

)2

+

(
∂f

∂y
(x′j , y

′
k)

)2

+ 1 ∆xj∆yk. (5.1.6)

Äåñíàòà ñòðàíà å èíòåãðàëíà ñóìà çà ôóíêöèjàòà îä äâå ïðîìåíëèâè:

D → R, (x, y) 7→ G(x, y, f(x, y))

√(
∂f

∂x
(x, y)

)2

+

(
∂f

∂y
(x, y)

)2

+ 1, (5.1.7)

è çàòîà, êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè xj è yk òåæè êîí áåñêîíå÷íîñò è ∆xj è ∆yk
òåæàò êîí 0, äåñíàòà ñòðàíà íà (5.1.6) òåæè êîí èíòåãðàëîò íà ôóíêöèjàòà (5.1.7) íà
D. Áèäåj�êè ëåâàòà ñòðàíà íà (5.1.6) òåæè êîí ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë G íà Σ (ïî
äåôèíèöèjà), ãî äîáèâìå ïðâèîò äåë îä ñëåäíîòî òâðäå»å.

Òåîðåìà 5.1.2. Íåêà Σ å ïîâðøèíà âî R3 è G ñêàëàðíî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà

íà Σ.

(à) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, y) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2 (çíà÷è

D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà), òîãàø:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
D
G(x, y, f(x, y))

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.

(á) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, z) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2 (çíà÷è

D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOz-ðàìíèíàòà), òîãàø:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
D
G(x, f(x, z), z)

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂z

)2

dxdz.

(â) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(y, z) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2 (çíà÷è

D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà yOz-ðàìíèíàòà), òîãàø:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
D
G(f(y, z), y, z)

√
1 +

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

dydz.

Çàáåëåøêà 5.1.3. Äåëîâèòå (á) è (â) ñå ïðîâåðóâààò íà èñò íà÷èí êàêî (à).
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Àêî Σ å ñîñòàâåíà îä ïîâðøèíèòå Σ1,Σ2, . . . ,Σk, òàêâè øòî ñåêîjà îä íèâ å êàêî âî
(à), (á) èëè (â), òîãàø ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë (5.1.1) ñå äåôèíèðà íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

¨
Σ
G(x, y, z)dS :=

¨
Σ1

G(x, y, z)dS + . . .+

¨
Σk

G(x, y, z)dS. (5.1.8)

Çàðàäè îâà, (5.1.4) ãî äàâà èäåíòèòåòîò:

ïëîøòèíà íà Σ =

¨
Σ
dS. (5.1.9)

Ïðèìåð 5.1.4. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = 3xy + xz. Äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ
G(x, y, z)dS,

êàäå øòî Σ å äåëîò îä ðàìíèíàòà x+ y + z = 1 êîjøòî ñå íàî�ãà âî ïðâ îêòàíò.

Ðàìíèíàòà x + y + z = 1 jà ñå÷å x-îñêàòà âî A(1, 0, 0) (ñå äîáèâà êîãà y = 0 è
z = 0), jà ñå÷å y-îñêàòà âî B(0, 1, 0) (ñå äîáèâà êîãà x = 0 è z = 0) è z-îñêàòà âî
C(0, 0, 1) (ñå äîáèâà êîãà x = 0 è y = 0). Çíà÷è, Σ å òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à A, B
è C; âèäè jà ñëèêàòà 5.1.2 (à). Íåãîâàòà ïðîåêöèjà íà xOy-ðàìíèíàòà å òðèàãîëíèêîò
D ñî òåìè»à âî: (1, 0), (0, 1) è (0, 0). Ñî èçðàçóâà»å íà z îä ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà,
äîáèâàìå äåêà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = 1−x−y, îä øòî ñëåäóâà:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
D
(3xy + x(1− x− y))

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy.

Áèäåj�êè ∂f
∂x = −1 è ∂f

∂y = −1, èìàìå:

¨
Σ
G(x, y, z)dS

=
√
3

¨
D
(3xy + x− x2 − xy)dxdy =

√
3

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0
(2xy + x− x2)dydx

= 2
√
3

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0
xydydx+

√
3

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0
xdydx−

√
3

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0
x2dydx

= 2
√
3

ˆ 1

0
x

(ˆ 1−x

0
ydy

)
dx+

√
3

ˆ 1

0
x

(ˆ 1−x

0
dy

)
dx−

√
3

ˆ 1

0
x2
(ˆ 1−x

0
dy

)
dx

= 2
√
3

ˆ 1

0
x · y

2

2

∣∣∣1−x

0
dx+

√
3

ˆ 1

0
x · y

∣∣∣1−x

0
dx−

√
3

ˆ 1

0
x2 · y

∣∣∣1−x

0
dx

=
√
3

ˆ 1

0
x(1− x)2dx+

√
3

ˆ 1

0
x(1− x)dx−

√
3

ˆ 1

0
x2(1− x)dx

=
√
3

ˆ 1

0
(x− 2x2 + x3)dx+

√
3

ˆ 1

0
(x− x2)dx−

√
3

ˆ 1

0
(x2 − x3)dx

=
√
3

ˆ 1

0
(x− 2x2 + x3 + x− x2 − x2 + x3)dx
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=
√
3

(
2

ˆ 1

0
xdx− 4

ˆ 1

0
x2dx+ 2

ˆ 1

0
x3dx

)
=

√
3

(
1− 4

3
+

1

2

)
=

√
3

6
.

Ñëèêà 5.1.2: Ïîâðøèíàòà âî

(à) Ïðèìåð 5.1.4 (á) Ïðèìåð 5.1.5 (â) Ïðèìåð 5.1.6

Ïðèìåð 5.1.5. Íåêà Σ å äåëîò îä ïàðàáîëîèäîò: x = y2 + z2, êàäå øòî 0 ≤ x ≤ 9. Äà
ñå ïðåñìåòà ïëîøòèíàòà íà Σ.

Ïëîøòèíàòà íà Σ �êå jà ïðåñìåòàìå ñî ôîðìóëàòà (5.1.9); Σ èçãëåäà êàêî íà ñëè-
êàòà 5.1.2 (á). Jàñíî, Σ å ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(y, z) = y2 + z2, êàäå
øòî D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà yOz-ðàìíèíàòà. Îáëàñòà D ñå ñîñòîè îä ñèòå (y, z) çà
êîè âàæè: y2 + z2 ≤ 9 (çàòîà øòî 0 ≤ x ≤ 9); çíà÷è D å îãðàíè÷åíà ñî êðóæíèöàòà âî
yOz-ðàìíèíàòà ñî ðàäèóñ 3. Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f ñå: ∂f

∂y = 2y, ∂f
∂z = 2z. Îä îâà

äîáèâàìå:

¨
Σ
dS =

¨
D

√
1 +

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

dydz =

¨
D

√
1 + 4y2 + 4z2dydz.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè: {
y = ρ cosφ
z = ρ sinφ.

Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà: 0 ≤ ρ ≤ 3 è 0 ≤ φ ≤ 2π. Áèäåj�êè Jàêîáèjàíîò çà ñìåíàòà å
|J | = ρ è y2 + z2 = ρ2, èìàìå:
¨

Σ
dS =

ˆ 3

0

ˆ 2π

0

√
1 + 4ρ2ρdφdρ =

ˆ 3

0
ρ
√
1 + 4ρ2

(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ = 2π

ˆ 3

0
ρ
√

1 + 4ρ2dρ.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = 1 + 4ρ2, dt = 8ρdρ, è äîáèâàìå:

ïëîøòèíàòà íà Σ =

¨
Σ
dS =

π

4

ˆ 37

1

√
tdt =

π

4
· t

3/2

3
2

∣∣∣∣∣
37

1

=
π

6
(37

√
37− 1).
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Ïðèìåð 5.1.6. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = x + y + z. Äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ
G(x, y, z)dS,

êàäå øòî Σ å ¯èäîò íà òåòðàåäåðîò ñî òåìè»à âî: A1(1, 0, 0), A2(0, 1, 0), A3(0, 0, 1) è
O(0, 0, 0).

Ïîâðøèíàòà Σ å ñîñòàâåíà îä ñëåäíèâå ÷åòèðè òðèàãîëíèêà (âèäè jà ñëèêàòà 5.1.2
(â)):

Σ1 : òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à A1, A2 è O, Σ2 : òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à A1, A3 è O,

Σ3 : òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à A2, A3 è O, Σ4 : òðèàãîëíèêîò ñî òåìè»à A1, A2 è A3.

Ñëåäóâà:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
Σ1

G(x, y, z)dS +

¨
Σ2

G(x, y, z)dS

+

¨
Σ3

G(x, y, z)dS +

¨
Σ4

G(x, y, z)dS. (5.1.10)

Áèäåj�êè Σ1 ëåæè âî xOy-ðàìíèíàòà, íåãîâàòà ïðîåêöèjà D1 íà îâàà ðàìíèíà å èñòèîò
òðèàãîëíèê; ñëåäóâà äåêà Σ1 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f1 : D1 → R, f1(x, y) = 0. Áèäåj�êè
∂f1
∂x = 0 è ∂f1

∂y = 0, äîáèâàìå:

¨
Σ1

G(x, y, z)dS =

¨
D1

G(x, y, f1(x, y))

√
1 +

(
∂f1
∂x

)2

+

(
∂f1
∂y

)2

dxdy

=

¨
D1

(x+ y)dxdy =

¨
D1

xdxdy +

¨
D1

ydxdy

=

ˆ 1

0
x

(ˆ 1−x

0
dy

)
dx+

ˆ 1

0
y

(ˆ 1−y

0
dx

)
dy

=

ˆ 1

0
x(1− x)dx+

ˆ 1

0
y(1− y)dy

=

ˆ 1

0
xdx−

ˆ 1

0
x2dx+

ˆ 1

0
ydy −

ˆ 1

0
y2dy =

1

2
− 1

3
+

1

2
− 1

3
=

1

3
.

Ñëè÷íî, Σ2 ëåæè âî xOz-ðàìíèíàòà è íåãîâàòà ïðîåêöèjà D2 íà îâàà ðàìíèíà å èñòèîò
òðèàãîëíèê. Îä îâà ñëåäóâà äåêà Σ2 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f2 : D2 → R, f2(x, z) = 0.
Áèäåj�êè ∂f2

∂x = 0 è ∂f2
∂z = 0, äîáèâàìå:

¨
Σ2

G(x, y, z)dS =

¨
D2

G(x, f2(x, z), z)

√
1 +

(
∂f2
∂x

)2

+

(
∂f2
∂z

)2

dxdz

=

¨
D2

(x+ z)dxdz =

¨
D2

xdxdz +

¨
D2

zdxdz.
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Ïîñëåäíèòå äâà èíòåãðàëà ñå åâàëóèðààò èñòî êàêî ïîãîðå è ñå äîáèâà:

¨
Σ2

G(x, y, z)dS =
1

3
.

Àíàëîãíî, Σ3 ëåæè âî yOz-ðàìíèíàòà è íåãîâàòà ïðîåêöèjà D3 íà îâàà ðàìíèíà å
èñòèîò òðèàãîëíèê. Çíà÷è, Σ3 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f3 : D3 → R, f3(y, z) = 0.
Íåjçèíèòå ïàðöèjàëíè èçâîäè ñå: ∂f3

∂y = 0 è ∂f3
∂z = 0. Èñòî êàêî ïðåòõîäíî, äîáèâàìå

äåêà:

¨
Σ3

G(x, y, z)dS =

¨
D3

G(f3(y, z), y, z)

√
1 +

(
∂f3
∂y

)2

+

(
∂f3
∂z

)2

dydz

=

¨
D3

(y + z)dydz =

¨
D3

ydydz +

¨
D3

zdydz = . . . =
1

3

(ïîñëåäíèòå èíòåãðàëè ñå ïåðñìåòóâààò íà èñò íà÷èí êàêî ïðåòõîäíî). Îñòàíóâà óøòå
äà ãî ïðåñìåòàìå èíòåãðàëîò ïî Σ4. Òîj ëåæè íà ðàìíèíàòà øòî ïîìèíóâà íèç òî÷êèòå
A1, A2 è A3 è íåjçèíàòà ðàâåíêà å (îä ôîðìóëàòà çà ðàâåíêà íà ðàìíèíà íèç òðè òî÷êè):∣∣∣∣∣∣

x− 1 y z
−1 1 0
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, îäíîñíî (ïî ñðåäóâà»åòî): x+ y + z = 1.

Áèäåj�êè ïðîåêöèjàòà íà Σ4 íà xOy-ðàìíèíàòà å òðèàãîëíèêîò D1 (îä ïðåñìåòêàòà íà
èíòåãðàëîò ïî Σ1), äîáèâàìå äåêà Σ4 å ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f4 : D1 → R, f(x, y) =
1 − x − y (ñå äîáèâà ñî èçðàçóâà»å íà z îä ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà). Ïàðöèjàëíèòå
èçâîäè íà îâàà ôóíêöèjà ñå: ∂f4

∂x = −1, ∂f4
∂y = −1, îä øòî ñëåäóâà:

¨
Σ4

G(x, y, z)dS =

¨
D1

G(x, y, f4(x, y))

√
1 +

(
∂f4
∂x

)2

+

(
∂f4
∂y

)2

dxdy

=
√
3

¨
D1

dxdy =
√
3

ˆ 1

0

(ˆ 1−x

0
dy

)
dx =

√
3

ˆ 1

0
(1− x)dx

=
√
3−

√
3

2
=

√
3

2
.

Çàìåíóâà»å âî (5.1.10) è äîáèâàìå:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

1

3
+

1

3
+

1

3
+

√
3

2
= 1 +

√
3

2
.

Ïðèìåð 5.1.7. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xy + z. Äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ
G(x, y, z)dS,
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Ñëèêà 5.1.3: Ïðèìåð 5.1.7

(à) Öåëàòà ñôåðà (á) Äåëîò êàäå øòî z ≥ 0 (â) Äåëîò êàäå øòîz ≤ 0

êàäå øòî Σ å ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 1.

Îä x2 + y2 + z2 = 1 èçðàçóâàìå z è äîáèâàìå:

z = ±
√

1− x2 − y2. (5.1.11)

Öåëàòà ñôåðà íå ìîæåìå äà jà çàïèøåìå êàêî ãðàôèê íà åäíà ôóíêöèjà, íî ñïîðåä
(5.1.11), ìîæåìå ãîðíàòà õåìèñôåðà è äîëíàòà õåìèñôåðà ïîñåáíî äà ãè çàïèøåìå
êàêî ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä ïðîìåíëèâèòå (x, y):

ãîðíàòà õåìèñôåðà å ãðàôèêîò íà f1 : D → R, f1(x, y) =
√
1− x2 − y2, (5.1.12)

äîëíàòà õåìèñôåðà å ãðàôèêîò íà f2 : D → R, f2(x, y) = −
√
1− x2 − y2, (5.1.13)

êàäå øòî D å ïðîåêöèjàòà íà ñôåðàòà íà xOy-ðàìíèíàòà (ïðîåêöèjàòà íà ãîðíàòà
õåìèñôåðà å èñòà ñî ïðîåêöèjàòà íà äîëíàòà õåìèñôåðà è òèå ñå èñòè ñî ïðîåêöèjàòà
íà öåëàòà ñôåðà); âèäè jà ñëèêàòà 5.1.3. Äà çàáåëåæèìå äåêà D å òî÷íî îáëàñòà âî
xOy-ðàìíèíàòà êîjà å îãðàíè÷åíà ñî

√
1− x2 − y2 = 0, øòî å êðóãîò îãðàíè÷åí ñî

êðóæíèöàòà x2+y2 = 1. Jà îçíà÷óâàìå ãîðíàòà õåìèñôåðà ñî Σ1 è äîëíàòà õåìèñôåðà
ñî Σ2. Èíòåãðàëîò íà öåëàòà ñôåðà ãî äåëèìå íà äâà äåëà:

¨
Σ
G(x, y, z)dS =

¨
Σ1

G(x, y, z)dS +

¨
Σ2

G(x, y, z)dS. (5.1.14)

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå ïðâèîò èíòåãðàë, îä (5.1.12) äîáèâàìå:

¨
Σ1

G(x, y, z)dS =

¨
D
G(x, y, f1(x, y))

√
1 +

(
∂f1
∂x

)2

+

(
∂f1
∂y

)2

dxdy.

Áèäåj�êè ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f1 ñå:

∂f1
∂x

= − x√
1− x2 − y2

,
∂f1
∂y

= − y√
1− x2 − y2

,
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äîáèâàìå:

¨
Σ1

G(x, y, z)dS =

¨
D

(
xy +

√
1− x2 − y2

)√
1 +

x2

1− x2 − y2
+

y2

1− x2 − y2
dxdy

=

¨
D

(
xy +

√
1− x2 − y2

) 1√
1− x2 − y2

dxdy

=

¨
D

(
xy√

1− x2 − y2
+ 1

)
dxdy. (5.1.15)

Çà äà ãî ðåøèìå îâîj èíòåãðàë âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè:{
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ.

(5.1.16)

Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà: 0 ≤ ρ ≤ 1 è 0 ≤ φ ≤ 2π. Áèäåj�êè Jàêîáèjàíîò çà ïîëàðíèòå
êîîðäèíàòè å |J | = ρ è x2 + y2 = ρ2, èìàìå:

¨
Σ1

G(x, y, z)dS =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
ρ2 cosφ sinφ√

1− ρ2
+ 1

)
ρdφdρ

=

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

ρ3 cosφ sinφ√
1− ρ2

dφdρ+

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρdφdρ. (5.1.17)

Ïðâèîò èíòåãðàë ãî çàïèøóâàìå íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

ρ3 cosφ sinφ√
1− ρ2

dφdρ =

ˆ 1

0

ρ3√
1− ρ2

(ˆ 2π

0
cosφ sinφdφ

)
dρ.

Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ, è äîáèâàìå:

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

ρ3 cosφ sinφ√
1− ρ2

dφdρ =

ˆ 1

0

ρ3√
1− ρ2

(ˆ 0

0
tdt

)
dρ =

ˆ 1

0

ρ3√
1− ρ2

· 0dρ = 0.

Âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.1.17) ìîæåìå äèðåêòíî äà ãî ïðåñìåòàìå:

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρdφdρ =

ˆ 1

0
ρ

(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ =

ˆ 1

0
ρ ·
(
φ
∣∣∣2π
0

)
dρ = 2π

ˆ 1

0
ρdρ = 2π

ρ2

2

∣∣∣1
0
= π.

Çíà÷è: ¨
Σ1

G(x, y, z)dS = π.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå: ¨
Σ2

G(x, y, z)dS,

jà êîðèñòèìå ïàðàìåòðèçàöèjàòà íà äîëíàòà õåìèñôåðà äàäåíà ñî (5.1.13):

¨
Σ2

G(x, y, z)dS =

¨
D
G(x, y, f2(x, y))

√
1 +

(
∂f2
∂x

)2

+

(
∂f2
∂y

)2

dxdy,
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Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f2 ñå:

∂f2
∂x

=
x√

1− x2 − y2
,

∂f2
∂y

=
y√

1− x2 − y2
,

îä øòî ñëåäóâà äåêà:

¨
Σ2

G(x, y, z)dS =

¨
D

(
xy −

√
1− x2 − y2

)√
1 +

x2

1− x2 − y2
+

y2

1− x2 − y2
dxdy

=

¨
D

(
xy −

√
1− x2 − y2

) 1√
1− x2 − y2

dxdy

=

¨
D

(
xy√

1− x2 − y2
− 1

)
dxdy.

Îâîj èíòåãðàë ñå ïðåñìåòóâà íà èñò íà÷èí êàêî è (5.1.15) (ñî âîâåäóâà»å íà ïîëàðíèòå
ñìåíè (5.1.16)) è ñå äîáèâà: ¨

Σ2

G(x, y, z)dS = −π.

Çàìåíóâàìå âî (5.1.14) è äîáèâàìå:

¨
Σ
G(x, y, z)dS = π − π = 0.

Ïðåä äà âèäèìå óøòå åäåí ïðèìåð, �êå ãî êîìåíòèðàìå òèïè÷íîòî ôèçè÷êî òîëêó-
âà»å íà ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë îä ñêàëàðíî ïîëå. Íåêà å äàäåí òàíîê ëèñò íàïðàâåí
îä íåêîj ìàòåðèjàë âî îáëèê íà ïîâðøèíàòà Σ è íåêà ρ(x, y, z) å íåãîâàòà ïîâðøèíñêà
ãóñòèíà âî òî÷êàòà (x, y, z) (äèìåíçèèòå íà ρ(x, y, z) ñå [ìàñà]/[äîëæèíà]2). Òîãàø,

ìàñàòà íà ëèñòîò m =

¨
Σ
ρ(x, y, z)dS. (5.1.18)

Çà äà ñå óâåðèìå âî îâà, �êå jà ðàçãëåäàìå ïðâî ñèòóàöèjàòà êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà
f = f(x, y) äåôèíèðàíà íà îáëàñòàD ⊆ R2; ò. å. Σ å äàäåíà ñî (5.1.2). Òîãàø èíòåãðàëîò
íà äåñíàòà ñòðàíà å ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè (5.1.3) (ñî ρ(x, y, z) íà ìåñòîòî îä
G(x, y, z)); ãè êîðèñòèìå èñòèòå îçíàêè êàêî è íà ïî÷åòîêîò íà îâîj äåë. Êîãà ñòðàíèòå
íà ∆Σj,k ñå ìàëè, P (∆Σj,k) å äîáðà àïðîêñèìàöèjà çà ïëîøòèíàòà íà äåëîò îä Σ êîj
ñå íàî�ãà íàä Dj,k. Èñòî òàêà, ïîâðøèíñêàòà ãóñòèíà íåìà äà ñå ïðîìåíóâà çíà÷èòåëíî
íà îâîj äåë è çàòîà ìîæåìå äà jà òðåòèðàìå êàêî äà å êîíñòàíòíà è, ñî òîà, åäíàêâà
íà ρ(A′

j,k). Îä îâà ñëåäóâà äåêà ρ(A′
j,k)P (∆Σj,k) å àïðîêñèìàöèjà çà ìàñàòà íà äåëîò

îä ëèñòîò øòî ñå íàî�ãà íàä Dj,k. Çíà÷è, (5.1.3) (ñî ρ(x, y, z) íà ìåñòîòî îä G(x, y, z))
å àïðîêñèìàöèjà çà ìàñàòà íà ëèñòîò êîjà ñòàíóâà ñ�e ïîäîáðà êîãà áðîjîò íà äåëáåíè
òî÷êè ñòàíóâà ñ�e ïîãîëåì è ñòðàíèòå íà ∆Σj,k ñòàíóâààò ñ�e ïîìàëè. Ïî ëèìåñ, (5.1.3)
òåæè êîí ìàñàòà íà ëèñòîò è èñòîâðåìåíî òåæè êîí ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë íà ρ; îä îâà
ñëåäóâà òî÷íîñòà íà (5.1.18), êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà f = f(x, y). Íà èñò íà÷èí ñå
ïðîâåðóâà òî÷íîñòà íà (5.1.18), êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà f = f(x, z) èëè ãðàôèê
íà ôóíêöèjà f = f(y, z). Êîãà Σ å ãåíåðàëíà ïîâðøèíà ñîñòàâåíà îä Σ1,Σ2, . . . ,Σk,
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êàäå øòî ñåêîjà îä ïîâðøèíèòå Σj å îä íåêîj îä îâèå òèïîâè, âàëèäíîñòà íà (5.1.18)
ñëåäóâà îä (5.1.8).

Ñî ïîìîø íà ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë ìîæåìå äà ãî îïðåäåëèìå è òåæèøòåòî íà
ëèñòîò: òîà å òî÷êàòà A∗(x∗, y∗, z∗), ÷èèøòî êîîðäèíàòè ñå äàäåíè ñî:

x∗ =
1

m

¨
Σ
xρ(x, y, z)dS, y∗ =

1

m

¨
Σ
yρ(x, y, z)dS, z∗ =

1

m

¨
Σ
zρ(x, y, z)dS.

(5.1.19)

Ñëèêà 5.1.4: Ïðèìåð 5.1.8

(à) Öåëèîò öèëèíäàð (á) Äåëîò êàäå øòî y ≥ 0 (â) Äåëîò êàäå øòî y ≤ 0

Ïðèìåð 5.1.8. Äàäåí å ëèñò âî îáëèê íà äåëîò îä öèëèíäàðîò:

x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 3, (5.1.20)

ñî ïîâðøèíñêà ãóñòèíà: ρ(x, y, z) = 3−z. Äà ñå ïðåñìåòà ìàñàòà è òåæèøòåòî íà ëèñòîò.

Ìàñàòà å äàäåíà ñî (5.1.18), êàäå øòî Σ å (5.1.20). Jàñíî, Σ íå ìîæå äà ñå ïðåòñòàâè
êàêî ãðàôèê íà ôóíêöèjà îä ïðîìåíëèâè (x, y), íî ìîæå äà ñå ïðåòñòàâè êàêî ãðàôèöè
íà ôóíêöèè îä ïðîìåíëèâè (x, z). Çà äà ãî íàïðàâèìå òîà, èçðàçóâàìå y îä ðàâåíêà-
òà íà öèëèíäàðîò è äîáèâàìå: y = ±

√
1− x2. Îä îâà ñëåäóâà äåêà Σ å ñîñòàâåíà îä

ñëåäíèâå äâå ïîâðøèíè:

Σ1 : ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f1 : D → R, f1(x, z) =
√

1− x2,

Σ2 : ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f2 : D → R, f2(x, z) = −
√
1− x2,

êàäå øòî D ⊆ R2 å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOz-ðàìíèíàòà; âèäè jà ñëèêàòà 5.1.4. Äà
çàáåëåæèìå äåêà D å ïðàâîàãîëíèêîò −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 3, âî xOz-ðàìíèíàòà
(èíòåðâàëîò çà x å ìåñòîòî êàäå øòî

√
1− x2 èìà ñìèñëà). (Íà ñëè÷åí íà÷èí, Σ ìîæå

äà ñå ïðåòñòàâè êàêî ãðàôèöè íà äâå ôóíêöèè îä ïðîìåíëèâè (y, z).) Ñëåäóâà äåêà:

ìàñàòà íà ëèñòîò m =

¨
Σ1

ρ(x, y, z)dS +

¨
Σ2

ρ(x, y, z)dS. (5.1.21)
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Ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f1 ñå:

∂f1
∂x

= − x√
1− x2

,
∂f1
∂z

= 0,

îä øòî çà ïðâèîò èíòåãðàë äîáèâàìå:

¨
Σ1

ρ(x, y, z)dS =

¨
D
(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz =

¨
D

3− z√
1− x2

dxdz

=

ˆ 3

0
(3− z)

(ˆ 1

−1

dx√
1− x2

)
dz =

ˆ 3

0
(3− z)

(
arcsinx

∣∣∣1
−1

)
dz

=

ˆ 3

0
(3− z)

(π
2
−
(
−π

2

))
dz = π

ˆ 3

0
(3− z)dz =

9π

2
.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå èíòåãðàëîò ïî Σ2, ïðâî ãè ñìåòàìå ïàðöèjàëíèòå èçâîäè íà f2:

∂f2
∂x

=
x√

1− x2
,

∂f2
∂z

= 0.

Ñëè÷íî êàêî è çà èíòåãðàëîò ïî Σ1, èìàìå:

¨
Σ2

ρ(x, y, z)dS =

¨
D
(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz =

¨
D

3− z√
1− x2

dxdz =
9π

2

(ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âå�êå ïðåñìåòàâìå äåêà å 9π/2). Ñî çàìåíà âî (5.1.21) äîáèâàìå
m = 9π.

Òåæèøòåòî íà ëèñòîò èìà êîîðäèíàòè (x∗, y∗, z∗) äàäåíè ñî (5.1.19). Ïðâî ãî îïðå-
äåëóâàìå x∗:

x∗ =
1

m

¨
Σ
xρ(x, y, z)dS =

1

9π

¨
Σ1

xρ(x, y, z)dS +
1

9π

¨
Σ2

xρ(x, y, z)dS

=
1

9π

¨
D
x(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz +

1

9π

¨
D
x(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz

=
2

9π

¨
D

(3− z)x√
1− x2

dxdz =
2

9π

ˆ 3

0
(3− z)

(ˆ 1

−1

xdx√
1− x2

)
dz.

Çà âíàòðåøíèîò èíòåãðàë óïîòðåáóâàìå ñìåíà t = 1− x2, dt = −2xdx:

ˆ
xdx√
1− x2

= −1

2

ˆ
dt√
t
= −1

2
· t

1/2

1
2

= −
√
1− x2.

Êîãà �êå ãè ñòàâèìå ãðàíèöèòå −1 è 1 äîáèâàìå âðåäíîñò 0, îä øòî ñëåäóâà x∗ = 0. Çà
y∗ èìàìå:

y∗ =
1

m

¨
Σ
yρ(x, y, z)dS =

1

m

¨
Σ1

yρ(x, y, z)dS +
1

m

¨
Σ2

yρ(x, y, z)dS

=
1

m

¨
D

√
1− x2(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz − 1

m

¨
D

√
1− x2(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz.
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Ïîñëåäíèòå äâà èíòåãðàëà ñå èñòè, íî ñî ñïðîòèâåí çíàê è çàòîà y∗ = 0. Íà êðàjîò, z∗

å:

z∗ =
1

m

¨
Σ
zρ(x, y, z)dS =

1

9π

¨
Σ1

zρ(x, y, z)dS +
1

9π

¨
Σ2

zρ(x, y, z)dS

=
1

9π

¨
D
z(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz +

1

9π

¨
D
z(3− z)

√
1 +

x2

1− x2
dxdz

=
2

9π

¨
D

z(3− z)√
1− x2

dxdz =
2

9π

ˆ 3

0
(3z − z2)

(ˆ 1

−1

dx√
1− x2

)
dz

=
2

9π

ˆ 3

0
(3z − z2)

(
arcsinx

∣∣∣1
−1

)
dz =

2

9

ˆ 3

0
(3z − z2)dz = 1.

Çíà÷è, òåæèøòåòî ñå íàî�ãà âî òî÷êàòà (0, 0, 1).
Êðàòêî �êå ãî êîìåíòèðàìå ðåçóëòàòîò. Ôàêòîò äåêà ïîâðøèíñêàòà ãóñòèíà å äàäåíà

ñî ρ(x, y, z) = 3−z, êàæóâà äåêà ëèñòîò ñòàíóâà ïîìàëêó ìàñèâåí êàêî øòî ñå çãîëåìóâà
z-êîîðäèíàòàòà. Çàðàäè òîà, òåæèøòåòî ñå íàî�ãà ïîáëèñêó äî äíîòî.

5.2. Ïîâðøèíñêè èíòåãðàëè îä âåêòîðñêè ïîëè»à

Âî îâîj äåë �êå äåôèíèðàìå èíòåãðàëè îä âåêòîðñêè ïîëè»à ïî ïîâðøèíè. Òèå
ãî äàâààò ôëóêñîò (ïðîòîêîò) íà ïîëåòî íèç ïîâðøèíàòà. Çà òàà öåë, ïðâî òðåáà äà
ãî âîâåäåìå ïîèìîò çà îðèåíòàöèjà íà ïîâðøèíà. Ïîâðøèíàòà Σ ⊆ R3 �êå âåëèìå äå-
êà å îðèåíòèðàíà àêî âî ñåêîjà íåjçèíà òî÷êà (x, y, z) ∈ Σ èìàìå èçáðàíî åäèíå÷åí
íîðìàëåí âåêòîð #»n(x, y, z) çà Σ, òàêà øòî îâèå âåêòîðè íåïðåêèíàòî ñå ìåíóâààò ïî
ïîâðøèíàòà; òîà çíà÷è äåêà çà áëèñêè òî÷êè íà Σ, âåêòîðèòå íåçíà÷èòåëíî ñå ïðîìå-
íóâààò. Âàêà èçáðàíèòå âåêòîðè ôîðìèðààò âåêòîðñêî ïîëå (x, y, z) 7→ #»n(x, y, z) äåôè-
íèðàíî íà ïîâðøèíàòà êîå �êå ãî âèêàìå åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå íà

Σ; íàãëàñóâàìå äåêà îâà âåêòîðñêî ïîëå å îðèåíòàöèjàòà íà ïîâðøèíàòà. Ïîâðøèíèòå
çà êîè ìîæåìå äà èçáåðåìå åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå ñå âèêààò îðèåíòà-
áèëíè. Ñåêîjà îðèåíòàáèëíà ïîâðøèíà èìà äâå îðèåíòàöèè: àêî (x, y, z) 7→ #»n(x, y, z)
å åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå êîå jà äàâà åäíàòà îðèåíòàöèjà íà Σ, òîãàø âåê-
òîðñêîòî ïîëå ñîñòàâåíî îä ñïðîòèâíèòå âåêòðè (x, y, z) 7→ − #»n(x, y, z) å, èñòî òàêà,
åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå íà Σ è òîà jà äàâà äðóãàòà îðèåíòàöèjà; âèäè jà
ñëèêàòà 5.2.1. Èçáîðîò íà îðèåíòàöèjà çíà÷è èçáîð íà åäíà ñòðàíà íà Σ (îïðåäåëåíà
ñî âåêòîðèòå #»n(x, y, z)) è çàðàäè òîà, îðèåíòàáèëíèòå ïîâðøèíè ñå âèêààò äâîñòðàíè
(èìààò äâå îðèåíòàöèè è ñî òîà äâå ñòðàíè).

Çàáåëåøêà 5.2.1. Ïîñòîjàò ïîâðøèíè êîè íå ñå îðèåíòàáèëíè, îäíîñíî êîè èìààò åäíà
ñòðàíà. Òèïè÷åí ïðèìåð å Ìîáèóñîâàòà ëåíòà äàäåíà íà ñëèêàòà 5.2.2. Íà íåà íå ìîæå
äà ñå èçáåðå åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå êîå íåïðåêèíàòî ñå ìåíóâà ïî íåà.

Âî ñèòóàöèèòå êîè �êå ãè ðàçãëåäóâàìå, ïîâðøèíèòå ñåêîãàø �êå áèäàò îðèåíòàáèë-
íè.

Íåêà Σ ⊆ R3 å îðèåíòèðàíà ïîâðøèíà; óøòå åäíàø, òîà çíà÷è äåêà çà íåà èìàìå
èçáðàíî åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå (x, y, z) 7→ #»n(x, y, z) (ò. å. èìàìå èçáðàíî
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Ñëèêà 5.2.1: Äâåòå îðèåíòàöèè íà îðèåíòàáèëíà ïîâðøèíà

Ñëèêà 5.2.2: Íà Ìîåáèóñîâàòà ëåíòà íå ìîæå äà ñå èçáåðå íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå

åäíà ñòðàíà íà Σ). Íåêà
#»

F = (F1, F2, F3) å âåêòîðñêî ïîëå îä òðè ïðîìåíëèâè äåôèíè-
ðàíî âî îêîëèíà íà Σ. Èíòåãðàëîò íà

#»

F íà Σ ñå îçíà÷óâà è äåôèíèðà ñî:
¨

Σ

#»

F · d #»

S :=

¨
Σ
(

#»

F · #»n)(x, y, z)dS, (5.2.1)

êàäå øòî äåñíàòà ñòðàíà å ïîâðøèíñêè èíòåãðàë íà ñêàëàðíîòî ïîëå:

(x, y, z) 7→ (
#»

F · #»n)(x, y, z) =
#»

F (x, y, z) · #»n(x, y, z)

(âàêâèòå èíòåãðàëè âå�êå ãè ðàçãëåäàâìå âî ïðåòõîäíèîò äåë). Áèäåj�êè #»n(x, y, z) å
åäèíå÷åí íîðìàëåí âåêòîð íà Σ âî òî÷êàòà (x, y, z), (

#»

F · #»n)(x, y, z) å ïðîåêöèjàòà íà
#»

F (x, y, z) íà #»n(x, y, z), îäíîñíî, íîðìàëíàòà êîìïîíåíòà íà
#»

F íà Σ. Òàà å ïîçèòèâíà
èëè íåãàòèâíà âî çàâèñíîñò îä òîà äàëè àãîëîò ïîìå�ãó

#»

F (x, y, z) è #»n(x, y, z) å ïîìàë
èëè ïîãîëåì îä π/2. Îä (5.2.1) ñëåäóâà äåêà

˜
Σ

#»

F ·d #»

S å èíòåãðàëîò ïî Σ îä íîðìàëíàòà

êîìïîíåíòà íà
#»

F íà Σ.

Çàáåëåøêà 5.2.2. Àêî Σ å ïîâðøèíàòà Σ îðèåíòèðàíà ñî äðóãàòà îðèåíòàöèjà îïðåäå-
ëåíà ñî åäèíå÷íîòî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå (x, y, z) 7→ − #»n(x, y, z), òîãàø îä (5.2.1)
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äîáèâàìå: ¨
Σ

#»

F · d #»

S = −
¨

Σ

#»

F · d #»

S .

Çàáåëåøêà 5.2.3. Àêî âî ñåêîjà òî÷êà (x, y, z) ∈ Σ,
#»

F (x, y, z) ëåæè âî òàíãåíòíàòà ðàì-
íèíà íà Σ, òîãàø

#»

F · #»n = 0, îä øòî ñëåäóâà äåêà:
˜

Σ

#»

F · d #»

S = 0.

Àêî ïîâðøèíà Σ å ñîñòàâåíà îä îðèåíòèðàíèòå ïîâðøèíè Σ1,Σ2, . . . ,Σk, òîãàø
ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë íà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F íà Σ ñå äåôèíèðà íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

¨
Σ

#»

F · d #»

S :=

¨
Σ1

#»

F · d #»

S + . . .+

¨
Σk

#»

F · d #»

S . (5.2.2)

Âî ïðàêòèêà, ïîâðøèíàòà Σ �êå áèäå ñîñòàâåíà îä íåêîëêó ïîâðøèíè êîè ñå äàäåíè
êàêî ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä äâå ïðîìåíëèâè. Êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà îä äâå
ïðîìåíëèâè, ôîðìóëàòà (5.2.1) ìîæå äà ñå çàïèøå íà ïîåäíîñòàâåí íà÷èí. Çà äà ãî
âèäèìå òîà, íåêà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, y) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆
R2 (ò. å. Σ å äàäåíà ñî (5.1.2)); äà çàáåëåæèìå äåêà D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-
ðàìíèíàòà. Âî ñåêîjà òî÷êà îä Σ èìàìå äâà íîðìàëíè âåêòîðè (êîè íå ìîðà äà ñå
åäèíå÷íè):

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
, ñî äîëæèíà: | # »n1(x, y, z)| =

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1,

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
, ñî äîëæèíà: | # »n2(x, y, z)| =

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1;

jàñíî, # »n2(x, y, z) = − # »n1(x, y, z). Îä íèâ ãè äîáèâàìå ñëåäíèòå äâà åäèíå÷íè íîðìàëíè
âåêòîðè êîè ãè äàâààò äâåòå ñòðàíè íà Σ:

# »n1(x, y, z) =
# »n1(x, y, z)

| # »n1(x, y, z)|
, # »n2(x, y, z) =

# »n2(x, y, z)

| # »n2(x, y, z)|
. (5.2.3)

Êîj îä îâèå âåêòîðè �êå íè òðåáà, çàâèñè îä êîíêðåòíèîò ïðîáëåì. Äîëæèíèòå íà # »n1 è
# »n2 ñå åäíàêâè íà ôàêòîðîò øòî ñå ïîjàâóâà âî ôîðìóëàòà çà ïîâðøèíñêè èíòåãðàë îä
ñêàëàðíî ïîëå íà Σ; âèäè jà òåîðåìàòà 5.1.2 (à). Àêî íè òðåáà ñòðàíàòà äàäåíà ñî # »n1,
äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
Σ

#»

F · # »n1 dS =

¨
Σ

#»

F ·

(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)
√(

∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
+ 1

dS

=

¨
D

#»

F (x, y, f(x, y)) ·

(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)
√(

∂f
∂x

)2
+
(
∂f
∂y

)2
+ 1

√(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+ 1 dxdy

=

¨
D

#»

F (x, y, f(x, y)) ·
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
dxdy.
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Àêî íè òðåáà äðóãàòà ñòðàíà íà Σ îïðåäåëåíà ñî # »n2, òîãàø íà àíàëîãåí íà÷èí jà

äîáèâàìå èñòàòà ôîðìóëà ñî åäèíñòâåíàòà ðàçëèêà øòî, íàìåñòî
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)
, ñåãà ñå

ïîjàâóâà ñïðîòèâíèîò âåêòîð: −
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)
=
(
−∂f

∂x ,−
∂f
∂y , 1

)
. Äîáèâìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, y, f(x, y)) ·
(
±
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

))
dxdy, (5.2.4)

êàäå øòî çíàêîò ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð ñå èçáèðà âî çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà
Σ.

Àêî ïîâðøèíàòà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, z) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà
D ⊆ R2, òîãàø, ñëè÷íî, âî ñåêîjà òî÷êà èìàìå äâà íîðìàëíè âåêòîðè (êîè íå ìîðà äà
ñå åäèíå÷íè):

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,−1,

∂f

∂z

)
, ñî äîëæèíà: | # »n1(x, y, z)| =

√(
∂f

∂x

)2

+ 1 +

(
∂f

∂z

)2

,

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
, 1,−∂f

∂z

)
, ñî äîëæèíà: | # »n2(x, y, z)| =

√(
∂f

∂x

)2

+ 1 +

(
∂f

∂z

)2

.

Îä íèâ äîáèâàìå äâà åäèíå÷íè íîðìàëíè âåêòîðè # »n1(x, y, z) è
# »n2(x, y, z) äåôèíèðàíè

ñî (5.2.3); òèå ãè îïðåäåëóâààò äâåòå ñòðàíè íà Σ. Ñå ðàçáèðà, êîj îä îâèå âåêòîðè �êå
íè òðåáà çàâèñè îä êîíêðåòíèîò ïðîáëåì. Áèäåj�êè äîëæèíèòå íà # »n1 è # »n2 ñå åäíàêâè
íà ôàêòîðîò øòî ñå ïîjàâóâà âî ôîðìóëàòà çà ïîâðøèíñêè èíòåãðàë îä ñêàëàðíî ïîëå
êîãà ïîâðøèíàòà å ãðàôèê íà f = f(x, z) (âèäè jà òåîðåìàòà 5.1.2 (á)), íà èñò íà÷èí
êàêî è ïðåòõîäíî, äîáèâàìå¨

Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, f(x, z), z) ·
(
±
(
∂f

∂x
,−1,

∂f

∂z

))
dxdz, (5.2.5)

êàäå çíàêîò ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð ñå èçáèðà âî çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà Σ.
Íà êðàj, àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(y, z) äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2

òîãàø, ïîâòîðíî, âî ñåêîjà òî÷êà èìàìå äâà íîðìàëíè âåêòîðè (êîè íå ìîðà äà ñå
åäèíå÷íè):

# »n1(x, y, z) =

(
−1,

∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
, ñî äîëæèíà: | # »n1(x, y, z)| =

√
1 +

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

,

# »n2(x, y, z) =

(
1,−∂f

∂y
,−∂f

∂z

)
, ñî äîëæèíà: | # »n2(x, y, z)| =

√
1 +

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

.

Ñîîäâåòíèòå åäèíå÷íè íîðìàëíè âåêòîðè # »n1(x, y, z) è
# »n2(x, y, z) êîè ãè îïðåäåëóâààò

äâåòå ñòðàíè íà Σ, ñå äàäåíè ñî (5.2.3). Ñëè÷íî êàêî è ïðåòõîäíî, îä òåîðåìàòà 5.1.2
(â), äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (f(y, z), y, z) ·
(
±
(
−1,

∂f

∂y
,
∂f

∂z

))
dydz, (5.2.6)

êàäå øòî çíàêîò ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð ñå èçáèðà âî çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà
Σ. Ñî îâà ãè äîáèâìå ñëåäíèòå ôîðìóëè.
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Òåîðåìà 5.2.4. Íåêà Σ å îðèåíòèðàíà ïîâðøèíà âî R3 è íåêà
#»

F å âåêòîðñêî ïîëå

äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà Σ.

(à) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, y), äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2

(çíà÷è D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà), òîãàø çà èíòåãðàëîò
˜

Σ

#»

F · d #»

S
âàæè ðàâåíñòâîòî (5.2.4) ñî ñîîäâåòåí èçáîð íà çíàê ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð, âî
çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà Σ.

(á) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(x, z), äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2

(çíà÷è D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOz-ðàìíèíàòà), òîãàø çà èíòåãðàëîò
˜

Σ

#»

F · d #»

S
âàæè ðàâåíñòâîòî (5.2.5) ñî ñîîäâåòåí èçáîð íà çíàê ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð, âî
çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà Σ.

(â) Àêî Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f = f(y, z), äåôèíèðàíà íà îáëàñòà D ⊆ R2

(çíà÷è D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà yOz-ðàìíèíàòà), òîãàø çà èíòåãðàëîò
˜

Σ

#»

F · d #»

S
âàæè ðàâåíñòâîòî (5.2.6) ñî ñîîäâåòåí èçáîð íà çíàê ïðåä íîðìàëíèîò âåêòîð, âî
çàâèñíîñò îä îðèåíòàöèjàòà íà Σ.

�Êå ðàçãëåäàìå íåêîëêó ïðèìåðè.

Ïðèìåð 5.2.5. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x + y, x +
z, y+z). Ïîâðøèíàòà Σ å òðèàãîëíèêîò ABC, êàäå øòî A(1, 0, 0), B(0, 2, 0) è C(0, 0, 3),
îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê (ãîðíàòà ñòðàíà). Äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ

#»

F · d #»

S .

Ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà øòî ìèíóâà íèç òî÷êèòå A, B è C å äàäåíà ñî:∣∣∣∣∣∣
x− 1 y z
−1 2 0
−1 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ 6x+ 3y + 2z = 6.

Ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà å òðèàãîëíèêîò D ñî òåìè»à âî (0, 0), (1, 0) è
(0, 2). Èçðàçóâàìå z îä ðàâåíêàòà íà ðàìíèíàòà è äîáèâàìå äåêà Σ å ãðàôèêîò íà
ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = 3 − 3x − 3y/2. Ïîâðøèíàòà Σ ãè èìà ñëåäíèâå äâà
íîðìàëíè âåêòîðè:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
=

(
−3,−3

2
,−1

)
, # »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
=

(
3,

3

2
, 1

)
.

Jàñíî, # »n2(x, y, z) ïîêàæóâà âî ñïðîòèâíà ñòðàíà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê è çàòîà òîj
jà äàâà îðèåíòàöèjàòà íà Σ øòî íè òðåáà. Äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, y, f(x, y)) ·
(
3,

3

2
, 1

)
dxdy

=

¨
D

(
x+ y, x+ 3− 3x− 3y

2
, y + 3− 3x− 3y

2

)
·
(
3,

3

2
, 1

)
dxdy
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=

¨
D

(
−3x+

y

4
+

15

2

)
dxdy =

ˆ 1

0

(ˆ 2−2x

0

(
−3x+

y

4
+

15

2

)
dy

)
dx

=

ˆ 1

0

((
−3xy +

y2

8
+

15y

2

) ∣∣∣y=2−2x

y=0

)
dx

=

ˆ 1

0

(
31

2
− 22x+

13x2

2

)
dx =

(
31x

2
− 11x2 +

13x3

6

) ∣∣∣1
0
=

20

3
.

Ïðèìåð 5.2.6. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2y, z, x + y).
Íåêà Σ å äåëîò îä ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 9, êàäå øòî z ≥ 0 è x ≥ 0, îðèåíòèðàí âî
ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê. Äà ñå ïðåñìåòà:

¨
Σ

#»

F · d #»

S .

Èçðàçóâàìå z îä ðàâåíêàòà íà ñôåðàòà: z = ±
√

9− x2 − y2. Áèäåj�êè z ≥ 0 íà
äåëîò øòî íè òðåáà, äîáèâàìå: z =

√
9− x2 − y2; îâà å ãîðíàòà õåìèñôåðà è íåjçèíàòà

ïðîåêöèjà íà xOy-ðàìíèíàòà å êðóãîò ñî ðàäèóñ 3 è öåíòàð âî êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.
Áèäåj�êè Σ å äåëîò êàäå øòî x ≥ 0, íåjçèíàòà ïðîåêöèjàD íà xOy-ðàìíèíàòà å ñòðàíàòà
îä îâîj êðóã êàäå øòî x ≥ 0; âèäè jà ñëèêàòà 5.2.3 (à). Çíà÷è, Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà
f : D → R, f(x, y) =

√
9− x2 − y2. Ïîâðøèíàòà Σ ãè èìà ñëåäíèâå äâà íîðìàëíè

âåêòîðè:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
=

(
− x√

9− x2 − y2
,− y√

9− x2 − y2
,−1

)
;

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
=

(
x√

9− x2 − y2
,

y√
9− x2 − y2

, 1

)
.

Âåêòîðîò # »n1(x, y, z) ïîêàæóâà êîí êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê (èìà íåãàòèâíà z-êîîðäèíàòà).
Áèäåj�êè Σ å îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, íàì íè òðåáà
âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, y, f(x, y)) ·

(
x√

9− x2 − y2
,

y√
9− x2 − y2

, 1

)
dxdy

=

¨
D

(
x2y,

√
9− x2 − y2, x+ y

)
·

(
x√

9− x2 − y2
,

y√
9− x2 − y2

, 1

)
dxdy

=

¨
D

(
x3y√

9− x2 − y2
+ x+ 2y

)
dxdy.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè: {
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ;
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Jàêîáèjàíîò çà ñìåíàòà å |J | = ρ. Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 3, −π/2 ≤ φ ≤ π/2.
Áèäåj�êè x2 + y2 = ρ2, èìàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

ˆ 3

0

ˆ π/2

−π/2

(
ρ4 cos3 φ sinφ√

9− ρ2
+ ρ cosφ+ 2ρ sinφ

)
ρdφdρ

=

ˆ 3

0

ρ5√
9− ρ2

(ˆ π/2

−π/2
cos3 φ sinφdφ

)
dρ+

ˆ 3

0
ρ2

(ˆ π/2

−π/2
cosφdφ

)
dρ

+ 2

ˆ 3

0
ρ2

(ˆ π/2

−π/2
sinφdφ

)
dρ.

Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä ïðâèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = cosφ, òîãàø dt =
− sinφdφ è ñå äîáèâà:

¨
Σ

#»

F · d #»

S = −
ˆ 3

0

ρ5√
9− ρ2

(ˆ 0

0
t3dt

)
dρ+

ˆ 3

0
ρ2
(
sinφ

∣∣∣π/2
−π/2

)
dρ

+ 2

ˆ 3

0
ρ2
(
− cosφ

∣∣∣π/2
−π/2

)
dρ

= −
ˆ 3

0

ρ5√
9− ρ2

· 0 dρ+ 2

ˆ 3

0
ρ2dρ+ 2

ˆ 3

0
ρ2 · 0 dρ = 2 · ρ

3

3

∣∣∣3
0
= 18.

Ñëèêà 5.2.3: Îðèåíòèðàíàòà ïîâðøèíà Σ è îáëàñòà D

(à) Ïðèìåð 5.2.6 (á) Ïðèìåð 5.2.7 (â) Ïðèìåð 5.2.8

Ïðèìåð 5.2.7. Íåêà Σ å äåëîò îä åëèïñîèäíèîò êîíóñ

y =

√
x2

9
+

z2

4
, êàäå øòî 0 ≤ y ≤ 1,

îðèåíòèðàí òàêà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò êîí ïîçèòèâíàòà y-îñêà. Äàäåíî
å âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+ y, z, xz). Äà ñå ïðåñìåòà:¨
Σ

#»

F · d #»

S .
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Ïîâðøèíàòà å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, z) =
√

x2

9 + z2

4 , êàäå øòî D

å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOz-ðàìíèíàòà (âèäè jà ñëèêàòà 5.2.3 (á)): òîà å âíàòðåøíîñòà
íà åëèïñàòà

x2

9
+

z2

4
= 1. (5.2.7)

Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,−1,

∂f

∂z

)
=

 x

9
√

x2

9 + z2

4

,−1,
z

4
√

x2

9 + z2

4

 ,

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
, 1,−∂f

∂z

)
=

− x

9
√

x2

9 + z2

4

, 1,− z

4
√

x2

9 + z2

4

 .

Áèäåj�êè Σ å îðèåíòèðàíà òàêà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè òðåáà äà ïîêàæóâààò êîí
ïîçèòèâíàòà y-îñêà, íàì íè òðåáà âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, f(x, z), z) ·

− x

9
√

x2

9 + z2

4

, 1,− z

4
√

x2

9 + z2

4

 dxdz

=

¨
D

(
x+

√
x2

9
+

z2

4
, z, xz

)
·

− x

9
√

x2

9 + z2

4

, 1,− z

4
√

x2

9 + z2

4

 dxdz

=

¨
D

− x2

9
√

x2

9 + z2

4

− x

9
+ z − xz2

4
√

x2

9 + z2

4

 dxdz.

Âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
x = 3ρ cosφ
z = 2ρ sinφ.

Jàêîáèjàíîò çà ñìåíàòà å |J | = 3 · 2 · ρ = 6ρ. Çàòîà øòî íè òðåáà öåëàòà âíàòðåøíîñò
íà åëèïñàòà (5.2.7), 0 ≤ ρ ≤ 1 è 0 ≤ φ ≤ 2π. Äà çàáåëåæèìå äåêà x2/9 + z2/4 = ρ2, îä
øòî ñëåäóâà:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
−9ρ2 cos2 φ

9ρ
− 3ρ cosφ

9
+ 2ρ sinφ− 12ρ3 cosφ sin2 φ

4ρ

)
· 6ρdφdρ

= 6

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
−ρ2 cos2 φ− 1

3
ρ2 cosφ+ 2ρ2 sinφ− 3ρ3 cosφ sin2 φ

)
dφdρ

= −6

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 cos2 φdφdρ− 2

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 cosφdφdρ

+ 12

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 sinφdφdρ− 18

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ3 cosφ sin2 φdφdρ.
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Âòîðèîò è òðåòèîò èíòåãðàë ñå 0 çàòîà øòî
´ 2π
0 cosφdφ = 0 è

´ 2π
0 sinφdφ = 0. Äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S = −6

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cos2 φdφ

)
dρ− 18

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cosφ sin2 φdφ

)
dρ.

Âî ïðâèîò èíòåãðàë óïîòðåáóâàìå cos2 φ = (1 + cos 2φ)/2. Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë
íà âòîðèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ è äîáèâàìå:

¨
Σ

#»

F · d #»

S = −3

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
(1 + cos 2φ)dφ

)
dρ− 18

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 0

0
t2dt

)
dρ

= −3

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ− 3

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cos 2φdφ

)
dρ

= −6π

ˆ 1

0
ρ2dρ− 3

ˆ 1

0
ρ2
(
1

2
sin 2φ

∣∣∣2π
0

)
dρ = −6π · ρ

3

3

∣∣∣1
0
= −2π.

Ïðèìåð 5.2.8. Íåêà Σ å äåëîò îä åëèïñîèäíèîò ïàðàáîëîèä

z = 4− x2 − y2

2
,

êîj ñå íàî�ãà âî ïðâ îêòàíò îðèåíòèðàí íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâà-
àò êîí êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê. Äàäåíî å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xyz.
Äà ñå ïðåñìåòà: ¨

Σ

#»∇G · d #»

S .

Âåêòîðñêîòî ïîëå
#»∇G å:

#»∇G(x, y, z) =

(
∂G

∂x
,
∂G

∂y
,
∂G

∂z

)
= (yz, xz, xy).

Ïîâðøèíàòà å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = 4 − x2 − y2/2, êàäå øòî
D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà. Òîà å äåëîò îä âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà
4 = x2 + y2/2 (ñå äîáèâà êîãà z = 0) øòî ñå íàî�ãà âî ïðâ êâàäðàíò; âèäè jà ñëèêàòà
5.2.3 (â). Áèäåj�êè

x2 + y2/2 = 4 ⇐⇒ x2

4
+

y2

8
= 1, (5.2.8)

D å âíàòðåøíîñòà íà äåëîò îä åëèïñàòà ñî ïîëóîñêè 2 ïî x è
√
8 = 2

√
2 ïî y, øòî ñå

íàî�ãà âî ïðâèîò êâàäðàíò îä xOy-ðàìíèíàòà. Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
= (−2x,−y,−1), # »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
= (2x, y, 1).

Çàòîà øòî Σ å îðèåíòèðàíà íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè òðåáà äà ïîêàæóâààò
êîí êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, òèå òðåáà äà ñå íàñî÷åíè íàäîëó, îä øòî ñëåäóâà äåêà
íèâíàòà z-êîîðäèíàòà òðåáà äà å íåãàòèâíà. Çíà÷è, íàì íè òðåáà # »n1(x, y, z). Äîáèâàìå:

¨
Σ

#»∇G · d #»

S =

¨
D

(
y

(
4− x2 − y2

2

)
, x

(
4− x2 − y2

2

)
, xy

)
· (−2x,−y,−1)dxdy
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=

¨
D

(
−2xy

(
4− x2 − y2

2

)
− xy

(
4− x2 − y2

2

)
− xy

)
dxdy

= −
¨

D

(
3xy

(
4− x2 − y2

2

)
+ xy

)
dxdy.

Ãè âîâåäóâàìå åëèïñîèäíèòå êîîðäèíàòè:{
x = 2ρ cosφ

y = 2
√
2ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí íà ñìåíàòà |J | = 4
√
2ρ. Áèäåj�êè D å äåëîò îä âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà

(5.2.8) øòî ñå íàî�ãà âî ïðâ êâàäðàíò, D ñå äîáèâà çà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π/2. Áèäåj�êè
x2 + y2/2 = 4ρ2 cos2 φ+ 4ρ2 sin2 φ = 4ρ2, èìàìå:

¨
Σ

#»∇G · d #»

S = −4
√
2

ˆ 1

0

ˆ π/2

0
(12

√
2ρ2 cosφ sinφ(4− 4ρ2) + 4

√
2ρ2 cosφ sinφ)ρdφdρ

= −416

ˆ 1

0

ˆ π/2

0
ρ3 cosφ sinφdφdρ+ 384

ˆ 1

0

ˆ π/2

0
ρ5 cosφ sinφdφdρ

= −416

ˆ 1

0
ρ3

(ˆ π/2

0
cosφ sinφdφ

)
dρ+ 384

ˆ 1

0
ρ5

(ˆ π/2

0
cosφ sinφdφ

)
dρ.

Âî âíàòðåøíèòå èíòåãðàëè ñòàâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ è äîáèâàìå:

¨
Σ

#»∇G · d #»

S = −416

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 1

0
tdt

)
dρ+ 384

ˆ 1

0
ρ5
(ˆ 1

0
tdt

)
dρ

= −208

ˆ 1

0
ρ3dρ+ 192

ˆ 1

0
ρ5dρ = −52 + 32 = −20.

Ïîâðøèíàòà Σ ñå âèêà çàòâîðåíà àêî òàà îãðàíè÷óâà îáëàñò âî R3 (íà ïðèìåð,
ñôåðàòà å çàòâîðåíà ïîâðøèíà). Âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà çàòâîðåíàòà ïîâðøèíà Σ å
ñòðàíàòà îïðåäåëåíà ñî åäèíå÷íèòå íîðìàëíè âåêòîðè êîèøòî ïîêàæóâààò êîí âíàò-
ðåøíîñòà íà îáëàñòà çàòâîðåíà îä Σ, äîäåêà íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà Σ å òàà øòî
å îïðåäåëåíà îä ñïðîòèâíèòå åäèíå÷íè íîðìàëíè âåêòîðè. Âî îâèå ñèòóàöèè, çà ïîâ-
ðøèíñêèîò èíòåãðàë

˜
Σ

#»

F · d #»

S ÷åñòî ñå êîðèñòè îçíàêàòà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S .

Ïðèìåð 5.2.9. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xyz, y+z, x+y).
Íåêà Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ¯èäîò íà îáëàñòà îãðàíè÷åíà ñî: z =

√
x2 + y2 è

z = 2− x2 − y2. Äà ñå ïðåñìåòà: ‹
Σ

#»

F · d #»

S .

Ïîâðøèíàòà Σ å ñîñòàâåíà îä ñëåäíèòå äâà äåëà (âèäè jà ñëèêàòà 5.2.4):
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Ñëèêà 5.2.4: Îðèåíòèðàíàòà ïîâðøèíà Σ âî ïðèìåðîò 5.2.9

(à) Ïîâðøèíàòà Σ (á) Σ1 è îáëàñòà D (â) Σ2 è îáëàñòà D

Σ1 å äåëîò îä êîíóñîò z =
√
x2 + y2 äî ïðåñåêîò ñî z = 2−x2−y2, îðèåíòèðàí íà òîj

íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä ïîçèòèâíàòà
z-îñêà;

Σ2 å äåëîò îä ïðåâðòåíèîò ïàðàáîëîèä z = 2− x2 − y2 äî ïðåñåêîò ñî z =
√

x2 + y2,
îðèåíòèðàí íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íà-
ñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê.

Èíòåãðàëîò ãî äåëèìå íà äâà äåëà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
Σ1

#»

F · d #»

S +

¨
Σ2

#»

F · d #»

S . (5.2.9)

Çà äà ãî íàjäåìå ïðåñåêîò íà z =
√

x2 + y2 è z = 2− x2 − y2, çàìåíóâàìå z2 = x2 + y2

âî z = 2 − x2 − y2 è äîáèâàìå z = 2 − z2, øòî å åêâèâàëåíòíî ñî z2 + z − 2 = 0.
Ðåøåíèjàòà íà îâàà ðàâåíêà ñå: z = 1 è z = −2. Áèäåj�êè z-êîîðäèíàòàòà å íåíåãàòèâíà
íà ïðåñåêîò (ïðåñåêîò ëåæè íà z =

√
x2 + y2), ñëåäóâà äåêà z = 1. Çàìåíóâàìå âî

ðàâåíêàòà íà ïàðàáîëîèäîò (èëè êîíóñîò) è äîáèâàìå x2 + y2 = 1; òîà çíà÷è äåêà
ïðåñåêîò å êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1 ïîäèãíàòà íà âèñèíà z = 1. Çàðàäè îâà:

Σ1 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f1 : D → R, f1(x, y) =
√

x2 + y2,

Σ2 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f2 : D → R, f2(x, y) = 2− x2 − y2,

êàäå øòî D ⊆ R2 å êðóãîò îãðàíè÷åí ñî êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1. Ïîâðøèíàòà Σ1 ãè
èìà ñëåäíèâå äâà íîðìàëíè âåêòîðè:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f1
∂x

,
∂f1
∂y

,−1

)
=

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,−1

)
;

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f1

∂x
,−∂f1

∂y
, 1

)
=

(
− x√

x2 + y2
,− y√

x2 + y2
, 1

)
.
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Çàòîà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ1 òðåáà äà ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä
ïîçèòèâíàòà z-îñêà, íàì íè òðåáà # »n1(x, y, z) (îâîj âåêòîð èìà íåãàòèâíà z-êîìïîíåíòà
çà ðàçëèêà îä # »n2(x, y, z)). Çà èíòåãðàëîò ïî Σ1 èìàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, y, f1(x, y)) ·

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,−1

)
dxdy

=

¨
D

(
xy
√

x2 + y2, y +
√
x2 + y2, x+ y

)
·

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

,−1

)
dxdy

=

¨
D

(
x2y +

y2√
x2 + y2

− x

)
dxdy.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè: {
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ.

(5.2.10)

Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1 è 0 ≤ φ ≤ 2π. Áèäåj�êè Jàêîáèjàíîò å |J | = ρ è
x2 + y2 = ρ2, èìàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
(ρ3 cos2 φ sinφ+ ρ sin2 φ− ρ cosφ)ρdφdρ

=

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cos2 φ sinφdφ

)
dρ+

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
sin2 φdφ

)
dρ

−
ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cosφdφ

)
dρ.

Ïîñëåäíèîò èíòåãðàë å 0, çàòîà øòî
´ 2π
0 cosφdφ = 0. Âî âòîðèîò èíòåãðàë ãî óïîòðå-

áóâàìå èäåíòèòåòîò sin2 φ = (1−cos 2φ)/2, äîäåêà âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä ïðâèîò
èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = cosφ, dt = − sinφdφ. Äîáèâàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S = −
ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 1

1
t2dt

)
dρ+

1

2

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
(1− cos 2φ)dφ

)
dρ

= −
ˆ 1

0
ρ4 · 0 dρ+ 1

2

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ− 1

2

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cos 2φdφ

)
dρ

= π

ˆ 1

0
ρ2dρ− 1

2

ˆ 1

0
ρ2
(
1

2
sin 2φ

∣∣∣2π
0

)
dρ = π

ρ3

3

∣∣∣1
0
=

π

3
.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.2.9), äà çàáåëåæèìå äåêà Σ2 ãè èìà ñëå-
äíèâå äâà íîðìàëíè âåêòîðè:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f2
∂x

,
∂f2
∂y

,−1

)
= (−2x,−2y,−1), # »n2(x, y, z) = − # »n1(x, y, z) = (2x, 2y, 1).

Çàòîà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ2 òðåáà äà ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êî-
îðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, íàì íè òðåáà # »n2(x, y, z) (îâîj âåêòîð èìà ïîçèòèâíà z-êîìïîíåíòà
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çà ðàçëèêà îä # »n1(x, y, z)). Çà èíòåãðàëîò ïî Σ2 èìàìå:

¨
Σ2

#»

F · d #»

S =

¨
D

#»

F (x, y, f2(x, y)) · (2x, 2y, 1)dxdy

=

¨
D
(xy(2− x2 − y2), y + 2− x2 − y2, x+ y) · (2x, 2y, 1)dxdy

=

¨
D
(2x2y − 2x4y − 2x2y3 + 2y2 + 5y − 2y3 + x)dxdy.

Ãè âîâåäóâàìå ïîëàðíèòå ñìåíè (5.2.10) è äîáèâàìå:

¨
Σ2

#»

F · d #»

S = 2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cos2 φ sinφdφ

)
dρ− 2

ˆ 1

0
ρ6
(ˆ 2π

0
cos4 φ sinφdφ

)
dρ

− 2

ˆ 1

0
ρ6
(ˆ 2π

0
cos2 φ sin3 φdφ

)
dρ+ 2

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
sin2 φdφ

)
dρ

+ 5

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
sinφdφ

)
dρ− 2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
sin3 φdφ

)
dρ

+

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cosφdφ

)
dρ.

Ïåòòèîò è ñåäìèîò èíòåãðàë ñå 0, çàòîà øòî
´ 2π
0 sinφdφ = 0 è

´ 2π
0 cosφdφ = 0. Âî

âíàòðåøíèîò èíòåãðàë âî ïðâèîò è âî âòîðèîò èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà t = cosφ, dt =
− sinφdφ è äîáèâàìå äåêà òèå ñå èñòî òàêà 0 (èñòî êàêî ïîãîðå). Âî ÷åòâðòèîò èíòåãðàë
ãî óïîòðåáóâàìå èäåíòèòåòîò sin2 φ = (1 − cos 2φ)/2 è (èñòî êàêî ïîãîðå) äîáèâàìå:´ 2π
0 sin2 φdφ = π, îä øòî ñëåäóâà äåêà:

´ 1
0 ρ3

( ´ 2π
0 sin2 φdφ

)
dρ = π/4. Äîáèâàìå:

¨
Σ2

#»

F · d #»

S = −2

ˆ 1

0
ρ6
(ˆ 2π

0
cos2 φ sin3 φdφ

)
dρ+

π

2
− 2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
sin3 φdφ

)
dρ.

Áèäåj�êè sin3 φ = sin2 φ sinφ = (1− cos2 φ) sinφ, èìàìå:

¨
Σ2

#»

F · d #»

S = −2

ˆ 1

0
ρ6
(ˆ 2π

0
cos2 φ(1− cos2 φ) sinφdφ

)
dρ+

π

2

− 2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
(1− cos2 φ) sinφdφ

)
dρ.

Âî äâàòà âíàòðåøíè èíòåãðàëè âîâåäóâàìå ñìåíà t = cosφ, dt = − sinφdφ è äîáèâàìå:

¨
Σ2

#»

F · d #»

S = 2

ˆ 1

0
ρ6
(ˆ 1

1
t2(1− t2)dt

)
dρ+

π

2
+ 2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 1

1
(1− t2)dt

)
dρ =

π

2
.

Ñî çàìåíà âî (5.2.9) ñå äîáèâà êîíå÷íèîò ðåçóëòàò:

‹
Σ

#»

F · d #»

S =
π

3
+

π

2
=

5π

6
.



5.2. ÏÎÂÐØÈÍÑÊÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ ÎÄ ÂÅÊÒÎÐÑÊÈ ÏÎËÈ�À 151

Ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë
˜

Σ

#»

F · d #»

S ñå âèêà óøòå ôëóêñ, îäíîñíî ïðîòîê1, íà ïî-

ëåòî
#»

F íèç îðèåíòèðàíàòà ïîâðøèíà Σ. Ïðè÷èíàòà çà îâà å ñëåäíîòî ôèçè÷êî çíà-
÷å»å íà (5.2.1). Íåêà Σ å îðèåíòèðàíà ïîâðøèíà ñî åäèíå÷íî íîðìàëíî âåêòîðñêî ïîëå
(x, y, z) 7→ #»n(x, y, z) êîå jà äàâà îðèåíòàöèjàòà. Äàäåí å ôëóèä ñî ãóñòèíà ρ(x, y, z) (äè-
ìåíçèèòå íà ρ ñå [ìàñà]/[äîëæèíà]3=[ìàñà]/[âîëóìåí]) êîj ñå äâèæè ñî äàäåíà áðçèíà
#»

V (x, y, z) (äèìåíçèèòå íà
#»

V (x, y, z) ñå [äîëæèíà]/[âðåìå] è òîj å âåêòîðîò íà áðçèíà âî
òî÷êàòà (x, y, z)). Ìàñàòà íà ôëóèäîò êîj ïðîòåêóâà íèç Σ âî åäèíèöà âðåìå å äàäåíà
ñî: (

ìàñà âî åäèíèöà âðåìå
êîjà ïðîòåêóâà íèç Σ

)
=

¨
Σ
ρ

#»

V · d #»

S (5.2.11)

(ñå ðàçáèðà, äèìåíçèèòå ñå [ìàñà]/[âðåìå]). Êîãà âåëèìå ½ïðîòåêóâà íèç ïîâðøèíàòà�,
ìèñëèìå âî íàñîêàòà íà #»n , ò. å. ìàñàòà íà ôëóèäîò âî åäèíèöà âðåìå øòî èçëåãóâà îä
Σ îä ñòðàíàòà èçáðàíà îä îðèåíòàöèjàòà (ïîðàäè òîà, àêî ôëóèäîò òå÷å âî îáðàòíà íà-
ñîêà îä îðèåíòàöèjàòà íà Σ, çíàêîò å íåãàòèâåí). Çà äà âèäèìå çîøòî (5.2.11) å òî÷íî,
ïðâî �êå jà ðàçãëåäàìå ñïåöèjàëíàòà ñèòóàöèjà êîãà Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjà f = f(x, y)
äåôèíèðàíà íà îáëàñò D ⊆ R2 (ò. å. Σ å äàäåíà ñî (5.1.2)); D å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà
xOy-ðàìíèíàòà (âèäè jà ñëèêàòà 5.1.1).

Èñòî êàêî âî ïðåòõîäíèîò äåë, jà äåëèìå D ñî ìðåæà ñî jàçëè âî òî÷êèòå (xj , yk)
êàêî íà ñëèêàòà 5.1.1 (à) è ãî îçíà÷óâàìå ñî Dj,k ïðàâîàãîëíèêîò ñî òåìè»à âî (xj , yk),
(xj+1, yk), (xj+1, yk+1) è (xj , yk+1). Ñàêàìå äà îïðåäåëèìå êîëêó ìàñà îä ôëóèäîò ïðîòå-
êóâà íèç ñåêîj îä äåëîâèòå îä ïîâðøèíàòà êîè ñå íàî�ãààò íàä ïðàâîàãîëíèöèòå Dj,k âî
âðåìå ∆t. Àïðèîðè, îâà å òåøêî äà ñå ïðåñìåòà, íî ìîæåìå ëåñíî äà ãî àïðîêñèìèðàìå

Ñëèêà 5.2.5:

íà ñëåäíèîò íà÷èí. Âî ñåêîj Dj,k èçáèðà-
ìå ïðîèçâîëíà òî÷êà (x′j , y

′
k) ∈ Dj,k ∩ D

è îçíà÷óâàìå A′
j,k := (x′j , y

′
k, f(x

′
j , y

′
k)) ∈

Σ. Âî òî÷êàòà A′
j,k ïîâëåêóâàìå ðàìíè-

íà òàíãåíòíà íà Σ è ãî îçíà÷óâàìå ñî
∆Σj,k ïàðàëåëîãðàìîò êîjøòî ëåæè âî
îâàà ðàìíèíà è ÷èjà ïðîåêöèjà íà xOy-
ðàìíèíàòà å Dj,k; âèäè jà ñëèêàòà 5.1.1
(á). Êîãà ñòðàíèòå íà ∆Σj,k ñå ìàëè,
∆Σj,k å äîáðà àïðîêñèìàöèjà çà äåëîò
íà Σ êîj ñå íàî�ãà íàä Dj,k. Èñòî òàêà,

ρ(x, y, z) è
#»

V (x, y, z) íåçíà÷èòåëíî �êå ñå
ïðîìåíóâààò íà îâîj äåë è çàòîà ìîæå-
ìå äà ãè òðåòèðàìå êàêî êîíñòàíòíè è, ñî
òîà, åäíàêâè íà ρ(A′

j,k) è
#»

V (A′
j,k). Âîëó-

ìåíîò íà ôëóèäîò êîj ïîìèíóâà íèç îâîj
äåë çà ∆t ìîæåìå äà ãî àïðîêñèìèðàìå
ñî âîëóìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò ñî îñ-
íîâà ∆Σj,k è ñòðàíà äàäåíà ñî âåêòîðîò
#»

V (A′
j,k)∆t (âèäè jà ñëèêàòà 5.2.5) è ïðè-

1�uxus å ëàòèíñêè çáîð øòî çíà÷è ïðîòîê
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òîà
âîëóìåíîò íà ïàðàëåëîïèïåäîò = (âèñèíà)P (∆Σj,k), (5.2.12)

êàäå øòî P (∆Σj,k) å ïëîøòèíàòà íà ∆Σj,k. Áèäåj�êè
#»n(A′

j,k) å íîðìàëåí íà ∆Σj,k (ïî
äåôèíèöèjà, íîðìàëíèîò âåêòîð íà ïîâðøèíàòà âî A′

j,k å íîðìàëåí íà òàíãåíòíàòà
ðàìíèíà âî òàà òî÷êà) è èìà äîëæèíà 1, áàðàíàòà âèñèíà å:

∆t | #»

V (A′
j,k)| cos

(
∢
( #»

V (A′
j,k),

#»n(A′
j,k)
))

= ∆t(
#»

V (A′
j,k) · #»n(A′

j,k));

äà çàáåëåæèìå äåêà êîãà ∢(
#»

V (A′
j,k),

#»n(A′
j,k)) å ïîãîëåì îä π/2, âèñèíàòà å íåãàòèâíà

øòî íè êàæóâà äåêà ïðîòå÷åíèîò âîëóìåí å âî îáðàòíà ñòðàíà îä îíàà êîjà å îïðåäåëåíà
ñî îðèåíòàöèjàòà íà Σ. Áèäåj�êè ãóñòèíàòà jà òðåòèðàìå êàêî êîíñòàíòíà íà îâîj äåë,
ìàñàòà íà ôëóèäîò êîj ïîìèíóâà çà ∆t íèç îâîj äåë îä ïîâðøèíàòà jà àïðîêñèìèðàìå
ñî:

ρ(A′
j,k)(âîëóìåí íà ïàðàëåëîïèïåäîò) = ρ(A′

j,k)(
#»

V (A′
j,k) · #»n(A′

j,k))∆tP (∆Σj,k).

Ïîðàäè îâà,(
âêóïíàòà ìàñà ïîìèíàòà

íèç Σ çà ∆t

)
≈
∑
j,k

(ρ(A′
j,k)

#»

V (A′
j,k) · #»n(A′

j,k))∆tP (∆Σj,k).

Àêî ïîäåëèìå ñî ∆t, jà äîáèâàìå ìàñàòà âî åäèíèöà âðåìå:(
ìàñà âî åäèíèöà âðåìå
øòî ïðîòåêóâà íèç Σ

)
≈
∑
j,k

(ρ(A′
j,k)

#»

V (A′
j,k) · #»n(A′

j,k))P (∆Σj,k) (5.2.13)

è àïðîêñèìàöèjàòà ñòàíóâà ñ�e ïîäîáðà êîãà áðîjîò íà äåëáåíè òî÷êè ñòàíóâà ñ�e ïîãîëåì
è ñòðàíèòå íà ∆Σj,k ñòàíóâààò ñ�e ïîìàëè. Ïî ëèìåñ, jà äîáèâàìå ìàñàòà íà ôëóèäîò
êîjà ïðîòåêóâà âî åäèíèöà âðåìå íèç Σ. Áèäåj�êè äåñíàòà ñòðàíà íà (5.2.13) å èíòåãðàëíà
ñóìà çà ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë ïî Σ íà ñêàëàðíîòî ïîëå

(x, y, z) 7→ ρ(x, y, z)
#»

V (x, y, z) · #»n(x, y, z)

(âèäè (5.1.3)), äåñíàòà ñòðàíà íà (5.2.13) òåæè êîí
˜

Σ(ρ
#»

V · #»n)(x, y, z)dS è ñî òîà jà
äîáèâìå òî÷íîñòà íà (5.2.11). Íà èñò íà÷èí ñå äîáèâà òî÷íîñòà íà (5.2.11) êîãà Σ å
ãðàôèê íà ôóíêöèjà f = f(x, z) èëè ãðàôèê íà ôóíêöèjà f = f(y, z). Íà êðàj, àêî Σ å
ñîñòàâåíà îä îðèåíòèðàíèòå ïîâðøèíè Σ1,Σ2, . . . ,Σk, êàäå øòî ñåêîjà îä íèâ å îä íåêîj
îä îâèå òèïîâè, òî÷íîñòà íà (5.2.11) ñëåäóâà îä (5.2.2).

Àêî í�e èíòåðåñèðà ñàìî êîëêó âîëóìåí îä ôëóèäîò ïðîòåêóâà íèç Σ âî åäèíèöà
âðåìå, òîãàø íà èñò íà÷èí jà äîáèâàìå ôîðìóëàòà:(

âîëóìåí âî åäèíèöà âðåìå
êîj ïðîòåêóâà íèç Σ

)
=

¨
Σ

#»

V · d #»

S (5.2.14)

(äèìåíçèèòå ñå [âîëóìåí]/[âðåìå]), êàäå øòî, êàêî è ïðåòõîäíî,
#»

V (x, y, z) å áðçèíàòà
íà ôëóèäîò. Ôîðìóëàòà (5.2.14) å ñëè÷íà ñî (5.2.11); ñå ðàçáèðà, ãóñòèíàòà ρ(x, y, z) íå
ôèãóðèðà çàòîà øòî í�e èíòåðåñèðà âîëóìåíîò, à íå ìàñàòà.
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Ïðèìåð 5.2.10. Ôëóèä ñî ãóñòèíà ρ(x, y, z) = 1/(1+ x2 + y2 + z2) ñå äâèæè ñî áðçèíà
#»

V (x, y, z) = (z, y2, x2). Äà ñå îïðåäåëè ìàñàòà âî åäèíèöà âðåìå íà ôëóèäîò øòî ïðî-
òåêóâà íèç âíàòðåøíèîò ¯èä íà äåëîò îä öèëèíäàðîò x2 + y2 = 1 êàäå 0 ≤ z ≤ 2.

Òðåáà äà ïðåñìåòàìå: ¨
Σ
ρ

#»

V · d #»

S ,

êàäå øòî Σ å âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà äåëîò îä öèëèíäàðîò x2 + y2 = 1, êàäå øòî
0 ≤ z ≤ 2. Äà çàáåëåæèìå äåêà Σ íå ìîæå äà jà ïðåòñòàâèìå êàêî ãðàôèê íà ôóíêöèjà
îä (x, y), íî ìîæå äà jà ïðåòñòàâèìå êàêî ãðàôèöè íà ôóíêöèè îä (y, z). Çà äà ãî
âèäèìå îâà, èçðàçóâàìå x è äîáèâàìå: x = ±

√
1− y2. Îä îâà ñëåäóâà äåêà ìîæåìå äà

jà ïîäåëèìå Σ íà äâà äåëà (òèå øòî ñîîäâåòñòâóâààò íà çíàöèòå + è −), òàêà øòî ñåêîj
îä íèâ äà áèäå ãðàôèê íà ôóíêöèjà îä (y, z). Ïðîåêöèjàòà íà Σ íà yOz-ðàìíèíàòà
å ïðàâîàãîëíèêîò D ⊆ R2 îïðåäåëåí ñî −1 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 2. Ñëåäóâà äåêà Σ å
ñîñòàâåíà îä ïîâðøèíèòå:

Σ1 : ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f1 : D → R, f1(y, z) =
√

1− y2,

Σ2 : ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f2 : D → R, f2(y, z) = −
√

1− y2;

îðèåíòàöèèòå íà Σ1 è Σ2 ñå íàñëåäåíè îä Σ. Èíòåãðàëîò ãî äåëèìå íà äâà äåëà:¨
Σ
ρ

#»

V · d #»

S =

¨
Σ1

ρ
#»

V · d #»

S +

¨
Σ2

ρ
#»

V · d #»

S . (5.2.15)

Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ1 ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
−1,

∂f1
∂y

,
∂f1
∂z

)
=

(
−1,− y√

1− y2
, 0

)
;

# »n2(x, y, z) =

(
1,−∂f1

∂y
,−∂f1

∂z

)
=

(
1,

y√
1− y2

, 0

)
.

Çàòîà øòî íè òðåáà âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà öèëèíäàðîò, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ1 òðå-
áà äà èìààò íåãàòèâíà x-êîîðäèíàòà, îä øòî ñëåäóâà äåêà íè òðåáà âåêòîðîò # »n1(x, y, z).
Çà ïðâèîò èíòåãðàë âî (5.2.15) äîáèâàìå:

¨
Σ1

ρ
#»

V · d #»

S =

¨
D
ρ(f1(y, z), y, z)

#»

V (f1(y, z), y, z) ·

(
−1,− y√

1− y2
, 0

)
dydz

=

¨
D

1

2 + z2
(z, y2, 1− y2) ·

(
−1,− y√

1− y2
, 0

)
dydz

= −
¨

D

1

2 + z2

(
z +

y3√
1− y2

)
dydz

= −
¨

D

z

2 + z2
dydz −

¨
D

y3

(2 + z2)
√
1− y2

dydz
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= −
ˆ 2

0

z

2 + z2

(ˆ 1

−1
dy

)
dz −

ˆ 2

0

1

2 + z2

(ˆ 1

−1

y3dy√
1− y2

)
dz.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä âòîðèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà
t = 1− y2, dt = −2ydy:

ˆ
y3dy√
1− y2

= −1

2

ˆ
(1− t)dt√

t
= −1

2

ˆ
dt√
t
+

1

2

ˆ √
tdt = −

√
t+

t3/2

3

= −
√
1− y2 +

(1− y2)3/2

3
,

îä øòî ñëåäóâà:

ˆ 1

−1

y3dy√
1− y2

=

(
−
√

1− y2 +
(1− y2)3/2

3

)∣∣∣∣∣
1

−1

= 0.

Äîáèâàìå: ¨
Σ1

ρ
#»

V · d #»

S = −2

ˆ 2

0

zdz

2 + z2
.

Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà s = 2 + z2, ds = 2zdz è äîáèâàìå:

¨
Σ1

ρ
#»

V · d #»

S = −
ˆ 6

2

ds

s
= − ln s

∣∣∣6
2
= −(ln 6− ln 2) = − ln 3.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.2.15), ãè îïðåäåëóâàìå íîðìàëíèòå âåêòîðè
íà Σ2:

# »n1(x, y, z) =

(
−1,

∂f2
∂y

,
∂f2
∂z

)
=

(
−1,

y√
1− y2

, 0

)
,

# »n2(x, y, z) =

(
1,−∂f2

∂y
,−∂f2

∂z

)
=

(
1,− y√

1− y2
, 0

)
.

Çàòîà øòî íè òðåáà âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà öèëèíäàðîò, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ2 òðå-
áà äà èìààò ïîçèòèâíà x-êîîðäèíàòà, îä øòî ñëåäóâà äåêà íè òðåáà âåêòîðîò # »n2(x, y, z).
Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

¨
Σ2

ρ
#»

V · d #»

S =

¨
D
ρ(f2(y, z), y, z)

#»

V (f2(y, z), y, z) ·

(
1,− y√

1− y2
, 0

)
dydz

=

¨
D

1

2 + z2
(z, y2, 1− y2) ·

(
1,− y√

1− y2
, 0

)
dydz

=

¨
D

1

2 + z2

(
z − y3√

1− y2

)
dydz

=

¨
D

z

2 + z2
dydz −

¨
D

y3

(2 + z2)
√
1− y2

dydz.
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Ïîñëåäíèòå äâà èíòåãðàëà âå�êå ãè ïðåñìåòàâìå; òèå ñå åäíàêâè íà ln 3 è 0, îä øòî
ñëåäóâà äåêà

˜
Σ2

ρ
#»

V · d #»

S = ln 3, è êîíå÷íèîò ðåçóëòàò å:
¨

Σ
ρ

#»

V · d #»

S = − ln 3 + ln 3 = 0.

Îâà çíà÷è äåêà êîëêó ìàñà âî åäèíèöà âðåìå îä ôëóèäîò ïðîòåêóâà êîí âíàòðåøíîñòà
íà Σ èñòî òîëêó ïðîòåêóâà âî îáðàòíàòà íàñîêà (êîí íàäâîðåøíàòà ñòðàíà).

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãî îïðåäåëè è âîëóìåíîò âî åäèíèöà âðåìå íà ôëó-
èäîò êîj ïðîòåêóâà íèç öèëèíäàðîò. Ñå ðàçáèðà, çà îâà òðåáà äà ñå ïðåñìåòà (5.2.14)
(jàñíî, ãóñòèíàòà ρ(x, y, z) å íåïîòðåáíà).

Çàáåëåøêà 5.2.11. È êîãà ïîëåòî
#»

F íå å áðçèíà íà ôëóèä, èíòåãðàëîò
˜

Σ

#»

F · d #»

S è

ïîíàòàìó ÷åñòî ñå âèêà ôëóêñ íà
#»

F íèç Σ.

Ñëèêà 5.2.6: Íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ñôåðàòà âî Ïðèìåð 5.2.12

(à) Ñôåðàòà Σ (á) Σ1 è îáëàñòà D (â) Σ2 è îáëàñòà D

Ïðèìåð 5.2.12. Äà ñå îïðåäåëè ôëóêñîò íà åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä
ïîëíåæ îä q0 êóëîíè êîj ñå íàî�ãà âî òî÷êàòà (x0, y0, z0) íèç íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà
ñôåðàòà ñî öåíòàð âî (x0, y0, z0) è ðàäèóñ r > 0.

Åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä q0 å äàäåíî ñî (âèäè (3.1.5)):

#»

E : R3\{(x0, y0, z0)} → R3,
#»

E(x, y, z) = keq0
(x− x0, y − y0, z − z0)

((x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2)3/2
.

Òðåáà äà ïðåñìåòàìå: ‹
Σ

#»

E · d #»

S ,

êàäå øòî Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ñôåðàòà (x−x0)
2+(y− y0)

2+(z− z0)
2 = r2. Îä

ðàâåíêàòà íà ñôåðàòà èçðàçóâàìå:

(z − z0)
2 = r2 − (x− x0)

2 − (y − y0)
2 ⇐⇒ z = z0 ±

√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2.
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Íåêà Σ1 è Σ2 ñå õåìèñôåðèòå:

z = z0 +
√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2 è z = z0 −
√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

(òèå øòî ñå íàä è ïîä z = z0) îðèåíòèðàíè êàêî è Σ; âèäè jà ñëèêàòà 5.2.6. Íèâíèòå
ïðîåêöèè íà xOy-ðàìíèíàòà ñå ìåñòàòà êàäå øòî:

r2 − (x− x0)
2 − (y − y0)

2 ≥ 0 ⇐⇒ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ r2. (5.2.16)

Çíà÷è, ïðîåêöèjàòà íà Σ1 è íà Σ2 å êðóãîò D ⊆ R2 ñî öåíòàð âî (x0, y0) è ðàäèóñ r
äàäåí ñî (5.2.16); âèäè jà ñëèêàòà 5.2.6 (á) è (â). Äîáèâàìå äåêà:

Σ1 å ãðàôèê íà f1 : D → R, f1(x, y) = z0 +
√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2;

Σ2 å ãðàôèê íà f2 : D → R, f2(x, y) = z0 −
√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2.

Ãî äåëèìå èíòåãðàëîò íà äâà äåëà:
‹

Σ

#»

E · d #»

S =

¨
Σ1

#»

E · d #»

S +

¨
Σ2

#»

E · d #»

S . (5.2.17)

Ïîâðøèíàòà Σ1 ãè èìà ñëåäíèâå äâà íîðìàëíè âåêòîðè:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f1
∂x

,
∂f1
∂y

,−1

)
=

(
− x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,− y − y0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,−1

)
,

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f1

∂x
,−∂f1

∂y
, 1

)
=

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

, 1

)
.

Áèäåj�êè íè òðåáà íàäâîðåøíàòà ñòðàíà îä ñôåðàòà, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ1 òðåáà
äà èìààò ïîçèòèâíà z-êîîðäèíàòà (òðåáà äà áèäàò íàñî÷åíè íàãîðå), îä øòî ñëåäóâà
äåêà íàì íè òðåáà # »n2(x, y, z). Çà ïðâèîò èíòåãðàë âî (5.2.17) èìàìå:

¨
Σ1

#»

E · d #»

S

=

¨
D

#»

E(x, y, f1(x, y))

·

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

, 1

)
dxdy

=
keq0
r3

¨
D

(
x− x0, y − y0,

√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

)
·

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

, 1

)
dxdy
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=
keq0
r3

¨
D

(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
+
√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

)
dxdy

=
keq0
r3

¨
D

r2√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

dxdy.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè:{
x = x0 + ρ cosφ
y = y0 + ρ sinφ

(5.2.18)

(ïîëàðíèòå êîîðäèíàòè ñå ïîìåñòåíè çà x0 è y0, çàòîà øòî öåíòàðîò íà êðóãîò D å âî
(x0, y0)). Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ r è 0 ≤ φ ≤ 2π. Áèäåj�êè Jàêîáèjàíîò å
|J | = ρ è (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = ρ2, äîáèâàìå:

¨
Σ1

#»

E · d #»

S =
keq0
r

ˆ r

0

ˆ 2π

0

ρ√
r2 − ρ2

dφdρ =
keq0
r

ˆ r

0

ρ√
r2 − ρ2

(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ

=
2πkeq0

r

ˆ r

0

ρdρ√
r2 − ρ2

.

Âîâåäóâàìå ñìåíà t = r2 − ρ2, dt = −2ρdρ è äîáèâàìå:

¨
Σ1

#»

E · d #»

S = −πkeq0
r

ˆ 0

r2

dt√
t
=

πkeq0
r

ˆ r2

0

dt√
t
=

πkeq0
r

·
√
t

1
2

∣∣∣∣∣
r2

0

= 2πkeq0.

Çà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.2.17), ãè îïðåäåëóâàìå äâàòà íîðìàëíè
âåêòîðè íà Σ2:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f2
∂x

,
∂f2
∂y

,−1

)
=

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

,−1

)
,

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f2

∂x
,−∂f2

∂y
, 1

)
=

(
− x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,− y − y0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
, 1

)
.

Áèäåj�êè íè òðåáà íàäâîðåøíàòà ñòðàíà îä ñôåðàòà, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ2 òðåáà
äà èìààò íåãàòèâíà z-êîîðäèíàòà (òðåáà äà áèäàò íàñî÷åíè íàäîëó), îä øòî ñëåäóâà
äåêà íàì íè òðåáà # »n1(x, y, z). Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

¨
Σ2

#»

E · d #»

S

=

¨
D

#»

E(x, y, f2(x, y))



158 ÃËÀÂÀ 5. ÏÎÂÐØÈÍÑÊÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÈ

·

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

,−1

)
dxdy

=
keq0
r3

¨
D

(
x− x0, y − y0,−

√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

)
·

(
x− x0√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
,

y − y0√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

,−1

)
dxdy

=
keq0
r3

¨
D

(
(x− x0)

2 + (y − y0)
2√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2
+
√

r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

)
dxdy

=
keq0
r3

¨
D

r2√
r2 − (x− x0)2 − (y − y0)2

dxdy.

Ïîñëåäíèîò èíòåãðàë âå�êå ãî ïðåñìåòàâìå ïîãîðå; íåãîâàòà âðåäíîñò å 2πkeq0. Ñî çà-
ìåíóâà»å âî (5.2.17), ãî äîáèâàìå êðàjíèîò ðåçóëòàò:‹

Σ

#»

E · d #»

S = 2πkeq0 + 2πkeq0 = 4πkeq0. (5.2.19)

Çàáåëåøêà 5.2.13. Äà çàáåëåæèìå äåêà ðàäèóñîò r > 0 íà ñôåðàòà íå ôèãóðèðà âî
êðàjíèîò ðåçóëòàò (5.2.19) çà ôëóêñîò íà åëåêòðîñòàòñêîòî ïîëå. Îâà ñâîjñòâî íà åëåê-
òðîñòàòñêîòî ïîëå ñå âèêà Ãàóñîâ çàêîí è òîj âàæè è êîãà ôëóêñîò ñå ïðåñìåòóâà ïî
íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ïðîèçâîëíà çàòâîðåíà ïîâðøèíà âî ÷èjàøòî âíàòðåøíîñò ñå
íàî�ãà ïîëíåæîò q0, ò. å. áåç ðàçëèêà íà ïîâðøèíàòà ôëóêñîò ñåêîãàø å åäíàêîâ íà
4πkeq0.

5.3. Òåîðåìà íà Ñòîêñ

Íåêà Σ ⊆ R3 å ïîâðøèíà îãðàíè÷åíà ñî çàòâîðåíàòà êðèâà C. Ïîâðøèíàòà Σ è
êðèâàòà C ñå êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè àêî íèâíèòå îðèåíòàöèè ãî çàäîâîëóâààò
ñëåäíîòî ñâîjñòâî. Âî ñåêîjà òî÷êà îä C, àêî ïàëåöîò íà äåñíàòà ðàêà å âî íàñîêà íà
îðèåíòàöèjàòà íà C è ïîêàçàëåöîò ïîêàæóâà êîí Σ, òîãàø ñðåäíèîò ïðñò å âî íàñîêà
íà åäèíå÷íèòå íîðìàëíè âåêòîðè êîè jà äàâààò îðèåíòàöèjàòà íà Σ; âèäè jà ñëèêàòà
5.3.1. Òåîðåìàòà íà Ñòîêñ äàâà âðñêà ïîìå�ãó ëèíèñêèîò èíòåãðàë ïî C è ïîâðøèíñêèîò
èíòåãðàë ïî Σ, êîãà òèå ñå êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè.

Òåîðåìà 5.3.1. (Ñòîêñîâà ôîðìóëà) Íåêà Σ å îðèåíòèðàíà ïîâðøèíà îãðàíè÷åíà ñî

çàòâîðåíàòà îðèåíòèðàíà êðèâà C è íåêà Σ è C ñå êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè. Àêî
#»

F
å âåêòîðñêî ïîëå äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà Σ, òîãàø,˛

C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S .

Ïðèìåð 5.3.2. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà ïîâðøèíèòå: z = 2 − x2 − y2 è z =
√

x2 + y2

è å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó z-îñêàòà. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xy, x2z, y + z). Äà ñå ïðåñìåòà:˛
C

#»

F · d #»σ .
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Ñëèêà 5.3.1: Äâå êîìïàòàáèëíè îðèåíòàöèè íà ïîâðøèíà è çàòâîðåíà êðèâà

Çà äà jà îïðåäåëèìå êðèâàòà, çàìåíóâàìå z2 = x2+y2 âî z = 2−x2−y2 è äîáèâàìå
z = 2 − z2, øòî å åêâèâàëåíòíî ñî z2 + z − 2 = 0. Ðåøåíèjàòà íà îâàà ðàâåíêà ñå:
z = 1 è z = −2. Áèäåj�êè êðèâàòà ëåæè íà z =

√
x2 + y2, z-êîîðäèíàòàòà òðåáà äà å

íåíåãàòèâíà, îä øòî ñëåäóâà äåêà z = 1. Ñî çàìåíóâà»å âî êîjà áèëî îä ðàâåíêèòå îä
ïîâðøèíèòå ñå äîáèâà x2+ y2 = 1; ò. å. C å åäèíå÷íàòà êðóæíèöà ïîäèãíàòà íà âèñèíà
z = 1 (âèäè jà ñëèêàòà 2.3.10 (à)). Çà äà jà ïðèìåíèìå Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà òðåáà äà
íàjäåìå ïîâðøèíà êîjà å îãðàíè÷åíà ñî C. Èìà áåñêîíå÷íî ìíîãó ðàçëè÷íè èçáîðè çà
ïîâðøèíàòà Σ (è ñèòå �êå jà äàäàò èñòàòà âðåäíîñò íà èíòåãðàëîò); ñå ðàçáèðà, äîáðî
å äà èçáåðåìå øòî å ìîæíî ïîåäíîñòàâíà ïîâðøèíà çà èíòåãðàëîò äà áèäå ëåñåí çà
ïðåñìåòêà. Âî îâàà ñèòóàöèjà, çà Σ ìîæåìå äà ãî çåìåìå äåëîò îä ðàìíèíàòà z = 1
îãðàíè÷åí ñî C. Òîãàø, Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = 1, êàäå øòî D
å ïðîåêöèjàòà íà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà; òîà å âíàòðåøíîñòà íà êðóæíèöàòà x2+y2 = 1.
Äâàòà íîðìàëíè âåêòîðè íà Σ ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
= (0, 0,−1) è # »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1

)
= (0, 0, 1).

(5.3.1)
Çà C è Σ äà áèäàò êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè, íè òðåáà âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Çà Ñòîê-
ñîâàòà ôîðìóëà íè òðåáà

#»∇× #»

F :

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xy x2z y + z

∣∣∣∣∣∣ = #»
i +0 · #»

j +2xz
#»

k −x
#»

k − 0 · #»
j −x2

#»
i = (1−x2, 0, 2xz−x).

Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà äàâà:

˛
C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S =

¨
D

#»∇× #»

F (x, y, f(x, y)) · (0, 0, 1)dxdy
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=

¨
D
(1− x2, 0, 2x− x) · (0, 0, 1)dxdy =

¨
D
xdxdy.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè: {
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí çà ñìåíàòà |J | = ρ. Áèäåj�êè D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π,
äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 cosφdφdρ =

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cosφdφ

)
dρ =

ˆ 1

0
ρ2
(
sinφ

∣∣∣2π
0

)
dρ = 0.

Âî ðåøåíèåòî, íàìåñòî äåëîò îä ðàìíèíàòà z = 1 îãðàíè÷åí ñî C, çà Σ ìîæåâìå
äà ãî çåìåìå äåëîò îä ïàðàáîëîèäîò z = 2 − x2 − y2 äî z = 1 èëè, ïàê, äåëîò îä
êîíóñîò z =

√
x2 + y2 äî z = 1, çàòîà øòî è îâèå ïîâðøèíè ñå îãðàíè÷åíè ñî C. Ãî

èçáðàâìå äåëîò îä ðàìíèíàòà z = 1, çàòîà øòî ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë øòî ñå äîáèâà
ïî ïðèìåíàòà íà Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà å íàjåäíîñòàâåí çà ðåøàâà»å. Êîãà å ìîæíî äà
ñå èçáåðå äåë îä ðàìíèíà êîjà å îãðàíè÷åíà ñî äàäåíàòà êðèâà, ÷åñòî (íî íå ñåêîãàø!),
èíòåãðàëèòå øòî ñå äîáèâààò ñå ïîëåñíè çà åâàëóàöèjà.

Ïðèìåð 5.3.3. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà ñôåðàòà x2 + y2 + z2 = 2 ñî ïàðàáîëîèäîò
z = x2+y2 è å íåãàòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó z-îñêàòà. Çà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, z, xyz), äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ .

Çàìåíóâàìå z = x2 + y2 âî x2 + y2 + z2 = 2 è äîáèâàìå z + z2 = 2. Ðåøåíèjàòà íà
îâàà ðàâåíêà ñå: z = 1 è z = −2. Áèäåj�êè êðèâàòà ëåæè íà ïàðàáîëîèäîò z = x2 + y2,
z-êîîðäèíàòàòà òðåáà äà å íåíåãàòèâíà, îä øòî ñëåäóâà äåêà z = 1. Çàêëó÷óâàìå äåêà
C å êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1 ïîäèãíàòà íà âèñèíà z = 1. Èñòî êàêî âî ïðåòõîäíèîò
ïðèìåð, çà ïîâðøèíàòà Σ ãî èçáèðàìå äåëîò îä ðàìíèíàòà z = 1 îãðàíè÷åí ñî C;
âèäè jà ñëèêàòà 5.3.2 (à). Òîãàø, Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = 1,
êàäå øòî D å âíàòðåøíîñòà íà êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1. Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ ñå
äàäåíè ñî (5.3.1). Çà C è Σ äà áèäàò êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè, íè òðåáà âåêòîðîò
# »n1(x, y, z) = (0, 0,−1). Áèäåj�êè ðîòîðîò íà

#»

F å:

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xz z xyz

∣∣∣∣∣∣ = xz
#»
i + x

#»
j + 0 · #»

k − 0 · #»

k − yz
#»
j − #»

i = (xz − 1, x− yz, 0),

Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà äàâà
˛

C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S =

¨
D
(x− 1, x− y, 0) · (0, 0,−1)dxdy =

¨
D
0 dxdy = 0.
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Ñëèêà 5.3.2: Êðèâàòà C è êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíàòà ïîâðøèíà Σ

(à) Ïðèìåð 5.3.3 (á) Ïðèìåð 5.3.4 (â) Ïðèìåð 5.3.5

Ïðèìåð 5.3.4. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà åëèïñîèäíèîò öèëèíäàð

x2

9
+

y2

4
= 1, z-êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà, (5.3.2)

ñî åëèïñîèäíèîò ïàðàáîëîèä z = x2+y2/16 è å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó z-îñêàòà.
Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2z, yz, x+ yz). Äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ .

Çà ïîâðøèíàòà Σ ãî èçáèðàìå äåëîò îä ïàðàáîëîèäîò z = x2 + y2/16 êîjøòî ñå
íàî�ãà âî âíàòðåøíîñòà íà öèëèíäàðîò (5.3.2); âèäè jà ñëèêàòà 5.3.2 (á). Ïðîåêöèjàòà
D íà ïîâðøèíàòà Σ íà xOy-ðàìíèíàòà å îñíîâàòà íà öèëèíäàðîò (5.3.2); îäíîñíî, D å
âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà

x2

9
+

y2

4
= 1.

Çíà÷è Σ å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(x, y) = x2+y2/16. Íîðìàëíèòå âåêòîðè
íà Σ ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
=
(
2x,

y

8
,−1

)
è # »n2(x, y, z) = − # »n1(x, y, z) =

(
−2x,−y

8
, 1
)
.

Çà C è Σ äà áèäàò êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ òðåáà äà
ïîêàæóâààò íàãîðå, îäíîñíî äà èìààò ïîçèòèâíà z-êîîðäèíàòà. Îä êàäå øòî ñëåäóâà
äåêà íè å ïîòðåáåí âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Ðîòîðîò íà

#»

F å:

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2z yz x+ yz

∣∣∣∣∣∣ = z
#»
i + x2

#»
j + 0 · #»

k − 0 · #»

k − #»
j − y

#»
i = (z − y, x2 − 1, 0).
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Îä Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S =

¨
D

(
x2 +

y2

16
− y, x2 − 1, 0

)
·
(
−2x,−y

8
, 1
)
dxdy

=

¨
D

(
−2x3 − xy2

8
+ 2xy − x2y

8
+

y

8

)
dxdy.

Âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
x = 3ρ cosφ
y = 2ρ sinφ.

Jàêîáèjàíîò çà ñìåíàòà å |J | = 6ρ è îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà: 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Çà èíòåãðàëîò èìàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = 6

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
−54ρ3 cos3 φ− 3

2
ρ3 cosφ sin2 φ+ 12ρ2 cosφ sinφ

−9

4
ρ3 cos2 φ sinφ+

1

4
ρ sinφ

)
ρdφdρ

= −324

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cos3 φdφ

)
dρ− 9

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cosφ sin2 φdφ

)
dρ

+ 72

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cosφ sinφdφ

)
dρ− 27

2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cos2 φ sinφdφ

)
dρ

+
3

2

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
sinφdφ

)
dρ.

Ïîñëåäíèîò èíòåãðàë å 0, çàòîà øòî
´ 2π
0 sinφdφ = 0. Âî âíàòðåøíèòå èíòåãðàëè âî

âòîðèîò è âî òðåòèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ, ïî øòî äèðåê-
òíî ñå äîáèâà äåêà òèå ñå 0. Ñëè÷íî, âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä ÷åòâðòèîò èíòåãðàë
âîâåäóâàìå ñìåíà s = cosφ, ds = − sinφdφ, ïî øòî äîáèâàìå äåêà è òîj å 0. Ñëåäóâà
äåêà:

˛
C

#»

F · d #»σ = −324

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
cos2 φ cosφdφ

)
dρ

= −324

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
(1− sin2 φ) cosφdφ

)
dρ.

Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ è äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = −324

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 0

0
(1− t2)dt

)
dρ = 0.

Ïðèìåð 5.3.5. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà åëèïñîèäîò:

x2

9
+

y2

4
+

z2

16
= 1, (5.3.3)
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ñî äåëîò îä åëèïñîèäíèîò öèëèíäàð:

x2 +
z2

4
= 1, êàäå y ≥ 0 (5.3.4)

è å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà îêîëó y-îñêàòà. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2z, x2y + yz, y2z). Äà ñå ïðåñìåòà:

˛
C

#»

F · d #»σ .

Çà ïîâðøèíàòà Σ �êå ãî èçáåðåìå äåëîò îä åëèïñîèäîò (5.3.3) êîjøòî ñå íàî�ãà âî
âíàòðåøíîñòà íà äåëîò îä öèëèíäàðîò (5.3.4); âèäè jà ñëèêàòà 5.3.2 (â). Ïðîåêöèjàòà
D íà ïîâðøèíàòà Σ íà xOz-ðàìíèíàòà å îñíîâàòà íà öèëèíäàðîò (5.3.4); îäíîñíî, D å
âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà:

x2 +
z2

4
= 1.

Èçðàçóâàìå y îä ðàâåíêàòà íà åëèïñîèäîò è äîáèâàìå:

y = ±2

√
1− x2

9
− z2

16
.

Íà ïîâðøèíàòà Σ âàæè: y ≥ 0 (ïî óñëîâ), îä øòî ñëåäóâà äåêà Σ å ãðàôèê íà ôóí-
êöèjàòà:

f : D → R, f(x, z) = 2

√
1− x2

9
− z2

16
.

Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ ñå:

# »n1(x, y, z) =

(
∂f

∂x
,−1,

∂f

∂z

)
=

− 2x

9
√

1− x2

9 − z2

16

,−1,− z

8
√

1− x2

9 − z2

16

 ;

# »n2(x, y, z) =

(
−∂f

∂x
, 1,−∂f

∂z

)
=

 2x

9
√

1− x2

9 − z2

16

, 1,
z

8
√
1− x2

9 − z2

16

 .

Çà C è Σ äà áèäàò êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíè, íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ òðåáà äà èìà-
àò ïîçèòèâíà y-êîîðäèíàòà. Îä îâà ñëåäóâà äåêà íè òðåáà âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Ðîòîðîò
íà

#»

F å:

#»∇× #»

F =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2z x2y + yz y2z

∣∣∣∣∣∣ = 2yz
#»
i +x2

#»
j +2xy

#»

k−0· #»

k−0· #»
j −y

#»
i = ((2z−1)y, x2, 2xy).

Jà ïðèìåíóâàìå Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà è äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S
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=

¨
D

(
2(2z − 1)

√
1− x2

9
− z2

16
, x2, 4x

√
1− x2

9
− z2

16

)

·

 2x

9
√

1− x2

9 − z2

16

, 1,
z

8
√
1− x2

9 − z2

16

 dxdz

=

¨
D

(
25xz

18
− 4x

9
+ x2

)
dxdz.

Âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
x = ρ cosφ
z = 2ρ sinφ.

Jàêîáèjàíîò çà ñìåíàòà å |J | = 2ρ è îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

˛
C

#»

F · d #»σ = 2

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
25

9
ρ2 cosφ sinφ− 4

9
ρ cosφ+ ρ2 cos2 φ

)
ρdφdρ

=
50

9

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cosφ sinφdφ

)
dρ− 8

9

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
cosφdφ

)
dρ

+ 2

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cos2 φdφ

)
dρ.

Âòîðèîò èíòåãðàë å 0, çàòîà øòî
´ 2π
0 cosφdφ = 0. Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä ïðâèîò

èíòåãðàë ñòàâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ, ïî øòî äèðåêòíî ñå äîáèâà äåêà è òîj
å 0. Âî ïîñëåäíèîò èíòåãðàë ãî óïîòðåáóâàìå èäåíòèòåòîò cos2 φ = (1 + cos 2φ)/2 îä
øòî ñëåäóâà äåêà:

˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
(1 + cos 2φ)dφ

)
dρ

=

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ+

ˆ 1

0
ρ3
(ˆ 2π

0
cos 2φdφ

)
dρ

= 2π

ˆ 1

0
ρ3dρ+

ˆ 1

0
ρ3
(
1

2
sin 2φ

∣∣∣2π
0

)
dρ =

π

2
.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè ïðåñìåòà äèðåêòíî èíòåãðàëèòå âî ïðåòõîäíèòå
ïðèìåðè çà äà ñå óâåðè äåêà ñå äîáèâààò èñòèòå ðåçóëòàòè.

Çàáåëåøêà 5.3.6. Ãðèíîâàòà ôîðìóëà å ñïåöèjàëåí ñëó÷àj îä Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà. Àêî
ïîëåòî

#»

F = (F1, F2, F3) å òàêâî äà F1 è F2 çàâèñàò ñàìî îä ïðîìåíëèâèòå x è y è àêî
F3 = 0, òîãàø:

#»∇× #»

F =

(
0, 0,

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
.

Âî îâàà ñèòóàöèjà, àêî ïîâðøèíàòà Σ ëåæè âî xOy-ðàìíèíàòà è ñî òîà è êðèâàòà C
êîjà jà çàòâîðà Σ ëåæè âî xOy-ðàìíèíàòà, èíòåãðàëèòå

¸
C

#»

F · d #»σ è
˜

Σ

#»∇× #»

F · d #»

S ñå
åäíàêâè íà èíòåãðàëèòå íà ëåâàòà è íà äåñíàòà ñòðàíà âî (4.3.1) (äîáðî å ÷èòàòåëîò äà
ñå óâåðè äåêà îðèåíòàöèèòå âî Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà ñå ñîîâïà�ãààò ñî òèå âî Ãðèíîâàòà).
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5.4. Òåîðåìà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè

Òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè äàâà âðñêà ïîìå�ãó ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë ïî
çàòâîðåíà ïîâðøèíà è (îáè÷íèîò) òðîåí èíòåãðàë ïî âíàòðåøíîñòà çàòâîðåíà ñî òàà
ïîâðøèíà.

Òåîðåìà 5.4.1. (Ôîðìóëà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè) Íåêà U å îáëàñò âî R3 è íåêà çàò-

âîðåíàòà ïîâðøèíà Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ¯èäîò íà U . Àêî
#»

F å âåêòîðñêî ïîëå

äåôèíèðàíî âî îêîëèíà íà U , òîãàø:
‹

Σ

#»

F · d #»

S =

˚
U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz. (5.4.1)

Çàáåëåøêà 5.4.2. Äåñíàòà ñòðàíà å îáè÷åí òðîåí èíòåãðàë îä ñêàëàðíîòî ïîëå (x, y, z) 7→
#»∇ · #»

F (x, y, z).

Çàáåëåøêà 5.4.3. Àêî Σ å âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà ¯èäîò U (ò. å. Σ å ïîâðøèíàòà Σ ñî
ñïðîòèâíàòà îðèåíòàöèjà), òîãàø îä çàáåëåøêàòà 5.2.2 ñëåäóâà äåêà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S = −
‹

Σ

#»

F · d #»

S = −
˚

U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz.

Çàáåëåøêà 5.4.4. Òåîðåìèòå íà Ãðèí, Ñòîêñ è íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè èìààò ñëè÷íà
ïðèðîäà: òèå äàâààò âðñêà ïîìå�ãó èíòåãðàëîò íà êîìáèíàöèjà îä ïàðöèjàëíè èçâîäè
íà

#»

F âî íåêîj ðåãèîí ñî èíòåãðàëîò íà
#»

F ïî ãðàíèöàòà íà òîj ðåãèîí.

Ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè ãî èìà ñëåäíîòî èíòóèòèâíî òîëêóâà»å. Áèäåj�êè
#»∇ · #»

F (x, y, z) å íóìåðè÷êà êàðàêòåðèñòèêà çà òîà äàëè
#»

F ñå îäíåñóâà êàêî èçâîð èëè
îäâîä âî (x, y, z), äåñíàòà ñòðàíà íà (5.4.1) å ½ñóìàòà íà ñèòå èçâîðè è îäâîäè� âî U
è òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè êàæóâà äåêà òàà å åäíàêâà íà ïðîòîêîò (ôëóêñîò)
íèç ¯èäîâèòå íà U (ñ�e øòî èçâèðà/èñòåêóâà âî U ìîðà äà ïîìèíå íèç ¯èäîâèòå íà U).

Ñëèêà 5.4.1:Ïðèìåð 5.4.5. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2y, xz, xyz2). Íåêà Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà
íà ¯èäîò íà êîöêàòà ñî òåìè»à âî: (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1). Äà ñå ïðåñìåòà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S .

Êîöêàòà U å äàäåíà ñî: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.
Äèâåðãåíöèjàòà íà

#»

F å

#»∇ · #»

F =
∂

∂x
(x2y) +

∂

∂y
(xz) +

∂

∂z
(xyz2) = 2xy + 2xyz

è ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè äàâà:
‹

Σ

#»

F · d #»

S =

˚
U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz =

˚
U
(2xy + 2xyz)dxdydz
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=

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

(ˆ 1

0
(2xy + 2xyz)dz

)
dy

)
dx

=

ˆ 1

0

(ˆ 1

0

(
(2xyz + xyz2)

∣∣∣z=1

z=0

)
dy

)
dx =

ˆ 1

0

(ˆ 1

0
3xydy

)
dx

=

ˆ 1

0

(
3xy2

2

∣∣∣y=1

y=0

)
dx =

3

2

ˆ 1

0
xdx =

3

4
.

Ïðèìåð 5.4.6. Äà ãî ðåøèìå èíòåãðàëîò âî ïðèìåðîò 5.2.9 ñî ïîìîø íà òåîðåìàòà
íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè.

Íåêà U å îáëàñòà çàòâîðåíà ñî Σ. Âî ðåøåíèåòî íà ïðèìåðîò 5.2.9, âèäîâìå äå-
êà ïðîåêöèjàòà D íà xOy-ðàìíèíàòà è íà äåëîò îä êîíóñîò z =

√
x2 + y2 è íà äåëîò

îä ïàðàáîëîèäîò z = 2 − x2 − y2 îä êîj å ñîñòàâåíà Σ å âíàòðåøíîñòà íà êðóæíèöàòà
x2+y2 = 1. Ñïîðåä òîà U ñå äîáèâà êîãà (x, y) ∈ D,

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2−x2−y2. Áèäåj�êè

#»∇ · #»

F =
∂

∂x
(xyz) +

∂

∂y
(y + z) +

∂

∂z
(x+ y) = yz + 1,

ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè äàâà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S =

˚
U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz =

˚
U
(yz + 1)dxdydz

=

¨
D

(ˆ 2−x2−y2

√
x2+y2

(yz + 1)dz

)
dxdy =

¨
D

((
yz2

2
+ z

) ∣∣∣z=2−x2−y2

z=
√

x2+y2

)
dxdy

=

¨
D

(
y(2− x2 − y2)2

2
+ 2− x2 − y2 − y(x2 + y2)

2
−
√
x2 + y2

)
dxdy.

Âîâåäóâàìå ïîëàðíè êîîðäèíàòè: {
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ,

ñî Jàêîáèjàí çà ñìåíàòà |J | = ρ. Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, îä
øòî ñëåäóâà äåêà:

‹
Σ

#»

F · d #»

S =

¨
D

(
(2− ρ2)2ρ sinφ

2
+ 2− ρ2 − ρ3 sinφ

2
− ρ

)
ρdφdρ

=
1

2

ˆ 1

0
(2− ρ2)2ρ2

(ˆ 2π

0
sinφdφ

)
dρ− 1

2

ˆ 1

0
ρ4
(ˆ 2π

0
sinφdφ

)
dρ

+

ˆ 1

0
(2ρ− ρ2 − ρ3)

(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ

= 0− 0 + 2π

ˆ 1

0
(2ρ− ρ2 − ρ3)dρ = 2π

(
1− 1

3
− 1

4

)
=

5π

6
.
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Ñëèêà 5.4.2: Ïîâðøèíèòå Σ è Σ1

(à) Ïðèìåð 5.4.7 (á) Ïðèìåð 5.4.8

Ïðèìåð 5.4.7. Íåêà Σ å äåëîò îä ñôåðàòà x2+y2+z2 = 1, êàäå øòî z ≥ 0, îðèåíòèðà-
íà òàêà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîê. Çà âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2y2, x + y + z, xz), äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ

#»

F · d #»

S .

Ïîâðøèíàòà Σ íå å çàòâîðåíà è çàòîà íå ìîæåìå äèðåêòíî äà jà ïðèìåíèìå òåîðå-
ìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Èäåjàòà å äà äîäàäåìå è äà îäçåìåìå èíòåãðàë îä îáëèêîò˜

Σ1

#»

F ·d #»

S , êàäå øòî ïîâðøèíàòà Σ1 �êå jà èçáåðåìå òàêà øòî Σ∪Σ1 äà áèäå çàòâîðåíà.
Äîáðî å äà jà èçáåðåìå Σ1, òàêà øòî îáëàñòà çàòâîðåíà ñî Σ ∪ Σ1 äà å åäíîñòàâíà çà
ïðåñìåòêà íà òðîjíèîò èíòåãðàë. Âî íàøàòà ñèòóàöèjà, íàjåäíîñòàâíèîò èçáîð çà Σ1 å
äà ãî çåìåìå äåëîò îä ðàìíèíàòà z = 0 (òîà å xOy-ðàìíèíàòà) îãðàíè÷åíà ñî êðóæ-
íèöàòà x2 + y2 = 1 è îðèåíòèðàíà âî íàñîêà íà íåãàòèâíàòà z-îñêà. Òîãàø, Σ ∪ Σ1 å
çàòâîðåíà ïîâðøèíà è îáëàñòà U êîjà òàà jà îãðàíè÷óâà å ãîðíàòà ïîëóòîïêà; âèäè jà
ñëèêàòà 5.4.2 (à). Èíòåãðàëîò ãî çàïèøóâàìå íà ñëåäíèîâ íà÷èí:

¨
Σ

#»

F ·d #»

S =

¨
Σ

#»

F ·d #»

S +

¨
Σ1

#»

F ·d #»

S −
¨

Σ1

#»

F ·d #»

S =

‹
Σ∪Σ1

#»

F ·d #»

S −
¨

Σ1

#»

F ·d #»

S . (5.4.2)

Âî ïðâèîò èíòåãðàë jà óïîòðåáóâàìå òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Áèäåj�êè

#»∇ · #»

F =
∂

∂x
(x2y2) +

∂

∂y
(x+ y + z) +

∂

∂z
(xz) = 2xy2 + 1 + x,

äîáèâàìå:

‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S =

˚
U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz =

˚
U
(2xy2 + x+ 1)dxdydz.
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Âîâåäóâàìå ñôåðíè êîîðäèíàòè: 
x = ρ cosφ sin θ
y = ρ sinφ sin θ
z = ρ cos θ,

ñî Jàêîáèjàí çà ñìåíàòà |J | = ρ2 sin θ. Îáëàñòà U ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π,
0 ≤ θ ≤ π/2 (çàòîà øòî å ãîðíàòà ïîëóòîïêà). Çà èíòåãðàëîò äîáèâàìå:

‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S =

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

ˆ π/2

0
(2ρ3 cosφ sin2 φ sin3 θ + ρ cosφ sin θ + 1)ρ2 sin θdθdφdρ

= 2

ˆ 1

0
ρ5

(ˆ π/2

0
sin4 θ

(ˆ 2π

0
cosφ sin2 φdφ

)
dθ

)
dρ

+

ˆ 1

0
ρ3

(ˆ π/2

0
sin2 θ

(ˆ 2π

0
cosφdφ

)
dθ

)
dρ

+

ˆ 1

0
ρ2

(ˆ π/2

0
sin θ

(ˆ 2π

0
dφ

)
dθ

)
dρ.

Âòîðèîò èíòåãðàë å 0, çàòîà øòî
´ 2π
0 cosφdφ = 0. Âî âíàòðåøíèîò èíòåãðàë îä ïðâèîò

èíòåãðàë âîâåäóâàìå ñìåíà t = sinφ, dt = cosφdφ, ïî øòî òîj äèðåêòíî ñå ïðåñìåòóâà
äåêà å 0. Îä îâà ñëåäóâà äåêà:

‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S =

ˆ 1

0
ρ2

(ˆ π/2

0
sin θ

(ˆ 2π

0
dφ

)
dθ

)
dρ = 2π

ˆ 1

0
ρ2

(ˆ π/2

0
sin θdθ

)
dρ

= 2π

ˆ 1

0
ρ2
(
− cos θ

∣∣∣π/2
0

)
dρ = 2π

ˆ 1

0
ρ2dρ =

2π

3
.

Îñòàíóâà äà ãî ïðåñìåòàìå âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.4.2). Áèäåj�êè Σ1 å âíàòðåøíîñòà
íà åäèíå÷íàòà êðóæíèöà x2 + y2 = 1 âî xOy-ðàìíèíàòà, íåjçèíàòà ïðîåêöèjà D íà
xOy-ðàìíèíàòà å ïîâòîðíî åäèíå÷íèîò êðóã è çàðàäè òîà Σ1 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà

f : D → R, f(x, y) = 0. Íîðìàëíèòå âåêòîðè íà Σ1 ñå # »n1(x, y, z) =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)
=

(0, 0,−1) è # »n2(x, y, z) = − # »n1(x, y, z) = (0, 0, 1). Áèäåj�êè Σ1 å îðèåíòèðàíà íà òîj íà÷èí
øòî íåjçèíèòå íîðìàëíè âåêòîðè ñå âî íàñîêà íà íåãàòèâíàòà z-îñêà, íè òðåáà âåêòîðîò
# »n1(x, y, z). Çà èíòåãðàëîò ïî Σ1 äîáèâàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S =

¨
D
(x2y2, x+ y, 0) · (0, 0,−1)dxdy =

¨
D
0 dxdy = 0.

Çàìåíóâàìå âî (5.4.2) è ãî äîáèâàìå êîíå÷íèîò ðåçóëòàò:

¨
Σ

#»

F · d #»

S =
2π

3
− 0 =

2π

3
.
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Ïðèìåð 5.4.8. Íåêà Σ å äåëîò îä:

x =
y2

9
+

z2

4
êàäå 0 ≤ x ≤ 1, (5.4.3)

îðèåíòèðàíà íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò êîí ïîçèòèâíàòà x-
îñêà. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, xy + z, yz). Äà ñå
ïðåñìåòà: ¨

Σ

#»

F · dS.

Áèäåj�êè Σ íå å çàòâîðåíà, íå ìîæåìå äèðåêòíî äà jà ïðèìåíèìå òåîðåìàòà íà
Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Ñëè÷íî êàêî âî ïðåòõîäíèîò ïðèìåð, öåëòà å äà jà çàòâîðèìå Σ ñî
íåêîjà ïîâðøèíà Σ1. Çà Σ1 �êå ãî çåìåìå äåëîò îä ðàìíèíàòà x = 1 êîjøòî å îòñå÷åí
ñî Σ; âèäè jà ñëèêàòà 5.4.2 (á). Ñî çàìåíóâà»å x = 1 âî (5.4.3), äîáèâàìå äåêà Σ1 å
âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà:

y2

9
+

z2

4
= 1, (5.4.4)

ïîìåñòåíà âî x = 1. Äà jà îçíà÷èìå ñî U îáëàñòà êîjà å îãðàíè÷åíà ñî Σ ∪ Σ1. Çà
äà ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè, ¯èäîò íà U òðåáà äà å
îðèåíòèðàí íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà
îä U . Çà òàà öåë, jà îðèåíòèðàìå Σ1 íà òîj íà÷èí øòî íåjçèíèòå íîðìàëíè âåêòîðè
ñå âî íàñîêà íà ïîçèòèâíàòà x-îñêà. Äà çàáåëåæèìå äåêà îðèåíòàöèjàòà íà Σ å âî
ñïðîòèâíàòà íàñîêà. Íåêà Σ å ïîâðøèíàòà Σ ñî ñïðîòèâíàòà îðèåíòàöèjà. Òåîðåìàòà
íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè ìîæå äà ñå ïðèìåíè çà ïîâðøèíàòà Σ∪Σ1, çàòîà øòî òàà jà äàâà
íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ¯èäîò íà U . Çàðàäè îâà, áàðàíèîò èíòåãðàë ãî çàïèøóâàìå íà
ñëåäíèîâ íà÷èí:

¨
Σ

#»

F · d #»

S = −
¨

Σ

#»

F · d #»

S −
¨

Σ1

#»

F · d #»

S +

¨
Σ1

#»

F · d #»

S

= −
‹

Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S +

¨
Σ1

#»

F · d #»

S . (5.4.5)

Çà ïðâèîò èíòåãðàë ìîæåìå äà jà ïðèìåíèìå ôîðìóëàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè. Áè-
äåj�êè

#»∇ · #»

F =
∂

∂x
(xz) +

∂

∂y
(xy + z) +

∂

∂z
(yz) = z + x+ y,

äîáèâàìå:
‹

Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S =

˚
U

#»∇ · #»

F (x, y, z)dxdydz =

˚
U
(x+ y + z)dxdydz.

Áèäåj�êè ïðîåêöèjàòà D íà îáëàñòà U íà yOz-ðàìíèíàòà å âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà

(5.4.4), U ñå äîáèâà êîãà (y, z) ∈ D, y2

9 + z2

4 ≤ x ≤ 1. Îä îâà ñëåäóâà äåêà:

‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S =

¨
D

(ˆ 1

y2

9
+ z2

4

(x+ y + z)dx

)
dydz
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=

¨
D

((
x2

2
+ (y + z)x

) ∣∣∣x=1

x= y2

9
+ z2

4

)
dydz

=

¨
D

(
1

2
+ y + z − 1

2

(
y2

9
+

z2

4

)2

− (y + z)

(
y2

9
+

z2

4

))
dydz.

Âîâåäóâàìå åëèïñîèäíè êîîðäèíàòè:{
y = 3ρ cosφ
z = 2ρ sinφ,

(5.4.6)

ñî Jàêîáèjàí çà ñìåíàòà |J | = 6ρ. Îáëàñòà D ñå äîáèâà êîãà 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, îä

øòî ñëåäóâà äåêà (äà çàáåëåæèìå äåêà y2

9 + z2

4 = ρ2)

‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S = 6

ˆ 1

0

ˆ 2π

0

(
1

2
+ 3ρ cosφ+ 2ρ sinφ− 1

2
ρ4 − (3ρ cosφ+ 2ρ sinφ)ρ2

)
ρdφdρ

= 3

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
(ρ− ρ5)dφdρ+ 18

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 cosφdφdρ

+ 12

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 sinφdφdρ− 18

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ4 cosφdφdρ

− 12

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ4 sinφdφdρ.

Áèäåj�êè
´ 2π
0 sinφdφ = 0 è

´ 2π
0 cosφdφ = 0, ñèòå èíòåãðàëè, îñâåí ïðâèîò, ñå 0. Äîáèâà-

ìå: ‹
Σ∪Σ1

#»

F · d #»

S = 3

ˆ 1

0
(ρ− ρ5)

(ˆ 2π

0
dφ

)
dρ = 6π

ˆ 1

0
(ρ− ρ5)dρ = 2π.

Îñòàíóâà äà ãî ïðåñìåòàìå óøòå âòîðèîò èíòåãðàë âî (5.4.5). Äà çàáåëåæèìå äåêà
ïðîåêöèjàòà íà Σ1 íà yOz-ðàìíèíàòà å îáëàñòà D (âíàòðåøíîñòà íà åëèïñàòà (5.4.4)).
Çíà÷è, Σ1 å ãðàôèê íà ôóíêöèjàòà f : D → R, f(y, z) = 1. Äâàòà íîðìàëíè âåêòîðè

íà Σ1 ñå: # »n1(x, y, z) =
(
−1, ∂f∂y ,

∂f
∂z

)
= (−1, 0, 0) è # »n2(x, y, z) = − # »n1(x, y, z) = (1, 0, 0).

Áèäåj�êè Σ1 å îðèåíòèðàíà íà òîj íà÷èí øòî íåjçèíèòå íîðìàëíè âåêòîðè ñå âî íàñîêà
íà ïîçèòèâíàòà x-îñêà, íè òðåáà âåêòîðîò # »n2(x, y, z). Çà èíòåãðàëîò ïî Σ1 èìàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S =

¨
D
(z, y + z, yz) · (1, 0, 0)dydz =

¨
D
zdydz.

Ãè âîâåäóâàìå åëèïñîèäíèòå êîîðäèíàòè (5.4.6) è äîáèâàìå:

¨
Σ1

#»

F · d #»

S = 12

ˆ 1

0

ˆ 2π

0
ρ2 sinφdφdρ = 12

ˆ 1

0
ρ2
(ˆ 2π

0
sinφdφ

)
dρ = 0.

Ñî çàìåíóâà»å âî (5.4.5) ñå äîáèâà êîíå÷íèîò ðåçóëòàò:

¨
Σ

#»

F · d #»

S = −2π + 0 = −2π.
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Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ãè ïðåñìåòà äèðåêòíî èíòåãðàëèòå âî ïðåòõîäíèòå
ïðèìåðè çà äà ñå óâåðè äåêà ñå äîáèâààò èñòèòå ðåçóëòàòè.

Çàáåëåøêà 5.4.9. Ïðè çàòâîðà»åòî íà ïîâðøèíàòà Σ òðåáà äà ñå âíèìàâà ïîëåòî è
íåãîâèòå èçâîäè äà áèäàò äåôèíèðàíè âî çàòâîðåíàòà îáëàñò. Íà ïðèìåð, àêî òðåáà äà
ñå ïðåñìåòà

˜
Σ

#»

F · d #»

S , êàäå øòî:

#»

F (x, y, z) =

(
1

x2 + y2 + z2
,

1

x2 + y2 + z2
,

1

x2 + y2 + z2

)
è Σ å ãîðíàòà õåìèñôåðà îä x2+y2+z2 = 1, (z ≥ 0), îðèåíòèðàíà òàêà øòî íîðìàëíèòå
âåêòîðè ñå âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, Σ íå ìîæå äà ñå çàòâîðè
íèòó ñî ðàìíèíàòà z = 0 íèòó ñî äîëíàòà õåìèñôåðà x2 + y2 + z2 = 1, z ≤ 0, çàòîà øòî
ïîëåòî è íåãîâèòå èçâîäè íå ñå äåôèíèðàíè âî (0, 0, 0). Âî îâàà ñèòóàöèjà, èíòåãðàëîò˜

Σ

#»

F · d #»

S ìîæå ëåñíî äèðåêòíî äà ñå ïðåñìåòà.

5.5. Ñêàëàðåí ïîòåíöèjàë çà êîíçåðâàòèâíî ïîëå

Êàêî ïîñëåäèöà îä òåîðåìàòà íà Ñòîêñ, ìîæåìå ïàðöèjàëíî äà ãî îäãîâîðèìå ïðà-
øà»åòî (3.3.4), ò. å. äàëè

#»∇ × #»

F =
#»
0 èìïëèöèðà äåêà

#»

F å êîíçåðâàòèâíî. Êàêî øòî
íàïîìåíàâìå ïî (3.3.4), îâà çàâèñè îä îáëàñòà êàäå øòî

#»

F å äåôèíèðàíî. �Êå jà ðàçãëå-
äàìå íàjåäíîñòàâíàòà ñèòóàöèjà êîãà

#»

F = (F1, F2, F3) å äåôèíèðàíî íà öåëèîò ïðîñòîð,
ò. å.

#»

F : R3 → R3. Íàjïðâî �êå âèäèìå äåêà àêî C å çàòâîðåíà êðèâà áåç ñàìîïðåñåöè,
òîãàø: ˛

C

#»

F · d #»σ = 0. (5.5.1)

Îâà ñëåäóâà îä Ñòîêñîâàòà òåîðåìà. Êëó÷íèîò ôàêò å äåêà ìîæåìå äà íàjäåìå îðèåí-
òèðàíà ïîâðøèíà Σ ÷èjàøòî ãðàíèöà å C êîjà å êîìïàòàáèëíî îðèåíòèðàíà ñî êðèâàòà.
Åäåí íà÷èí êàêî ìîæåìå äà jà êîíñòðóèðàìå Σ å äà èçáåðåìå òî÷êà T äàëåêó îä C è
ïîòîà äà jà âðçåìå ñî ëèíèjà T ñî ñåêîjà òî÷êà îä C è ïðèòîà äà âíèìàâàìå îâèå ëè-
íèè äà íå ñå ñå÷àò; äîáèåíàòà ïîâðøèíà Σ å êîíóñíà ïîâðøèíà íàä êðèâàòà C. Òîãàø
Ñòîêñîâàòà òåîðåìà jà äàâà òî÷íîñòà íà (5.5.1):˛

C

#»

F · d #»σ =

¨
Σ

#»∇× #»

F · d #»

S = 0.

Äåôèíèðàìå ñêàëàðíî ïîëå G : R3 → R íà ñëåäíèîò íà÷èí. Ôèêñèðàìå åäíà òî÷êà A,
íà ïðèìåð êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê (0, 0, 0). Ïîòîà, çà êîjà áèëî òî÷êà X ñî êîîðäèíàòè
(x, y, z) èçáèðàìå êðèâà áåç ñàìîïðåñåöè CX , øòî ãè âðçóâà A ñî X è äåôèíèðàìå:

G(x, y, z) :=

ˆ
CX

#»

F · d #»σ . (5.5.2)

Àêî C ′
X å êîjà áèëî äðóãà êðèâà áåç ñàìîïðåñåöè êîjà jà âðçóâà A ñî X è íå jà ñå÷å

CX , òîãàø êðèâàòà ñîñòàâåíà îä CX ñïîåíà ñî C ′
X (îâà å êðèâàòà C ′

X ïîìèíàòà âî
ñïðîòèâíà íàñîêà) å çàòâîðåíà êðèâà C çà êîjà (5.5.1) èìïëèöèðà:

0 =

˛
C

#»

F · d #»σ =

ˆ
CX

#»

F · d #»σ −
ˆ
C′

X

#»

F · d #»σ =⇒
ˆ
CX

#»

F · d #»σ =

ˆ
C′

X

#»

F · d #»σ ,
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îä øòî äîáèâàìå äåêà äåôèíèöèjàòà íà G ïðåêó (5.5.2) íå çàâèñè îä ïàòîò íà èíòåãðà-
öèjà. Îä îâîj ôàêò, ñî èçáîð íà ñïåöèôè÷íè ïàòèøòà âî (5.5.2) ìîæå äà ñå äîêàæå äåêà
∂G
∂x = F1,

∂G
∂y = F2 è

∂G
∂z = F3 (îâà íå å òðèâèjàëíî!), îä øòî ñëåäóâà äåêà:

#»∇G =
#»

F , ò.

å.
#»

F å êîíçåðâàòèâíî ñî ïîòåíöèjàë G. Íàãëàñóâàìå äåêà ôàêòîò øòî
#»

F å äåôèíèðàíî
íà öåëèîò R3, å êëó÷åí çà òî÷íîñòà (5.5.1), à ñî òîà è çà êîíçåðâàòèâíîñòà íà

#»

F , çàòîà
øòî èìàâìå ñëîáîäà äà jà èçáåðåìå ïîâðøèíàòà Σ êàäå øòî

#»

F å äåôèíèðàíî, à ñî
òîà è äà jà óïîòðåáèìå Ñòîêñîâàòà òåîðåìà çà äà ãî ïðåñìåòàìå (5.5.1). Àêî îáëàñòà
êàäå øòî

#»

F å äåôèíèðàíî èìà äóïêè, îâà íå ìîæå ñåêîãàø äà ñå íàïðàâè. Íà ïðèìåð,
ïîëåòî

#»

F (x, y, z) := ( −y
x2+y2

, x
x2+y2

, 0) å äåôèíèðàíî íà R3\{z-îñêà} (íà z-îñêàòà âàæè

x = y = 0 è èìåíèòåëèòå ñå 0). Àêî C å êðóæíèöà îêîëó z-îñêàòà, êîjà áèëî ïîâðøèíà
êîjà jà èìà C êàêî ãðàíèöà ìîðà äà ïîìèíå íèç z-îñêàòà è íà íåà íå ìîæåìå äà jà
ïðèìåíèìå Ñòîêñîâàòà òåîðåìà, çàòîà øòî

#»

F íå å äåôèíèðàíî íà ïðåñåêîò íà ïîâðøè-
íàòà ñî z-îñêàòà. Èíöèäåíòíî, ìîæåìå äèðåêòíî äà ïðîâåðèìå äåêà (5.5.1) íå å ñåêîãàø
òî÷íî: aêî C å êðóæíèöàòà x2 + y2 = 1, z = 0, òîãàø

¸
C

#»

F · d #»σ = 2π ̸= 0 (ïðåñìåòàj!).

Èàêî
#»∇× #»

F =
#»
0 (ïðåñìåòàj!),

#»

F íå å êîíçåðâàòèâíî íà R3\{z-îñêà}, ïîðàäè òåîðåìà-
òà 4.4.1. Îâà ïîëå å êîíçåðâàòèâíî àêî ãî ðàçãëåäóâàìå íà íåêîè ïîìàëè îáëàñòè îä
R3\{z-îñêà}; íà ïðèìåð, çà G(x, y, z) := − arctan(xy ) + C, âàæè

#»∇G =
#»

F (ïðîâåðè!), íî

G íå å äåôèíèðàíî íà R3\{z-îñêà}, çàòîà øòî íå å äåôèíðàíî íà xOz-ðàìíèíàòà (êàäå
øòî y = 0).

Âî íàðåäíèòå íåêîëêó ïðèìåðè �êå èëóñòðèðàìå êàêî ñå îïðåäåëóâà ïîòåíöèjàëîò
çà ïîëåòî

#»

F àêî çíàåìå äåêà å êîíçåðâàòèâíî. Âî íàøèòå ñèòóàöèè, ïîëåòî
#»

F �êå áèäå
äåôèíèðàíî íà R3 òàêà øòî, èìàj�êè jà ïðåäâèä ãîðíàòà äèñêóñèjà, çà äà ïðîâåðèìå
äàëè

#»

F : R3 → R3 å êîíçåðâàòèâíî, äîâîëíî å äà ïðîâåðèìå äåêà
#»∇× #»

F =
#»
0 .

Ïðèìåð 5.5.1. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå:

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (2xyz3 + yexy, x2z3 + xexy, 3x2yz2 + cos z).

Äà ñå ïðîâåðè äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî è ïîòîà äà ñå îïðåäåëè íåãîâèîò ïîòåíöèjàë.

Çà äà ïðîâåðèìå äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî, ãî ñìåòàìå íåãîâèîò ðîòîð:

#»∇× #»

F (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2xyz3 + yexy x2z3 + xexy 3x2yz2 + cos z

∣∣∣∣∣∣
=

#»
i
∂

∂y
(3x2yz2 + cos z) +

#»
j

∂

∂z
(2xyz3 + yexy) +

#»

k
∂

∂x
(x2z3 + xexy)

− #»

k
∂

∂y
(2xyz3 + yexy)− #»

j
∂

∂x
(3x2yz2 + cos z)− #»

i
∂

∂z
(x2z3 + xexy)

= 3x2z2
#»
i + 6xyz2

#»
j + (2xz3 + exy + xyexy)

#»

k

− (2xz3 + exy + xyexy)
#»

k − 6xyz2
#»
j − 3x2z2

#»
i

=
#»
0 ,

îä øòî ñëåäóâà äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî. Íåãîâèîò ïîòåíöèjàë å ñêàëàðíî ïîëå G :
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R3 → R çà êîå âàæè:
#»

F =
#»∇G, îäíîñíî:

∂G
∂x (x, y, z) = 2xyz3 + yexy
∂G
∂y (x, y, z) = x2z3 + xexy

∂G
∂z (x, y, z) = 3x2yz2 + cos z.

(5.5.3)

Èçáèðàìå åäíà îä ðàâåíêèòå è jà èíòåãðèðàìå; íà ïðèìåð, âî òðåòàòà ðàâåíêà �êå ïî-
áàðàìå èíòåãðàë ïî z (ìîæåâìå äà jà çåìåìå ïðâàòà è äà áàðàìå èíòåãðàë ïî x èëè
âòîðàòà è äà áàðàìå èíòåãðàë ïî y). Äîáèâàìå:

G(x, y, z) =

ˆ
(3x2yz2 + cos z)dz = x2yz3 + sin z + C1(x, y); (5.5.4)

áèäåj�êè áàðàâìå èíòåãðàë ïî z, à G çàâèñè îä x, y è z, êîíñòàíòàòà îä èíòåãðàöèjà
ìîæå äà çàâèñè îä x è y, ò. å. C1 = C1(x, y). Çà äà jà îïðåäåëèìå C1(x, y), áàðàìå
èçâîä ïî y îä (5.5.4) è ãî èçåäíà÷óâàìå ñî âòîðàòà ðàâåíêà âî (5.5.3) (èñòî, ìîæåâìå
äà áàðàìå èçâîä ïî x îä (5.5.4) è äà èçåäíà÷èìå ñî ïðâàòà ðàâåíêà âî (5.5.3)):

x2z3 +
∂C1

∂y
(x, y) = x2z3 + xexy ⇐⇒ ∂C1

∂y
(x, y) = xexy.

Ïîñëåäíàòà ðàâåíêà jà èíòåãðèðàìå ïî y è äîáèâàìå:

C1(x, y) =

ˆ
xexydy = exy + C2(x);

áèäåj�êè áàðàâìå èíòåãðàë ïî y, à C1 å ôóíêöèjà îä x è y, êîíñòàíòàòà îä èíòåãðàöèjà
ìîæå äà çàâèñè îä x, ò. å. C2 = C2(x). Çàìåíóâàìå âî (5.5.4) è äîáèâàìå:

G(x, y, z) = x2yz3 + sin z + exy + C2(x). (5.5.5)

Çà äà jà îïðåäåëèìå C2, áàðàìå èçâîä ïî x îä (5.5.5) è èçåäíà÷óâàìå ñî ïðâàòà ðàâåíêà
âî (5.5.3):

2xyz3 + yexy + C ′
2(x) = 2xyz3 + yexy ⇐⇒ C ′

2(x) = 0.

Áàðàìå èíòåãðàë îä ïîñëåäíàòà ðàâåíêà è äîáèâàìå: C2(x) =
´
0dx = C, êàäå øòî C

å êîíñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä íèåäíà ïðîìåíëèâà. Ñî çàìåíà âî (5.5.5) ãî äîáèâàìå
ïîòåíöèjàëîò G:

G(x, y, z) = x2yz3 + sin z + exy + C.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà íàâèñòèíà
#»∇G =

#»

F .

Ïðèìåð 5.5.2. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå:

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (cosh y + z cosh(xz), z + x sinh y, y + x cosh(xz)).

Äà ñå ïðîâåðè äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî è ïîòîà äà ñå îïðåäåëè íåãîâèîò ïîòåíöèjàë.

Êàêî è ïðåòõîäíî, ïðâî ñìåòàìå:

#»∇× #»

F (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

cosh y + z cosh(xz) z + x sinh y y + x cosh(xz)

∣∣∣∣∣∣
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=
#»
i
∂

∂y
(y + x cosh(xz)) +

#»
j

∂

∂z
(cosh y + z cosh(xz)) +

#»

k
∂

∂x
(z + x sinh y)

− #»

k
∂

∂y
(cosh y + z cosh(xz))− #»

j
∂

∂x
(y + x cosh(xz))− #»

i
∂

∂z
(z + x sinh y)

=
#»
i + (cosh(xz) + xz sinh(xz))

#»
j + sinh y

#»

k

− sinh y
#»

k − (cosh(xz) + xz sinh(xz))
#»
j − #»

i

=
#»
0 ,

îä øòî ñëåäóâà äåêà
#»

F å íàâèñòèíà êîíçåðâàòèâíî. Çà äà ãî îïðåäåëèìå íåãîâèîò
ïîòåíöèjàë G : R3 → R, êàêî è ïðåòõîäíî, óñëîâîò

#»

F =
#»∇G ãî çàïèøóâàìå êàêî:

∂G
∂x (x, y, z) = cosh y + z cosh(xz)
∂G
∂y (x, y, z) = z + x sinh y
∂G
∂z (x, y, z) = y + x cosh(xz)

(5.5.6)

Âòîðàòà ðàâåíêà jà èíòåãðèðàìå ïî y (êàêî è ïðåòõîäíî, íåâàæíî êîjà ðàâåíêà �êå jà
èçáåðåìå: âî ñèòóàöèjàâà íàjëåñíî ñå èíòåãðèðà âòîðàòà) è äîáèâàìå:

G(x, y, z) =

ˆ
(z + x sinh y)dy = yz + x cosh y + C1(x, z). (5.5.7)

Çà äà jà îïðåäåëèìå C1(x, z), áàðàìå èçâîä ïî x è jà èçåäíà÷óâàìå ñî ïðâàòà ðàâåíêà
âî (5.5.6):

cosh y +
∂C1

∂x
(x, z) = cosh y + z cosh(xz) ⇐⇒ ∂C1

∂x
(x, z) = z cosh(xz).

Ïîñëåäíòà ðàâàåíêà jà èíòåãðèðàìå ïî x è äîáèâàìå:

C1(x, z) =

ˆ
z cosh(xz)dx = sinh(xz) + C2(z),

îä øòî, ñî çàìåíà âî (5.5.7), ñëåäóâà:

G(x, y, z) = yz + x cosh y + sinh(xz) + C2(z). (5.5.8)

Çà äà jà îïðåäåëèìå ôóíêöèjàòà C2(x), áàðàìå èçâîä ïî z îä (5.5.8) è èçåäíà÷óâàìå ñî
òðåòàòà ðàâåíêà âî (5.5.6):

y + x cosh(xz) + C ′
2(z) = y + x cosh(xz) ⇐⇒ C ′

2(z) = 0.

Ñî èíòåãðèðà»å íà ïîñëåäíàòà ðàâåíêà äîáèâàìå: C2(z) =
´
0dz = C êàäå C å êîí-

ñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä ïðîìåíëèâèòå. Ñî çàìåíà âî (5.5.8) ñå äîáèâà:

G(x, y, z) = yz + x cosh y + sinh(xz) + C.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà
#»∇G =

#»

F .
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Ïðèìåð 5.5.3. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå:

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xyz cos(xyz) + sin(xyz), x2z cos(xyz), x2y cos(xyz)).

Äà ñå ïðîâåðè äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî è ïîòîà äà ñå îïðåäåëè íåãîâèîò ïîòåíöèjàë.

Êàêî è ïðåòõîäíî, ïðâî ñìåòàìå:

#»∇× #»

F (x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xyz cos(xyz) + sin(xyz) x2z cos(xyz) x2y cos(xyz)

∣∣∣∣∣∣
=

#»
i
∂

∂y
(x2y cos(xyz)) +

#»
j

∂

∂z
(xyz cos(xyz) + sin(xyz))

+
#»

k
∂

∂x
(x2z cos(xyz))− #»

k
∂

∂y
(xyz cos(xyz) + sin(xyz))

− #»
j

∂

∂x
(x2y cos(xyz))− #»

i
∂

∂z
(x2z cos(xyz))

= (x2 cos(xyz)− x3yz sin(xyz))
#»
i + (2xy cos(xyz)− x2y2z sin(xyz))

#»
j

+ (2xz cos(xyz)− x2yz2 sin(xyz))
#»

k − (2xz cos(xyz)− x2yz2 sin(xyz))
#»

k

− (2xy cos(xyz)− x2y2z sin(xyz))
#»
j − (x2 cos(xyz)− x3yz sin(xyz))

#»
i

=
#»
0 ,

îä øòî ñëåäóâà äåêà
#»

F å íàâèñòèíà êîíçåðâàòèâíî. Çà äà ãî îïðåäåëèìå ïîòåíöèjàëîò
G : R3 → R, óñëîâîò #»

F =
#»∇G ãî çàïèøóâàìå êàêî:
∂G
∂x (x, y, z) = xyz cos(xyz) + sin(xyz)
∂G
∂y (x, y, z) = x2z cos(xyz)
∂G
∂z (x, y, z) = x2y cos(xyz)

(5.5.9)

Âòîðàòà ðàâåíêà jà èíòåãðèðàìå ïî y:

G(x, y, z) =

ˆ
x2z cos(xyz)dy (ñìåíà t = xyz, dt = xzdy)

= x

ˆ
cos tdt = x sin t+ C1(x, z) = x sin(xyz) + C1(x, z). (5.5.10)

Çà äà jà îïðåäåëèìå C1(x, z), áàðàìå èçâîä ïî x îä (5.5.10) è ãî èçåäíà÷óâàìå ñî ïðâàòà
ðàâåíêà âî (5.5.9):

sin(xyz) + xyz cos(xyz) +
∂C1

∂x
(x, z) = xyz cos(xyz) + sin(xyz) ⇐⇒ ∂C1

∂x
(x, z) = 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî èíòåãðèðàìå ïî x: C1(x, z) =
´
0dx = C2(z). Ñî çàìåíà âî

(5.5.10) ñå äîáèâà:

G(x, y, z) = x sin(xyz) + C2(z).
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Áàðàìå èçâîä ïî z è èçåäíà÷óâàìå ñî òðåòàòà ðàâåíêà âî (5.5.9):

x2y cos(xyz) + C ′
2(z) = x2y cos(xyz) ⇐⇒ C ′

2(z) = 0.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî èíòåãðèðàìå ïî z: C2(z) =
´
0dz = C, êàäå øòî C å êîíñòàíòà

êîjà íå çàâèñè îä ïðîìåíëèâèòå. Çà ïîòåíöèjàëîò äîáèâìå:

G(x, y, z) = x sin(xyz) + C.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà:
#»∇G =

#»

F .

Àêî
#»

F : U → R2 å âåêòîðñêî ïîëå îä äâå ïðîìåíëèâè äåôèíèðàíî íà îáëàñò U ⊆ R2,
ïîâòîðíî èìà ñìèñëà äà ðàçãëåäóâàìå êîãà

#»

F = (F1, F2) å êîíçåðâàòèâíî, îäíîñíî êîãà
ïîñòîè ñêàëàðíî ïîëå G : U → R, òàêâî øòî

#»∇G =
#»

F . Àêî
#»

F å êîíçåðâàòèâíî, ò. å.
#»

F =
#»∇G òîãàø

∂F2

∂x
=

∂

∂x

(
∂G

∂y

)
=

∂2G

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂G

∂x

)
=

∂F1

∂y
.

ò. å.
∂F2

∂x
=

∂F1

∂y
. (5.5.11)

Ïðàøà»åòî å äàëè îä (5.5.11) ñëåäóâà äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî. Ñëè÷íî êàêî è ïîãîðå,
òîà çàâèñè îä îáëàñòà êàäå øòî å äåôèíèðàíî

#»

F . Àêî
#»

F å äåôèíèðàíî íà R2, ò. å.
#»

F : R2 → R2, òîãàø êàêî è ïîãîðå ìîæå äà ñå ïîêàæå äåêà îä (5.5.11) ñëåäóâà äåêà
#»

F
å êîíçåðâàòèâíî, ò. å. ïîñòîè G : R2 → R, òàêâî øòî #»∇G =

#»

F . Íà÷èíîò êàêî ñå îïðåäå-
ëóâà ïîòåíöèjàëîò çà êîíçåðâàòèâíîòî ïîëå

#»

F å ñëè÷åí êàêî è âî òðîäèìåíçèîíàëíàòà
ñèòóàöèjà.

Ïðèìåð 5.5.4. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå:

#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (2x+ 4xy, 2x2).

Äà ñå ïðîâåðè äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî è ïîòîà äà ñå îïðåäåëè íåãîâèîò ïîòåíöèjàë.

Çà äà ïðîâåðèìå äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî, ñìåòàìå:

∂F1

∂y
(x, y) = 4x,

∂F2

∂x
(x, y) = 4x.

Áèäåj�êè ∂F1
∂y = ∂F2

∂x , ñëåäóâà äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî. Çà äà ãî îïðåäåëèìå íåãîâèîò

ïîòåíöèjàë G : R2 → R, óñëîâîò #»∇G =
#»

F ãî çàïèøóâàìå êàêî:{ ∂G
∂x (x, y) = 2x+ 4xy
∂G
∂y (x, y) = 2x2

(5.5.12)

Ãî èíòåãðèðàìå âòîðîòî ðàâåíñòâî âî (5.5.12) ïî y (íàìåñòî îâà, ìîæåâìå äà ãî èíòåã-
ðèðàìå ïðâîòî ðàâåíñòâî âî (5.5.12) ïî x) è äîáèâàìå:

G(x, y) =

ˆ
2x2dy = 2x2y + C1(x); (5.5.13)
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áèäåj�êè áàðàâìå èíòåãðàë ïî y, à G çàâèñè îä x è y, êîíñòàíòàòà îä èíòåãðàöèjà C1

ìîæå äà çàâèñè îä x, ò. å. C1 = C1(x). Çà äà jà îïðåäåëèìå C1, áàðàìå èçâîä îä (5.5.13)
ïî x è ãî èçåäíà÷óâàìå ñî ïðâàòà ðàâåíêà âî (5.5.12):

4xy + C ′
1(x) = 2x+ 4xy ⇐⇒ C ′

1(x) = 2x.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ãî èíòåãðèðàìå ïî x è äîáèâàìå: C1(x) =
´
2xdx = x2 +C, êàäå

øòî C å êîíñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä ïðîìåíëèâèòå. Ñî çàìåíà âî (5.5.13) ñëåäóâà:

G(x, y) = 2x2y + x2 + C.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà íàâèñòèíà âàæè:
#»∇G =

#»

F .

Ïðèìåð 5.5.5. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå:

#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (sin y − y sin(xy), x cos y − x sin(xy)).

Äà ñå ïðîâåðè äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî è ïîòîà äà ñå îïðåäåëè íåãîâèîò ïîòåíöèjàë.

Çà äà ïðîâåðèìå äåêà
#»

F å êîíçåðâàòèâíî, ñìåòàìå:

∂F1

∂y
(x, y) = cos y − sin(xy)− xy cos(xy),

∂F2

∂x
(x, y) = cos y − sin(xy)− xy cos(xy).

Áèäåj�êè ∂F1
∂y = ∂F2

∂x ,
#»

F å êîíçåðâàòèâíî. Çà äà ãî íàjäåìå íåãîâèîò ïîòåíöèjàë G : R2 →
R, óñëîâîò #»∇G =

#»

F ãî çàïèøóâàìå êàêî:{ ∂G
∂x (x, y) = sin y − y sin(xy)
∂G
∂y (x, y) = x cos y − x sin(xy)

(5.5.14)

Jà èíòåãðèðàìå ïðâàòà ðàâåíêà ïî x (êàêî è ïðåòõîäíî, íå å âàæíî êîjà ðàâåíêà �êå jà
èíòåãðèðàìå) è äîáèâàìå:

G(x, y) =

ˆ
(sin y − y sin(xy))dx = x sin y + cos(xy) + C1(y); (5.5.15)

êîíñòàíòàòà îä èíòåãðàöèjàòà C1 ìîæå äà çàâèñè îä y çàòîà øòî áàðàâìå èíòåãðàë
ïî x, à G çàâèñè îä x è y. Çà äà jà îïðåäåëèìå C1, áàðàìå èçâîä îä (5.5.15) ïî y è
èçåäíà÷óâàìå ñî âòîðàòà ðàâåíêà âî (5.5.14):

x cos y − x sin(xy) + C ′
1(y) = x cos y − x sin(xy) ⇐⇒ C ′

1(y) = 0.

Ñî èíòåãðàöèjà íà ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïî y ñå äîáèâà C1(y) =
´
0dy = C, êàäå øòî C

å êîíñòàíòà êîjà íå çàâèñè îä ïðîìåíëèâèòå. Çàìåíóâàìå âî (5.5.15) çà äà ãî äîáèåìå
ïîòåíöèjàëîò:

G(x, y) = x sin(y) + cos(xy) + C.

Ãî îõðàáðóâàìå ÷èòàòåëîò äà ïðîâåðè äåêà:
#»∇G =

#»

F .
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5.6. Íåðåøåíè çàäà÷è

Çàäà÷à 5.6.1. Äà ñå ïðåñìåòà ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë:

¨
Σ
(x+ y + z)dS,

êàäå øòî Σ å ãîðíàòà ñòðàíà íà êâàäðàòîò 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, âî ðàìíèíàòà z = 2.

Çàäà÷à 5.6.2. Äà ñå ïðåñìåòà:

¨
Σ
G(x, y, z)dS,

êàäå øòî

(à) ïîâðøèíàòà Σ å äåëîò îä êîíóñîò: z =
√
x2 + y2, êàäå øòî 0 ≤ z ≤ 1 è G å

ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xyz;

(á) ïîâðøèíàòà Σ å ¯èäîò íà òåëîòî çàòâîðåíî ñî: z = 4− x2 − y2 è z = 0, äîäåêà G
å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = x+ yz.

Çàäà÷à 5.6.3. Íåêà D å åäèíå÷íèîò êðóã âî xOy-ðàìíèíàòà ñî öåíòàð âî êîîðäèíàò-
íèîò ïî÷åòîê. Äà ñå ïðåñìåòà ïëîøòèíàòà íà ãðàôèêîò íà ôóíêöèjàòà f : D → R,
f(x, y) = x2 − y2.

Çàäà÷à 5.6.4. Äàäåí å òàíîê ëèñò âî îáëèê íà ïîâðøèíàòà x = y2 + z2, 0 ≤ x ≤ 9,
ñî ïîâðøèíñêà ãóñòèíà ρ(x, y, z) = x+ y2 + z2. Äà ñå ïðåñìåòà ìàñàòà è òåæèøòåòî íà
ëèñòîò.

Çàäà÷à 5.6.5. Äà ñå ïðåñìåòà: ¨
Σ

#»

F · d #»

S ,

êàäå øòî

(à) Σ å: z = 4 − x2 − y2, z ≥ 0, îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò
ïî÷åòîê è

#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+ y, z, xz);

(á) Σ å:

z =
x2

9
+

y2

4
, 0 ≤ z ≤ 1,

îðèåíòèðàíà òàêà øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä
ïîçèòèâíàòà z-îñêà, äîäåêà

#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) =
(x, xy, z);

(â) Σ å äåëîò îä: z = 1 −
√

x2 + y2, êîjøòî ñå íàî�ãà âî ïðâ îêòàíò è å îðèåíòèðàí
âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê, äîäåêà

#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (y + z, yz, x+ z);
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(ã) Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà äåëîò îä åëèïñîèäíèîò öèëèíäàð:

y2

2
+

z2

4
= 1, −1 ≤ x ≤ 1,

è
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (xz, y2z, x+ z2).

Çàäà÷à 5.6.6. Äà ñå ïðåñìåòà: ¨
Σ

#»∇G · d #»

S ,

êàäå øòî

(à) Σ å äåëîò îä x = y2+z2, 1 ≤ x ≤ 4, êîjøòî ñå íàî�ãà âî ïðâ îêòàíò è å îðèåíòèðàí
íà òîj íà÷èí øòî íîðìàëíèòå âåêòîðè ïîêàæóâààò êîí ïîçèòèâíàòà x-îñêà, äîäåêà
G å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R, G(x, y, z) = xy + xz2;

(á) Σ å äåëîò îä íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà ñôåðàòà: x2 + y2 + z2 = 4, êîjøòî ñå íàî�ãà
ïîìå�ãó ðàìíèíèòå: z = 0 è z = 1, äîäåêà G å ñêàëàðíîòî ïîëå G : R3 → R,
G(x, y, z) = xy + z.

Çàäà÷à 5.6.7. Äà ñå ïðåñìåòà: ‹
Σ

#»

F · d #»

S ,

êàäå øòî:

(à) Σ å âíàòðåøíàòà ñòðàíà íà ñôåðàòà: x2 + y2 + z2 = 1 è
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (yz, xz, y2z);

(á) Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà åëèïñîèäîò:

x2

9
+

y2

4
+ z2 = 1

è
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+ z, yz, z).

Çàäà÷à 5.6.8. Äà ñå îïðåäåëè ôëóêñîò íà ãðàâèòàöèîíîòî ïîëå ãåíåðèðàíî îä ìà-
òåðèjàëíà òî÷êà ñî ìàñà m0 êîjà ñå íàî�ãà âî (x0, y0, z0) íèç íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà
ñôåðàòà ñî öåíòàð âî (x0, y0, z0) è ðàäèóñ r > 0. Øòî ìîæå äà ñå çàêëó÷è çà çàâèñíîñòà
íà ôëóêñîò îä ðàäèóñîò íà ñôåðàòà?

Çàäà÷à 5.6.9. Ôëóèä ñî ãóñòèíà ρ(x, y, z) = x2 + y2 ñå äâèæè ñî áðçèíà
#»

V (x, y, z) =
(z, xy,−x). Äà ñå îïðåäåëè ìàñàòà âî åäèíèöà âðåìå íà ôëóèäîò êîjà ïðîòåêóâà íèç
äåëîò îä ïîâðøèíàòà z = 1 − x2 − y2, êîj ñå íàî�ãà âî ïðâ îêòàíò è å îðèåíòèðàí âî
ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê. Äà ñå îïðåäåëè è âîëóìåíîò âî åäèíèöà
âðåìå êîj ïðîòåêóâà íèç îâàà ïîâðøèíà.

Çàäà÷à 5.6.10. Äà ñå ïðåñìåòààò ëèíèñêèòå èíòåãðàëè âî çàäà÷èòå 4.5.11, 4.5.13 è
4.5.14, ñî ïîìîø íà Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà.
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Çàäà÷à 5.6.11. Êðèâàòà C å ïðåñåêîò íà ïîâðøèíèòå: x2 + y2 + z2 = 9 è z = 1. Çà
âåêòîðñêîòî ïîëå

#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (y,−x, z2), äà ñå ïðåñìåòà:˛
C

#»

F · d #»r ,

ñî ïðèìåíà íà Ñòîêñîâàòà òåîðåìà (íàjäåòå ñîîäâåòíà ïîâðøèíà è îðèåíòàöèjà).

Çàäà÷à 5.6.12. Íåêà Σ å äåëîò îä ðàìíèíàòà x + y + z = 3 êàäå øòî x2 + y2 ≤ 1,
îðèåíòèðàíà âî ñïðîòèâíà íàñîêà îä êîîðäèíàòíèîò ïî÷åòîê. Äà ñå ïðåñìåòà:¨

Σ
(∇× #»

F ) · d #»

S ,

çà
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (y,−x, x2), äèðåêòíî è ñî êîðèñòå»å íà Ñòîêñîâàòà òåîðå-
ìà.

Çàäà÷à 5.6.13. Äàäåíî å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (y+z, x+z, x+y).
Êðèâàòà C å êðóæíèöàòà x2+y2 = 22 âî ðàìíèíàòà z = 1, ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà. Äà
ñå ïðåñìåòà: ˛

C

#»

F · d #»r ,

ñî ïîìîø íà Ñòîêñîâàòà òåîðåìà (èçáåðåòå ñîîäâåòíà ïîâðøèíà).

Çàäà÷à 5.6.14. Êðèâàòà C å ïðåñåê íà åëèïñîèäíèîò öèëèíäàð:

x2 +
y2

9
= 1, z ≥ 0,

ñî öèëèíäàðîò x2 + z2 = 16, y-êîîðäèíàòàòà å ñëîáîäíà, è å ïîçèòèâíî îðèåíòèðàíà
îêîëó z-îñêàòà. Ñî ïîìîø íà Ñòîêñîâàòà ôîðìóëà, äà ñå ïðåñìåòà:˛

C

#»

F · d #»σ ,

êàäå øòî
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x2 + y2, x2 + z2, yz).

Çàäà÷à 5.6.15. Íåêà Σ å íàäâîðåøíàòà ñòðàíà íà òåòðàåäåðîò ñî òåìè»à âî: (0, 0, 0),
(1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1). Ñî ïîìîø íà òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè, äà ñå ïðåñ-
ìåòà: ‹

Σ

#»

F · d #»

S ,

êàäå øòî
#»

F å âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x+ y + z, yex, xz).

Çàäà÷à 5.6.16. Äà ñå ïðåñìåòà èíòåãðàëîò âî çàäà÷àòà 5.6.7 (à), ñî ïîìîø íà òåîðå-
ìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè.

Çàäà÷à 5.6.17. Íåêà Σ å íàäâîðåøíèîò ¯èä íà ñôåðàòà x2+y2+z2 = 1. Äà ñå ïðåñìåòà:‹
Σ

#»

F · d #»

S ,

êàäå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x3, y3, z3), ñî ïîìîø íà òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè.
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Çàäà÷à 5.6.18. Äà ñå ïðåñìåòà ïîâðøèíñêèîò èíòåãðàë:

‹
Σ

#»

F · d #»

S ,

êàäå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (x, y, z), è Σ å íàäâîðåøíèîò ¯èä íà öèëèíäðè÷íàòà
ïîâðøèíà x2 + y2 = 4 ñî 0 ≤ z ≤ 3, çàåäíî ñî ãîðíàòà è äîëíàòà áàçà.

Çàäà÷à 5.6.19. Äà ñå ïðåñìåòà èíòåãðàëîò âî çàäà÷àòà 5.6.5, ñî ïîìîø íà òåîðåìàòà
íà Ãàóñ-Îñòðîãðàäñêè, îòêàêî ïðåòõîäíî ïîâðøèíàòà Σ ñîîäâåòíî �êå ñå çàòâîðè.

Çàäà÷à 5.6.20. Äà ñå ïîêàæå äåêà
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (exy3 + y, 3exy2 + x), e
êîíçåðâàòèâíî ïîëå è äà ñå íàjäå ïîòåíöèjàëîò.

Çàäà÷à 5.6.21. Äà ñå ïîêàæå äåêà
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (2xy3, 3x2y2 + cos y), e
êîíçåðâàòèâíî ïîëå è äà ñå íàjäå ïîòåíöèjàëîò.

Çàäà÷à 5.6.22. Äà ñå ïîêàæå äåêà
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (2xy, x2+2yz3, 3y2z+2z),
e êîíçåðâàòèâíî ïîëå è äà ñå íàjäå ïîòåíöèjàëîò.

Çàäà÷à 5.6.23. Äà ñå ïîêàæå äåêà
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) = (12x2, cos y cos z, 1 −
sin y sin z), e êîíçåðâàòèâíî ïîëå è äà ñå íàjäå ïîòåíöèjàëîò.

Çàäà÷à 5.6.24. Äà ñå ïðîâåðè äàëè âåêòîðñêîòî ïîëå
#»

F : R3 → R3,
#»

F (x, y, z) =
(2x cos y, x2 sin y + 3z2, 6yz), å êîíçåðâàòèâíî. Àêî å, äà ñå îïðåäåëè ïîòåíöèjàëîò.

Çàäà÷à 5.6.25. Äà ñå ïðåñìåòà ëèíèñêèîò èíòåãðàë:

ˆ
C

#»

F · d #»r ,

çà
#»

F : R2 → R2,
#»

F (x, y) = (y2, 2xy) è êðèâàòà C êîjà å äåë îä êðóæíèöà x2 + y2 = 4,
îä òî÷êàòà (2, 0) äî òî÷êàòà (−2, 0) ïî ïîëóêðóæíèöàòà ãîðå. (Êîðèñòè äàëè ïîëåòî å
êîíçåðâàòèâíî èëè íå.)
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